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Prostor Ly(a, b)

Ozna¢me Ly(a, b) mnozinu véech vhodnych komplexnich funkci
f:(a,b) — C, pro které je integral

b
JRLGIRE (1)
a
konecny.
Funkce nélezici prostoru Ly(a, b) se nazyva integrovatelna s
kvadratem.

Poznamka 1

Vyraz vhodnych ve vyse uvedené definici je podstatny pro
korektnost textu. Funkce, které jsou pro nas pfipustné, vhodné, jsou
ty, se kterymi se vétsinou setkame v praxi a v tomto textu, neni-li
feceno jinak. Pro dalsi omezeni vénujte pozornost nasledujicim
poznamkam.
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Priklad 1
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141
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(1) Vi 2[1,2]
141
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Poznamka 2

Pfi feseni mnohych problému se Casto pouZiva specialni prostor
Ly(a, b), prostor funkci integrovatelnych na intervalu (a, b).

Tento prostor je opét linearni.

Rekneme, Ze funkce f patti do L (a, b), je-li na intervalu (a, b)
(absolutné) integrovatelna.

To jest

b
/ ()| dt < .

Zrejmé, je-li f(t) € Lo(a, b), pak také f(t) € Li(a, b).
Opacna implikace vSak neplati.
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KaZda po ¢astech spojita funkce na uzavieném intervalu je na tomto
intervalu integrovatelna s kvadratem.
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K dplnosti je jesté nutno definovat po ¢astech spojitou funkci.
Je to takova funkce, ktera vyhovuje nasledujicim podminkam:

1. existuje kone¢né déleni intervalu (a, b) takové, Ze délici intervaly
jsou navzajem disjunkini a jejich sjednoceni je prave interval
(a,b),

2. funkce zuZena na kazdy délici interval je spojita.

Jediné, co je zapotfebi zvaZit, je omezenost funkce na pfislusném
délicim intervalu.
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Budte f a g funkce z L»(a, b).
Pak skalarni soucin funkci f a g na intervalu (a, b) definujeme

vztahem .
(r.9)= | fva(nat @
Normu funkce f z Ly(a, b) definujaeme predpisem
Il = (£, 1). @)

Normu funkce tedy chapeme jako jeji vzdalenost od nulové funkce.
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0  'a
Obrazek: Graf funkce f,

fi (1)

0 a
Obrazek: Graf funkce fi
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Poznamka 4
Vezméme funkce f,(t) a f;(t) definované na pfedchozich obrazcich.
Pak

[foll = (]| = O.

Tedy pro dvé ruzné funkce dostavame stejnou normu, coZ neni v
poradku.

Vezmeme-li v uvahu pfedchozi poznamku, pak vzhledem k
Lebesgueové mite jsou tyto funkce totoZné, lisi se pouze na mnoziné
miry nula.
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4. (f,g):(g7f),
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Lema 1

Bud'te f, g a h funkce z Ly(a,b) ac € C.

Pak

(K1) = [FRORDdE= [7 DR dE=|f|?,

(cf.g) = c(f,9),

- (f+h,9)=(f,g)+ (h,g),

- (f,9)=(9.1),

. Schwarz-Buriakovského nerovnost: |(f, )| < ||f||||g]l,
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(N = [ Ofde= [7If0EdE= |17,

(cf,g) = c(f,9),

- (f+h,9)=(f,9)+ (h,9),

- (f,.9)=1(g,9),

. Schwarz-Buriakovského nerovnost: |(f, g)| < |If]|l|gll,
. |Ifll = O prave tehdy, je-li f(t) = O pro kaZdé t,
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Bud'te f, g a h funkce z Ly(a,b) ac € C.
Pak

1 (ff) = [P HOf( dt= [71f()EdE = | |2,

(cf.g) = c(f,9),

(f+h,g)=(f.g)+ (h,g),

(f.9) = (g.1),

Schwarz-Buriakovského nerovnost: |(f, g)| < |Ifllllgll,
Ilf]| = O prave tehdy, je-li f(t) = 0 pro kaZdé t,

- lefll = [ellIf]l,

A+ gl < (Il + [lgll-
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Prostor Ly(a, b)
Systém funkcei {f,}>°, z L»(a, b) je ortogonalini, je-li skalarni soucin
kazdych dvou rdznych funkci roven nule,
tj. plati-li pro kazdé m # n
(fma fn) =0. (4)
Je-li navic norma kazdé funkce posloupnosti rovna jedné, nazyvame
takovy systém ortonormaini,
tj.
1 prom=n,
(fm, f) = ()
0 prom#n.
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Priklad 4
Systém funkci {€™}>° ___ je na intervalu [0, 2] ortogonalni, neni
vsak ortonormailni.
Prvné, f02 "|em2dt = 2n, tedy € ¢ L,[0, 2] pro kazdé n.
Dale
f02” eme=iMdt=2r prom=n,
(fm, fn) =
f02” emMe iMdt=0 prom#n.
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Dany systém funkci Ize jednoduchym zptsobem normalizovat
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1 cos(t) sin(t) cos(2t) sin(2t)
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(fn, fn) = / eme=indqt = (G kil # 0 pro m — n liché.
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Necht je dana posloupnost funkci {f,}°° , z L(a, b).
Existuje-li funkce f z L,(a, b) takova, ze

lim [[fo— ] =0, (9)

pak fikdme, Ze posloupnost {f,}°° , konverguje k f v normé L(a, b).
Nékdy se také pouziva oznacCeni konvergence v priiméru nebo
konvergence ve smyslu stfedni kvadratické odchylky.

Posloupnost funkei {f,}°° ; z L»(a, b) konverguje na mnoziné M k
funkci f stejnomeérné, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje ny takové, ze
pro kazdé n > ny akazdé z € Mje |fo(z2) — f(2)| < e.

Pokud vime, Ze posloupnost {,}7° ; je stejnomérné konvergentni,
pak je také konvergentni.
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Priklad 7

Geometricka posloupnost {t"}°° , je konvergentni, ale neni
stejnomérné konvergentni na intervalu [0, 1).

Snadno se ovéfi, Ze dana posloupnost konverguje k 0 na intervalu
[0,1).

Dale plati, Ze sup |t"| =1 pro t € [0,1).

Tedy limitou neni 0, dana posloupnost nekonverguje absolutné.
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Cela teorie Fourierovych fad vznikla z potfeby rozvinout danou
periodickou funkci v periodickou funkci tvofenou trigonometrickymi
funkcemi.

VétSina vét platnych pro Fourierovy fady zlstane platna, nahradime-li
v plvodnich Uvahdach trigonometrické funkce systémem funkci, jez
jsou ortogonalini popfipadé ortonormaini.

Vznik4 tedy otadzka, zda je mozno zadanou funkci f(t), ktera je
integrovatelna s kvadratem na intervalu [a, b], rozvinout v

nekonecnou fadu -
Z an‘ﬂn(t)
n=0

pomoci ortonormovaného systému funkci {¢n}°2,, vn € L2(a,b) a
urdit koeficienty ap,.
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1. Aproximace
Predpokladejme, Zze {¢n(t)}72, je ortonormalni soustava funkci.
Budeme aproximovat funkci f(t) polynomem T, na zékladé nejmensi
stfedni kvadratické odchylky. Je tedy otazkou, jak volit koeficienty a,

v mnohoclenu
Tk(t) = aogpo(t) + a1 (f) R Ozk(pk(l‘),
aby byla hodnota integrélu
f(t) — Te(D)]?dt
=5 [ 10 - o

minimalni.
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Upravme dany integral

b b b
'k—b1a,< [uwpat-2 [wonwioes [ [Tk(t)]2dt>,

Pak je
b k b
/ (D) Te(t)d t = Za,,/ F(t)on(t) d .
a n—o a

Oznat¢me a, = f: f(t)pn(t)dt.
Toto Cislo nazyvdme Fourierovym koeficientem funkce f(t) vzhledem
k dané soustavé funkci {¢n(t)}02,-

Pak mame . -
/ f(OTe()dt= > apan.
a

n=0
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Nyni spoctéme

b
/ [Tu(t)Pdt

b k
/ [Z anpnl?dt
a4 n=0

k

b k
/ Za%w%—&-Z Z anamenem | dt
a \ n=0

m,n=0
n<m

k

§ : 2
xp,

n=0

diky ortonormalité systému {pn(t)}52,.
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! /bf(t)Zdt+§k:(a2—2aa+a2—a2) (10)
b—a 2 pre n n<n n n

Ik =
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1 b .
- b_a</a f(t)zdt+n§_:0(a§—2anan+a%—a%)) (10)

1 b k k
_ 2 _ 2 2
- b_a(/a £(t) dt—i—;(an an) Za,,). (11)

n=0
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/—1 bftzdtk22 2_a2)| (10
o= pea( [ 0Pet Yeh-2ena g - ) ) (10

1 b k k
_ 2 _ 2 2
- b_a</a £(t) dt—i—;(an an) Za,,). (11)

n=0

Tato rovnice plati pro libovolnou volbu koeficientl a,.
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Integral ma tudiz tvar

1 b x
- b_a</a f(t)zdt+n§_:0(a§—2anan+a%—a%)) (10)

1 b k k
_ 2 _ 2 2
- b_a(/a £(t) dt—i—;(an an) Za,,). (11)

n=0

Tato rovnice plati pro libovolnou volbu koeficientl a,.
Integrél /x ma tedy minimalni hodnotu pf¥i volbé a, = aj.
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Pak
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Ji = b_ /[f ]Zdt—la</a [f(t)]zdt—nz_:oaf,>.

(12)
Pro kazdé k plati
Jx > 0.

Proto

K b
Zaﬁg/ [F(D]2dt. (13)
n=0 a

Nerovnost (13) se nazyva Besselova.

Formule (12) a (13) jsou platné pro kazdé k.

Proto je nekonecna fada "~ ; a3 konvergentni, nebot jsou vSechny
Caste¢né soucty mensi nez dané pevné kladné &islo.
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Re&me nyni pfirozenou otazku, zda

kl|_>moo Jix = 0.

Ortonormalni systémy, jez splnuji tuto vlastnost, oznaCujeme jako
uzavriené. Proto pro né plati:

. b k ) b ) o )
k@m/a [f(f)—r?:oancpn(f)] dt = /a [f(t)] df—;:oan:(),
Gili

/b[f(t)]zd t= iaﬁ. (14)
a k=0

Rovnice (14) se nazyva Parsevalova. O posloupnosti
trigonometrickych funkci jsme jiz dokazali, Ze je v intervalu [0, 27]
ortonormalni.

Uzavfenost se dokaze pomoci Fejérovych vét.
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JiZ jsme ukazali, Ze ortonormalita systému funkci podstatné
zjednodus$uje rozvijeni dané funkce pomoci téchto funkci.
Bohuzel mocninna posloupnost funkci

ok(t) =t5, kde k =0,1,... (15)

neni ortonormalni ani normovana, navzdory ¢astému Ukolu rozvinout
funkci f(t) v mocninnou fadu.

Zplsob, jak sestavit koeficienty takové mocninné fady, je znam.

Staci rozvijet danou funkci f(t) v Taylorovu fadu.

Tento zpuUsob je teoreticky dobry, v praxi véak narazime na problém,
ktery nemusi mit feSeni, a to urCeni hodnot vSech fadl derivace dané
funkce.

Tento problém Ize odstranit tak, Ze danou funkci budeme rozvijet
pomoci systému slozeného z mnohoélend, ktery tvori
ortonormovanou soustavu funkci na daném intervalu.
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Bud’

{en(t)}nZo (16)
posloupnost spojitych a nenulovych funkci na intervalu [a, b] takova,
Ze kazdy konecny usek ¢o(t), o1(t), ... ,ok(t) pfedstavuje k + 1
linearné nezavislych funkci.Pak Ize z této posloupnosti vytvorit
posloupnost funkci

{un(t) 1220 (17)

spojitych na intervalu [a, b] takovou, Ze

1. kazdy jeji konecny usek 1o(t), ¥1(t), ... ,vk_1(t) pfedstavuje k
linedarné nezavislych funkci,

2. kazda funkce (t) je linedrni kombinaci funkci
eo(t), p1(t),- - s pr—1(1),
3. posloupnost (17) tvoFi ortonormovanou soustavu.
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x1(8) = @1(t) — arotho(t), (19)

kde ayo volime tak, aby funkce x1(t) byla ortogonalni k funkci vg(1).
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b b
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a a
Ozna¢me .
¢ = [ mat

a

Pak funkce 91 (t) = Xl:(t) je naintervalu [a, b] ortonormalni k funkci

Po(1).
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Yo(t) @i (t).
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N EGIGLT? (22)
Potom funkce
b
ve(t) =220 ke £ = [* 3300t (23)

je normovana a ortogonalni k ¢o(t) a ¥+ (t).
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Z konstrukce {¢n(t)}32, pak plyne linearni nezavislost kazdého jejiho
konecného Useku.
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1

7//0(0 = Ea
Pi(t) = \/gf,
w0 - 3(%-)

Zavérem, danou funkci f(t), kterd je v intervalu [—1, 1] spojita,
muZeme rozvijet v fadu tvofenou z téchto mnohoclend.
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fo(t) = WT_t pro t € (0, 2x),

ktera je periodicky rozsifena na celé R.
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f(t)
_ Iy
/2 s,
—2m 2

—/2

Obrazek: Gibbslv jev
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Zde rovnost plati ve smyslu konvergence v Ly(/,/ + 27), | € R, a také
ve smyslu stejnomérné konvergence na kazdém intervalu s krajnimi
body 2/m + ea 2(/+ 1)m — ¢, kde € € (0, 7).
Problémem jsou tedy body nespoijitosti funkce f,.
Napfiklad v bodé t = 0 je soucet fady (24) roven 0, tedy praméru limit
v nule zprava a zleva

% [/5(0+ 0) + f(0 — 0)] = 0.
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1
R, (t) = % + écos(kt) = Sm2<3i:g12t)> t> ;
2
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Z rovnice R;,(t) = 0 dostavame

an((n+ 1)) =0
oer(ned)

Oznacgime-li n+ 1/2 = p a pouzijeme substituci px = s dostaneme
/P i ™ ;
Aultr) = | _Sin(px) g T / _sin(s) T
0 0

A 2 . S 2
2sin (zx) 2psin (2,0)
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Pak pro dosti velké p (ij. pro dosti velké n) je
. s
=] >
2psin (2p> >0,

lim 2psin (=) = s
Nyni najdeme integralni majorantu a dostavame
lim Ra(ty) = / S'”S(S)dsfﬁionsw.
0

n—o00 2

prose (0,7)a

Pro velka n je
Sn(tn) = 1,18%.
Kazdy ¢aste¢ny soulet s,(t) ma tedy maximum, které pfevysuje asi
0 18 % maximum funkce f.
Tomuto fenoménu se fika Gibbsuv jev.
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Da se ukazat, Ze kazda funkce f, kterd méa konecny pocet bod
nespojitosti prvniho druhu, Ize zapsat ve tvaru

f(t) = g(t) + h(d),
kde g(t) je funkce spliiujici nase dodate¢né podminky kladené na
funkci fy a jejiz Fourierova fada konverguje stejnomérné.
Funkce

h(t) = i C,'fo(t — t,')
i=1

je funkce, ktera zachycuje skoky funkce f.
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Gibbsuv jev
Z vlastnosti funkce f, vime, Ze Fourierova fada funkce f konverguje v
kazdém bodé t k hodnoté

J(L+0) + (1~ 0)]

a ze v okoli kazdého bodu funkce f se projevi Gibbsuv jev.
Tedy Castecny soucet Fourierovy fady funkce f bude v okoli kazdého
bodu nespoijitosti t; nabyvat, az na zanedbatelnou odchylku, hodnotu

%[f(t, +0)+ f(t— 0)] %1 AB[F(t + 0) + F(t — O)].

V okoli bodu nespojitosti tedy nebudou ¢asteéné soucty konvergovat
stejnomeérné.
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Fourierova fada periodického signalu je matematicky zapis tvrzeni, ze
periodicky signal f(t) s opakovacim kmitoctem 1/T Ize slozit z
konstantniho signalu a harmonickych signald o kmitoctech 1/kT, kde
k=1,23,.... Tedy

(1)
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N——
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bt Agcos(kwt +gk) + - (25)
k-ta harmonicka (vyssi)
= Ao -I-ZA/( cos(kwt + ¢k),
~~ P

stejnosmérnd slozka (stfedni hodnota)

stfidava sloZka

kde Ai je amplituda k-té harmonické slozky,kw je kruhovy opakovaci
kmitoCet k-té harmonické slozky a ¢y je pocatecni faze k-té
harmonické slozky.



Re

(s 3

eny priklad



Reseny priklad
Z vySe uvedené formule (25) je zfejmé, ze kazdy periodicky signal ma
stfidavou a stejnosmérnou sloZku.



Reseny priklad
Z vySe uvedené formule (25) je zfejmé, ze kazdy periodicky signal ma
stfidavou a stejnosmérnou sloZku.
Stejnosmérna slozka je rovna stfedni hodnoté signalu za opakovaci
periodu.



ReSeny priklad
Z vySe uvedené formule (25) je zfejmé, ze kazdy periodicky signal ma
stfidavou a stejnosmérnou sloZku.
Stejnosmérna slozka je rovna stfedni hodnoté signalu za opakovaci
periodu.
Stfidava slozka se sklada z harmonickych signal o nulovych
stfednich hodnotéach, je to tedy plvodni signal zbaveny stejnosmérné
slozky.



ReSeny priklad
Z vySe uvedené formule (25) je zfejmé, ze kazdy periodicky signal ma
stfidavou a stejnosmérnou sloZku.
Stejnosmérna slozka je rovna stfedni hodnoté signalu za opakovaci
periodu.
Sttidava slozka se sklada z harmonickych signalli o nulovych
stfednich hodnotéach, je to tedy plvodni signal zbaveny stejnosmérné
slozky.
Stfidava slozka obsahuje tzv. prvni harmonickou o kmitoctu, ktery je
stejny jako opakovaci kmitocet periodického signalu,



ReSeny priklad
Z vySe uvedené formule (25) je zfejmé, ze kazdy periodicky signal ma
stfidavou a stejnosmérnou sloZku.
Stejnosmérna slozka je rovna stfedni hodnoté signalu za opakovaci
periodu.
Sttidava slozka se sklada z harmonickych signalli o nulovych
stfednich hodnotéach, je to tedy plvodni signal zbaveny stejnosmérné
slozky.
Stiidava slozka obsahuje tzv. prvni harmonickou o kmitoCtu, ktery je
stejny jako opakovaci kmitoCet periodického signalu,a vyssi
harmonické, kterych je obecné nekonecCny pocet a jejichz kmitoCet je
celociselnym nasobkem kmitoCtu prvni hamonické.
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komponenty je jednoznacny.
Plati, Ze kazdé dva rlizné periodické signaly o opakovacim kmitoctu w
jsou jednoznacné reprezentovany rlznymi dvojicemi mnozin
{AQ,A1,...Ak,...} a{gpo,(p1,...g0k,...}.
Grafické znazornéni téchto mnozin ve formé spektralnich ¢ar na
kmitoCtové ose se nazyva spektrum signalu.
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Prochazi-li signal elektrickym obvodem, mizeme to chapat jako
prachod mnoziny jeho harmonickych slozek.
V dusledku rozdilnych pfenosovych schopnosti obvodu na rdiznych
kmito¢tech dojde k tomu, Ze na vystupu obvodu budou jednotlivé
harmonické slozky vzajemné rizné utlumeny a fazové posunuty.
TakZe vystupni signal sice bude rovnéz periodicky, ale oproti
vstupnimu signalu bude zkresleny.
Spektrum signalu, resp. rozlozeni jeho spektralnich ¢ar na kmitoCtové
ose, tak spolu s kmito¢tovou charakteristikou obvodu pfinasi uziteCny
a nazorny nastroj na chapani jevl spojenych s interakcemi signalu a
obvodu.
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Reseny priklad
Konstruujme nyni Fourierovu fadu signalu
f(t) = Ix|
pomoci 10 harmonickych na zakladnim intervalu periodicity
(D_él(l)éS;;:o)\}ed’me harmonickou analyzu, tedy konstruujme amplitudové

a fazové spektrum.
Graf periodického signalu je znazornén

f(t)

1+

A
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K vypocCtu pouZzijeme software Matlab.

[ R SRR VR

o

<

e
- o w

Algoritmus 1: Algoritmus rozvoje ve Fourierovu fadu

function Fourierova_rada(f,a,b,N)
36%2%2338%2235823233682232308822323808%23308328232358%233385882833858%882

8% Rozvoj zadane funkce f(t) z L2(a,b)

8 ve standardni Fourierovu radu

8 v komplexnim tvaru pomoci N harmonickych

¢ Priklad volani: Fourierova rada(’abs(t)’,-0.5,1,10)
36%2%2338%2283582233682232308822338082238832233088228380828283388%882%

syms t real; & Symbolicka promenna t
T=sym(b-a); 8 Perioda
w=2%pi/T; % Uhlova rychlost
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15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
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31

Algoritmus 1: Algoritmus rozvoje ve Fourierovu fadu

8 Vypocet koeficientu cn Fourierovy rady fN
$ a jeji sestaveni
8 Vypocet amplitud An a fazi FIn pro n=-N,...,N

fN=0; An=zeros(2xN+1,1); FIn=zeros(2«N+1l,1);
for n=-N:N
cn=1/Txint (fxexp(-ixw*n+t),t,a,b);
8 Koeficient n-teho clenu FR
fN=fN+cn.+exp(ixw*nxt);
8 Sestaveni Fourierovy rady fN
An(n+N+1)=abs(double(cn));
8 Vypocet amplitudy (indexace vek. od 1)
FIn(n+N+1l)=-angle(double(cn));
8 Vypocet faze (indexace vektoru od 1)
end;

8 Grafy funkci f a fN
figure; hold on; grid on; box on;
set(gca, 'FontSize’ ,14);
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Algoritmus 1: Algoritmus rozvoje ve Fourierovu fadu

% Puvodni funkce f
hf=ezplot (£, [a,b]);
set (hf, " Color’,

% Aproximace fN pomoci N harmonickych
hfN=ezplot (£fN, [a,b]);
set (hfN, " Color’,’Blue’,

"LineWidth’,2,’LineStyle’,’ )

xlabel ("t7);

title([’Fourierova rada funkce f(t)=’,£f]);
legend (" f£(t)’, ["f_{’/,num2str(N),"}(t)"],

"Location’,’NorthEastOutside’);
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Algoritmus 1: Algoritmus rozvoje ve Fourierovu fadu

43| & Amplitudove spektrum

49| figure; hold on; grid on; box on;
so| set(gca, 'FontSize’,14);
si|bar(-N:N,An); xlabel('n’);
s2|title(’Amplitudove spektrum’)

s4| 8 Fazove spektrum

ss| figure; hold on; grid on; box on;
s¢| set (gca, 'FontSize’,14);

s7|bar (-N:N,FIn); xlabel('n’);
ss|title (' Fazove spektrum’)
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Graf 10 harmonickych je znazornén
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Graf 10 harmonickych je znazornén

Fourierova rada funkce f(t)=abs(t)

— ()
-t

-0.5 0 0.5 1
t

Obrazek: Graf 10 harmonickych
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Amplitudové spekitrum daného signalu je znazornéno
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Amplitudové spekitrum daného signalu je znazornéno

Amplitudove spektrum
0.5 : : :

0.4

0.3

0.2

0.1

-15 -10 -5 0 5 10 15
n

Obrazek: Amplitudové spektrum daného signalu
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Fazové spekitrum daného signalu je znazornéno
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Fazové spekitrum daného signalu je znazornéno

Fazove spektrum

Obréazek: Fazové spektrum daného signalu



