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Takovy proces se nazyva harmonicka analyza.



Fourierovy fady



Fourierovy fady
Lema 1



Fourierovy fady

Lema 1
KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat
na funkci s periodou 2.



Fourierovy fady

Lema 1
KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat

na funkci s periodou 2.
Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci



Fourierovy fady

Lema 1
KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat

na funkci s periodou 2.
Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci

f(t) = Asin(wt + ¢). 2



Fourierovy fady
Lema 1
KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat
na funkci s periodou 2.
Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci
f(t) = Asin(wt + ¢). 2

Zde



Fourierovy fady

Lema 1
KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat

na funkci s periodou 2.
Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci

f(t) = Asin(wt + ¢). 2

Zde
» nezavislou proménnou t interpretujeme jako ¢as,



Fourierovy fady

Lema 1
KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat

na funkci s periodou 2.
Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci

f(t) = Asin(wt + ¢). 2
Zde

» nezavislou proménnou t interpretujeme jako ¢as,
» A je amplituda udavajici vychylku z rovnovazné polohy,



Fourierovy fady

Lema 1
KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat

na funkci s periodou 2.
Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci
f(t) = Asin(wt + ¢). 2
Zde
» nezavislou proménnou t interpretujeme jako ¢as,

» A je amplituda udavajici vychylku z rovnovazné polohy,
» cely argument wt + ¢ nazyvame faze kmitu,



Fourierovy fady

Lema 1
KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat

na funkci s periodou 2.
Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci

f(t) = Asin(wt + ¢). 2

Zde
» nezavislou proménnou t interpretujeme jako ¢as,
» A je amplituda udavajici vychylku z rovnovazné polohy,
» cely argument wt + ¢ nazyvame faze kmitu,
» pro t = 0 dostavame pocatecni fazi,



Fourierovy fady

Lema 1

KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat
na funkci s periodou 2.

Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci

f(t) = Asin(wt + ¢). 2

Zde
» nezavislou proménnou t interpretujeme jako ¢as,
» A je amplituda udavajici vychylku z rovnovazné polohy,
» cely argument wt + ¢ nazyvame faze kmitu,
» pro t = 0 dostavame pocatecni fazi,
» konstantu w, udavajici pocet kmitl za 2x vtefin, nazyvame
kruhovou frekvenci (uhlovou rychlosti).



Fourierovy fady

Lema 1

KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat
na funkci s periodou 2.

Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci

f(t) = Asin(wt + ¢). 2

Zde
» nezavislou proménnou t interpretujeme jako ¢as,
» A je amplituda udavajici vychylku z rovnovazné polohy,
» cely argument wt + ¢ nazyvame faze kmitu,
» pro t = 0 dostavame pocatecni fazi,
» konstantu w, udavajici pocet kmitl za 2x vtefin, nazyvame
kruhovou frekvenci (uhlovou rychlosti).
Doba jednoho kmitu, perioda, se oznacuje T.



Fourierovy fady

Lema 1

KaZdou periodickou funkci f(t) s periodou T je moZno transformovat
na funkci s periodou 2.

Jako elementarni pfiklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit
dany obecnou sinovou funkci

f(t) = Asin(wt + ¢). 2

Zde
» nezavislou proménnou t interpretujeme jako ¢as,
» A je amplituda udavajici vychylku z rovnovazné polohy,
» cely argument wt + ¢ nazyvame faze kmitu,
» pro t = 0 dostavame pocatecni fazi,
» konstantu w, udavajici pocet kmitl za 2x vtefin, nazyvame
kruhovou frekvenci (uhlovou rychlosti).
Doba jednoho kmitu, perioda, se oznacuje T.
V nasem prikladé je T = 27 /w.



Fourierovy fady



Fourierovy fady

Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny



Fourierovy fady

Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny

Up = Apsin(nwt + ¢p). (3)



Fourierovy fady

Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny

Up = Apsin(nwt + ¢p). (3)
Tyto Ize ekvivalentné zapsat ve tvaru



Fourierovy fady

Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny

Up = Apsin(nwt + ¢p). (3)
Tyto Ize ekvivalentné zapsat ve tvaru
Up = apcos(nwt) + by sin(nwt). (4)



Fourierovy fady

Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny

Up = Apsin(nwt + ¢p). (3)
Tyto Ize ekvivalentné zapsat ve tvaru
Up = apcos(nwt) + by sin(nwt). (4)
Zde pro jednoduchost klademe



Fourierovy fady

Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny

Up = Apsin(nwt + ¢p). (3)
Tyto Ize ekvivalentné zapsat ve tvaru
Up = apcos(nwt) + by sin(nwt). (4)
Zde pro jednoduchost klademe
a
Up = 70 (5)

2



Fourierovy fady

Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny

Up = Apsin(nwt + ¢p). (3)
Tyto Ize ekvivalentné zapsat ve tvaru
Up = apcos(nwt) + by sin(nwt). (4)
Zde pro jednoduchost klademe
_ @
Up = PR (5)

Radu



Fourierovy fady

Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana

nekonecnou fadou s ¢leny
Up = Apsin(nwt + ¢p).
Tyto Ize ekvivalentné zapsat ve tvaru
Up = apcos(nwt) + by sin(nwt).

Zde pro jednoduchost klademe
_a
Up = 5
Radu
Z Up = + Z an cos(nwt) + by sin(nwt))

n=1

(3)

(4)



Fourierovy fady

Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny

Up = Apsin(nwt + ¢p). (3)
Tyto Ize ekvivalentné zapsat ve tvaru
Up = apcos(nwt) + by sin(nwt). (4)
Zde pro jednoduchost klademe
_&
Up = PR (5)
Radu . .
a .
nz:; Up = ?0 + nz:;(a,, cos(nwt) + by sin(nwt)) (6)

nazyvame trigonometrickou fadou.



Fourierovy fady
Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny

Up = Apsin(nwt + ¢p). (3)
Tyto Ize ekvivalentné zapsat ve tvaru
Up = apcos(nwt) + by sin(nwt). (4)

Zde pro jednoduchost klademe
aop

Up = E (5)

Radu . -
Z Up = Q Z:(a,7 cos(nwt) + by sin(nwt)) (6)
n=1 2 n=1

nazyvame trigonometrickou fadou.
Pokud fada konverguje, tak konverguije k funkci s periodou T = 27 /w,
tj. s periodou ¢lenu s indexem 1.



Fourierovy fady
Periodicka funkce vyjadfujici slozené harmonické kmitani je popsana
nekonecnou fadou s ¢leny
Up = Apsin(nwt + ¢p). (3)
Tyto Ize ekvivalentné zapsat ve tvaru
Un = apcos(nwt) + by sin(nwt). (4)

Zde pro jednoduchost klademe
aop

Up = E (5)

Radu . -
Z Up = Q Z:(a,7 cos(nwt) + by sin(nwt)) (6)
n=1 2 n=1

nazyvame trigonometrickou fadou.

Pokud fada konverguje, tak konverguije k funkci s periodou T = 27 /w,
tj. s periodou ¢lenu s indexem 1.

Koeficienty a, a b, se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f(t).
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Vyhovuje-li funkce f(t) tzv. Dirichletovym podminkam, pak dana
Fourierova fada funkce f(t) konverguje v kazdém t k hodnoté

%(f(t+0) + f(t—0))

a plati

1 a .
S(f(t+0)+ (1 -0)) = EO +Y " ancos(nt) + b,sin(nt).

n=1
Navic v bodech t, kde je f(t) spojita, je
1
E(f(t +0)+ f(t—0)) = f(1).

V predeslé vété pouzivame standardni notaci
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1. funkce f(t) je periodicka,
2. funkce f(t) ma v intervalu periodicity jen kone¢ny pocet
nespojitosti 1. druhu,
3. funkce f(t) ma v intervalu periodicity po ¢astech spojitou derivaci.
Poznamka 1
Vyse uvedené podminky se Casto uvadeji v ekvivalentnim tvaru:
1. na intervalu periodicity je funkce f(t) alespor po castech spojita,
tj. ma pouze konecny pocet bodl nespajitosti 1. druhu,
2. na intervalu periodicity ma funkce f(t) konecny pocet extrému
(konstantni ¢asti funkce f(t) se neuvazuji),
3. funkce f(t) je definovana v krajnich bodech intervalu periodicity
(. nabyva v nich konec¢nych hodnot) nebo existuji pfislusné
jednostranné limity funkce v téchto bodech.
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Priklad 1
Nasledujici funkce nesplriuji na intervalu [—, wr] Dirichletovy
podminky:

f1(t) = %, fg(t) =sin (22t) .

Skutecné, fi(t) ma v bodé ty = 1 bod nespajitosti 2. druhu.
Funkce f,(t) ma v okoli bodu ty, = 2 nekonecné mnoho extrémdu.
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VySe uvedené vztahy Ize zobecnit pro funkce s periodou T = 2/, tedy

pro funkce s intervalem periodicity [/, /].

Pomoci Lematu 1 provedeme transformaci t = "t a dostaneme pro

/
n € N vzorce:

1 /
:7[/f(t)dt

i
anp = 17/ f(t)cos(n%t)dt,
-1

_ 1/// f(t)sin(n t)dt
—

Fourierova fada ma tvar

f(t) = 2 +Z an cos( Int) + by sin( /nz‘)).

n=1

(12)

(13)

(14)

(15)
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UzZijeme nasledujiciho exponencialniho vyjadreni:
cos(nt) = %(ei’” + ey, (20)

sin(nt) = %(em’ —e M) = —%(ei”f —e i, (21)

Po dosazeni do fady (16) dostavame

1 0 eint + e—int ) eint _ e—int
CIEIELEDY (555 - 05550 @

1 : —in
= fao +Z( (an — iby)e™ + 2(a,,+1b,,)e ’)> . (23)
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Vidime tedy, Ze je mozné vyjadrit vSechny koeficienty ¢; pomoci
jediného vzorce

_ 1
T or

Po dosazeni koeficientli ¢, do (23) dostavame nasleduijici tvar
Fourierovy fady

Cn / f(he ™dt, n=0,+1,+2,43,... (31)

f(t)=co+ > (ca€™ +cpe™™) = Y cre™ (32)

n=1 n=—oo

Tvar fady (32) nazyvame komplexni zapis Fourierovy fady funkce
f(t).

Koeficienty ¢, nazyvame komplexni Fourierovy koeficienty.
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n 3 |2 1| o 1 |2 3

an — | = — | = | -4/n| 0| -4/0n)
bn — | = = | =1 0o |o 0

¢ || —2/(9m) | 0 | —2/x | 7/2 | —2/x | 0| —2/(97)
lcal || 2/(97) | 0| 2/ | 0 | 2/= | 0] 2/(97)
A — | —=| — |=/2| 47 | 0| 4/0n)
¢n ™ o = | —| = |0 =
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Rada .
f(t) = _ bysin(nt) (47)
se nazyva sinova Fourierova fada.
Rada
f(t) = ao + Z ancos(nt) (48)

n=1
se nazyva cosinova Fourierova fada.
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2 = (= e
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1,54
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