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Predmluva

V textu jsou vylozeny zdkladni partie diferencidlniho poctu funkci vice proménnych jako limita a spoji-
tost, parcidlni a smérové derivace, diferencial, Taylorv polynom, lokdlni a globaln{ extrémy, implicitni
funkce a vdzané extrémy. U ¢tendit se predpoklddd znalost diferencidlntho poctu funkci jedné proménné
napft. v rozsahu textu [ | 1] a zakladnich pojma z linearni algebry.

v/ w2

Vyklad je pro jednoduchost ve vétsi Casti textu omezen na funkce dvou proménnych. V kazdé kapi-
tole je vSak v ¢4sti Pro zdjemce uvedeno, jak vypadaji ptislusné pojmy a vysledky pro funkce tif a vice
proménnych. Vyjimkami jsou pouze Cast kapitoly o lokalnich extrémech, kde jsou v samostatném oddilu
uvedeny nutné a postacujici podminky existence pro funkce tff a vice proménnych, a kapitola o vdzanych
extrémech, kde je od pocatku vyklad veden pro obecny pifipad funkci n proménnych. Studium téchto

N P4
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z nich. Tato problematika sice patii do geometrie, na druhé stran¢ vSak kvadriky poskytuji uzitecné pii-
klady implicitné danych funkci.

Text obsahuje fadu detailné feSenych prikladd i nefesenych tloh k procviceni. Jejich pocet by mél
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1849
byt dostatecny pro pokryti potieb cviceni i samostatné studium. Velky dtiraz je v textu kladen na ndzorné v o7
ilustrace, které pomohou k ziskdni spravné geometrické pfedstavy o zavddénych pojmech. X '3«5
/0"4- ““\‘\

Vsechna tvrzeni uvedend v textu pro funkce dvou proménnych jsou dokazovina. Chybéjici dikazy,
tykajici se predevSim funkci tif a vice proménnych, I1ze nalézt v pracich uvedenych v seznamu literatury, D

ZAPADOCESKA

zejména v [1], [7], [8] a [18]. Prvné€ zminény titul rovnéZ existuje v elektronické verzi [3]. Zajemcim P univerzima

o hlubsi poznatky Ize doporucit [5], [8], [14] a [16].

V PLZNI

Text byl vysazen pomoci sdzeciho systému TgX ve formétu IS[EX 2¢. Obrazky byly zhotoveny s po-
uZitim programi METAPOST (balik mfpic), Maple a MG.

V Brné a Ostravé 30.6. 2012 Autofi
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O projektu

Text vznikl v rdmci feSeni projektu ,Matematika pro inZenyry 21. stoleti — inovace vyuky mate-
matiky na technickych $koldch v novych podminkéch rychle se vyvijejici informacni a technické spolec-
nosti““. Tento projekt je feSen na Vysoké skole baniské — Technické univerzité v Ostravé a ZapadocCeské
univerzité v Plzni v obdobi 2009-2012.

Hlavni motivaci tohoto projektu je potieba reagovat na zménu tlohy jednotlivych partii matematiky
pri feseni praktickych problémd, zptisobenou zejména velkym pokrokem v matematickém modelovant,
dramatickym zlepSovanim software a rychlym zvySovanim vypocetnich kapacit modernich pocitact. In-
Zenyfti tak nyni béZné vyuZivaji stdle se vyvijejici komplikované softwarové produkty zaloZené na mate-
matickych pojmech, se kterymi se v kurzech matematiky budto nesetkaji viibec nebo v nevhodné formé.
Na druhé stran€ neodrazi z nejriznéjsich dtivoda prezentace nékterych pojmi v zdkladnich kurzech po-
tieby odbornych kateder. Tento stav ztéZuje studenttim aktivni pouzivani ziskanych védomosti v odbor-
nych pfedmeétech i orientaci v rychle se vyvijejicich metodach inZenyrské praxe.

Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzii na technickych vysokych sko-
lach s cilem ziskat zajem studentt, zvysit efektivnost vyuky, zpfistupnit prakticky aplikovatelné vysledky
moderni matematiky a vytvofit predpoklady pro efektivni vyuku inZenyrskych predméti. Zkvalitnéni
vyuky matematiky budoucich inZenyri chceme dosdhnout po strance formalni vyuZitim novych infor-
macnich technologii piipravy elektronickych studijnich materidlti a po strdnce vécné peclivym vybérem
vyucované latky s diislednym vyuzivanim zavedenych pojma v celém kurzu matematiky s promyslenou
integraci moderniho matematického apardtu do vybranych inZenyrskych predméti. Metodiku vyuky ma-
tematiky a jeji atraktivnost pro studenty chceme zlepsit diirazem na motivaci a dislednym pouzivianim
postupu ,,od problému k feSeni*.

2y

V ramci projektu vytvafime 40 novych vyukovych materidlli z oblasti matematické analyzy, linedrni
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algebry, numerickych metod, metod optimalizace, teorie grafti, diskrétni matematiky, statistiky a vybra-
nych odbornych kurzii. Vsechny hotové vyukové materidly budou volné k dispozici na webovych stran-
kéach projektu http://mi21.vsb.cz/.

Autori predem dekuji za vSechny podnétné napady k vylepSeni textu a za upozornéni na chyby.
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http://mi21.vsb.cz/

Orientace v textu

Kazda kapitola ma svou pevnou strukturu, kterd by vim méla pomoci k rychlejsi orientaci v textu. Pfi
psand muiZete vyuZzit nasledujici ,,stavebni kameny “:
Priivodce studiem

Prostfednictvim priivodce studiem vas chceme sezndmit s tim, co vas v dané kapitole cekd, které Casti by
mély byt pro vds opakovanim, na co je tfeba se obzvlasté zaméfit atd.

Cile

V ¢asti cile se dozvite, co v§echno zvlddnete a budete umét po prostudovani dané kapitoly.

Priklad

Resené piiklady pomdhaji k pochopent teoretickych poznatkii a slouzi jako vzor pro feSeni cvicent. Jejich
konec je oznacen plnym trojihelnickem (A).

Pojmy k zapamatovani

Pojmy zde uvedené jsou vétSinou nové a zcela zdsadni. To znamend tyto pojmy nejen pochopit a umét
ilustrovat na piikladech, ale také umét vyslovit jejich presné definice.
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Kontrolni otazk
U v@7
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Odpovézenim na tyto otdzky si ovéfite, zda jste danym pojmim porozuméli, zda si uvédomujete rozdily xS
mezi zdanlivé podobnymi pojmy, zda dovedete uvést priklad ilustrujici danou situaci atd.

> ZAPADOCESKA
Priklady k procviceni Ve
Tyto piiklady slouzi k tomu, abyste si dikladné procvicili probranou latku. Vysledky uvedenych piikladt
jsou zafazeny na konci kazdé kapitoly.

KIli¢ k piikladim k procviceni

Na konci kazdé kapitoly je uveden kli¢ ke cvi¢enim, ktery obsahuje vysledky ptikladii k procviceni.

Autotest

Pomoci autotestu si otestujete své znalosti a pocetni dovednosti z celého objemu uciva.

Pro zajemce

Tato Cast, jak jiZz bylo uvedeno vyse, obsahuje rozsifeni vysledkd na funkce tii a zejména obecné n pro-
ménnych. Je od ostatniho textu odliSena menSim typem pisma.

e e)



Literatura
"@7
% S

Jedna se o literaturu pouZitou autory pfi vytvafeni tohoto studijnitho materidlu, nikoliv jen o literaturu xS
doporucenou k dalsimu studiu. Pokud nékterou z uvedenych publikaci doporuc¢ujeme zajemcim, pak je
to v textu spolu s odkazem na dany titul jasn€ uvedeno. D
ZAPADOCESKA
} UNIVERZITA
V PLZNI
Rejstrik

Rejstiik, uvedeny na konci skript, poslouZi ke snadné orientaci v textu.

Definice a véty jsou uvedeny v rdmecku (v tiskové verzi) resp. barevnym pismem s barevnym pozadim
(v obrazovkové verzi). Konce diikazii jsou vyznaceny prazdnym ctvereckem ([J), konce feSeni piikladd
plnym trojdhelnickem (A).

Ne]
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14

Kapitola 1

Realné funkce vice realnych proménnych

Pruvodce studiem

JiZ vite, co jsou rediné funkce jedné rediné proménné. Jako pfiklad uvedme y = sinx, u = tlInt. Jde
o0 zobrazeni (viz [11, str. 28]), které kazdému redlnému &islu z definiéniho oboru (hodnoté nezavisle proménné
X, t apod.) pfifazuje pravé jedno rediné éislo (hodnotu z&dvisle proménné y, u apod.). Tedy jedna veli¢ina
(hodnota zdvisle proménné) zavisi na jedné veli¢iné (hodnoté nezavisle promenné). V matematice se ovsem
setkdvdame i se sloZitéjsimi pfipady, kdy jedna velicina zavisi na vice veli¢indch. Napf. vzorec pro vypocet
obsahu obdélniku je S = ab, tedy veli¢ina S z&visi na dvou veligindch a a b. Podobné vzorec pro vypodet
objemu kvadru je V. = abc, tudiz objem V z&visi na trech veli¢indch a, b a c. Z fyziky zname vzorec pro
vypodet drahy rovnomérné zrychleného piimocarého pohybu s = 1/2 at? (s zavisi na dvou velidindch), vzorec
pro vypodet hmotnosti homogenniho kvddru m = pabc (m zavisi na étyfech velicindch) atd. To nds vede
k zavedeni funkci vice proménnych.
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Redlné funkce vice redlnych proménnych 15 Py 5 oS

AZIRINA
1849
Cile
L
Po prostudovani této kapitoly budete schopni: /o “m‘&
e urcovat defini¢ni obory funkci dvou a vice proménnych,
e urcit, zda mnoZina bodii v R? je &i nenf grafem funkce dvou proménnych, p ZAraocesca
e nakreslit vrstevnice funkce dvou proménnych, Lo
e urcit, zda je dany bod v R? vnitfnim, vngj$im, hrani¢énim, hromadnym resp. izolovanym
bodem dané mnoZiny,
e rozhodnout, zda je dand mnoZina v R2 uzaviena, oteviena nebo neni ani oteviena ani uza-
viena,
e definovat limitu funkce dvou proménnych,
e vypocitat limity nékterych funkci dvou proménnych resp. rozhodnout o jeji neexistenci,
e vysvétlit vztah mezi spojitosti funkce a limitou funkce dvou proménnych v daném bodé.




Readlné funkce vice redalnych proménnych

16

Oznaceni

V nésledujicim textu pouZivdme standardni oznaceni pro ¢iselné mnoZiny. Konkrétné:

+

FEAOQOZNO R

Ry
Ry
No = Z;

mnoZina vSech realnych Cisel,

mnoZina vSech raciondlnich ¢isel,

mnoZina vsech celych ¢isel,

mnoZina vSech pfirozenych cisel,

mnoZina vSech komplexnich cisel,

mnoZzina vSech kladnych redlnych &isel,
mnoZina vSech zdpornych redlnych cisel,
mnoZina vSech nezdpornych redlnych cisel,
mnoZina vSech nekladnych redlnych Cisel,
mnoZzina vSech nezdpornych celych ¢isel apod.

Proa,b € R, a < b, symbol (a, b) znadi otevieny interval redlnych ¢isel a symbol (a, b) znaci
uzavieny interval redlnych &isel. Obdobné (a, b) resp. (a, b) znamend interval, ktery je z jedné strany

otevieny a z druhé uzavreny.

1.1. Mnozina R"

Symbolem R”, kde n € N, zna¢ime mnoZinu vSech uspofddanych n-tic redlnych &isel. Prvky R” zapi-

sujeme ve tvaru x = (X1, X3 ..., x,), kde x|, ..., x, € R.V piipadé n = 2 se prvky R?, tj. uspofadané
dvojice, obvykle zna&i (x, y) a v piipadé n = 3 se prvky R, tj. usporadané trojice, obvykle zna&i
(x,y,2).

Nynfi definujme pro kazdé x, y € R" a ¢ € R nésledujici operace:

o
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Readlné funkce vice redalnych proménnych 17

x+y:(xl+y1,x2+y2,~--,xn+yn),

c-x =(cx1,cxa,...,Cxy).

Lze ukézat (cviceni v linedrni algebte), Ze mnoZzina R" tvoi{ spolu s témito operacemi rediny vekto-
rovy prostor (vektorovy prostor nad té€lesem redlnych ¢isel). Prvky x, y vektorového prostoru pak obecné
nazyvame vektory a prvky télesa R nazyvame skaldry. Pfipomenime, Ze mluvime-li o vektorovém pro-
storu, musi byt jasné, co rozumime mnoZinou vektorii, co mnoZinou skalarti a jak jsou definovany operace
s¢itdni vektort a ndsobeni vektoru a skalaru.

Odcitani vektort pak definujeme jako pficitani vektoru opacného neboli vektoru vynasobeného ska-
larem (Cislem) —1.

x—y=x+(=Dy)=G1 =y, X2 —=Y2, ..., Xy — Yu)-

Chceme-li ve vektorovém prostoru ,,méfit*, tj. urCovat velikosti vektord a odchylky vektord, je tfeba
zavést skaldrni soucin. My budeme déle pouZzivat standardni skalarni soucin definovany takto:

<xv .)’> =XxX1y1 +X2y2 + -+ X Yn.

Pripomenme, Ze skalarni soucin je symetricka bilinearni forma na vektorovém prostoru, jejiz od-
povidajici kvadratickd forma je pozitivné definitni. Nyni lze na vektorovém prostoru R” s uvedenym
skaldrnim soucinem nadefinovat tzv. normu vektoru:

el = /2] = \fxk+xd o 22

Norma vektoru (nékdy budeme také fikat velikost vektoru) je tedy odmocninou ze skaldrniho soucinu
tohoto vektoru se sebou samym. Tato norma se nazyva eukleidovskd norma. Kazd4 norma na vektorovém
prostoru pfirozené indukuje (urcuje) tzv. metriku rovnosti

o
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Redlné funkce vice redlnych promeénnych 18

P, y) = l1x — yll = V(1 =y + (2 — y2)2 4 - - + (6 — y0).

Cislo p(x, y) se nazyvé ,.eukleidovskou vzdalenosti* bodd x, y.

Pomoci pojmu vzdélenosti pak miZeme definovat epsilonové okoli bodu x € R" a pomoci ného pak
pojmy spojitosti a limity funkce vice proménnych. MnoZinu, na niZ madme definovianu metriku, nazy-
vame metricky prostor. Skute¢nost, Zze R” je metrickym prostorem, nim umozni definovat konvergenci
posloupnosti v R”.

@:
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Pro zajemce

Pro lepsi pochopeni pojmi pouZzitych v predchozich odstavcich uvedme nékteré definice.

Obsah
Definice 1.1. Nechf P # (J a necht funkce p: P x P — R ma4 tyto vlastnosti: =

a) p(x,y) = 0pro viechna x, y € P, tj. p je nezdporn4 funkce,
b) p(x,y) =0 & x =y,
¢) p(x,y) = p(y, x) provsechna x, y € P, tj. p je symetrickd funkce,

18. strana ze 476
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d) p(x,y) < p(x,z) + p(z, y) pro viechna x, y, z € P, tj. p spliiuje tzv. trojihelnikovou nerovnost.

Potom funkci p nazyvame metrikou na P a Cislo p(x, y) vzdalenosti bodu x, y € P.Dvojici (P, p) nazyvame
metricky prostor.

Predchozi definice metrického prostoru byla zavedena Mauricem René Fréchetem (1878-1973) a patfi k za-

kladnim pojmim matematické analyzy. Nésleduje definice normovaného vektorového prostoru, kterd se poprvé
objevuje v prici Frederika Riesze (1880-1956).
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Definice 1.2. Necht V je vektorovy prostor nad R nebo nad C. Nechf je na V definovédna redlnd funkce p s témito
vlastnostmi:
a) p(x) = 0pro viechnax € V,

b) p(x) =0 & x =0,
¢) p(ax) = |a|p(x) pro vSechna @ € R a vechna x € V,
d) p(x +y) < p(x) + p(y) pro viechnax, y € V.

Tato funkce se nazyva normana V advojice (V, p) normovany vektorovy prostor nad R (nebo nad C). Pro normu
budeme Casto pouzivat znaceni || - ||. Tedy budeme psét ||x || misto p(x).

Jak jsme vid€li vySe, 1ze v kazdém normovaném vektorovém prostoru pfirozenym zpisobem definovat metriku
vztahem p (x, y) = ||x — y||. Tedy kaZdy normovany vektorovy prostor je zarovein metrickym prostorem.

Definujeme-li na mnoziné R” skaldrni sou¢in, normu a metriku pomoci vztahi vySe uvedenych, mluvime
o eukleidovské normé, eukleidovské metrice a n-rozmérném eukleidovském prostoru.

Napiiklad mnozina R spolu s funkci p(x, y) = |x — y|, kde x, y € R, tvoii metricky prostor. Tento prostor
a uvedenou metriku (vzddlenost bodii) béZné pouZivame.

Pozdéji se setkdte i s jinymi neZ eukleidovskymi normami a metrikami.

1.2. Vlastnosti mnozin v R?

Pti studiu funkci jedné proménné jsme vystacili vétSinou s rliznymi typy intervald, protoZe funkce byly
obvykle definovdny na intervalech nebo sjednocenich nékolika intervald. U funkci dvou (a vice) promén-

nych je ale situace daleko slozitéjsi. Skdla ,,rozumnych‘ mnoZin napt. v roving je daleko riznorodéjsi.
Abychom se mohli snaze a presnéji vyjadiovat, zavedeme si n€kolik dilezitych pojmt, které nam umozni

vvvvvv

vy 2

mnoZin se bez jejich presné definice neobejdeme. Zaméfime se nejprve na rovinu R2.
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R
Definice 1.3. Nechf X = (xo, yo) € R? je bod a ¢ > 0 je &islo. Pak epsilonovym okolim bodu X v l. C/
rozumime otevieny kruh se stfedem v X a polomérem &. Znacime je €' (X, €) nebo O((xg, yo), €). “3‘% N &3
Tedy (viz obr. 1.1 a))!

&
S

=

STRANS,
TS

O((x0, Y0), &) = {(x, ¥) € R*: [|(x, ¥) — (x0, yo)|| < &}. srascis

V PLZNI

L

y N
-~
/ N
Yo+ 82t j A

/ h

\

yo__...( ............. ] |
: /

/

M = Ao N .
SN
o x
Xo—81 X0 Xo+38
a)

Obr. 1.1: Okol{ a klasifikace bodt v roviné

Poznamka 1.4.
i) Symbol | . || v pfedchozi definici znamend eukleidovskou normu, tj. pro (x, y) € R? je ||(x, y)|| =
= /x2 4 y2 Plati diz || (x, y) — (X0, yo) Il = |(x = x0, ¥ = Yol = v/ (x — x0)> + (y — y0)?,

ly nasledujicich obrdzcich plnou ¢dru zahrnujeme do uvazZované mnoziny, prerusovanou ne. Podrobnéji viz vysvétleni na
strané 30.
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Vlastné jde o vzorec pro vypocet délky tsecky, jejiz koncové body maji pravothlé soutadnice (xg, yo)
a(x,y).

ii) Neni-li v nékterych dvahach podstatna velikost poloméru okoli &, vynechdme jej v oznaceni, tj. pou-
Zijeme O(X).

iii) Lze ukdzat, Ze pro dalsi definice neni podstatné, Ze okoli bylo definované jako otevieny kruh. Stejné
dobfe by poslouzil napt. otevieny obdélnik (co je oteviend mnozina se dozvite ddle) majici podobu
(xo—381, x0+31) X (yo—082, Yo+62),61 > 0,8, > 0,0rozmérech 28, a 25, se stranami rovnobéZnymi
s osami x a y a stfedem v bod€ (xg, yg) — viz obr. 1.1 a). V kazdém takovém obdélniku je dostatecné
maly kruh s tymZ stfedem a naopak v kazdém kruhu je dostatecné maly obdélnik s tymz stredem.
V nésledujicich definicich totiz bude podstatné, Ze existuje néjaké (dostatecné malé) okoli s jistou
vlastnosti. Obdélnikové okoli se ndm bude hodit pozd¢ji v kapitole o implicitni funkci. Naopak pfi
definici limity, lokdlnich extrému apod. se ndm bude 1épe pracovat s kruhovym okolim.

Definice 1.5. Nechf M C R? je mnoZina a X € R? je bod. Rekneme, Ze X je

a) vnitinim bodem mnoziny M, jestliZe existuje okoli 0'(X) bodu X takové, ze 0(X) C M, tj. O(X)N
N[R? \ M) =0,

b) vnéjsim bodem mnoziny M, jestlize existuje okoli €'(X) bodu X takové, ze 0(X) C R? ~. M, tj.
oX)NM = ¢,

¢) hranicnim bodem mnoZiny M, jestliZe pro kazdé okoli &'(X) plati, ze O(X) "M # B a O(X) N
NR>~ M) # 9.

Na obr. 1.1 b) je zndzornéna mnoZina M a Ctyfi body se svymi okolimi. Zfejmé bod A je vnitinim
bodem a bod B je vnéjsim bodem. Body C € M a D ¢ M jsou hrani¢n{ body mnoziny M, protozZe
kazdé jejich okolf obsahuje jak body mnoziny M, tak body R? \. M.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

21. strana ze 476

5
"l

Zavrit dokument

l Celd obrazovka / Okno




Readlné funkce vice redalnych proménnych 22

Pozniamka 1.6.
a) Bod X je vnitinim bodem mnoZiny M, jestliZe existuje okoli &'(X) bodu X, které leZi celé v M. Tedy
kazdy vnitfni bod mnozZiny M je prvkem mnoziny M.

b) Bod X je vnéjsim bodem mnoziny M, jestliZe existuje okoli &'(X) bodu X, které leZi celé mimo M.

Tedy Zadny vné&jsi bod mnoZiny M neni prvkem mnoZiny M.

¢) Bod X je hrani¢nim bodem mnoZiny M, jestliZe kazdé okoli &'(X) bodu X obsahuje jak body leZici
v M, tak body neleZici v M. Hrani¢n{ bod miiZe, ale nemusi byt prvkem mnoZiny M. Napf. bod C
obr. 1.1 b) je prvkem mnoZiny M, bod D neni prvkem mnoZiny M.

d) Jednotlivé vlastnosti se vylucuji, kaZzdy bod v rovin€ ma pravé jednu z nich.

Definice 1.7. Necht M C R? je mnoZina.

a) Mnozinu vSech vnitfnich bodd M nazyvame jejim vnitikem a znacime int M.

b) Mnozinu vSech vnéjsich bodii M nazyvame jejim vnéjskem a znacime ext M.

¢) Mnozinu vSech hrani¢nich bodl nazyvame jeji hranici a znacime d M.

d) Mnozinu M nazyvame otevienou, jestlize obsahuje pouze své vnitini body, tj. kdyz M = int M.
e) Mnozinu M nazyvame uzavienou, jestlize obsahuje vSechny své hrani¢ni body, tj. kdyz oM C M.
f) Mnozinu M = M U d M nazyvame uzdvérem mnoZiny M.

g) Mnozina M se nazyva ohranicend (omezend), jestlize lezi uvniti néjakého (dostatecné velikého)
kruhu, tj. kdyZ existuje okoli &'(X) jakéhokoliv bodu X takové, ze M C O (X).

Poznamka 1.8.

i) Vzhledem k e) a f) predchozi definice je mnoZina M uzaviend, praveé kdyZ se rovna svému uzaveéru,
tj. kdyz M = M.
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A7 RN
1849
ii) Z definice 1.5 c) vyplyva, Ze mnoZina M a jeji doplnék R?> \. M majf stejnou hranici, tj. IM = ® .l =
= 9(R? \. M). Odtud snadno dostdvidme, Ze M je oteviend pravé tehdy, kdyZ jeji doplngk R? ~. M ’5% e .3”{3
Qe
je uzavieny, a naopak. <’
iii) MnoZina M je uzaviend, mnoZina int M je oteviena.
> ZAPADOCESKA
Piiklad 1.9. U mnozZin na obr. 1.2 urcete vnitfek, hranici a uzavér. Rozhodnéte, které z nich jsou oteviené VT

a které uzaviené.

M,
M, M, M3 Ms Ms
Vd Y
NP
a) b) c) d) e) )

Obr. 1.2: MnoZiny v roviné

ReSeni.

a) M je kruh vcetné jej ohraniCujici kruznice k. Body leZici uvniti kruhu jsou vnitini a tvof{ vnitfek M,
body lezici na kruznici k jsou hrani¢ni body M. Tedy int My = M~k = M,,0 M, = k, M| = M,.
M, je uzaviena.

b) M, je kruh bez ohranicujici kruznice k. Body leZici uvniti kruhu jsou vnitini a tvofi vnitfek M3, body
lezici na kruZnici k jsou hrani¢ni. Tedy int My, = M,, oM, = k, M, = M,bUk = M,. M, je
oteviend.
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¢) M3 je kruh véetné horni poloviny ohranicujici kruZznice k. Ozna¢me /; horn{ polovinu kruznice k&
(v€etné krajnich bod této polokruznice) a [, dolni polovinu kruznice k. Body leZici uvnitf kruhu jsou
vnitini a tvof{ vnitfek M3, body leZici na kruZnici k (celé) jsou hraniéni. Tedy int Mz = M3~\.[; = M>,
dM3 =k, M3 = M3 Ul, = M,. M5 neni ani otevien4 ani uzaviena.

d) My je mezikruzim s vetsi ohraniCujici kruznici ky, kterd k ni patii, a mensi ohranicujici kruZnicf k,,
kterd k ni nepatfi. Body mezikruZi jsou vnitfni body M, a tvofi vnittek My, body leZici na téchto
kruZnicich jsou hrani¢ni body M. Tedy int My = My ~ ki, dIMy = ki U ko, My = My U ky. My
nen{ ani oteviend ani uzaviend.

e) Ms je kruh véetné ohranicujici kruznice k, z néhoz je vyjmut jeho stied S. Body rtizné od stfedu S,
které lezi uvnitf kruhu, jsou vnitfni a tvofi vnitfek M1, body leZici na kruZnici k jsou hrani¢ni body Ms.
Hrani¢ni bod M5 je ale i bod S. Jeho libovolné okoli &'(S) obsahuje jak body z M5 (je jich dokonce
nekone¢né mnoho) tak body neleZici v M5 (takovy bod je vidy (pokud je &'(S) dostate¢né malé)
jediny — bod S sam). Tedy int Ms = Ms~k = M, ~ {S}, dMs = kU {S}, Ms = M5U {S} = M,.
M5 neni ani oteviend ani uzaviena.

f) Mg je GseCka véetné krajnich bodd. Ta nemd (chdpand jako podmnozina R?!) Z4dné vnitini body.
Kazdé okoli jejtho libovolného bodu zasahuje mimo ni. VSechny jeji body jsou hranic¢ni. Tedy plati
int Mg =0, dMs = Mg, Mg = Ms. M je uzaviena. A
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Piiklad 1.10. Urcete vnitfek, hranici a uzavér mnoZziny

o

M={x,y)eR*:05x<1,05y<1, x,ye€Q}.

Reseni. MnoZina M je tvofena vSemi body jednotkového ctverce, jejichZ obé p Zeasocesca
y UNIVERZITA

soufadnice jsou raciondlni ¢isla. Protoze jak raciondlni tak iraciondlni cisla v pLzNI
jsou na primce rozloZena ,,neomezené husté¢* (mezi libovolnymi dvéma rdz- 1 i

nymi raciondlnimi ¢isly je nekone¢né mnoho dalSich raciondlnich i iraciondl- < i

'~

=,
.
N—

nich ¢isel a obdobné je tomu mezi dvéma riiznymi iracionalnimi ¢isly), nejsme
schopni takovou mnozinu nakreslit, obr. 1.3 je jen ,,pfiblizny“.

Jestlize vybereme libovolny bod jednotkového Etverce, af jsou jeho obé
soufadnice raciondlni nebo ne, leZi v jeho libovolném okoli vZdy jak body,
jejichZ obé souradnice jsou raciondlni (tedy jsou to body z M), tak body,
které majf aspoti jednu soufadnici iraciondlni (tedy jsou to body z R? ~. M).
Proto Zadny bod mnoZiny M neni vnitfnim bodem mnoZiny M a libovolny
bod jednotkového ¢tverce je hraniénim bodem mnoziny M. Tudiz int M = @, oM = (0, 1) x (0, 1)
aM = (0,1) x (0, 1). MnoZina M nenf ani otevien4 ani uzavien4.

Zatimco v ,,rozumnych“ pfipadech je hranice rovinnych mnoZin tvofena kiivkami nebo jednotlivymi
body — viz priklad 1.9, ukazuje se, Ze se mliZe stat, Ze hranici je i Ctverec. S mnozinami majicimi takové
vlastnosti se v§ak v béZnych aplikacich nesetkdme. A

Nl

(0] 1
Obsah

Obr. 1.3: Hranice
mnoziny
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Priklad 1.11. Rozhodnéte, které z nasledujicich podmnoZin R2 jsou ohranic¢ené: KruZnice, kruh, pfimka,
polopiimka, usecka, obdélnik, prvni kvadrant, polorovina, vétev hyperboly, parabola, elipsa, vnitiek troj-
thelnika, vnéjsek trojihelnika, mnoZina M z prikladu 1.10.

Reseni. Podle definice 1.7 g) musi ohrani¢end mnoZina leZet uvniti n&jakého dostate¢né velkého kruhu.

Ohranic¢ené: KruZznice, kruh, usecka, obdélnik, elipsa, vnitfek trojihelnika, mnozina M z prikladu 1.10.
Neohranicené: Pfimka, polopfimka, prvni kvadrant, polorovina, vétev hyperboly, parabola, vnéjsek troj-
Ghelnika. A

Definice 1.12. Nechf M C R? je mnozina a X € R? je bod. Rekneme, Ze X je

a) hromadnym bodem mnoZziny M, jestlize libovolné okoli &'(X) bodu X obsahuje alespoii jeden bod
mnoziny M rtzny od X.

b) izolovanym bodem mnoZiny M, jestlize existuje okoli &'(X) takové, Ze plati 0'(X) N M = {X} (4.
existuje okoli &'(X) bodu X € M, které kromé bodu X neobsahuje Zddné jiné body mnoZiny M).

Mnozina vSech hromadnych bodé mnoZiny M se nazyva derivace M a znali se M’, mnoZina vSech
izolovanych bodii mnoziny M se nazyva adherence M.

—

Na obr. 1.4 je zndzornéna mnoZina M, kterd je tvofena otevienym kruhem vcetné //

pravé poloviny kruZnice, kterd jej ohranicuje, a bodem A, ktery lezi vné kruhu. Hro- |

madné body mnoZiny M jsou vSechny body daného kruhu véetné celé hrani¢ni kruz- \\

nice, tedy M’ je uzavieny kruh. Bod A je jedinym izolovanym bodem mnoZiny M. = 4
Obr. 1.4
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Pozniamka 1.13.
i) Hromadny bod mtiZe ale nemusi byt prvkem mnoziny M. MiiZe byt vnitinim nebo hrani¢nim (ale ne
vnéjsim) bodem M.

ii) Izolovany bod je prvkem mnoZiny M a je vZdy hrani¢nim bodem M.
iii) Hromadny bod je vzdy bodem uzavéru, tj. M’ C M.
iv) Uzavér M je sjednocenim derivace M’ a adherence mnoZziny M.

v) Derivace mnoziny nema nic spolecného s derivaci funkce.

Pro zajemce

Veskeré pojmy, které jsme v tomto oddilu zavedli, byly definovdny pomoci okoli bodu. Naprosto analogicky lze
proto postupovat v prostoru R”, kde n = 3, pokud vhodné zavedeme pojem okoli. Nejprve si v§imneme pro-
storu R3.

Nechf X = (xp, Y0, 20) € R3 jebod a e > 0 je Cislo. Pak epsilonovym okolim bodu X rozumime otevienou
kouli se stfedem v X a polomérem &. Znadime je &(X, €) nebo O ((xg, Yo, 20), €). Tedy

O ((x0, o, 20), &) = {(x,y,2) € R* 1 ||(x, ¥, 2) — (x0, Y0, z0) || < &}

Pfitom pro (x, y, z) € R3je ||(x, v, 2)|| = /x2 + y2 + 22, takze

Ix, ¥, 2) — (x0, Yo, zo) || = \/(x —x0)* + (y — y0)* + (z — 20)*,

coz je opét délka tsecky s koncovymi body o pravothlych souradnicich (xo, yo, zo) a (x, ¥, 2).

Nyni bychom téméf doslova zopakovali predchozi definice a pozndmky. Pokuste se ptedstavit si trojrozmérné
analogie piikladd z obr. 1.2. Trojrozmérnd obdoba mnoZiny z pfikladu 1.10 ukazuje, Ze hranici mnoZiny miZze
byt i téleso (konkrétné zde jednotkova krychle). AvSak v piipad€ ,,rozumnych‘ mnoZin jako krychle, kvadr, koule,
jehlan, kuzel apod. bude hranice tvofena plochami, kiivkami nebo body.
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V piipadé obecného n € N zavedeme normu v R” nésledovné: pro x = (x,...,x,) € R" poloZime
x|l = Vxi+--- +x2.
Epsilonovym okolim bodu x* = (xf, ..., x;;) € R" rozumime otevienou kouli se stfedem v x* a polomé-

rem ¢ > 0, kterou ozna¢ime &' (x*, &), definovanou takto:
Ox*,e)={xeR": ||lx —x*| <&}

Tedy

e — 20 = /Gt — P - G —

Jedna se tudiZ o naprostou analogii s pfipady n = 2, 3, tentokrdt nim ale chybi geometrickd nazornost.
Veskeré pojmy z tohoto oddilu, které byly zavedeny v R2, se nyni snadno prenesou do R”. Obecné&ji viz [7].

1.3. Definice funkce dvou proménnych a jeji graf

Definice 1.14. Nechf A C R?. Pak zobrazeni f: A — R, které kazdé dvojici redlnych &isel (x, y) € A
pfifazuje pravé jedno redlné Cislo z = f(x, y), se nazyva redlnd funkce dvou redlnych proménnych.
MnozZinu A nazyvame definicnim oborem a znac¢ime D( f).

ProtoZe kazdy prvek mnoZiny D( f) je uspofddand dvojice Cisel (x, y), 1ze jej geometricky chapat
jako kartézské soufadnice bodu v roviné. Tedy bodu v roving€ (x, y) je zobrazenim f pfifazeno ¢islo z.
Podobné jako u funkce jedné proménné pak piSeme f: z = f(x, y) nebo strucné jen z = f(x, y).

Mnozinu vSech takovych z € R, k nimZ existuje (x, y) € D(f) tak, Ze z = f(x, y), pak nazyvime
obor hodnot funkce f a oznaCujeme H (f). Tj.

H(f)={zeR: 3(x,y) € D(f) takové, Ze z = f(x, y)}.
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Zadani funkce

K zadan{ funkce f je nutné uvést jednak defini¢ni obor D( f) a jednak pravidlo (pfedpis), pomoci néhoz
je kazdému (x, y) € D(f) pfifazen praveé jeden prvek z € H(f).
Ukazme si, s jakymi formami zdpisu konkrétn{ funkce se miZeme setkat. Napfiklad funkei f, kterd

kazdému (x, y) € R?: x # y pfifazuje &islo ﬁ?_” Ize zapsat takto:
ex+y 2
Z:79 D(f)z{('x’y)ERx;éy}a
arctg(x — y)
ex+y 5
fxy)=——"——, D(f)={kx,y) eR:x#y}.
arctg(x — y)

Casto se stdvd, 7e je funkce zaddna pouze predpisem a definiéni obor neni vyslovn& uveden. Pak
pokldddme za defini¢ni obor mnoZinu viech takovych (x, y) € R?, pro ktera ma dany predpis ,,smysl*.
Rovnost funkei

Z definice plyne, Ze dvé funkce f a g jsou si rovny (piSeme f = g) pravé tehdy, kdyZ maji stejny
definiéni obor a v kazdém bod¢ tohoto defini¢niho oboru plati f(x, y) = g(x, y). Symbolicky zapsano:

(f=9 & [(D(f)=D@) A Vx, y) eDf): fx,y) =gx, )]

Uvedme si ptiklad funkei d, r, které se rovnaji.

_ _ 2.
d(h,k)—h2+k2, D(f)={(h,k) e R*: h >0, k > 0},
lmn|
r(m,n):m, D(f):{(m,n)eRz:m>0,n>0}.

@:
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NezileZ{ samoziejmé na pouZitych pismenech pro oznaceni proménnych.

U funkci dvou promé&nnych budeme &asto znazoriiovat defini¢ni obor graficky jako podmnoZinu v R?.
Defini¢ni obor byvé ohrani¢en ¢dstmi piimek, kuZelosecek popf. grafii nékterych dalSich elementdrnich
funkci. Domluvime se, Ze Casti t€chto hranicnich ktivek, které do definicniho oboru patii, vyznacime
plnou carou, a ty, které do definicniho oboru nepatii, vyznac¢ime prerusovanou carou.

Priklad 1.15. Urcete a zakreslete definicni obory nédsledujicich funkci.

x+y sinxy
YY) = , b V)= 50—
a)  f(x,y) Xy ) gy = =
) h(x,y)=+/x2+y2—4 d)  k( )_—x Y’
€ X,y) =+/x , X,y)= .
Y Y J In(9 — x2 — y?2)
Resent.

X+

a) D(f) je mnozina takovych (x, y) € R?, pro néZ m4 predpis 2 smysl. Tento zlomek ma smysl,

je-lix —y #0,t. x # y. Tedy

X

D(f) = {(x,y) e R* : x £y},

coZ je celd rovina s vyjmutou pfimkou y = x — viz obr. 1.5 a).

b) Stejné jako v predchozim bod& poZadujeme nenulovost jmenovatele, tj. x> + y? # 0. Odtud plyne,
ze (x,y) # (0,0).
D(g) =R*~ {(0,0)},

coZ je celd rovina s vyjmutym pocitkem — viz obr. 1.5 b).

Z Xz

¢) ProtoZe druha odmocnina je definovana jen pro nezdporna &isla, musi platit nerovnost x> + y> — 4 > 0,
tj. x2 + y? = 4. Tedy
D(h) = {(x,y) e R? : x> + y* > 4},

o
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a) D(f) b) D(g)

¢) D(h) d) D(k)

Obr. 1.5: Defini¢ni obory _
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co? je vn&jiek kruhu x? + y? = 4 v&etn& ohraniujici kruZnice — viz obr. 1.5 c).

d) Zlomek ma smysl, jestliZe ma smysl Citatel, ma smysl jmenovatel a jmenovatel musi byt rtizny od nuly.
Z toho dostavame nasledujici podminky.

e x — y?> >0, tj. x = y? (druh4 odmocnina je definovdna jen pro nezéporna &isla),

2 N2

e 9—x?—y2>0,t. x>+ y?> < 9 (pfirozeny logaritmus je definovén jen pro kladn4 ¢isla),
eIn(O—x2—y%) #0,t.9—x2—y> £ 1,tj. x> + y> #£8.
Tedy
D(k) = {(x,y) e R?:x 2 y%, x* +y* <9, x* +y* #8},

coZ je prinik otevieného kruhu s hraniéni kruznici x> + y? = 9, z n&hoZ je vyjmuta kruznice x> +
+ y? = 8, s ,,vnitfkem paraboly* x = y? v&etné této paraboly — viz obr. 1.5 d). A

U funkci jedné proménné byl velmi dileZitym pojmem graf. Nejinak tomu bude i u funkci dvou
proménnych.

Graf funkce

U funkei jedné proménné f: y = f(x) chdpeme uspofddanou dvojici (x, y) jako bod o soutadnicich
x a y. Libovolnou mnoZinu uspofddanych dvojic (x, y) pak geometricky chdpeme jako mnoZzinu bodu
v roving. Grafem funkce f: D(f) — R pak rozumime mnoZinu bodt {(x, y) € R*: x € D(f)Ay =
= f(x)}, kde (x, y) znaci bod roviny o soufadnicich x a y.

U funkci dvou proménnych f: z = f(x, y) zavedeme pojem graf funkce obdobné.

o
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7RIV
Nechf f: z = f(x, y) je funkce dvou proménnych. Pak mnoZinu bodtt G C R? definovanou vztahem ¢ l!,!l 5
3 ‘?:,"/0 s.r e @5
G={xy2eR :(x,y) € D(f), z= f(x, )} o

nazyvame grafem funkce f.
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Graf funkce f je tedy tvofen body (x, v, f(x, y)) z R3, pficemz (x, y) € D(f).

Mnozina G C R? je grafem n&jaké funkce dvou proménnych pravé tehdy, kdy? libovolna rovnobézka
s osou z protne G nejvyse v jednom bod€. Defini¢nim oborem této funkce je primét mnoZiny G do roviny
uréené osami x a y — viz obr. 1.6 a).

%

f(xo’ }’0)

(0] ;yo y

A= D(f) x
a) G je grafem funkce b) G neni grafem funkce

Obr. 1.6: Mnoziny v R?
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Tedy napt. kulovd plocha neni grafem funkce dvou proménnych, protoZe nékteré rovnobézky s osou z
ji protnou ve dvou bodech — viz body M, N na obr. 1.6 b).

o

Nakreslit graf funkce dvou proménnych je obvykle podstatné obtiZzn€jsi nez nakreslit graf funkce
jedné proménné. Urcitou pfedstavu ndm mohou pomoci vytvorit tzv. vrstevnice, které zndme ze zemé-
pisnych map.
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Definice 1.16. Nechf f: z = f(x, y) je funkce dvou proménnych a ¢ € R. Pak mnoZinu

vr(e) ={(x,¥) € D(f): f(x,y) =c} (1.1)

nazyvame vrstevnici nebo hladinou funkce f na drovni ¢ (o K6té c).

Obsah

Vrstevnice funkce je tedy mnoZina bodu defini¢niho z=c

oboru, v nichZ funkce f nabyva dané hodnoty c. Vrstevnici

dostaneme projekci priniku grafu funkce f s rovinou z = ¢

viz obr. 1.7+ Al. Pokud doka-

Zeme vrstevnice odpovidajici riznym hodnotdm ¢ nakreslit,
pomiZe ndm to ud€lat si pfedstavu o grafu funkce f.

z=f(x,y) 34. strana ze 476

do roviny uréené osami x a y

Poznamka 1.17. Nékdy je vhodné pro lepsi predstavu o grafu
urcit nejen vrstevnice, ale také fezy grafu rovinami x = ¢
resp. y = c. Jejich rovnice jsou z = f(c,y) resp. z =
= f(x,c),c € R. Specidlné¢ fezy x = 0Oay = 0 jsou
v terminech technického kresleni vlastné narys a bokorys.
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Piiklad 1.18. Urlete vrstevnice funkce f: z = x> 4 y? a graf funkce f.

o

Reseni. D(f) = R?. Podle (1.1) jsou rovnice vrstevnic vr(e): 2 +y’=c.
a) Proc < 0je vs(c) =, protoze x? 4+ y? 2 0 pro kazdé (x, y) € R%.
b) Proc = 0je v;(0) = {(0, 0)}, protoZe pokud x # 0 nebo y # 0, je x> +y2>0.

¢) Proc > 0je vs(c) kruZnici se stfedem v po¢dtku a polomérem J/c. Cim je ¢ vétsi, tim vé&ti je polomér
arovina z = c leZi vyse.
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Vzhledem k tomu, Ze uvedené vrstevnice muZze mit rotacni paraboloid i horni ¢ast rotacni kuZelové
plochy, podivdme se jeité na fezy grafu rovinami x = c. Jejich rovnice jsou z = ¢ + y?, takZe jde
o paraboly (v rovinich x = c¢), které vzniknou posunutim paraboly z = y> smérem vzhtiru ve smé&ru
osy z 0 ¢ — viz obr. 1.8 b)+{A].

Grafem je tedy rotacni elipticky paraboloid, ktery vznikne rotaci paraboly z = x? leZici v rovin& Gi
y = 0 kolem osy z. Graf spolu s vrstevnicemi je zndzornén na obr. 1.8 a)+A|.

Obecné rovnice rota¢niho paraboloidu, kuZelové plochy i dalSich kvadratickych ploch najdete v ka-
pitole 9. A
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b)z=c2+y?

Obr. 1.8: Graf funkce f: z = x2 4 y?
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Pro zajemce

Zcela analogicky zavedeme redlnou funkci 17 redlnych proménnych. Prvku mnoZiny A C R3 prifadime redlné
Cislo. Tudiz kazdé trojici ¢isel (x, y, z) € A, kterou lze geometricky chdpat jako kartézské soutadnice bodu v pro-
storu, je pfifazeno Cislou € R. Tedy f: u = f(x, y, 2).

Podobné postupujeme pro redlné funkce n redlnych proménnych, kde n = 4,5, 6, ... . Formdlné je takovd
funkce zobrazeni f: A — R, kde A C R", n € N. Oznaceni je f: z = f(x1,...,X,) resp. struéné f:z =
= f(x),kde x = (x1, ..., x,). Piiklady takovych funkci jsou

u(x,y,z):xzyz+(2x+y—z)sinxy, D(u)=R3, f(x):x%+x§+---+x,%, D(f) =R".

Analogicky bychom mohli zavést i pojem graf funkci tfi a vice proménnych. Pokud bychom jej ale chtéli
geometricky zndzornit, potfebovali bychom napt. u funkce tff proménnych tfi dimenze na defini¢ni obor a ¢tvrtou
dimenzi na funkéni hodnotu. ProtoZe nas redlny svét je ale pouze tffrozmérny, nelze vytvotit model takového grafu.
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1.4. Limita a spojitost funkce dvou proménnych

o

Pojmy limity a spojitosti hraji pfi zkoumani vlastnosti funkci dvou (a vice) proménnych stejn¢ dilezi-
tou roli jako u funkce jedné proménné. Uvidime, Ze fada kliCovych vlastnosti je v piipadé funkci vice

proménnych stejnd jako u funkci jedné proménné. 2APADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Definice 1.19. Necht f: z = f(x, y) je funkce dvou proménnych a M = (xg, yo) je hromadny bod
defini¢niho oboru D( f).

Rekneme, 7e funkce f méd v bod€ M limitu rovnou &islu L € R, jestlize plati: K libovolnému &islu
e > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdy bod X = (x,y), X € OM,S) N D(f), X # M, je
fx,y) e (L—¢,L+e).

Piseme: ezl

41. strana ze 476

lim f(x,y)=L nebo lim f(x,y)=L nebo Ilim f(x,y)=0L.
(x,y)—(x0,Y0) X—>M f:;g

5
"l

Poznamka 1.20.
i) Vzhledem k tomu, Ze M je hromadny bod D( f), budou v libovolném okoli &' (M, §) vidy néjaké
body z D(f) rtizné od M. Bez pfedpokladu, Ze M je hromadny bod, by definici limity vyhovovalo
libovolné redlné ¢islo L. Proto nedefinujeme limitu v izolovaném bodé¢.

ii) Definice vlastn€ vyjadfuje, Ze pro body defini¢niho oboru, které jsou dostate¢né blizké bodu M,
musi byt funkéni hodnoty tak blizké &islu L, jak jen si pfedem fekneme (¢ volime, §-okoli musime
byt schopni najit). Tedy body grafu v dostatecné malém okoli bodu M musi leZet mezi rovinami
z=L—-—¢egaz=L+¢e—vizobr. 1.9 a).
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a) Vnitfni bod D(f) b) Hrani¢ni bod D(f)

Obr. 1.9: Limita funkce dvou proménnych
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iii) Na bod M kromé toho, Ze je to hromadny bod D( f), neklademe Zadné pozadavky. Funkce f v ném

vs_ o

nemusi byt definovand, a pokud definovana je, nezalezi viibec na tom, jak4 je funk¢éni hodnota v tomto
bodé.

iv) Situace na obr. 1.9 a) odpovida ptipadu, kdy M je vnitini bod D(f). Potom dostate¢né malé okoli
O (M, §) lezi celé v D(f).
Pokud M neni vnitfnim bodem, je nutné hrani¢nim bodem defini¢niho oboru (protoze je hromadnym
bodem D( f) — viz pozndmka 1.13 i)). Pak na ¢asti i sebemensiho okoli neni f definovand — viz
obr. 1.9 b).

v) Vzhledem k tomu, Ze limita funkce dvou proménnych je definovana obdobné jako limita funkce
jedné proménné, 1ze dokdzat podobné vysledky — viz [ |, str. 158—160]. Zejména plati:
a) Funkce nemusi mit limitu. Pokud limita existuje, je jedina. (Toto tvrzeni by neplatilo bez predpo-
kladu, Ze jde o hromadny bod defini¢niho oboru.)

b) Jestlize funkce f a g maji limitu v bodé M, ktery je hromadnym bodem mnoziny D(f) N D(g),
pak také jejich soucet, rozdil, soucin, podil (jmenovatel musi byt nenulovy) a nasobek konstantou
maji limitu v bodé M a plati, Ze

li SE = li + I
Jim (f(x,y) £g(x,y) = lim f(x,y) £ lim g(x, )
(limita ze souctu resp. rozdilu je soucet resp. rozdil limit),
Jim f(x, y)g(x,y) = lim f(x,y)- lim g(x,y)
(limita ze soucinu je soucin limit),
li =« li R
Jim (af (x, ) =a lim f(x,y), «c€

(multiplikativni konstantu Ize vytykat),

o
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i fay  m )
XM gx,y)  Lim gx,y)
glx,y)  lim g(x.y

pokud lim g(x,y) #0

(limita z podilu je podil limit).

vi) Obdobné by bylo mozZné zavést nevlastni limitu L = =00 a limity v nevlastnich bodech (00, yg),
(xg, £00) a (00, 00). Tyto pojmy vSak v tvodnim kurzu nebudeme potfebovat.

Nez se podivame na prakticky vypocet limit, uvedeme jesté jeden dileZzity pojem.
Definice 1.21. Rekneme, 7e funkce f: z = f(x, y) je spojitd v bodé M = (xo, yo), jestlize plati

lim f(-xa )’) - f(X(), )’0) (12)

(x,y)— (x0,y0)

Poznamka 1.22.
i) Z predchozi definice vyplyva: Aby funkce byla spojita v n¢jakém bodé (ktery musi byt hromadnym
bodem jejtho defini¢niho oboru — to plyne z definice limity), pak
— funkce musi mit v tomto bod€ limitu L,
— funkce musi byt v tomto bodé definovang, tj. existuje f (xg, yo),

v ¥

— predchozi dvé ¢isla L a f (xg, yo) musi byt stejna.

ii) Pokud je funkce definovana v néjakém bodé, ktery je izolovanym bodem definicniho oboru, nelze
zde mluvit o limité a tedy ani spojitosti, coZ je nepifjemné. Domluvime se proto, Ze funkci budeme
povaZovat za spojitou v kaZdém izolovaném bodé definicniho oboru.

Miéme-li tedy vypocitat limitu funkce v bod€ spojitosti, je to jednoduché — jde vlastné o vypocet
funk¢ni hodnoty. Abychom mohli tuto skuteCnost Gc¢inné vyuZit, potiebovali bychom védét o co nej-
vice funkcich, se kterymi se prakticky setkdvdme, zda jsou spojité. V kurzu diferencidlniho poctu funkci

o
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jedné proménné (viz napt. [ | |, str. 63]) jste se sezndmili s elementdrnimi funkcemi jedné promé&nné (jsou
to mnohocleny, goniometrické a cyklometrické funkce, exponencialni a logaritmické funkce, mocninna
funkce a funkce, které z nich vzniknou koneénym poctem aritmetickych operaci secitani, od¢itani, ndso-
beni a déleni a sklddanim) a fekli jste si, Ze jsou v bodech, v nichZ jsou definovany, spojité.

Pro spojitost funkci dvou proménnych bude platit totéZ, pokud vyjdeme z elementarnich funkci jedné
proménné, jejichz argumenty budou oznacené rtiznymi pismeny. Takové funkce budou spojité ve vsech
bodech svych definicnich oborii. Naptiklad

x + y)? x+2y —x3
e=x%y—xy’ +dzy, 1= —ot 2= VT apod.

_tg\/x—i—siny’ — x2 4 y? — x2y?

Priklad 1.23. Vypoctéte nasledujici limitu:

Vx? + yarctg §

lim
@y)—©01) Ine*Y + 3y?)

Reseni. ProtoZe dand funkce je vytvofena vyse popsanym zpiisobem z elementdrnich funkei jedné pro-
ménné a je v bodé (0, 1) definovan4, je zde i spojitd a limita je rovna funkéni hodnoté. Tedy

i VX% + y?arctg 3 07+ 1%arctg arctg 0 0
(e 0.1 In(e® +3y2)  InE"'+3-12) In(1+3) Ind4 A

Pro funkce jedné proménné existuje velmi G¢inny ndstroj na vypocet limit — 1’Hospitalovo pravidlo.
Bohuzel pro funkce vice proménnych nic podobného neexistuje a vypocet limit je daleko obtizZnéjsi.

Paradoxné casto byvd jednodussi ukdzat, Ze néjakd limita neexistuje. To se u funkci vice proménnych
(u limit typu %) Casto stava. Pouziva se pfi tom obvykle ndsledujici obrat.

@
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Jestlize existuje limita funkce f(x, y) vbodé€ (xo, yo) aje rovna L, tj. funkéni
hodnoty se pfi pfiblizovani bodu (x, y) k bodu (xq, yo) ,,ze vSech moznych stran“
¢im dél vice bliZi k L, musi tim spi§ platit totéZ, kdyZ se pohybujeme po libo-
volné ktivce ,ustici* do bodu (xg, yo) — viz obr. 1.10. Pokud se ndm tedy po-

o

RS v o . h e e o o (X0, yo)
daif najit dvé€ takové kiivky, po nichZ vychdzi tyto ,.CdsteCné* limity rGzné, ne- p Ziranocesua
miZe zkoumand limita existovat. Za kiivky se ¢asto voli napf. pfimky o rovnicich v PLZNI
y = k(x — xo) + yo pro rizné smérnice k.
Xy Obr. 1.10

Pfiklad 1.24. Vypoctéte limitu  lim = ————.
(x,y)—(0,0) x= 4y
Reseni. Ukazeme, Ze tato limita neexistuje. Viimnéte si, Ze (0, 0) je jediny problematicky bod. Viude
jinde je funkce definovan4, a tudiZ spojita a limita je rovna funkéni hodnoté.
Zvolime piimky y = kx, které prochézeji pocatkem. Body na nich leZici maji tvar (x, kx), k € R.
Aby se tyto body bliZily k pocatku, musi platit x — 0. Tedy 46. strana ze 476
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. x - kx kx? k k
lim =
x>0 x2 + (kx)?
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21+ k) It 1+ R

d
i

vz

Vysledek zavisi na k, tj. na smérnici pfimky, po niZ se blizime k po¢atku. Tedy limita skute¢né neexistuje.
Mezi uvazovanymi pifimkami neni osa y, kterd nema smérnicovy tvar. Pro tplnost ur¢ime i limitu po
této piimce. Jeji body maji tvar (0, y), takze

0
lim =lim — = 1lim 0 = 0.
y—=00 + y2 y—0 y2 y—0

Graf funkce je zndzornén na obr. 1.11+A] (pro nazornost jsou uvedeny pohledy ze dvou smérii). A Zaviitdokument
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Obr. 1.11: Graf funkce f(x, y) = 55

I kdyZ ,.Castecné* limity po vS§ech moZnych pfimkéch existuji a jsou stejné, mize se stit, Ze ,,dvou-
41

rozmérna“ limita neexistuje. MiiZe totiZ existovat jina kiivka, podél niZ ,,Cdste¢na* limita neexistuje nebo
ma jinou hodnotu, jak ukazuje nésledujici priklad.
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5 TR 3xy
Priiklad 1.25. Vypoctéte limitu lim ———.
@)= (0,00 x* + 2

Reseni. UkdZzeme, Ze ani tato limita neexistuje. Bod (0, 0) je opét jediny problematicky bod, viude jinde
je funkce spojita.

Zkusime nejprve opét piimky y = kx, k € R, tj. budeme se pfiblizovat po bodech (x, kx), kde
x — 0. Dostaneme

. 3x2 . kx . 3kx3 . 3kx ) )
Iim ————=lm ———--=1lim ———- =0 pro libovolné k € R.

=0 x4 + (kx)2 x—>0x2(x2 4+ k%)  1—0x2 4 k2

Doplnime jesté osu y, kterd mezi pfimkami y = kx neni zahrnuta, protoZe nema smérnicovy tvar. Jde
o body (0, y), kde y — 0. Vyjde

2

Y i O T @ =0,
=0 04+ y2  y>0y2  y—0
Skute¢né tudiZ po vSech piimkéach vchazejicich do bodu (0, 0) vychazi ¢as-
tecnd limita stejné — viz obr 1.12. X
Nyni pouZijeme nap¥. parabolu y = x2, tj. budeme se p¥ibliZzovat po bo-
dech (x, x?), x = 0 — viz obr 1.12. Dostaneme

. 3x2 . x2 o 3x? .3 3
Iim —— =lim — = lim - = —.
x—0 x4 =+ (x2)2 x—0 2x4 x—02 2
Obr. 1.12
Tato limita nenf na rozdil od pfimek nulova, proto celkova limita neexistuje. Graf funkce je zndzornén
na obr. 1.13+ A (pro ndzornost jsou uvedeny pohledy ze dvou sméri). A
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Obr. 1.13: Graf funkce f(x, y) = %
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Piiklad 1.26. Vysetiete limitu funkce f(x, y) =
c)C=(—1,-1).

——— vbodech:a) A = (1, 1),b) B = (0, 0),
xXy+2x —y

Resent.
a) V tomto piipadé€ nenastane Zadny problém, do funkce je mozno bod A = (1, 1) pfimo dosadit, protozZe

je v tomto bod¢ spojita. Tedy

. 2xy 2
lim —=—-=1.
> xy+2x —y 2
b) V piipadé bodu B = (0, 0) jiz vypocet pfimym dosazenim neni moZny, nebof v tomto bodé neni
funkce definovand. Bod B je tudiZ bodem nespojitosti dané funkce. PouZijeme napf. pfimky y = kux,
k € R, a budeme se k bodu nespojitosti ptiblizovat po bodech (x, kx). Dostaneme:

, 2k C x(@k) C 2kx 00 proki=2 2,
im-———— =lim——————~* =lim—— =
x>0 kx2 4+ 2x —kx x>0x(kx +2—k) x>0kx+2—k 2 prok =2.

Limita tedy v bodé B neexistuje.

¢) Vbodé¢ C = (—1, —1) funkce rovnéz neni definovana, takze se jednd opét o jeji bod nespojitosti.
Zvolime napf. piimku y = —1. Po dosazen{ vyjde:

—2x <2) B {—{—oo prox — —1%,

im = =
x>—-1=x + 1 0 —00 prox — —1°.

Limita tedy v bodé C neexistuje.
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Nyni si ukdZeme, jak 1ze naopak néjakou limitu spocitat. K tomu se ¢asto u funkci dvou proménnych
pouZzivaji tzv. polarni souradnice, se kterymi se seznamite podrobnéji u transformaci dvojného integralu.
Poloha bodu (x, y) je popsdna dvéma Cisly p, ¢ — viz. obr 1.14:

p — vzdélenost bodu (x, y) od pevného bodu (xg, yo) (tzv.
stied; Casto je to pocatek (0, 0)).
Plati: p € (0, +00).
Yo - ¢ — thel, ktery svird polopiimka, jez zac¢ina v bodé (x¢, yo)
: : a prochazi bodem (x, y), s kladnou ¢4sti osy x (méfeno
-~ < g § proti sméru hodinovych rucicek).
s’ : : )
0 Plati: ¢ € (0, 27).

e

Obr. 1.14

Vztah mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi je ddn rovnicemi (d4 se odvodit za pomoci definice
goniometrickych funkci)

X =Xxg+ pcosg, Yy =yo+ psing. (1.3)

Déle pouZijeme nasledujici jednoduché ale uzitecné lemma.
Lemma 1.27. Predpokladejme, Ze funkci f (x, y) lze v poldrnich souradnicich se stredem v bodé (x¢, Yo)
vyjadrit ve tvaru f(x,y) = L + g(p)h(p, ¢), L € R, kde
i) lim g(p) =0,
p—0
ii) h(p, @) je ohranicend na obdélniku (0, po) x (0, 27), kde py > O.

Pak plati: lim  f(x,y) = L.

(x,y)— (x0,¥0)

o
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VIRV
Diikaz. Nechf je h ohrani¢ena na zminéném obdélniku konstantou K € R™, tj. |h(p, ¢)| < K. Zvolme
i ) o SRR s : A\ <2k
ibovolné ¢ > 0. Z definice limity vyplyva, Ze existuje 0 < § < pp takové, Ze pro 0 < p < § je D) 7S
. )
|8(0)| < &/K. Tedy pro (x, y) € O((x0, o), 8). (xo, yo) # (0,0, je o
e
£ = L= 18] - h(p. )] < = - K =, D oo

z ¢ehoz plyne tvrzeni. O
2

X
Piiklad 1.28. Vypodtste limitu  lim  ——>—
@)= (0.0 x2 + y2

Reseni. Pouzijeme-li poldrni soufadnice, pfi¢em? (x¢, yo) = (0, 0), dostaneme:

x%y p2cos> @ - psing 0> sin g cos? ¢ _ 5
= = = psingcos” @.
x2+y2  plcosig+ prsinfg  p2(cos? @ + sin’ @) peme ¢

Nyni pouZijeme piedchozi lemma. Zvolime L = O,
g(p) = pah(p,¢) = sinpcos’¢ (h zde nezavisi

na p). Pfedpoklady jsou splnény: lim p = 0 a funkce >
p—0 777777
g 2 e - . 2 )< A
sin ¢ cos” ¢ je ohranicend, protoZe je |singcos“¢| = 1. . R 2 ]
v .. . q ~ L7
Tedy nase limita je rovna L = 0. Graf funkce je zndzor- ',"": ,':
a
. 2 (7
nén na obr. 1.15HA]. X 6’.0"":""":""":" 8
- QLA 2
Vsimnéte si zddnlivé jen nepatrného rozdilu v zaddni Wif
funkci v tomto a predchozim prikladu a zcela odlisného cho- 4 R 0
vani jejich grafii v okoli poéatku. A Y

Obr. 1.15
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(x* + y?) sin(x? 4 y?)
/(x2 + y2)3 '
Kk (x4+y2) sin(x2+y2)

Sy si nejprve vhodné rozloZime na soucin. PouZijeme-li opét transformaci
X+y<)’

Priklad 1.29. Vypoctéte limitu  lim
(x,y)—(0,0)

Reseni. Zlome

do polérnich soufadnic, dostaneme:

sin(x? + y?)  (x*+y?) _ sin(p? cos? ¢ + p? sin? @) p*cost o+ p? sin? »
VE2+yY) 2P +y? vV p? p?

i
sin

_ e (p* cos* ¢ + sin? ).
0

Abychom mohli pouZit lemma 1.27, musi byt lim0 g(p) = 0.V nasem piipadé bude funkce g(p) = %.
p—>

Za pouZiti I’'Hospitalova pravidla ukdZeme, Ze tato podminka je skute¢né splnéna.

0 e

2p cos p?
P Y —0
P p—0 1

li =i
Jim g(p) g

Druhd podminka lemmatu 1.27 ndm tik4, Ze funkce A (p, ¢) musi byt ohrani¢end na obdélniku (0, 1) x
x (0, 27). I tato podminka je viak splnéna, nebot [p| < 1, |cos¢| < 1, [sing| < 1atudiz|p? cos* ¢+
+sin’ ¢| < p?lcos* @] + |sin®@| < 1-1+1 < 2.Za L volime 0. ProtoZe jsou podminky lemmatu
splnény, je nase limita rovna L, tudiZ nule.

Zlomek Wty e ) /?);%(jjgyz) bylo moZno rozlozZit i jinym zptisobem. Ukazme si i tento postup:
(@ +y)sin(x? +y?)  sin(x? +y?)  (x* +?)

/(x2 + y2)3 x2 4+ y? /%2 + yz'

o
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Po dosazeni polédrnich soufadnic dostaneme nésledujici vyraz:

s 2 4 4 2 ;2 i 2
sin p® p*cos*@ + p-sin“¢  sinp _
—- = —5— (0’ cos* ¢ + psin’ p) =
o P o
s 2
sin
= ,0;0 - p(p*cos* ¢ + sin® ).

Nyni volime g(p) = p, h(p, @) = s";—fz - (p%cost o + sin’ ¢) a L = 0. Podminka ;iir%) gp) =0
je spln&na. Dile jiz vime, e funkce p2 cos* ¢ + sin’ ¢ je ohranidend a lin}) Si;‘)—fz = lil’l’(l) % = 1.
p—> p—>

VRS

Uvédomte si, Ze jestliZze ma né€jak4 funkce limitu, je v néjakém okoli prislusného bodu ohranic¢ena. Tudiz
i podminka, Ze funkce /1 (p, ¢) musi byt ohraniéend, je splnéna. Hodnota limity je protorovna L = 0. A

Poznamka 1.30. Poldrni soufadnice 1ze vyuzit i k dikazu, Ze néjakd limita neexistuje. Zafixujeme-li
v rovnicich x = xo+ p cos @, y = yo+ p sin ¢ thel ¢, pak pfi p — 0T se p¥iblizujeme k bodu (x¢, o)
po piimkach se smérovym vektorem (cos ¢, sin ¢). Pokud tedy

lir(r)l+ f(xo+ pcose, yg+ psing) (1.4)
p—

nedava pro vsechna ¢ € (0, 2m) stejny vysledek, pak urcité limita

lim  f(x,y) (1.5)

(x,y)—(x0,y0)
neexistuje.
Napt. v prikladu 1.24 vyjde
xy p?cos @ sing
x24+y2  p2cos? g+ p2cost g

= COs ¢ sin .

o
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Tedy lim+ cos@sing = cos g sin g, coz potvrzuje vysledek, ktery jsme obdrZeli, a to, Ze piisluSna

p—0
limita neexistuje.

Samoziejmé pokud je limita (1.4) pro vSechna ¢ stejnd, neznamend to, Ze limita (1.5) existuje. To
ukazuje priklad 1.25, kde

3x%y 30> cos? ¢ sin ¢ _ 3p cos? ¢ sin ¢

x4+ 32 plcoste+ pPsing  p2costo +sine

tedy

. 3p cos? g sing
lim —— =0
p—0t p2cos* ¢ + sin” @

pro viechna ¢ € (0, 2m). Pfesto, jak jsme ukazali, zminénd limita neexistuje.

Pro zajemce

Projdeme-li si podrobné definici limity funkce dvou proménnych, zjistime, Ze je zaloZena na pojmu okoli bodu.
Pojem okoli bodu jsme viak zavedli nejen v R?, ale v libovolném R”, kde n € N. Proto je mozné jednoduse definici
limity pfenést na funkci f, majici libovolny koneény pocet proménnych. Pro funkce vice proménnych zistanou
v platnosti vSechna zdkladnf{ tvrzeni tykajici se limit. Obdobné se rovnéZ zavede pojem spojitosti. Zejména plati, Ze
funkce vice proménnych vytvorené z elementarnich funkci jedné proménné zlstanou na svych defini¢nich oborech
spojité.

QOdlisnosti nastanou pouze v praktickych vypoctech limit. V pfipadech, kdy chceme ukézat, Ze limita neexistuje,
budeme opét hledat ,kiivky sméfujici do daného bodu®, po nichZ limita funkce jedné proménné vyjde rtzné.
ObtiZnéjsi je situace, kdy chceme dokdzat existenci limity. Bylo by moZné napf. zavést obdobu poldrnich soufadnic
v obecném R”. Pro n 2 3 jsou to tzv. sférické soutadnice — viz napf. [16, str. 346]. Pak by bylo mozné dokdzat
analogii lemmatu 1.27. Jde v§ak o pomérné obtiZnou problematiku, které se podrobnéji vénovat nebudeme.

o
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1.5. Dvojné a dvojnasobné limity

Necht (xo, yo) € R*ady > 0.Oznaéme A = (xo— 8o, Xo) U (xo, Xo+80), B = (30— 80, 0) U (0, Yo+

v

+38p) aD = A x B. Tedy D je Ctverec se stiedem v (xg, o), Z n€hoZ je vyjmut kiiZ prochédzejici stredem.
Véta 1.31. Predpokiddejme, Ze funkce f je definovana na D. Nechf pro kaZdé x € A existuje

lim f(x, y) = ¢(x).

Y=o

Existuje-li lim

f(x,y) = L, pak existuje také lim @(x) a plati
(x,y)— (x0,Y0) X— X0

lim ¢(x) = L.
X—>X(
Diikaz. Zvolme libovolné ¢ > 0. Podle pfedpokladu k &islu £/2 existuje 6 > 0, 6 < &, takové, Ze pro

kazdé (x,y) € ((xo — 8, x0 +8) x (yo — 8,y +8)) N D plati [f(x,y) — L| < &/2. Pro kazdé
x € (xg — 8, x0 + 8), x # X, limitnim pfechodem pro y — yy dostaneme

€
|lim f(x,y) —L|< < <e, tj. lp(x) — L| < &.
Y=o 2
To ov§em znamena, Ze lim ¢(x) = L. O
xX—>X0
Tvrzeni predchozi véty lze zapsat takto:
lim lim f(x,y)=L. (1.6)

X—=>X0 Y—=>)0

@:
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Podobné pokud pro kazdé y € B bude existovat lim f(x,y) = ¥ (y), dostaneme z predchozi véty
X—> X0

zdménou x a y, 7e
lim lim f(x,y)=L. (1.7)

y—)y() X—>X0

Limity (1.6) a (1.7) se nazyvaji dvojndsobné na rozdil od limity ve smyslu definice 1.19, které se fika
dvojnd. Ptedchozi véta fikd, Ze z existence vnitinich limit a dvojné limity plyne existence dvojndsobnych
limit, které jsou pak stejné. Plati tedy:

Disledek 1.32. JestliZe existuji obé dvojndsobné limity (1.6) a (1.7) a jsou riizné, neexistuje dvojnd
limita.
Toto tvrzeni Ize pouZzit k diikazu, Ze néjakd dvojnd limita neexistuje.

Nasledujici priklady ukazuji, jaké mohou byt vztahy mezi dvojnou limitou a dvojndsobnymi limitami.
Zejména ukazuji, Ze pfedpoklad existence vnitini limity nelze vynechat.
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Piiklad 1.33. Zjistéte, zda existuji dvojné limity nésledujicich funkci v bod¢€ (0, 0). V ptipadé, Ze ano,
vypoctéte je.

xz—y2+x3+y3 xzsin}c—l-yz

a) flx,y)= P ) b) g(X,}’):TyZ,
1

©) h(x,y)=xs1n;, d) k(x,y) =2+ yHx(x, ).

Funkce x je definovand nésledovné:

*x.y) 1 kdyZ (x,y) € Q x Qnebo (x,y) € I x1T,
x,y) =
XY 0 kdyz (x,y) € Q xInebo (x,y) eI x Q.

Pritom I = R \ Q je mnoZina v8ech iracionélnich &isel.
Reseni.
a) Plati:

(p(x)=;iL)%)f(x,y)=1+x,x;éO = ;iir(l)go(x)zl,
w(y)=iiir(1)f(x,y)=—l+y,y7é0 = iig(l)lﬁ(y)=—1-

Dvojndsobné limity existuji, ale jsou rizné, takZe podle dasledku 1.32 dvojnd limita neexistuje.
b) Plati:

1
¢(x)=Ilimg(x,y)=sin—, x #0 = lim ¢(x) neexistuje,
y—0 X x—0

v =lime@x, y) =1,y #0 = iiir%)w(y) =1.
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Vnitin{ limity pro x — 0ay — 0 tedy existuji, ale dvojndsobnd limita existuje jen jedna. Protoze
lim g(x, 0) = lim sin 1 neexistuje, neexistuje ani dvojnd limita.
x—0 x—0 x

¢) Plati:

1
¢(x) = lim h(x, y) = lim x sin —, x # 0, neexistuje,
y—0 y—0 y
Y() = lim h(x, ) =0, y 0 = limy(y) =0.

Jedna vnitfni limita tedy neexistuje, jedna dvojnasobnd limita existuje. Dvojnd limita existuje a je rovna
nule, protoZe funkce /£ je sou¢inem funkce x majici limitu nula a ohranic¢ené funkce sin % Rovnost
s existujici dvojndsobnou limitou plyne z véty 1.31.

d) Pro x # 0 neexistuje lirrg) k(x,y)aproy # 0 neexistuje lin}) k(x, y). Tedy ani jedna z vniténich limit
y—> x—

neexistuje. Pfitom dvojnd limita existuje a je rovna nule, protoZe funkce k je sou¢inem funkce x> + y?
majici limitu nula a ohrani¢ené funkce x (x, y). A

Pojmy k zapamatovani

— funkce dvou (resp. vice) proménnych

— graf funkce dvou proménnych

— defini¢ni obor funkce dvou proménnych

— vrstevnice (hladina) funkce dvou proménnych
— okoli bodu

— vnitini, vnéjsi, hrani¢ni bod

— hromadny a izolovany bod

@:
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— uzavfena a oteviena mnoZina

— limita funkce dvou proménnych

— spojitost funkce dvou proménnych

Kontrolni otazky

O o0 N O DN B~ W N =

—_
o

—_
N =

. Co rozumime pojmem funkce dvou proménnych?

. Jak pozname, Ze je mnoZina bodti v R? grafem funkce dvou prom&nnych?

. K ¢emu slouZi vrstevnice?

. Definujte epsilonové okoli bodu v R

. Porovnejte definici okoli bodu v piipadé funkce jedné proménné a funkce dvou proménnych.
. Provedte klasifikaci bodii v roviné.

. Definujte otevienou resp. uzavienou mnoZinu v R

. Existuje mnoZina, kterd nenf ani uzaviend ani oteviena?

. Jak pocitdme limitu funkce dvou proménnych?

. Da se pfi vypoctu limit funkci dvou proménnych tvaru podilu g resp. % pouzit I’Hospitalovo

pravidlo?

. Co musi byt splné€no, aby funkce dvou proménnych byla spojitd v néjakém bodé?

. MiZe byt funkce nespojita v néjakém izolovaném bod¢ definicniho oboru?

o
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VIRV
Priklady k procviceni
AL\ A
1. Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce dvou proménnych: "%“ - “\‘é‘”
o o Al 1 N |
a) f.Z—;-l-ﬁ, b) f-Z—yz_xzv
ZAPADOCESKA
0 fiz=m, N D’s",m':“"
o1 1 C — 2 (1 — 2
o fiz=—de- o D fiz=U-A-),
® 2= gy h) f:z=arcsin(x +),
D frz=Ilx+y+ ==, D frz=Vx24+y2 -1+ - - yY),
. _ 2 . _ . .
k) f.z_ﬁ, 1) f.z_arcsmﬁ+arcs1n(1—y),
m) f:z=+Inx+Iny, n) f:z:ln(sinx+siny—3)+(xy)2,
0) f:z=mxy/x%—y2, P fiz=xyy/9—x2—y2,
2_
O fiz=5, D fra=%572,
) fiz=43x—y, )y fiz=x+J1—y,
u f:z=In(y>—4x+38), V) f:z=arcsin(x — y),
w) fiz=+A—x2+H2 -1, X) fiz=V0O—-x2—y)(24+y2—4).
2. Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce dvou proménnych:
a) fiz=In(x+y), b frz=+V1-x2+1-)2, ¢ f:iz=In[xln(y —x)],

& frz=+asiny, e fiz=\1-5-2%. ab>0, f f‘zzlnu—rj__y;?)’ | zenamen_|
) )
® fiz=wnG-y, W fiz=Jm, D fiz= B2 ) fiz=,[F |_cocrana/ouo_|
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10.

. Dokazte nasledujici vztahy:

. Urcete funkci f(u, v), jestlize:

. Vypoététe f(1, 1/2) pro nasledujici funkce: G 57
5
B for,y) =y +y+ 1, L=t Y

b) f(x,») = 275 ¢) f(x,y) = arcsin(x + ). xS
. Je dana funkce f(x,y,z) = v9 —x2 + \/4 — y2 4+ /9 — z2. Vypoitéte: N
ZAPADOCESK.
a) £(0,0,0), b) f(1,2,3), c) f(1,3,2), d f@3,2,-3), e) f(2,3,1), > Ve
H f(3,1,2), 2 f(3,2,1).
. Je ddna funkce f(x, y,z) = xyz + %X Vypodtéte: f(y, x, 2), f(—x, —y, —2), f(1,1,1), f(l, % , ’;“),kde

x#0,y #0.

. Dokaite, 7e f(tx,ty) =13 f(x,y),t =0, pro f(x,y) = 3x%y — 1/x6 — yb.

2_.2
a) F(x,y) = —F (5. ). jestlize F(x,y) = 57,0 # 0.y #0,

X

b) F(xy,z) = F(x,2) + F(y, 2), jestlize F(x,y) =Ilnx-Iny,x >0,y >0,z > 0.

a)  fOr+yx—y)=x—2xy—)> b flx—y2%)=x -y, y#0

. Znazornéte vrstevnice vzniklé prinikem rovin z = ¢, c =0, 1, 2, 3, 4, 5, s plochami:

a) f:iz=5—x%—y2 b) f:z=+/25—x2—y2
) fiz=5—+x2+y2 d f:z=x%>-y%

Urcete rovnice vrstevnic danych ploch:
a) z=(x+y)? b) z=xy, ) z= Xy, d z=12,

2
©) 2= i H z=y@®+1), ® z=y/1-%F )2
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11. Urcete limity funkce:

—_——— 2 X
& (x,y%i—>m(1,0) lx/n(;c;::;; ’ b) (x,y)—1>i€1—14,—1) (xfi)zz_g ’ < (x,y%i—>m(0,2) %_12
¢ (x,y%i—>m(0,0) y2*35);2+ e © (x,y%i—>(0,0) x2x+Jyr2+1—1’ 2 (x,y§i—>m(o,0);%y%’
¥ (X’Y%i—’m(o’o)%’ " (x,y%i—>m(o,0)(iz:f§)2’ K (x,y%i—>m(o,o>%’
o1
) (X’Y%i_’m(lsl) e o (x,y%LIII(O,O))ﬁy“e g b (x,y§i—>m(1,1)%’

xy+x—y—1 x24y?

m)  lim A n lim  yty—y-l o .
) )~ (0,0) /2242 ) @)= (1,—-1) G=D*+O+D? ) ()= (1,1) <Y

Ndpovéda: V d) zkuste body (x, kx) arozliste k = 5/3 ak #5/3.
V i) zkuste body (x, kx), (t + 2, -1+ ) (AP =i Ak t3).

12. Urcete body nespojitosti funkce:

o pio (D PO@ N £ 0.0,
0 Py =00,

=X prox # y,

b) fiz= {"‘y
0 prox = y.

13. Oveéite, Ze defini¢ni obory ndsledujicich funkci jsou oteviené, a nakreslete je. UrCete jejich hranice a posudte,
zda je mozné dodefinovat funkce v nékterych hrani¢nich bodech defini¢ntho oboru tak, aby zde byly spojité.

a) f:z=\/leTy2, b fiz=3%, 0 fiz==pp

d) f:z:sinlxli—lyl, e) f:z:sin)ﬁy, f) fiz=In|8—x2+4y|,
Lo x4y | . o 2_ 2

g) f.Z—\/ﬁ, h) f.Z—m, 1) f.Z—]Il(4—x —y).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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KIli¢ k piikladim k procviceni

L.a) D(f)={x#0Ay#1}, b)
o D(f) ={x*+y* #25}, d)
e) D(f)={x>0An—-x<y<ux},

) DfH)y={UxISTAlISD V(x| Z1Alyl 2D},

g D(f)={y#—x+k kel h)
i) D(f)={y>x} i)
kY D(f)y={x>0Ay>0Vx<0Ay<0)]}

D D(f)={-y*<x<y?A0<y=2},

m) D(f)={x>0Ay>0Axy =1}, n)

o) D(f) = {Ix| = Iyl}, p)

9 D(f)={y#3x), r)

) D(f)={y < 3ux}, t)

W D(f)={y?>4(x—2)}, v)

w) D(f)={x| S2Alyl 2 1}, X)
2.a) D(f)y={x+y>0}

¢c) D(fi={x>0Ay>x+1)Vvx<0Ax<y<x+1}
d) D(f)={(x§0/\2kut§y§(2k+l)n)v

V(ES0A@k+ D)<y < Qk+2)m),keZ),

o D(H)={5+25 <1},

f) D(f)={y? SdxAx?+y> <1Ax?+y> #£0},
9 D(N={(#x—k—1/2kem),

hy D(f)={x20Ay=20)Vvx=0Ay=Z0)}
D D(f)={4 < x+)? < 9),

D DH={EZ0Ay>0)VE<0Ay<O).

3. 2) V2,

b) —%, ¢) neni definovana.

D(f)
D(f)

{y # £x},
{x=20Ay >0},

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

D(f)y={—x—1Zy< —x+1},
D(f) ={1<x?+y? <2},

D(f) =4,
D(f) ={x*+y* £ 9}
D(f) = {y* # 2x}
D(f)={y =1},
D(f)y={-1<x—-y=1},
D(f)={4=x>+y* <9}

b) D(f)={xI=1Alyl=1},
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8 o

4.

5.

8.

10.

11.

12.

13.

a) 8, b) V38, ¢) nedefinovand, d) 0, e) nedefinovand, f) V3 + /5, 2) V3.

2
xyz+xz_y7 _f(x’y9z)’ t+%9 1+i}_2

30,3
8) f,v) =uwv+307—u?), b fl,v) =" v E L
a) z=c, ¢ > 0—dvojice pfimek x + y = +./c,
¢ =0—pfimkax +y =0,
b) z=c, ¢ #0— hyperbola o rovnici y = %,
¢ = 0 — dvojice piimek x =0, y =0,
. . 2
¢) z=c, ¢ > 0—hyperbola o rovnici y = C?,
¢ = 0 — dvojice piimek x =0, y =0,

d) z=rc, c e R— piimka o rovnici y = cx s vyjmutym pocatkem,
e) z=c, ¢ > 0—XkruZnice o rovnici x2 + y2 = %,
f) Z=c,ceR—graffunkcey=x++l,
2
. . . 2
g) z=c, 0= c<1—elipsaorovnici - +y* =1—c,
¢ = 1 — podatek.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

a) In2, b) O, c) 2, d) neex., e) 2,

f) neex. g) neex., h) neex., i) neex., o 1/2,

k) O, D 0, m) O, n) neex., o 1.

a) neex., b) {(x,y) e R:x =y}.

Zadnou funkci nelze spojité dodefinovat v nékterém hraniénfm bodé definiéniho oboru.

a) 3D(f) = {(0,0)}, b) aD(f) = {x =y}, ¢) AD(f) = {x> +y* =4,

d) aD(f) = {lx| = Iyl} e) dD(f) ={y=—x} f) aD(f) = {x* =4y +8}, _
® ID() = +y* =1,

h) dD(f) ={x =knVy=kn, k € Z}, i) ID(f) = (x> +y? =4)}. _
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X

y=1/x

1) 1 m)

(SIS
=

1p) 1q)

&
S

. N s/
2 S
4'4, &
Crj gws
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® sl!« <k
y=x—1/2
y=x—-3/2
y=x-—-5/2
y=x—-7/2

&
S

=

y=x+7/2
y=x+15/2

ZAPADOCESKA
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y=x+3/2

L

y=x+1/2

98]

2h) 21)
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Obrazky ke cviceni 10

’Qé’ IsTRANY, (.\S.
RS
Vrstevnice na obrdzcich jsou ekvidistantni, tj. tvaru f(x,y) = kc, k € Z, kde ¢ je vhodnd kladna
konstanta.
AAAAAAAAAAA
P univerzia
V PLZNI

\

X X X

7
\
7

N\ 0 N

10 a) 10 b) 10 ¢)

7

10 d) 10 €)
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Obrazky ke cviceni 13

13 b) 13 ¢)
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Test — funkce dvou proménnych 1

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

1. (1b.) Grafem funkce f(x,y) = /r2 —x2—y%r>0,je...

rovina dolni polovina elipsoidu

koule horni polovina kulové plochy

2. (1b.) Vyberte funkci, kterd neni definovana pro viechny body (x, y) € R%.

sinxy
Z:x—2+y2 Z:x+2y—3
z= COS3(x2y3 —2x+1) z=e ¥

7 = arctg 2™

3. (1b.) Funkce tvaru 3/ f (x, y), n € N, je definovdna pro body (x, y) € R?, pro které plati .. .

f&x,y) >0 [, y) 20

f(x, y) je libovolna funkce fx,y)=0

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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- _ je...
sin T[(.x + y) ‘] ":2:% IsTRANY 7
xS

&
S

=

4. (1b.) Definiéni obor funkce f(x, y) =

y=x+1

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

y=x-1

L

y=x+7/2 ; y=x—1/2

y=x+5/2 y=x-—3/2x A
y=x+3/2 y=x—5/2 y=
y=x+1/2 y=x—1/2 Y

5. (1b.) Obor hodnot funkce f(x, y) =cosx +sinyje...

(—00, 00) (—m, 7)
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6. (1b.) Nechf mnoZina D je defini¢nim oborem funkce f(x, y) a mnoZina D, je defini¢nim oborem

flx,y) .
je ...
g(x,y)

D = D; N D, bez dvojic (x, y) € R? spliujicich g(x, y) = 0

funkce g(x, y). Pak defini¢ni obor D funkce z =

D = D; U D, bez dvojic (x, y) € R? splitujicich g(x, y) = 0
D = D; N D, bez dvojic (x, y) € R? spliiujicich f(x, y) =0

D = D; U D, bez dvojic (x, y) € R? spliiujicich f(x, y) =0

7. (1b.) Vrstevnicemi plochy z = A 4y2 jsou...

kruznice primky

paraboly elipsy

8. (1b.) Necht M C R? jemnozinaa X € R? je bod. Rekneme, 7e X je . . .
okoli (X)) bodu X, které leZ{ celé mimo M, tj. 0'(X) C R* ~ M.

N s

vnitinim bodem vnéjsim bodem

hromadnym bodem hrani¢nim bodem

x2—y?
9. (1b.) Je déna funkce f(x,y) = 5——
X<+

. Pak
y2

lim (x,y) =
(x,y)—(0,0) f y)

lim(lim f(x, y)) lim (lim f(x, y))
x—0 y—0 y—0 x—=0

lim(lim f(x, y)) neexistuje
x—0 y—>x

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

mnoZziny M, jestliZe existuje
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AZIRINA
x3 4 4xy® — 7x*
10. (1b.) Uréete maximdlni mnozinu, na které je funkce f(x, y) = 5 Y 3 spojita. A I;!:%I <k
5 , X “‘470” ““\‘&\'
{(x,y) e R": x # y} {(x,y) e R*: x # £y}
{(x, y) € R2: X = )’} Rz ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:
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AZIRINA
Test — funkce dvou proménnych 2 v -
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). ‘}'%,,4- ““\sx"'@
1. (1b.) Defini¢ni obor funkce f(x, y) = +/y — xIn x2y je... D P Inaooseskh

D(f)={(x,y) eR*: y2xAxeRAyeR"}
D(f)={(x,y) eR*: y2xAxeR—-{0}AyecR"}
D(f)={(x,y) eR*: y>xAxeR—-{0}AyecR"

D(f)={(x,y) eR*: y>xAxeRAyeR"}

1
2. (1b.) Oborem hodnot funkce f(x,y) = —je...
Xy

R (=00, 0) U (0, +00)
3. (1b.) Kazda elementarni funkce dvou proménnych je ... v kazdém bodé, v jehoZ jistém okoli je
definovéna.
spojitd nenulova
nulova rostouci
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4. (1b.) Vyberte tvrzeni, které neplati pro limitu funkce dvou proménnych.

Funkce musi mit limitu. Funkce nemusi mit limitu.

Pokud limita existuje, je jedina.
5. (1b.) Ptifadte ke grafu funkce f(x, y) = cos mx cos 1y jeho vrstevnice. D ZAPADOCESKA

’ UNIVERZITA

%M&JM& 2 V PLZNI
000K e

NI@AGEGNEAE

NS\ NSNS 3@3@

)@)0)@)(
)(©) 0]

000o
0000

0000
0000

JOIDIOIK
)OO

6. (1b.) Vrstevnicemi grafu funkce z = |x| + 2|y]| jsou . ..

elipsy kruznice

kosoétverce pirimky _
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o
7. (1b.) Vyberte spravné tvrzeni. Necht M C R? je mnoZina. ® =
Hrani¢ni bod mus{ byt prvkem mnoZiny M. %o“ ““\ﬂ"&\
Hrani¢ni bod neni nikdy prvkem mnoZiny M. D N
|
Hrani¢ni bod muze, ale nemusi, byt prvkem mnoziny M. o
8. (1b.) Odpovézte ano, ne. Musi byt funkce f(x, y) definovana v bod¢€ (xo, yo), jestliZe existuje
lim x,y)?
(x,y)—(x0,Y0) F&. )
Ano. Ne.
9. (1b.) Vypodtéte limitu 1 a2l
. (1b. oététe limitu  lim ———— =
P @.y)—0.0 x3 + y3
0 1
1 o
= neexistuje
2
xy(y* —x%)
————~  vpro (x, 0,0),
10. (1b.) Urcete body nespojitosti funkce f(x, y) = x2+y? pro (x. y) # (0.0)
1 pro (x, y) = (0, 0),
0,0 (1,1
neexistuji X # Ly
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 2

Parcialni derivace a derivace ve sméru

Pruvodce studiem

P¥i studiu funkcf jedné proménné hral kli¢ovou roli pojem derivace. Pfripomerime si, jak byla definovanad a jaky
méla geometricky vyznam. Derivace rediné funkce f jedné rediné proménné v bodé x je limita (pokud existuje)

Py — fim L@ =G0

—X0 X — Xo

Geometricky je &islo f'(xy) smérnici tecny ke grafu funkce f v bodé T = (xo, f (xo)) — viz obr. 2.1, kde
f'(x0) = tger.

U funkci dvou a vice proménnych mizZeme vysetfovat obdobny podil pfiristku, ale k uvaZovanému bodu se
Ize bliZit z nekonec¢né mnoha smérd. Nejorve budeme vysetiovat pfipad, kdy se budeme pfibliZzovat po rovno-
béZce s nékterou soufadnicovou osou (odpovidajici nezadvisle proménné). Takové derivace nazveme parcidlni.
Pokud se do daného bodu blizime ze sméru libovolného vektoru u, mluvime o derivaci ve sméru vektoru u
neboli smérové derivaci.

@:
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FOOE o 5 y = f(x)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

F@) = f(xo)

F o) i

o

Obr. 2.1: Derivace funkce jedné proménné

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni:
e vypocitat parcidlni derivace prvniho i vyssich radd,
e zodpovédét, za jakych podminek jsou smiSené parcidlni derivace zaménitelné,
e vysvétlit geometricky vyznam parcidlnich derivaci,

e vypocitat smérové derivace a uvést jejich vztah k derivacim parcidlnim.
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2.1. Parcialni derivace prvniho radu

Uvazujme funkci z = f(x, y) s defini¢nim oborem D( f) a bod (xg, yo) € D(f). Pfedpokladejme, Ze
body tvaru (x, yp) pro x blizké x¢ leZi v definiénim oboru D( f). Vlastné to znamend, Ze v D(f) ma
leZet mald dsecka se stiedem v bod€ (xg, yp), kterd je rovnobézna s osou x. Tato podminka bude urcité
splnéna, jestliZe (xg, yo) je vnitini bod mnoZiny D(f).

Uvazujeme-li f(x, y) pouze na této dsecce, dostaneme funkci p(x) = f(x, yg) jen jedné pro-
ménné x. Derivace této pomocné funkce nds zajimd. Derivujeme jen podle proménné x a na druhou
proménnou (resp. zbyvajici proménné u funkci tif a vice proménnych) se divime jako na konstantu. Od-
tud také pochazi nazev parcialni derivace — pri cdstecném derivovani nas zajima jen jedna proménna.

Z hlediska aplikaci jsou podstatné pouze vlastni derivace, nevlastni derivace uvaZovat nebudeme.
V dalsim textu proto slovem derivace budeme vZdy rozumét vlastni derivaci.

Definice 2.1. Nechf funkce f: z = f(x, y) je definovand v bodé€ (xo, o). Polozme ¢(x) = f(x, yo).
Ma-li funkce ¢ derivaci v bod€ xg, nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f podle proménné
x v bodé€ (xg, y9) a oznacujeme f (xg, yo), event. %(xo, ¥o) nebo f(xo, yo)-

To znamena, ze

px) —pxo) _ . SO Y0) — f(xo. yo)
T T = lim :

fx(x0, yo) = lim
X—> X0 X — Xo X—> X0 X — Xo

Podobné, ma-li funkce ¥/ (y) = f(xo, y) derivaci v bod¢ yo, nazyvdme tuto derivaci parcialni derivaci
funkce f podle proménné y v bod€ (xo, yo) a oznaCujeme fy(xo, yo), event. % (x0, Yo) nebo fy/ (x0, ¥0)-
Tedy

YO =¥ o) . f(xo,y) — f(x0, Yo)
fy(xo, yo) = lim ————— = lim .
e Y= Yo Y=o Yy—=>

@:
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Pozniamka 2.2.
i) Z definice parcidlni derivace plyne, Ze pfi jejim vypoctu postupujeme tak, Ze vSechny proménné
kromé té, podle niZ derivujeme, povaZujeme za konstanty.
ii) M4-li funkce z = f(x, y) parcidlni derivace ve vSech bodech mnoZiny B C D(f), jsou tyto
derivace funkcemi proménnych x, y. Tyto funkce oznaCujeme f,(x, y), fy(x,y), popi. %(x, y),

a dz 9
H W), 09D, f (60 9 22 2y, 2o 2y 25, B2

Pro zajemce

Zcela analogicky se definuji parcidlni derivace funkce tif a vice proménnych. Je-li napf. f: u = f(x, y, z) funkce
tif proménnych a bod (xo, Y0, z0) € D(f) C R3, definujeme napf. parcidlni derivace podle y takto:

of . f(xo0,V,20) — f(xo0, Y0, 20)
—(x0, Y0, z0) = lim .
dy Y=o Yy =0

Obecné je-li f:z = f(x1,...,x,) funkce n proménnych, (x{,...,x}) € D(f) C R*ai e {l,...,n},
definujeme parcidln{ derivaci podle x; takto:
) XE X, XN — e L xE, L x
—f(x;",...,x;;)= TG d n) f*(l J n)
0Xx; xi—>x} Xi — X;

Tedy vSechny proménné kromé x; povaZujeme za konstanty.
Zavedeme-li pomocnou funkci jedné proménné ¢(x;) = f(x}, ..., x;, ..., x;), potom bude zfejmé platit,

oA ok

e BTl_(xl 5 oo

proménné.

X)) = ¢'(x}). Parcidlni derivace je tudiZ definovand jako obycejné derivace jisté funkce jedné

Protoze parcialni derivace je definovana jako ,,obycejnd‘ derivace funkce jedné proménné podle pii-
sluSné promeénné, plati pro pocitdni parcidlnich derivaci obvykla pravidla pro derivovéni. To je podstatné
z hlediska praktického derivovani — nemusime se ucit Zidné nové vzorce pro parcialni derivaci souctu,
rozdilu, soucinu, podilu apod.
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AZIRINA
Piiklad 2.3. Vypoctéte prvni parcidlni derivace ndsledujicich funkef: v o7
R S
a) f:z=x>+xy—3xy3 b) g:z:f, c) h:z=arctg’;c, 4,,,0“““\‘.,,&

d) k:iz=@24+yH)e, e) l:z=x", ) m:z=xIn(x?—y?,

g) n:z=.4/x+sinxy, h)y p:z= %, i) g:u=Qx—-3y+ 522)°. D B
’ UNIVERZITA

V PLZNI

Reseni.

vvvvvv

konstanta. PouZijeme vzorec pro derivaci mocniny, souctu a rozdilu. Vyjde:

B)
a—f=2x+1~y—3-1-y3:2x+y—3y3, (x,y) € R%
X

vvvvvv

0
a—f=0+x-l—3x-3y2=x—9xy2, (x,y) € R
y

b) Pti derivaci podle x se Clen %, predstavujici konstantu, vytkne. Tedy

9g 1 1
B _ =2, (,yeR: y#£0.
ax y y

Pti derivaci podle y se vytkne konstanta x. Pfitom % =y L

d

X
_gzx.(_1)y—2=——2, (x,y) €R?, y #0.
ay y
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AZIRINA
c) Funkce je sloZend, pfi derivaci vnitfni sloZky vyuZijeme vysledek b). \ o7
ah 1 3 /x 21 y 2>
_=—2'_<_>=ﬁ'_:ﬁ’ y #0.
ox 1+()_f) ox \y x24+y> y x*+y

y
’ ZAPADOCESKA
“ UNIVERZITA
Podobné V PLZNI

oh 1 8<x)_ y? ( x>_ X £0

0y 1+ () Wy 24y Ny Py e
d) Funkce ma4 tvar soucinu, druhy cinitel je navic sloZend funkce.

ok

0
== 2xe’ + (2 +y?) e"ysa—(xy3) — 2xe™’ + (2 +y?) exy3y3 =
X X

= (2x —I—x2y3—|—y5)exy3, (x,y) € R

Podobné

ok d
@ = 2ye"y3 + (x2 4+ y?) exy3@(xy3) = 2yexy3 + (24 y? exy33xy2 =

= 2y + 3x>y? + 3xy*) e"y3, (x,y) € R2.

e) Pri derivovani podle x je tfeba si uvédomit, Ze v exponentu je konstanta, a tudiZ je nutné pouZit vzorec
pro derivaci obecné mocniny ((x*)" = sx*~1).
al _1

a=yxy , x>0, yeR.
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AZIRINA
Pti derivovani podle y je tfeba si uvédomit, Ze proménnd je jen v exponentu, a tudiZ je nutné pouZit
. . S 21 . P X\ X Y 7
vzorec pro derivaci exponencidlni funkce s obecnym zdkladem ((a*)" = a* Ina). N 7S
/0"4- ““\‘\
al
a—:xylnx, x>0, yeR.
y
ZAPADOCESKA
f) Funkce m4 tvar soucinu, druhy ¢initel je navic sloZend funkce. D > e
om 1 )
— =1-In(x>—y) +x —(x? =) =In(x* — yH) + 2x =
™ (x*=y9) )2 e E ) (= y9) =y
2x?
=1n(x2—y2)+x2_ > s xz—y2>0.
y
Pti derivovéni podle y je ovS§em prvni ¢initel konstantni, takZe jej 1ze vytknout.
om 1 0 5 2 X —2xy ) )
— =X c—(x° = = -2 = —, X~ — > 0.
oy =y 3y( y7) x2—y2( y) Yy y
g) Jde o sloZenou funkci, vnitini slozka m4 tvar souctu a druhy séitanec je opét slozena funkce.
7 Lt sinxy) 2 x4 sinxy) : (1+ ()
— = —(x +sinx — (X +sinxy) = ————- cosxy - —(x =
ox 2 Y e Y= /i Tanxy Y Y
1+ ycosxy ) .
=< 7 x,y) € R*, x +sinxy > 0.
2/x + sinxy . ) 2
Podobné
on 1 15 0 1 0
— : —-1/2 g — —
— = —(x +smx —(x +sinx _—_~<0+cosx - —(x >_
ay 2( 2 3y( y) 2y/x +sinxy Y By( y)

X COos Xy

- 2/x Fsinxy’

(x,y) € R?, x +sinxy > 0.




Parcidlni derivace a derivace ve sméru 94

Viimnéte si, 7e zatimco funkce n(x, y) je definovand pro x + sinxy = 0, jeji parcidlni derivace
existuji jen pro x + sinxy > O.

h) Funkce ma tvar zlomku, takZe pouzijeme pravidlo pro derivovani podilu.

op _1-+y)—(x—y-1 2y
. = 2 = 2’ (x’y)eR27x#_y’
dx x+y) (x+y)
ap —1l-x+y)—x—y)-1 —2x
P B = 7 (x’)’)ERZ’X#_)*
dy (x+y) (x+y)
i) Jde o funkci tif proménnych, kterd je sloZena. Vnitfni slozka je mnohoclenem.
a a
% 3% =3y + 522 L (2x — 3y + 522 = 6(2x — 3y + 5727,
ox ox
a 0
9 302 =3y 4527 L (2x — 3y + 525 = —9(2x — 3y + 5227,
dy dy
dq 22 0 2 2,2
8—Z=3(2x—3y+52) -a—z(2x—3y+51)=30z(2x—3y+5z).
Ve viech pifpadech je (x, y, z) € R3. A

Piiklad 2.4. Nechf @ je diferencovatelnd funkce jedné proménné definovand na R. Dokazte, Ze pak
funkce dvou proménnych f(x, y) = ®(xy) vyhovuje rovnici

0 0
x—af (x,y) — yff (x,y) =0,  (x,y) e R%.
X ay

Reseni. Vypocteme potfebné parcidlni derivace. Pritom pouzijeme vzorec pro derivovani slozené funkce
jedné proménné. Dostaneme
af

p af g
— =P (xy)y, — = D' (xy)x,
ax dy
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takZe

d )
x—f = y—f =x®'(xy)y — y®'(xy)x = 0.
0x dy A

Podivame se nyni podrobnéji na geometricky vy-
znam prvnich parcidlnich derivaci. UvaZujme funkci

fiz=f@y, &,»)eD(f)CR SRR
s grafem G. Nechf p je rovina o rovnici y = yj.
Pak prinikem G N p je (v rozumném piipade€, napt.
kdyz je funkce f spojitd) kiivka y, kterd je gra-
fem funkce ¢(x) = f(x, yp). Parcidlni derivace
fx (X0, Yo) pak udava smérnici tecny ¢ k této kiivce
v bodé (xo, Yo, f(xo, yo)) — viz obr. 2.2. Pfipo-
menime, Ze tato smérnice je rovna tg .

Podobné derivace fy(xo, yo) uddvd smérnici
teCny ke kiivce, kterd je grafem funkce ¥ (y) =
= f(xo, y) ajeZ vznikne jako prinik grafu G a roviny
0 rovnici x = xg, v bodé (xo, yo, f(x0, yo)). X

(x0, y0, 0)

Obr. 2.2: Geometricky vyznam
derivace

U funkci jedné proménné platilo, Ze jestlize md funkce v néjakém bod¢ derivaci, je v tomto bodé
také spojitd. Obdobna véta u funkei vice proménnych neplati, jak ukazuje nésledujici priklad.
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Priklad 2.5. Vypoctéte parcidlni derivace v bodé (0, 0) funkce f dané vztahem

1 prox =0neboy =0,
X,y) =
f&.7) {O jinak.

Rozhodnéte, zda je v tomto bodé€ funkce f spojita.

Reseni. Plati p(x) = f(x,0) = Lay(y) = f(0,y) = 1. Ob& pomocné funkce jsou tedy konstantni
a majf derivaci rovnu nule v kazdém bod¢. Proto

f:(0,0) = ¢'(0) =0, f+(0,0) = ¥'(0) =0,

takZze f ma v pocatku obé prvni parcidlni derivace. Pfitom je zde f ziejmé nespojitd — jeji graf dosta-

neme tak, Ze hodnoty konstantni funkce identicky rovné nule, které lezi na kiiZi ur¢eném osami x a y,

,vytrhneme* a zvedneme o jedni¢ku. Napf. po bodech (x, 0) dostaneme lirr(l) f(x,0) = 1, ale po bodech
X—

(x, x) vyjde lim f(x,x) =0,proto lim f(x, y) neexistuje. A
x—0 (x,y)—(0,0)

U funkci jedné proménné méla velky vyznam (zejména v fadé dikazi) tzv. Lagrangeova véta o stfedni
hodnoté — viz [ 1, str.232]. Obdobny vysledek, zndmy pod stejnym jménem, plati i pro funkce dvou
proménnych.

Véta 2.6 (Lagrange). Predpoklddejme, Ze funkce f: z = f(x, y) md parcidlni derivace f, a f, v li-
bovolném bodé mnoZiny M, kde M C R? je obdélnik, jehoz strany jsou rovnobéiné se souradnicovymi
osami. Necht (xo, o), (X1, Y1) € M. Pak existuji cisla &, n € R, & lezici mezi xo a x| a n leZici mezi
Yo a y1, takovd, Ze

S x1, y1) = f(x0, yo) = fx(&, yo)(x1 — x0) + f,,(x1, M) (Y1 — Yo)-
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Diikaz. Plati:
S, 1) = f(xo, yo) = f(x1, y0) — f(x0, yo) + f(x1, y1) — f(x1, y0) =
= fx(&, yo)(x1 — x0) + fy(x1, M) (y1 — Yo)-

Pfitom v poslednim kroku jsme pouzili dvakrat Lagrangeovu vétu pro funkci jedné proménné — nejprve
na funkci jedné proménné ¢(x) = f(x, yp) na intervalu s koncovymi body x¢ a x; a pak na funkci jedné
proménné ¥ (y) = f(x;, y) na intervalu s koncovymi body yg a y;. O

Pomoci Lagrangeovy véty dokdZeme nésledujici jednoduchy, ale uZitecny vysledek.

Véta 2.7. Md-li funkce f: z = f(x, y) ohranicené parcidlni derivace na oteviené mnoziné K C R?,
je f na K spojita.

Diikaz. Podle predpokladi existuje L > 0 tak, Ze | fy(x, y)| = L, |fy(x,y)| < L pro (x,y) € K.
Nechf (xg, yo) € K. Protoze K je oteviend, existuje dostate¢né maly obdélnik M C K majici strany
rovnobézné se souradnicovymi osami a stfed v bodé (xo, yp). Nechf (x, y) € M. Podle Lagrangeovy
véty 2.6 existuji & mezi xo a x a n mezi yg a y tak, Ze

f @, y) = fxo, yo) = fx (€, yo)(x — x0) + fy(x, My — yo).
Pomoci Cauchyovy'-Bunjakovského? nerovnosti (pro x, y € R? plati |(x, y)| < |lx|| - || y|]) dostaneme:

1 G, ) = f G0 30l S V F2E y0) + f206m) - V& — %02 + (7 — 30)? <
< LV2I(x, ) — (xo, y0) -

! Augustin Louis Cauchy (1789-1857) (&ti koi) — vynikajici francouzsky matematik. Napsal pies 700 praci. PoloZzil z4-
klady soudobé matematiky, predevsim analyzy.
2Viktor Jakovlevi¢ Bunjakovskij (1804—1889) — rusky matematik. Zabyval se pravdépodobnosti a teorii Cisel.
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Bud' ¢ > 0 libovolné &islo. Polozme 8§ = &/(L+/2). Pak z piedchozi nerovnosti plyne, Ze pro (x, y)
takové, Ze || (x, y) — (xo, yo)|l < & (pro mald € bude (x, y) € M), plati, Ze | f (x, y) — f(xo, yo)| < €.

To znamenad, 7Ze ( )lil}l )f(x, y) = f(x0, Yo), atedy f je spojitd v (xg, o). O
X, y)—(X0,Y0

Dusledek 2.8. Md-li funkce f: z = f(x, y) parcidlni derivace v okoli bodu (xq, yo), které jsou v tomto
bodé spojité, existuje okoli U (xg, yo), na némzZ je f spojita.

Diikaz. Ze spojitosti parcidlnich derivaci v bodé (xg, yo) vyplyvd, Ze existuje okoli &'(xg, yo), na némz
jsou parcidlni derivace ohranicené. Tvrzeni nyni plyne z pfedchozi véty. O

Pozniamka 2.9. Uvédomte si, Ze véta 2.7 neni v rozporu s piikladem 2.5. Pomocnd funkce ¢(x) =
= f(x, ¥0), Yo # 0, nemd derivaci v x = 0, protoZe je zde nespojita, tj. f+(0, yo) = ¢’(0) neexistuje.
Analogicky je tomu s fy(xo, 0), xo # 0. Na ose y tudiZ neexistuje f; s vyjimkou poc¢dtku a na ose x
neexistuje f) s vyjimkou pocatku. V bodech, kde parcidlni derivace f, resp. f existuje, je samoziejmé
nulova, tj. ohraniCena. AvSak nejsme schopni nalézt okoli pocatku (tedy otevienou mnoZinu), v némz
existuje v kazdém bodé jak f, tak f,. Pfedpoklady véty tedy nejsou spInény.

Pro zajemce

Langrangeova véta se snadno zobecni pro funkce n-proménnych. Ma-li funkce f: z = f(x) n proménnych
derivace na n-rozmérném kvadru M = (ay,by) X --- X {an,by), ai < bj,i = 1,...,n,ax,y € M,
X =1,...,%),y=O1,...,Yn), existuji &isla &1, . . ., &,, & mezi x; a y;, takovd, Ze

f(y) - f(x) = fxl (zl)(yl —x1)+--+ fx,,(zn)()’n — Xn),
kdez; = (y1, ..., Vi—1: & Xig1, -, Xp), i =1,..., 1.

(Body z; jsou vnitini body hran n-rozmérného kvadru, tudiz dsecek, jejichZ koncové body maji potadé souradnice

(yls '-~,)7i—1»xi7xi+1, "‘7-xn) a(yl» -"1yi—17 yiv-xi—I—ls --~7xn)~)
RovnéZ véta 2.7 a diisledek 2.8 zidstdvaji v platnosti.
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2.2. Parcialni derivace vysSich Fada

Jak jiz bylo fe€eno v pozndmce 2.2 ii), pokud ma funkce z = f(x, y) parcidln{ derivaci napf. podle x
vbodech mnoziny B C D(f), dostavdime na B novou funkci f; (x, y). Jeji defini¢ni obor je D( f,) = B.
Obecné je B # D(f) — srovnejte ptiklad 2.3 g). Tato nova funkce f, mizZe mit v nékterém bodé opét
parcidlni derivaci podle proménné x nebo y, kterou nazyvame druhou parcidlni derivaci funkce f. Podle
toho, v jakém potadi derivovani provddime, dostdvime celkem Ctyfi takové derivace:

d /0 02

o (a]; > = axJ; =t =1 druhd parciélni derivace f podle x,

d /9 02

78y (aj; ) = 8y]2C = fiy = fy”y druhd parcialni derivace f podle y,

9 /0 9°

78)7 <8J): ) - o E{y = [y = f;y druh4 parciélni derivace f podle x a y,
a (of 9*f . PP

e <78y> = 370 = fyx = fyx druhd parcialni derivace f podle y a x.

Pro stru¢nost jsme vynechali, ve kterém bodé se druhd derivace pocita (napf. fy,(xo, yo) apod.).

Druha parcialni derivace konkrétni funkce v konkrétnim bodé je tedy cislo. Pokud tato druha deri-
vace existuje v kazdém bod¢ néjaké mnoZiny, dostdvime na této mnozin€ novou funkci. Ta mtize mit
v konkrétnim bod¢ opét derivaci, které fikame treti parcidlni derivace. Podle poradi derivovani existuje
celkem osm moZnosti:

9 f " 9’ f " 3’ f "
ﬁ_fxxx —fxxx7 W_fxyy_fx}’y’ M_fxx)’_fxxy’
an " 83f ” 83](‘ "
sy = 0 =P ammar ST = e gy = fe= A
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ARV
1849
3 3
af _f _f/// 8f_ _f///

3y3x2 — Jyxx 7/ Jyxx» 8y3 — JYyy 7 Jyyy* “ 7

ens o

Cteme napf.
N s c 1. s g 2 . ZAPADOCESKA
e tietf parcidlni derivace dvakrdt podle x a jednou podle y, > TLITEAT)

S treti parcidlni derivace podle x, y a x atd.

Obdobné definujeme vyssi parcidlni derivace libovolného faddu. Napf. n-td parcidlni derivace, kdy
derivujeme postupné k-krat podle x, kp-krat podle y, atd. aZ k,-krat podle y, bude oznacena
af

axkl 8yk28xk3 e aykr ’

kdeneN, reN, ki,...k,eNakj+---+k. =n.

NP4

derivaci je, jak se snadno zvazi, 2".
Misto n-ta parcidlni derivace se také fika parcidlni derivace n-tého fadu.

Pro zajemce

Stejnym zpiisobem se postupuje u funkcf tif a vice proménnych. Napt. je-li f(x, y, z) funkce tif promé&nnych, jsou
n&které z patych derivaci (celkem je jich 3° = 243)

f »f »f »f »f

0x3y2dzdy 9x39y2”° 9z0ydzaxdy ’ 0z29y20x 9z

Necht f(x1, ..., xn), kden € N,n = 2, je funkce n proménnych, r € N, ki, ...,k e Nk =k +---+k;,
aiy,...,ip € {l,...,n},pfiCemzi; #ijy1,j =1,...,r — 1 (tj. v posloupnosti iy, ..., i, pfirozenych Cisel
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od jedné do n, kterd se mohou opakovat, jsou sousedni ¢leny rizné). Pak symbol

ok f

ki q ko ky
axil Bxiz "'8xi,

znadi k-tou parcidlni derivaci funkce f, kde postupné derivujeme kj-krit podle proménné x;, , k>-krat podle pro-
ménné x;, atd. aZ k,-krdt podle proménné x; . Celkovy pocet k-tych parcidlnich derivaci funkce n proménnych
ia pk
jen®.

Priklad 2.10. Vypoctéte druhé parcidlni derivace ndsledujicich funkei:
a) f:z=x>4+xy—3xy%, b) g:z=arctg}, ) h:iz=ux’.

Reseni. Pouzijeme vysledki piikladu 2.3.
a) Podle pfikladu 2.3 a) je

a a
—f=2x+y—3y3, —f=x—9xy2.
ax dy
Tedy
2 f af 9
— =—(2 —3y*) =2, — = —(x — 9xy*) = —18xy,
dx? ax( * oy =3 ayr Ay (= 9%y%) Y
0% f 0 % f 0
= —(2 —3y%) =1-9y%, = —(x —9xyH) =1-9~
axay By( r+y ) Y dyox  Ox x ) Y
b) Podle piikladu 2.3 ¢) je
aig g by
ax  x24y?’ dy  x24y?°
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Podle pravidla pro derivovani podilu dostaneme:

3’ 8( y )_0-(x2+y2)—y-2x_ —2xy
ax2  dx \x24y2/ (x2 + y?)? BCEE O
82g_ 8( —X )_0-(x2+y2)—(—x)-2y_ 2xy
3y2 - dy x2 +y2 - (x2+y2)2 - (xz +y2)2 >
g :j< y )21%ﬁ+y5—y2y= x? =y
dxdy 9y \x2+y? (x2 + y2)? (x2 4 y2)2"
9%g :i< —X >=—1-(x2+y2)—(—x)~2x= x2—y?
dydx  9x \x2 4 y2 (x2 + y2)2 (x2+y»)?
c¢) Podle piikladu 2.3 e) je
oh
— = yx’ 7 — =x"Inx.
ox dy

S pouzitim vzorcl pro derivovani obecné mocniny, exponencidly a soucinu dvou funkci a funkce
a konstanty dostaneme:

?h 9
- y=1y — Dx¥2
952 ax(yx )=y —Dx"77,
?h 9
—— = —(’Inx) =x"Inxlnx = x’ In’x,
ay*  dy
3%h 9
=—(x =1 x4y Thx-1=x" 4+ yx’ Inx,
dxdy  dy
9%h 0 1
= —@hx)=yx 'Inx+x7 - — = yx"Inx +x"7L.
dyodx  0x X
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Ve W . W Ve ’ v 2 . ) — Ve . 7 Pl v 7 .
Vsimnéte si, Ze pii vypoctu % je x?~! pfi derivovani podle y sloZen4 funkce (v exponentu je y — 1),
pri¢emz derivace vnitini slozky je 1.

@:

Defini¢ni obory druhych parcidlnich derivaci jsou v predchozich piikladech ve vSech piipadech stejné

jako u prvnich parcidlnich derivaci. A
ZAPADOCESKA

» UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Parcidlni derivace druhého fadu a vysSich fadu, pri nichZ se derivuje aspoi podle dvou rtiznych pro-
ménnych, se nazyvaji smiSené. Tedy napf. fyy, fryx, fxzy apod. Podivame-li se v pfedchozim piikladu na
smiSené druhé parcidlni derivace fy, a f,,, vidime, Ze ve vSech tfech pfipadech vysly stejné. Je otdzkou,
nakolik je to véc ndhody. Obecné neplati, Ze f,, = f,x, ale za dosti rozumnych pfedpokladi, které jsou
v béZnych pripadech splnény, rovnost plati. Vysledek je popsédn v nésledujicich tfech vétach.

Véta 2.11. Necht' v néjakém okoli O (xq, yo) bodu (xo, yo) existuji smiSené druhé parcidlni derivace
fry a fyx a jsou spojité v bodé (xo, o). Pak plati f,,(xo, yo) = fyx(xo0, Yo)- (Rikdme, Ze smiSené
parcialni derivace jsou zamenitelné.) 103. strana ze 476

Obsah
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[£]
=]
[=]

Tedy spojitost smiSenych derivaci fy, a f,, zaruCuje jejich zaménitelnost.

d
i

Diikaz. 7 predpokladii vyplyva existence Ctverce M = (xg — 8, xo + 8) X (yo — 8, yo + &), na némz
existuji fx, fy, fry @ fyx. ProO < h < & poloZme

f(xo+h, yo+h)— f(xo+h, yo) — f(x0, yo+ h) + f(xo, yo)

F(h) = )
aoznaéme ¢(x) = f(x, yo+h) — f(x, yo), ¥ (y) = f(xo+h, y) — f(xo, y). Pak Ize funkci F psat
ve tvaru
F(h) = p(xo + 12)2— ¢(xo) _ Yo+ 12)2— ¥ Go)

l Celd obrazovka / Okno
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Podle Lagrangeovy véty pro funkci jedné proménné existuje t € (xg, xo + k) takové, Ze

@(xo +h) — @(x0) = he' (%) = fu (D1, yo +h) — f (D1, yo).
Oznacme déle g(y) = fx (Y1, ¥). Pak opét podle Lagrangeovy véty existuje 9, € (yo, Yo + h) takové,
7e

8o + 1) — g(yo) = hg'(D2) = fuy (D1, D).

Pro funkci F jsme tedy dostali vyjadfen{

F(h) = foy (91, 92), 1 € (x0, Xo + h), U2 € (Yo, yo + h).
Analogicky Ize stejnym postupem aplikovanym na funkci v ziskat vyjadfeni

F(h) = fx(03, 94), V3 € (x0, X0 + h), U4 € (Yo, yo + h).

Pro h — 0 plati (¢1, ¥2) — (X0, yo) a (03, ¥4) — (x0, Yo). Ze spojitosti smiSenych derivaci v bodé
(x0, yo) tudiZ dostdvame, Ze

%iné F(h) = fcy(x0, yo) asoucasné }lin% F(h) = fyx(x0, Yo),

coZ znamend, Ze fy, (X0, Yo) = fyx (X0, Yo). O

Podivdme-li se na smiSené derivace v prikladu 2.10, vidime, Ze ptfedpoklady pfedchozi véty jsou
splnény v libovolném bodé jejich definicniho oboru, takzZe tyto derivace jsou zaménitelné.

Piedchozi véta mé jednu nevyhodu. Abychom ovéfili jeji pfedpoklady, musime spoCitat fyy, a fy
a zjistit, zda jsou spojité. Ale to uz zaroven vidime, jestli jsou i stejné. TakZe pouziti véty neni moc
efektivni. To odstrafiuje ndsledujici silnéjsi verze.

o
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Véta 2.12 (Schwarz'). Necht'v néjakém okoli O (xy, yo) bodu (xo, yo) pro funkci f(x, y) plati:
1) existuji prvni parcialni derivace fy a f,,
2) existuje smiSend druhd parcidlni derivace f, (s pripadnou vyjimkou bodu (xo, yo)),
3) existuje lim  fi,(x,y) =K.

(x,y)—(x0,Y0)

Pak obé smisené parcidlni derivace fyy(xo, yo) a fyx(xo, yo) existuji a plati
fxy(XO» }’0) = fyx(xO, }’0) =K.

Treti predpoklad véty je zejména splnén, je-li funkce f, spojitd v bod€ (xo, yo). Z existence a spojitosti
jedné smiSené parcidlni derivace tedy uZ plyne existence druhé a jejich zaménitelnost. Tato véta je daleko
uzitecné;jsi.

Diikaz. Necht M = (xo — &, xo+38) x (yo— 38, yo+6),8 > 0, je ctverec, na némz existuji f, f, a fxy
(fxy nemusi existovat v bod€ (xo, yo)). Pro0 < || < 8,0 < |k| < § definujme pomocnou funkci

fxo+h,yo+k)— f(xo+h,yo) — f(x0, yo+ k) + f(x0, y0)

F(h, k) = o

Z existence prvnich parcidlnich derivaci na M plyne, Ze

fx(-x()’ Yo + k) - fx(-x()’ yO)

lim F (h, k) = - pro k # 0, 2.1)
h - ) )
lim F(h, k) = Fyxo + ’y(’}z GRS 2.2)

'Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) (&ti $varc) — vyznamny némecky matematik. Zabyval se analyzou a jejimi
aplikacemi v geometrii.

@:
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UkéaZeme, Ze existuje dvojnd limita

lim

(h,k)1—>(0,0) F(h, k) =K. (2.3)

Analogicky jako v dikazu véty 2.11 lze najit &isla ¥4, i, kde @ lezi mezi nulou a & a ¥, leZi mezi
nulou a k, takovd, Ze F (h, k) = F,, (%1, ¥). Tudiz pro (h, k) — (0, 0) je (¢, ¥») — (0, 0). Z pied-
pokladu 3) proto plyne, Ze plati (2.3).

Nyni pouzijeme vétu 1.31. Vztahy (2.1) a (2.2) fikaji, Ze existuji ob¢€ vnitini limity. Proto existuji obé
opakované limity a jsou rovny K. AvSak

fx(xO’ Yo + k) - fx(XO’ }’0)

g%}lli% F(h, k) = 111_{% - = fry(X0, Y0),
o o Sylo + Ry yo) = fy(xo, yo)
}lg%%g% F(h, k) = %Ln}) > = fyx(xo0, Y0),
coZ dokazuje vétu. O

z s

Podobné tvrzeni plati i pro vyssi smiSené parcidlni derivace. Pro praktické ucely je postacujici ndsle-
dujici véta.

Véta 2.13. Necht funkce f(x,y) md na oteviené mnoZiné D spojité vSechny parcidlni derivace 7adu k,
k € N, k = 2. Pak hodnoty vSech smiSenych parcidlnich derivaci funkce f(x, y) aZ do iadu k nezavisi
na poradi derivovani, ale jen na tom, kolikrat se podle které proménné derivuje.

Diikaz. Naznacime si pouze princip. Nejprve se indukei s vyuZitim disledku 2.8 ukdZe, Ze vSechny par-
cilni derivace fadu [, 1 <[ < k, jsou na D spojité. Pak se opét indukci s pomoci véty 2.11 dokdze, ze
hodnoty smiSenych derivaci nezdvisi na potfadi derivovani. O

o
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Pokud je uvaZovand funkce vytvorena z elementédrnich funkci jedné proménné, jsou zfejmé takové
i jeji parcidlni derivace. Vzhledem k dvahdam na str. 44 jsou pak spojité na svych defini¢nich oborech,

a tudiz 1ze i predchozi vétu ucinné vyuZit pro pocitdni smiSenych parcidlnich derivaci. Staci spocitat napf.
Sxxy. Derivace fy,, a fyx (0 nichZ sice nevime, jak vypadaji, ale vime, Ze jsou spojit€) musi byt stejné.

Priklad 2.14. Vypoctéte vSechny Ctvrté parcidlni derivace funkce

Reseni. ProtoZe jde o mnoho¢len dvou proménnych, budou parcidlni derivace zase obdobné mnohocleny,
které jsou tudiZ spojité na R?. Lze tedy pouZit predchozi vétu. Postupné dostaneme:

fro = 4x% — 4xy® 4 3y2, fy = —6x%y* + 6xy — 5y*,

fox = 12x% — 4y°, Iy = —12x%y + 6x — 20y°,

T = =12" 4 Gy =
foxx = 24x, Fryy = —12x* — 60y,
fory = =129 = fope = froes oy =
Srxxx = 24, Sraxy = 0= faxyx = fayax = Fyxan,
Fyyyy = =120y, Fryyx = =24% = fyyaey = fyayy = Fryyys
Jrxyy = =24y = fyyxx = Sryxy = Syxyx = Fayyx = Fyaays

VSimnéte si, Ze kdybychom v pfedchozim ptikladu v derivovdni pokracovali, byly by vSechny parci-
alni derivace od jist€ho fadu identicky nulové. To se stane v pfipadé mnohoclenu vzdy.

frz=x*—2x%3 4+ 3xy? — .

5

_24xy +6= fyxy = fxyy’

A

@:
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Priklad 2.15. Ovéite, Ze f,(0,0) # fyx(0, 0), je-li
x3y = xy3
Fa, =14 gyz PeEN~00

0 pro (x, y) = (0, 0).

ReSeni. Nejprve uréfme smienou derivaci fy,(0, 0). Pro jejf vypocet potfebujeme zndt f, (0, y). Vy-
pocteme tedy prvni parcidlni derivaci podle x.

Pro (x, y) # (0, 0) mdme:
B2y — )P+ ) — Py —xy)2x  xty +4x?y? —y°
- (x2 + y2)2 - (x2 + y2)2

Hodnotu f; v bodé (0, 0) musime spocitat piimo z definice. ProtoZe pro x # 0 je f(x,0) = )% =0,

fx

(2.4)

dostaneme (x. 0) 0.0) 0—0
£0,0) = lim &0 =700 _ —0. 2.5)
x—0 x—0 x—=0 X
Ze vztahu (2.4) mame, Ze
5
-y
[0, y)= =S5 =—-y proy#0.
(r)?
Vzhledem ke vztahu (2.5) tedy je f:(0, y) = —y pro libovolné y, a tudiz f,,(0,0) = —1.
Naprosto analogicky (Ize t€Z vyuZzit vztah f(x,y) = —f(y,x)) vyjde f,(x,0) = x pro libo-
volné x, takZe f,,(0, 0) = 1. Graf funkce je na obr. 2.34A] A

Pro zajemce

Analogicky jako pro funkce dvou proménnych lze dokdzat, Ze pro funkce n proménnych, kde n € N, n = 3, plati
obdoby vét 2.11,2.12 a 2.13.
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Obr. 2.3: Graf funkce s nezaménitelnymi smiSenymi derivacemi v pocatku

2.3. Smérové derivace

Na zdvér této kapitoly si v§Simneme jistého zobecnéni parcidlnich derivaci. Ozna¢me V, mnoZinu vsech
volnych vektori v roving R?. Jestlize A = (a1, a2) € R%, u = (u,uy) € Voat € R, pak A + tu je
bod o souradnicich (a; + tuy, ar + tu,).

Definice 2.16. Necht f je funkce dvou proménnych, A = (x, y) € D(f) au € V,. PoloZzme ¢(t) =
= f(A+tu),t € R Ma-li funkce ¢ derivaci v bodé t = 0, nazyvame tuto derivaci derivaci funkce f
v bodé (x, y) ve sméru vektoru u a znacime ji fy(x, y) nebo %(x, y).
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Jestlize f,(x, y) existuje, znamend to, Ze funkce ¢ je definovand v okoli nuly, a tudiZ Ze defini¢n{
obor D( f) obsahuje tiseku, kterd ma stied v bodé€ A a je rovnobézna s vektorem u.
Vzhledem k definici derivace funkce jedné proménné plati:
p() —¢0) i f(A+1u) — f(A)

li
t 1—0 t

fulx, y) = ¢/(0) = lim (2.6)

Zvolime-li za u jednotkovy vektor ve sméru osy x, tj. u = (1, 0), snadno vidime porovnanim s defi-
nici 2.1, Ze vyjde f, = f.. Obdobné volbou jednotkového vektoru ve sméru osy y, tj. u = (0, 1),
dostaneme f,, = f,. Parcidlni derivace jsou tedy specidlnim piipadem derivace ve sméru.

Piiklad 2.17. Vypoctéte derivaci funkce f(x, y) = x> —3xy—2y?>vbodé A = (=1, 1) ve sméruu =
=(2,-D.

Reseni. Urc¢ime pomocnou funkci ¢:

()= f(A+tu) = f(—14+2t,1—1) =
= (—1420)*=3(=1420)(1 —1) —2(1 —1)*> = 8> — 91 + 2.
Odtud mame ¢’'(¢t) = 16t — 9, takze ¢'(0) = —9, coZ znamend, Ze hledand derivace existuje a plati
Ju(=1,1) =-9. A
Priklad 2.18. Vypoctéte derivaci funkce

X3— 4

flx,y) = ﬁiz pro (x, y) # (0,0),
L pro (x, y) = (0,0)

vbodé A = (0,0) ve sméruu = (3, 1).
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Reseni. Opét uréime pomocnou funkci . Pro t # 0 je

2713 —t* 27t — e
9%2+1¢2 10

(1) = f(A+tu) = f(Br,1) =

aprot = 0jep(0) = £(0,0) = 0. Pro libovolné ¢ tudiz plati ¢ (t) = (27t —1%)/10, takze ¢'(t) = (27—
—21)/10, tj. ¢’ (0) = 27/10. Hledan4 smérova derivace tedy existuje a plati f,,(0, 0) = 27/10. A

V predchozich pfikladech jsme pocitali derivaci ve sméru pfimo na zdkladé jeji definice. V nasledujici

Y,

kapitole v oddile 3.3 si ukdZeme jiny, jednodussi zpdsob vypoctu.

Poznamka 2.19.
i) ProtoZe derivace ve sméru je definovand jako obycejnd derivace pomocné funkce ¢, plati pro ni
vSechna béZnd pravidla pro derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu.

ii) Geometricky vyznam je podobny jako u parcidlnich derivaci. P¥i oznaceni z definice 2.16 nechf p je
piimka tvofend body A+tu,t € Ra p je rovina prochézejici p, kterd je rovnobéznd se souradnicovou
osou z. Pak prinikem roviny p s grafem funkce f je graf funkce ¢. Derivace ve sméru ma vyznam
smérnice tecny ke grafu funkce ¢ lezici v roviné p.

iii) Obdobné jako u parcidlnich derivaci je mozné zavést derivace ve sméru vyssich fada. Pfi pevné
zvolenému € V; je f,(x, y) funkei dvou proménnych x, y. M4-li tato funkce v néjakém bod¢ (x, y)
derivaci ve sméru v € V,, nazveme ji druhou smérovou derivaci v bodé (x, y) ve smérech u a v

3%f

oudv

iv) O derivacich ve sméru vySsich fadd Ize dokdzat obdoby vét 2.11, 2.12 a 2.13. Napt. spojitost deri-
vaci fuv(x,y) a fuu(x, y) zaruCuje jejich rovnost, nezéleZi tedy na poradi derivovani. Podrobnéji

[1, 13, 16].

a ozna¢ime f,,(x, y) nebo (x, y). Analogicky se zavedou vyssi derivace.

@:
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Pro zajemce

o

Zaveden{ derivace ve sméru pro funkce vice proménnych je zcela analogické. Necht f je funkce n proménnych,

x = (xX1,...,x,) € D(f)au = (uy,...,u,) € Vg, kde V,, je mnozina volnych vektorid v R”. Zavedme
pomocnou funkci jedné proménné ¢(¢t) = f(x + tu) = f(x] + tuy, ..., x, + tuy), t € R. Existuje-li ¢’ (0),
nazyvame toto &islo derivaci funkce f° v bod€ x ve sméru u. ) s
Znacime: %(xl, ...y Xp) resp. fu(xi, ..., x,) nebo struénéji %(x) resp. fu(x). Tedy v PLZNI
U ) = futx) = 0).
u

O takto zavedené derivaci plati v8e, co bylo feceno v pozndmce 2.19.

Pojmy k zapamatovani Obsah

— parcidlni derivace prvniho fddu 113, strana ze 476

— parcidln{ derivace vyS$$ich fadu

[=]
[£]
=]
[=]

— smiSené parcidlni derivace

d
i

— derivace funkce ve sméru

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem parcidlni derivace funkce dvou proménnych?
2. Jak pocitame parcidlni derivaci funkce dvou proménnych?

3. Jaky je geometricky vyznam parcidlnich derivaci?

Zavrit dokument

4. Uvedte postacujici podminku vyuZivajici parcidlni derivace, kterd zarucuje, Ze funkce z = f(x, y)
bude na oteviené mnoZin€ K spojitd?
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. Které parcidlni derivace nazyvdme smiSené?

telné?

parcidlni derivace identicky rovny nule.

. Jaké podminky musi byt splnény, aby smiSené druhé parciédlni derivace dané funkce byly zaméni-
. Uvedte piiklad funkce, kterd m4 alespon jednu nenulovou druhou parcidlni derivaci a v§echny tieti

. Co rozumime pojmem derivace funkce v daném bodé ve sméru daného vektoru?

9. Jaky je vztah mezi parcidlnimi derivacemi a smérovymi derivacemi?

10.

Jaky je geometricky vyznam smérovych derivaci?

Priklady k procviceni

1. Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce f v bodé A (ddvejte pozor na to, jak jsou oznacené nezdvisle pro-
ménné funkce f):

a)
c)
€)
2
i)
k)

f:zzgxzy, A=(4,6), b)
f:z=¢e“sinB, A=(1,2), d)
frz=3x*y+e%, A=(@3,2), f)
f:z=%, A=1(0,0), h)
2

frz=3+% X A=(,0), )
fiz=x1—=y2+y~J1—x2 )
A= (0,0),

2. Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce f:

a)
)

fx,y) = 3x3+ 5x2y — 2y3, b)
fx,y,2) =yz+xz+xy, d)

R e

sg=2%+t L,
:z=arctg§,
z=+/2x2-3y2, A=(3,2),
g=4—T 2 A=(,),
1z =/x2+y2,

1Z7=xy

A= (11,
A =(0,1),

A =(0,0),

1—x2—y2, A=(0,0).

flry. )= @2+,
2 3
fluv) =242
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RN

AV GRS DSV = v7
g) f(xy y) = ySinx + COS(.X - )’)» h) f(m7 l’l) = \/ﬁ ) ‘:’470k,i \I“\*\"’Q‘?
) flxy) =2y —xZsiny +27, D f(y.8) = arctg 25,
o f0r.8) = arctg {55 DT DPMW
m) f(R,S) = RSeR—i-ZS’ n  flap) = ln% ’ v PLZNI
0 fl@p)=In(+ /e +p2), P fry =%,
[y =yt Do fey) =1,

_ 3xy _ x2+y2
S) f(x’y)_ma t) f(X,)’)—m,
u) f(x,}’)=\/x+Ty2, v)  f(x,y) =xsin(x + ),
W) fx,y) =1 G2 +y?), x)  f(x,y)=arcsini,
y)  f(x,y) :arctgf—;, ) f(x,y) =siny72_

3. Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce f:

a) f(x,y) =x+2x%y +3xy” +4x — 5y + 100, b) f(x, 3.2 = w5y,

x3 —
o) flx,y)= ‘/j;”, d) f(x,y)=In(x+1Iny),
® S0y, =In(x +Iny +1n2)), 0 flx,y,2) =029

4. Pro f: z=x+ (y — 1) arcsin \/gvypoététe fe(x, 1).

5. Uka’te, Ze funkce f: z = In(x* + y2) vyhovuje rovnici yg—f( — xé’—i =0.

6. Uka’te, Ze funkce f: z = y? sin(x> — y?) vyhovuje rovnici yzg—i + xyg—; = 2xz.
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7. Ukaizte, Ze pro funkce u = e* cos y a v = e* sin y plati g—)’: = g—; a % =—32,

8. Ukatzte, Ze ze stavové rovnice idedlntho plynu pV = nRT, kde p je tlak, V objem, T absolutni teplota, n a R

jsou konstanty, vyplyva
ap oV oT

av T op

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

9. Vypoctéte prvni parcialni derivace funkce f:

) fly) =m(5F), b flx,y) = arctg {55,
. Afx2—y2 1—/x2+y2+72
= S S, VA e i
¢) f(x,y) = arcsin ok d fx,y,2)=In e
e) fy.2)=xV1—y2+yJ/1—x2—z7/1—x2—»2,
N flx,y) =x%, 2  flx.y) =xyeinm™,
b fory) =2,/ D fGyD)=xt
7y - 1+J)Ty H 7)’7 - ’
D fy) =xyln(x + y), k) f(x,y) = arctg(x — y)?,
D fCy.) =, m) £ y) = /1 - (55)” + arcsin £
10. Vypoctéte druhé parcidlni derivace zadané funkce f:
a) fiz=x3=3x%+), b) f:u=uxyz, ¢ fiu=xy+yz+zx,
d)  f:z=sinxy, e) f:z=%2, ) fiz=xy+2,
g fiz=x, h) f:z=ln)y‘24_r}, i) f:z=uxy+cos(x —y),
D frz=arctgiy, K frz=vx2+)2, D f:iz=3v0G2+yD3,
m) f:z=¢e", n) f:u=e"V?, 0) f:z=>5x3y%—4x3 + 5xy.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

UkaZte, Ze pro funkei f: z = In/x2 + y? plati zyx + 2y = 0.

Ukazte, Ze pro funkci f: z = xy + cos(x — y) plati zxy + zxx = lazyy +2zyy = 1.

_ =b?
1 4a2t

4 1
2W/He ,a,beR,a;ﬁO,plaﬂz“:a—zzt.

Ukazte, Ze pro funkci f: z =

Ukazte, Ze pro funkci g(r, ¢), kde g: u = r'™ cosme, m € R, plati
1

u,r+;u,+—uw =0.

72

Vypoététe druhé parcidln{ derivace funkce f:

a) [y =xt 4yt —dx?y? b)  flx,y) =x"",

9 fln =2, B ey = YT
o f@)=3%, ) flx,y) =In(x+y?),
g f(x’y)zﬁ’ h)  fx,y) =Iny/x2+ )2,
i) f(x,y)=uxsin(x +y), j) f(x,y):arcsin\/x;‘Tyz,

K S y) = D fOy) =1+

Necht F a G jsou dvakrit diferencovatelné funkce jedné proménné. Dokazte, Ze pak funkce f(x, y) vyhovuje

dané rovnici:

a) fiz=Fx-2t)+G(x+21), Zrt = 42xx,
b) f:z=xF(§)+yG()§C)’ X% Zux +2Xy Zuy + 2 2yy = 0.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI
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1849
17. Necht @ je diferencovatelna funkce jedné proménné. Dokazte, Ze pak funkce f(x, y) resp. f (x, y, z) vyhovuje \ @ =
dané rovnici: ’5}% 4

D fru=xd(P-x, Ly lm_u

R N du L ou _
b) f. 4 ¢(x + y )’ * y y o 0, ’ ZAPADOCESKA
¢) fru=xy +yd>(§), X g—z +y g—; =xy+u, UNIVERZITA
) fiu=3P+y2+D+0x—y-2, 2FE+E+E=2x+y+z,
O fru=xyou?—y'-2), L E-gH+tiE=i(p-pu

18. Ovéite, Ze funkce
xy pro|x| = [y],

f(x’y)z{o pro x| < [yl

md v po¢atku smiSené druhé parcidlni derivace, které nejsou zaménitelné.

19. Vypoctéte derivace funkce f v bodé R = (2, 0) ve sméru vektoru @ = (—2, 0), vbodé S = (0, 3) ve sméru
vektoru b = (0, —3) av bodé T = (2, 3) ve sméru vektoru ¢ = (2, 3).

2
a) f:z=4—2x—%y, d) f:zz%z.q_y_,
b) f:iz=+/25—x2—y2 e) f:iz=+/16—y2,
o frz=16—+/x2+y2, f) f:iz=4—-2x2+y% 7z 20.

20. Vypoctéte derivace funkce f v bodé R = (2, —1, 3) ve sméru vektoru g = (1, 4, —2).

a) fru=2(x—D*+3(+2)7+2% ©) friu=4(x—1)43y?+522
b) fru=-x24+200+ 1% -(z—-1)? d fru=3%—4xy.
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<
KIli¢ k piikladim k procviceni ¢ 5
*«p S
Loa)  fo(A) =167, fy(A) = Lnx, b)  fu(A) =0, f,(A) =0, 22
c) fu(A)=e-sin2, fzg(A) =e-cos2, d  fx(A) =1, f,(A) =0,
e fe(A) =36+2e fy(A)=27+3ef, 0 fe(A) =6, f(A) =—-6,
9 falA) =73, fo(d)=—3, by fi(A) =0, fy(d)= -7, b e
iy fi(A)=0, fy (A) = —% s ) fr(A)a fy(A) neexistuji, V PLZNI
Kk fr(A) =1, fL(A) =1, ) fi(A) =0, f,(A) =0.
2. a) fr=9x%+ 10xy, fy10= 5x2 — 6y?, o .
b) fr =2222xy2 +23)'", fy =4dxy2xy2 + 29", £, =33202xy2 + 29",
) fx=z+y, fy=z+x, [fr=y+x,
3 2 3
d) fuzzTu_‘LLjy fv:_z_2+3ui49
e) fx=%+)%y fyz_%‘f‘%y fzz_zlz—%,
_ —1 _ 1
f)fx_zﬁ(ﬁ_m27 fy—zﬁ(ﬁ_ﬁ)_z,
g) fx =ycosx —sin(x —y), fy =sinx +sin(x —y),
h) fo=——=—, fu=—F—2—,
m2n2)? N (m24n2)3
i) fio=3x2y? —2xsiny, fy = 2x3y —x%cosy +2YIn2,
i) fy=—#, f6=y—2};¢,
k) fy=#, fo=—io u
D fu=te4uvl, f = —d5e’ +u’lnu,
m) fr=Seft2(1+R), fs=ReRt25(1+25),
W fo=gtm. fo= ===
K | cotcvzona/ono |

fOl = 1 ) fﬂ = 'B )
Va?+p? Vo2 +p2 (a+«/a2+ﬂ2)
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P =g, =5, @ fr=yTlny, f, =+,

D fi=En, f=Es, D fo=2s, fi=,

t) fx=(x_z—ixy%v fy=(x+f2yzL)z: u) fx=\/?%, fy:«/%ﬁ’

V) fe=sin(x +y) +xcos(x +y), fy=xcos(x+y), D»ﬁﬁ?&‘é’ffﬁi“
W f=air, h=aies 0 fo= = fr= A
W fe=mta, fi=ais, D fo=-Ycost, fy=2cosL,

3. a) fy=3x2+4xy+3y2+4, f,=2x%+6xy-5,

_ =2z — _—2yz — _1
b) fx - (x2+y2)2 ’ fy - (x2+y2)2 ) fZ - x2+y2 ’

5% /343y _ x-6/y 1 1
©) fx= 3 fy— N d) fx:x+lny’ fy:m’
1 1 1
e =0 = , = ’
’ fx x+Hin(y-+n ) fy (y+Inz) (x+ln(y+ln z)) fz z(y+Inz) (x+ln(y+1nz))
f) fx = 2x(1 -y - Z) exz(l—y—z) s fy = fz = —_x2 exz(l_y_z) .
4. fr(x,1)=1.
_ 1 __ 2
9. a) fx—m, fy——ly—l,
1 1
b) fx = 1422 ° fy = _W s
o fi= V2xly| fy=— V2x%sgny
CE =t T e

2 2 2
O fi=x;mg Hh=Vrmy L=20g, ker=vx>+y>+2%
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10.

€)

)
h)

i)
i)
k)

D

a)
b)
c)
d
e)

)
h)

i)

fr=V1=y2 = ,/xiz_i_«/l_xxzz_z’ fo=—V1-x>=y?
fy / +~1—)C+ 1x2 yz

fe= yxxy(l +Inx), fy=x""Inx,

fr =y etV (1 4 nxy cos mxy), fy=x SN (1 4 mxy cos TxY),

b=~ T mmmm T T
fr= %x% s = %x%Inx, = —%x%lnx,
fe=yInG+n+ 5] fy=x[@+y+ 5],
fr= 1-2+((fc_—yy)>4 » Hr=- 11(&_—?)4 :

feo = y2x¥ L, fy= xzy¥ lInx, f,=x" y?lnxlny,

_ 1 Xy—x—y _ 1 xXy—x—y
==y h="2Vaee-
frx = 6x = 36x2y,  fo, = —12x%,  fy, =20y3,
fxxzfyy:fzzz()v fxy=Z7 Sz =Y, fyz=x:
fxx:fyy:fzz:(), fxy:fo:fyz:L
fex = —y?sinxy, fry =cosxy —xysinxy, fyy = —x?sinxy,

2 1 2
fxx=m fxyzw, fyy=W,
2

fxxz_};a fxy—l x27 fyy=0,

X

fix =y — D272, fiy =211 +ylnx), fy=x"1In’x,

2(1—x2) _ 2(14y?)
f”:(_;u_){)f’ vy =0, fyy—jz_—T)Z,

feix =—cos(x —y), fiy=14cos(x—y), fyy=—cos(x—y),

£

STRAVY,
', D
%, S
/05'4' ““\Qﬁ

L

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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i)
k)

D

m)

n)

0)

15. a)
b)

)
d)

e)

g)
h)
i)
i)

Jax
Jx

Jax

Jax
Jx
fey
Jax

Jx
Jax
f yy
Jax

Jx

Jax
Jax
Jax

fex =

Jax

fxx =

_ =2 f —
- (x2+y2)2 ’ Xy — (x2+y2)2 ’

2

x2—2

Sy =

2xy
(x2+y2)2 ’

= Sy =— = fyy = x
V223 Y Vo3t I (Z+y2)3
_ 2x2+:2 f _ 7 f _ x2+2!2
[x21y2’ xy [x21y2’ yy /24y’
= yzexy’ foy=Gy+1De”, fy,= xZe™,
— yZZZnyz’ fyy — x2z26xyz’ fzz — x2y26xyz’
= (z+zy2) eV, fio = +xy?) eV, fiy = (x +x2yz) e?7,
=30y%x —24x, fi, =30x2y +5,  fy, = 10x°.
=12x2 = 8y2, fiy = —16xy, fy, = 12y> —8x2,
2
= (Inx o 224 L 5] Ly = e e+ St 1)
= x* TV In? x,
1 2
=0’ fxy=_?, fyyzy_?y
— 2x fey = 2y fyy = — 2x (x242y%)
N e RV /TR U y2/ (2423’
_ __2 _ 6
—07 fxy—_y_3, fyy—y_i,
=l fa=—2_ . f =20
G S e O b L e A (RS S L
_ 3’ — yex’—yH Foy = — x(x2=2y%)
N S RV (e N (s
2 2 2 2
Yy —x _ 2xy _ xT=y
e fo=Twhee = e

__2xpyl
(x2+y2)2 ’

2cos(x +y) — x sin(x + y),

_ G&2—yD)seny
fay = (x24yH?

Jxy =cos(x +y) — xsin(x + y),

fyy = 2x|y|
W2y

fyy = —xsin(x + y),

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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AVIRIV
18. fx(0,y) =0, fy(x,0) = x, fry(0,0) =0, fyx(0,0) = 1. \ l!,!] o7
inx2 4452 2 in 52 2 SR 2t S
K)  for = _w D 2)68% - n% %,,% ““\“é

D for =2y(1+ 22772 (=x% + 222y + 1),
foy = 22U+ L+ yIn(L + 221, fyy = (L +22)? In*(1 +x2). iRy
V PLZNI

L

19. 2) fa(R)=4, [fp(S)=4, [fe(T)=-8,
b faR) = F. fo&) =3, fe(D)=—T,
o) fa(R)=2, fo(S)=-3, f(T)=-13,
d  fa(R)=-=2, [fp(S)=-2, f[fe(T)=4,
e) fa(R)=0, [fp(S)= % . fe(T) = _%,
f) fa(R)=8, [fp(S)=-18, fe(T)=10.

20. a)  fq(R) =16, b)  fq(R) =4, ©)  fq(R) = —80, A fq(R)=-%.
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Test — parcialni derivace 1

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

1. (1b.) Je-li f(x, y) funkce dvou proménnych, (xg, yo) € D(f) C R2, pak parcidlni derivace funkce
f(x, y) podle proménné x v bod€ (xg, yo) je definovdna vztahem

f(x’)’)_f(xo,)’O) f(xo’yO)_f(xvy)

Jx(x0, yo) = lim
X—>X0

fx(x0, yo) = lim
X—>X(

X — Xg X — X0
(50, y0) = lim fx,y0) — f(xo0,y) £ (o0, y0) = lim f(x, y0) — f(x0, yo)
X—>X0 X0 — X X—>X0 X — Xo

2. (1b.) Jestlize ma funkce f(x, y) v bodé (x¢, yo) € D(f) C R? obg parcialni derivace prvniho fadu,
pak funkce f(x, y) musi byt v tomto bod¢ spojita.

Ano. Ne.
. . af (x,y) )
3. (1b.) Je dana funkce f(x, y) = cos(ax — by), kde a, b jsou konstanty. Pak BT je rovna:
b sin(ax — by) —bsin(ax — by)
sin(ax — by) asin(ax — by)

4. (1b.) Ktery z vysledki platicich pro funkci jedné prom&€nné ma svou obdobu u funkci dvou promén-
nych?
Cauchyova véta o stfedni hodnoté Lagrangeova véta o stfedni hodnoté

’Hospitalovo pravidlo Rolleova véta

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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AZIRINA
5. (1b.) Mé-li funkce f(x, y) parcidlni derivace v okoli bodu (x¢, yo), které jsou v tomto bodé spojité, ® =
existuje okoli &'(xg, ¥o), na némz je f spojita. %,* ‘&5'
Chi uwS

Ano. Ne. >

6. (1b.) Vyberte funkci, u které budou v bodé (0, 1) vSechny parcidlni derivace pocinaje patym fadem
ZAPADOCESKA
rovny nule. D | 2 sh:’ll.vziunlum:
fo,y) =x*—2x% +3xy* - y° fl,y) =x* —2x%y% +3xy° —
f,y) =2 =22y +3xy° — »° f@,y) =x° —2x%y% + 3xy° — y?
) y . 2, Of _ f
7. (1b.) Plati pro kaZdou funkci f, kterd ma obé smisené derivace v R”, Ze = ?
dxdy  Jyodx

Ano. Ne.
8. (1b.) Kolik rtiznych parcidlnich derivaci tfettho fadu miZe mit funkce dvou proménnych?

4 6

8 9

L
9. (1b.) Oznaceni Py je zkrdceny zdpis pro
x

(& oy
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VRN
1849
10. (1b.) Vyberte nespravné tvrzeni tykajici se parcidlnich derivaci. % . -
) S
1o g = o B q %, &
Parcidlni derivace fy resp. f, funkce f(x,y) v bod€ (xo, yo) jsou obycejné derivace funkce, >
kterou ziskame z funkce f zdZenim jejtho definiéniho oboru na body, které soucasné leZi na
piimce prochdzejici bodem (xg, yg) a rovnobézné s x-ovou resp. y-ovou soufadnicovou osou. S
ZAPADOCESK
> UNIVERZITA

V PLZNI

Pti vypoctu parcidlnich derivaci postupujeme tak, Ze vSechny proménné kromé té, podle niZ deri-
vujeme, povazujeme za konstanty.

Derivace f(xo, yo) uddva smérnici teCny ke kfivce, kterd je grafem funkce ¥ (x) = f(x, yo)
v bod¢ (xo, yo. f (X0, Y0)).

Ma-li funkce f(x, y) parcialni derivace ve v§ech bodech mnoziny B C D(f), jsou tyto derivace
funkcemi proménnych x, y.

Pro pocitani parcidlnich derivaci plati obvykla pravidla pro derivovani.

Spravné zodpoveézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspéSnosti:
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AZIRIN
Test — parcidlni derivace 2
P V7
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). 2 “m’v&
1. (1b.) Je déna funkce f(x, y) s definicnim oborem D( f) a jeji parcidlni derivace fy(x, y) s definic- D P Inaooseskh
nim oborem D( f,). Pro defini¢ni obory nemiiZe platit v
D(fy) C D(f). D(f) # D(f2) D(f) C D(fx), D(f) # D(f»)
D(f) = D(f) D(f) # D(fx)
a
2. (1b.) Jestlize f(x,y) = ..., pak 8—f =0.
X
sin® x 4 cos? y e’ — 3sin(3x)
(x+y)°*—(@x—y)? 7+cosy —In|5y +2]
3. (1b.) M4-li funkce f(x, y) ...na oteviené mnozin& K C R2, je f(x, y) na K spojitd.
prvni parcidlni derivace neohrani¢ené prvni parcidlni derivace
ohranicené prvni parcidlni derivace nespojité prvni parcidlni derivace

4. (1b.) Co zarucuje zaménitelnost smiSenych parcidlnich derivaci fyy a fy,?

existence prvnich parcidlnich derivaci f; a f,
spojitost smiSenych derivaci

nenulovost smiSenych derivaci

nenulovost prvnich parcidlnich derivaci fy a f,
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AZIRINA
1849
5. (1b.) Ma-li funkce f(x, y) na oteviené mnozin€ K spojité vSechny parcidlni derivace fadu k, k € N, ® =
A
k = 2, pak hodnoty smiSenych derivaci funkce f(x, y) azdo faduk ... N '3«5
/0"4- ““\‘\
nezdvisi na potradi derivovdni, ale jen na tom, kolikrét se podle které proménné derivuje
PR N 1s . s . ZAPADOCESKA
zavisi na poradi derivovan{ | 2 Rz

6. (1b.) Vyberte funkci, u které budou v libovolném bod€ vSechny parcidlni derivace od péatého fadu
identicky rovny nule.

Flx,y) = x° =227y +3xy> — y? fy) =x° = 2x%y% 4 3xy° — y°
fo,y) =x* = 2x%y% +3xy° — fy) =x* =222y 4+ 3xy* -y
] y , PV 2, O0f  f
7. (1b.) Plati pro kazdou funkci f(x, y), kterd md ob€ smiSené derivace v R*, Ze # ?
dxdy * dyox
Ano. Ne.
8. (1b.) Kolik rtiznych parcidlnich derivaci tfettho fddu mitiZze mit funkce tff proménnych?
9 10
21 27
o i S
9. (1b.) Spliiuje funkce f(x, y) = e~ cos 2x Laplaceovu rovnici ) + o 0?
X y
Ano. Ne.
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ARV
1849
10. (1b.) Vyberte spravné tvrzeni tykajici se smérovych derivaci. \ . =
- NS
Pro pocitani smérovych derivaci neplati obvykld pravidla pro derivovani. «}:""/0“ ““\@é\
Pro derivace ve sméru neni mozné zavést derivace ve sméru vyssich fada. s
UNIVERZITA

V PLZNI

Smérové derivace funkce f(x, y) v bodé€ (xg, yo) jsou obyCejné derivace funkce, kterou ziskame
zGzenim definiéniho oboru funkce f na body, které lezi souc¢asné na pfimce prochédzejici bodem
(x0, yo) a majici smér daného vektoru u.

Parcidlni derivace jsou jistym zobecnénim smérovych derivaci.
Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento dspéSnosti:




> invenm
Kapitola 3 D
Diferencial funkce

Pruvodce studiem

V diferencidlnim poctu funkci jedné proménné jsme se mimo jiné zabyvali otdzkou, jak Ize danou funkci v okoli
néjakého bodu x (lokdlné) aproximovat linedrni funkci. Chtéli jsme najit takové ¢islo A € R, aby v ,dostatecné
blizkosti* bodu x platilo:

fxo+h) — flxo) =A-h,
kde |h| je malé rediné ¢&islo. PFi tomto nahrazeni se obecné dopoustime jisté chyby w (h):
w(h) = f(xo+h) — f(xo) —A-h. (3.1

Zjistovali jsme, zda existuje takové &islo A, Ze funkce w (h) definovand vztahem (3.1) nabyvd pro ,dostateé-
né mala*“ h ,velmi malych* hodnot. Ukdzali jsme, Ze je rozumné poZadovat, aby }llirr(l) w(h)/h = 0. Vtakovém
—

pfipadé totiZ existuje nejvyse jedno &islo A € R splriujici vztah (3.1).
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Jestlize tudiz existuje takové éislo A € R, Ze pro funkci w definovanou vztahem (3.1) plati rovnost
llzi—I>I(1) w(h)/h = 0, pak fikdme, Ze funkce f je v bodé x¢ diferencovatelnd. Linedrni funkei d f, definovanou
predpisem d fy,(h) = A - h nazyvdme diferencidlem funkce f v bodé x.

Ukdzali jsme, Ze existence diferencidlu neboli diferencovatelnost funkce je ekvivalentni existenci konec¢né
prvni derivace funkce a Ze plati d fy,(h) = f'(xo) - h.

Geometricky jde o ndhradu grafu funkce tecnou a diferencidl je pfiristek y-ové soufadnice funkce na
te¢né — viz obr. 3.1.

y y=f)

afo(h) f(xo+h) — f(xo)

0 X xo+ h X
Obr. 3.1

U funkce vice proménnych ma diferencidl podstatné veétsi vyznam. Jeho geometricky vyznam je sice po-

V této kapitole se budeme zabyvat prvnim diferencidlem a jeho geometrickym vyznamem, zavedeme si
pojem gradientu a ukdZeme si souvislost mezi gradientem a derivaci ve sméru. Posledni ¢dst kapitoly bude
vénovdna derivaci sloZené funkce.
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Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e definovat pojem diferencovatelnost funkce,

e urcit diferencidl funkce v daném bodg,

e najit rovnici tecné roviny a normdly ke grafu funkce v daném bodé,

e vysvétlit pojem gradientu funkce,

e vypocitat smérové derivace pomoci gradientu,

e vysvétlit vztah mezi diferencidlem, gradientem a smérovymi derivacemi,

derivovat slozené funkce.

3.1. Diferencovatelné funkce, diferencial

Nechf f(x,y) je funkce a (xg, yo) libovolny pevné zvo-
leny bod, v jehoZ okoli je tato funkce definovana. Vezméme
nyni mald ¢&isla A, k (kladnd nebo zdpornd) a posunime se
zbodu (xg, yo) dobodu (xg + &, yo + k). Vlastné se posuneme
zbodu (xg, yo) horizontdlné o 4 a vertikalné€ o k — viz obr. 3.2,
kdeh <0ak > 0.

Cisla h a k nazyvadme piiriistky nezdvisle proménnych.
Oznacime-lix = xo+hay = yo+ k, dostaneme x — xo = h
ay—yo=k.

Analogicky rozdil funk¢nich hodnot v bodech (xg+#h, yo+
+ k) a (xo, yo), 4. f(xo + h, yo + k) — f(xo, Yo), se nazyvé
pFirustek zavisle proménné.

y
(X()+h, }’0+k)

yo + [l 5o0s00000 :
N\ R
BY1B XERERERIRE .................. : (x(), yO)
S T
—_— 3
0 X0 —'I- x'()

Obr. 3.2: Prirdstky
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Nyni chceme funkci f nahradit v jistém okoli &'(xg, yo) linedrni funkci (jejim grafem je rovina).
Tedy chceme najit takova ¢isla A, B € R, aby v ,.dostateéné blizkosti* bodu (xg, o) platilo:

fxo+h,yo+k)— f(xo,y0) =A-h+B-k.

Pfi tomto nahrazeni se dopoustime jisté chyby. Oznacme si ji w(h, k). Je to funkce proménnych A
a k, pro niz tedy dostdvame:

w(h»k):f(x0+h,)’0+k)_f(x0,)’0)_Ah_Bk

Chceme zjistit, zda existuji takova Cisla A, B, Ze funkce w(h, k) nabyva pro ,,dostate¢né malé“
hodnoty |A|, |k| hodnot blizkych nule. Zde je tfeba se zamyslet nad tim, co budeme rozumét pod pojmem
»mald*“ hodnota. Ukazuje se (stejné jako u funkci jedné proménné), Ze je rozumné pozadovat, aby se
limita funkce w (h, k) délena vzdalenosti bodi (xg, yo) a (xo + &, yo + k) rovnala nule pro & — 0,
k — 0. Pfitom euklidovskd vzdélenost bodd (xq, yo) a (xo + A, yo + k) je rovna /h? + k2. Jedn4 se
vlastné o velikost vektoru (%, k). PoZadujeme tedy, aby

I w(h, k) 0
im —=
(h.k)—(0,0) /h2 + k2

Definice 3.1. Piedpoklddejme, Ze funkce f(x,y) je definovand v n&jakém okoli &'(xy, yp) bodu

Z Xz

(x0, yo). Existuji-li takova konecna redlnd ¢isla A, B, Ze pro funkci w (&, k) definovanou vztahem

w(h, k) = f(xo+h, yo+ k) — f(x0,y0) —A-h—B -k (3.2)
plati (h,k%i—rf}o,()) % = 0, pak fikame, Ze funkce f je v bodé (xq, o) diferencovatelnad.

Linedrni funkci d f(y,,y,) (h, k) = Ah+ Bk nazyvame totdlnim diferencidlem funkce f v bodé (xo, yo).
Vektor (A, B) nazyvame gradientem funkce f v bodé€ (xo, yo) a znacime jej grad f (xo, Yo)-
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Totaln{ diferencidl z predchozi definice se Casto nazyva jen diferencidl nebo silny diferencial resp.
Fréchetiv' diferencidl.

Vsimnéme si nyni konstant A a B v definici 3.1. Pfedpoklddejme, Ze je funkce f(x, y) diferencova-
telnd v bod€ (xo, yo) a diferencidl d f(x,, ,,) (1, k) = Ah + Bk. Plati

lim o) TGim fxo+h,yo+k) — f(xo,y0) —A-h—B-k o
(h,k)—0,0) \/hZ + k2 (h,k)—(0,0) Ny

Speciélné volbou k = 0 dostaneme
S xo+h, yo) — f(x0, y0) —A-h

. flxo+h,yo)— flxo,y0) —A-h .
lim = lim =0.
h—0 /h2 h—0 |h|
Oznaéme ¢(h) = f(xo+ h, yo) — f(x0, Yo) — A - h. Plati tedy %in}) ¢(h)/|h| = 0. Protoze pro h # 0

je vyraz |h|/ h ohraniCeny (je roven %1), plati rovnéz

e(h) |hl . @)
m-— - — =lim — =
h—0 |h| h h—0 h

0,

a tudiZ také

lim <¢(h) i A) — lim f o+ h, yo) — f(x0, Yo) _ A
h—0 h h—0 h

To vsak znamend, Ze existuje parcidlni derivace %(xo, Yo) aje rovna A.
Obdobné volbou & = 0 se odvodi, Ze existuje parcidlni derivace % (xo, yo) a je rovna B.

'Maurice René Fréchet (1878-1973) (&ti frese) — francouzsky matematik. Vyznamné prispél k rozvoji obecné topologie
a funkcionalni analyzy.
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PoZzadujeme-li tedy, ab lim @&l _ 0, pak existuje praveé jedna dvojice ¢isel A = o (x ,
Zaduj ¥\ I o Ve pak existuje prave j VOj o (X0, o)

aB = %(xo, Yo) spliiujici vztah (3.2). Plati tudiz nésledujici véta.
Véta 3.2. Necht funkce f(x, y) je diferencovatelnd v bodé (xo, yo). Pak jsou ¢isla A, B ve vztahu (3.2)
urcena jednoznacné a plati:

af

af
A = ——(x0, yo) a B = —(x0, y0).
ax ay

Tedy pro diferencidl funkce f v bodé (xg, yo) mame

0 0
d f(xg.y0) (1, k) = %(xo, Yo) - h + %(xo, yo) - k (3.3)

a pro gradient funkce f v bodé (x, yo) mdme

0 d
grad f(xo, yo) = (%(Xo’ Y0), %(XOv yo)) . 3.4

Poznamka 3.3. V literatufe s fyzikdlnim zaméfenim se Casto piirlstky nezavisle proménnych /4, k ozna-
Cuji Ax a Ay. Tedy
h=x—xy=Ax a k=y—y= Ay.

Podobné prirdstek zavisle proménné se znaci Af (x, y) nebo Az, tj.

fGo+h,yo+k)— f(xo,y0) =Af(x,y) =2 —20 = Az.
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Je-li f(x,y) = x, dostaneme z (3.3), zZedf(x,y) = dx = 1-h +0-k = h. Obdobné pro
f(x,y) = yvyjdedy = k. To je divodem, pro¢ se pro pfirstky nezavisle proménnych pouzivd rovnéz
oznaceni dx ady.

Pouzijeme-li tedy rtizna oznacenf piirtistkl, dostdvadme nésledujici varianty oznacent:

d fxg.y0) (s k) = fr(x0, yo) h + fy(x0, yo) k,
d fixg.y0) (X — X0, ¥ — Yo) = fx (X0, Yo) (x — x0) + f(x0, o) (¥ — Yo),
d fixo.v0) (Ax, Ay) = fi(x0, yo) Ax + f,(x0, Yo) Ay,
d fxo.y) (dx, dy) = fi(x0, yo) dx + fy(x0, yo) dy.

Dalsi dulezity vysledek je obsazen v nasledujici vete.
Véta 3.4. Je-li funkce f diferencovatelna v bodeé (xo, yo), je v tomto bodé spojitd.

Diikaz. Musime dokazat, ze lim
(x,y)— (x0,¥0)
zfejmé plati x — x pravé tehdy, kdyz h — 0,a y — yg pravé tehdy, kdyz k — 0.

Nejprve ovéfime, Ze  lim  w(h, k) = 0. Vzhledem k vlastnostem funkce w je

(h,k)—(0,0)
. . w(h, k)
lim o, k)= Ilm ——=Vh2+k2=0-0=0.
(h,k)—(0,0) ( ) (h,k)—(0,0) /K2 + k2 \/7

Nynfi jiz snadno diikaz dokoncéime. Z (3.2) a spojitosti funkci Ak, Bk dostaneme

lim flx,y)=

(x,y)— (x0,¥0)

f(x,y) = f(xo, yo). Oznacime-lix —xg =hay— y) =k,

(h,k%l—r}}0,0) f&xo+h,yo+k)=

= I Ah + Bk h,k)) =
(h,ka}o,m(f(xO’ o) + Ah + Bk + w(h, k))
= f(x0,y0) +A-0+ B -0+0= f(x0, yo)- O
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Piiklad 3.5. Ovéite, Ze funkce f definovand vztahem

1 prox =0neboy =0,

Fey) = {O jinak

neni v bod¢ (0, 0) diferencovatelnda — viz priklad 2.5.

Reseni. V piikladu 2.5 jsme zjistili, Ze funkce f nenf spojitd v bodé (0, 0), takZe podle véty 3.4 zde ne-
mize byt ani diferencovatelna. VSimnéme si, Ze ve zminéném piikladu jsme ovérili, Ze parcidlni derivace
v bodé (0, 0) existuji, pficemz f,(0,0) = f,(0,0) = 0. A

Dosud nezndme jednoduchy néstroj, jak poznat, Ze je funkce diferencovatelna v néjakém bod¢. Z pred-
chozich vét plyne, Ze musi byt v tomto bod€ spojitd a musi zde mit prvni parcidlni derivace. To ale obecné
nestaci (viz nésledujici priklad).

Piiklad 3.6. Ovéite, Ze funkce g definovand vztahem
S5 pro(x,y) # (0,0)
glx,y) =+ ’ o
0  pro(x,y) =(0,0)

je spojita v bod¢ (0, 0), ma v tomto bodé parcidlni derivace, ale neni zde diferencovatelnd — viz pii-
klad 1.28.

Reseni. V piikladu 1.28 jsme ovéfili, Ze funkce je spojita v bodé (0, 0). Uréime parcidlni derivace v tomto
bodé¢. Plati:

x2:0
,0) — (0,0 +0 -0
2:(0,0 = lim 80 =800 _ o e 77 0
x—0 x—0 x—0 X x—=0Xx
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AZIRIN
a obdobné g,(0, 0) = 0. ProtoZe mimo pocitek jde o raciondlni lomenou funkci dvou proménnych, je " 5
tato funkce dokonce spojitd a ma parcidlni derivace v celé R?. Piesto v bodé (0, 0) neni diferencovatelna. “‘“r:,/ '3«5
Jinak by totiZ muselo platit, Ze s
li —a)(h,k) =0 h,k)y=g(0+h,0+k 0,0) — Ah — Bk
oS Tt~ 0 Po @Bl =g0+h0+0—g00) —Ar - Bk D >

ProtoZe g(0,0) =0a A = g,(0,0) =0, B = g,(0, 0) = 0, muselo by platit

w(h, k) e —0—0n -0k ' n2k

lim — = lim = lim —_—
(h0)—0,0) /B2 + k2 (h0)—(0,0) Vh? + k? (hJ)—0.0) \/(h2 + k2)3

Pro body tvaru (i, 0), h — 07, je

lim R0 _ lim =0
h—0t \/(h2 £ 02)3 h—0t h>

kdezto pro body tvaru (i, h), h — 0T, je

. h* - h . h? L 1

im ———== lim —— = lim — = —,

=0t \/(h2 + h2)3  h—0t B3/8  h—0t /8 /8

takZe uvedend limita viibec neexistuje. A

Lze vSak dokézat, Ze plati:

Véta 3.7. Ma-li funkce f(x,y) v bodé (xo, Yo) spojité prvni parcidlni derivace, je v tomto bodé dife-
rencovatelnd.
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Diikaz. Podle definice 3.1 potfebujeme dokdzat, Ze pro funkci
w (h, k) definovanou vztahem (3.2) plati lim w (&, k) = 0 pro
(h, k) — (0,0). Z véty 3.2 vime, Ze pro konstanty A a B
z (3.2) musi platit A = f,(xo, yo) a B = f,(xo, yo)-

Predpoklady véty zarucuji, Ze v dostatecné malém okoli
bodu (xg, yo) je funkce definovand, ma zde parcidlni derivace
a plati

(xo+h, yo+k)

t(xo+h, yo+§)

(x0,Y0)  (x0+6, yo)

1' x » = Jx 5 )
(h,k)liI}O,O)f (xo +h, yo +k) = fr(x0, yo0)

(h,k%l—r}}0,0) fy(xo+h, yo + k) = £, (x0, yo).

(3.5) Obr. 3.3

Ve zbytku diikazu ptedpokldddme, Ze jsme v tomto okoli. Pro urcitost necht napt. & > 0 ak > 0.
Podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté 2.6 existuji ¢éislad, &,kde 0 < 6 < h,0 < & < k, takova,

~

ze
J o+ h, yo+ k) — f(x0, y0) = fy(xo + h, yo + )k + fi(xo + 6, yo)h.

K pravé strané této rovnosti pii¢teme a odecteme vyraz fy(xo, Yo)h + f,(xo, yo)k a upravime. Vyjde

fxo+h, yo+k)— f(xo0, y0) = fx(x0, yo)h + fy(x0, yo)k +
+ (fy(xo 4+, yo + &) — fy(x0, y0)) k + (fx(x0 + 6, yo) — fe(x0, Y0)) h.

Zavedme nésledujici oznaceni:
wi(h, k) = f,(xo +h, yo+ &) — fy(x0, yo),

wy(h) = fr(xo+ 6, y0) — fx(x0, Yo),
w(h, k) =wi(h, kk + w(h)h.
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Tedy

S (xo+h, yo+ k) — f(x0, yo) = fr(x0, Yo)h + fy(x0, Yo)k + w1 (h, K)k + wr(h)h =
= fx(x0, Yo)h + fy(x0, yo)k + w(h, k).

200kl — (), Vzhledem k poloze
(h,k)—(0,0) o/ h2+k2

& a6 — viz obr. 3.3 — musi pro (h,k) — (0,0) platit § — 0 a6 — 0. Tedy podle (3.5) je

lim w(h,k)=0a Ilim w,(h) =0.Tudiz
(h.k)—(0,0) (h.k)—(0,0)

Aby byla splnéna podminka (3.2), zbyva ukézat, Ze

: w(h, k) wi(h, k) -k wy(h) - h
lim ——= Ilm —+ Ilm —=
h)—>0.0) /B2 + k2 hb)—>0.0) JhZ+ k2 (hb)—>0.0) /h2 + k2
Pri vypoctu vySe uvedenych limit jsme vyuZili faktu, Ze funkce

| < D.

k

h . h A2 P
ranicené (plati
T a /e jsou ohranic¢ené (plat

totiz

k}é

A h2+i2

Piiklad 3.8. Ovéite, Ze funkce f: z = 2xy — 3x%y + ylnx mé v bod& (1, 2) totalni diferencil,
a najdéte jej.

1, |2
/) O

Reseni. Zadany piedpis ma smysl pro libovolné x > 0 alibovolné y, tedy D(f) = {(x, y) € R?> : x > 0}.
Vypocteme prvni parcidlni derivace a dosadime:

Felx,y) =2y — 6xy + % £, y) = 2x — 322 + Inx,

f:(1,2) = -6, £1,2) =—1.

ProtoZe jde o elementarni funkce, jsou spojité na D( f), zejména tedy v bodé (1, 2), a tudiz totaln{
diferenciél podle véty 3.7 existuje. Podle vzorce (3.3) dostaneme

dfao(h, k) = f(1,2)h+ f,(1,2) k = —6h — k
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resp. v jinych symbolikach

dfi.2(dx,dy) = —6dx — 1dy,
dfuy(x—1,y=2)=—-6(x—1)—(y—2)=—6x —y +8.

V poslednim zépisu sice po rozndsobeni nevidime prirdstky, ale tento zdpis bude zase vyhodny tfeba pfi
urcovani te¢né roviny. A

Piiklad 3.9. Ovéite, Ze funkce g: z = arctg ;i ma v bodé (—1, 1) totalni diferencidl, a najdéte jej.

Reseni. Zadany predpis ma smysl pro libovolné x a libovolné y # 0, tedy defini¢ni obor je D(g) =
= {(x,y) € R? : y # 0}. V piikladu 2.3 ¢) jsme vypocitali, Ze pro y # 0 je

Yy

gx(X,Y)Zm, gy(X,)’)Z

X
x2+y?
ProtoZe derivace jsou na D(g) spojité, totdlni diferencidl existuje. Je g, (—1,1) =1/2ag,(=1,1) =
= 1/2, takze
1 1
dg(—l,l)(h’k):gx(_l»l)h'i'gy(_l’l)k:§h+§k~ A

Poznamka 3.10. Véta 3.7 udava postacujici podminku existence totdlniho diferencidlu. Spojitost parci-

s w2z

alnich derivaci ale neni nutnou podminkou — viz nésledujici ¢ast pro zdjemce.

Pro zajemce

Uvedeme piiklad, kde funkce bude diferencovatelna v bodé (0, 0), ale nebude mit v tomto bodé spojité parcidlni
derivace. Nalézt takovou funkci nenf zcela trividlni.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

141. strana ze 476

5
"l

Zavrit dokument

l Celd obrazovka / Okno




Diferencial funkce 142

Nejprve najdeme pomocnou funkci ¢(f), ¢ € R?, kterd ma derivaci na celém defini¢nim oboru, jeZ ale neni
spojitd v ¢t = 0 (uvédomte si, Ze funkce majici derivaci, se kterymi béZné pracujeme, maji obvykle spojitou deri-
vaci). PoloZme

2 win 1

t - t #0,

oty = 47 Sy profF (viz obr., 3.4 a))
0 prot = 0.

Prot # 0 je

') = 2 sin * + 2 1( 1) 21 sin = !
= sin — COS— | —= ) = sSin — — CoS —
@ t t 12 t t

apro t = 0 vypocteme pifmo z definice
1) — (0 2sind — 0 1
o0 = lim 2O =O _ 5 T 70 rsint =0,

t—0 t—0 t—0 t t—0 1t

protoZe th_I;% t =0a—1<sin % < 1, tedy sin % je ohrani¢ena. Z toho soucasné plyne, Ze th_r)% ¢’ (1) neexistuje.
V opa¢ném pripadé€ by existovala i th_r)r(l) cos % = zll—I>I(1) (2t sin % = (p/(t)), coZ neni pravda, protoZe tato funkce pfi
t — 0 ¢im daél tim rychleji osciluje mezi —1 a 1 — viz obr. 3.4 b).
Nyni poloZme
f&x, ) =) + ().
ProtoZe f(0,0) = ¢'(0) = 0a f,(0,0) = ¢’(0) = 0, musi podle vztahu (3.2) a v&ty 3.2 v bodg (0, 0) platit pro
(h, k) # (0,0)

wh, k) =fO+h0+k)— f£(0,0) — (0,0~ — £,(0,0k = @(h) + @) .

Dile
. w(h, k) . w(h) . w(k)
Iim —— = Iim @ ———+ Ilm —=
(hJ)—(0,0) /B2 + k2 (=000 /h2 + k2 (hk)—(0,0) /B2 + k2
h? sin % k% sin %

= lim ——+ Ilm —.
(h,)—(0,0) A/h2 + k2 (h,k)—(0,0) /h2 + k2
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VRN
1849
v7
———————— — oo ss=ss || %) £
\ 10,0625 . ﬁ W 2SS
st
D b o
V PLZNI
COS %
t 0,7
______________________ -1
a) Graf funkce ¢(7) b) Graf funkce cos %

Obr. 3.4

Vzhledem k ohrani¢enosti i /~/h? + k (plati | /~/h?> + k*| < 1) asin +je

¥ h2 sin% y s 1 h 0

1m —_— = 1m SIN — ——— =

(hk)—0.0) /B2 + k2 (h.k)—(0,0) h /h? 4+ k2
w(h,k)

a totéz plati pro druhy scitanec. Ted lim
PR v J (h,k)—(0,0) v/ h2+k2

Parcidlni derivace v tomto bod& vSak nejsou spojité, protoze fi (x, y) = ¢'(x) a fy(x,y) = ¢'(y).

= 0 a funkce ma v bod€ (0, 0) totalni diferencidl.
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Z predchoziho vykladu je zfejmé, Ze vztahy mezi spojitosti, existenci parcidlnich derivaci a diferenco-
vatelnosti (tj. existenci totdlniho diferenciédlu) jsou znacné slozité. Proto na zaveér tohoto oddilu prislusné
vztahy pfehledné shrneme. Pfedpokladejme, Ze jde o funkci f, a v8e uvazujeme v bodé€ (xg, yo)-

df existuje = f jespojita (véta 3.4)

df existuje = fra fy existuji (véta 3.2)

fx a f, existuji pak df nemusi existovat (priklad 3.5)

f jespojitd a f, a f, existuji pak df nemusi existovat (piklad 3.6)

fx a f, jsou spojité = df existuje (véta 3.7)

df existuje pak f, a f, nemusi byt spojité (pozniamka 3.10)

Poznamenejme, Ze Zddnou z implikaci nelze obrétit.

Pro zajemce

Zavedeni diferencidlu funkce vice proménnych je jednoduché.
Necht f je funkce n proménnych definovand v okoli bodu x = (x1,...,x,) € R"ah = (hy,..., h,) € R".

Pak ||h| = vh% + .- + h2. Nechi ddle A = (A, ..., A,) € R". Uvazujme funkci
w(hy, ..., hy) =f(X1 +h1,--~»xn+hn)_f(x1’-~-axn)_Alhl — = Ayhy,.

Tu miZeme struénéji zapsat w (h) = f(x +h) — f(x) — (A, h), kde (-, -) je oznaceni skaldrniho sou¢inu na R".
(Toto oznaceni ma fadu pfednosti pied tim, které znaji studenti znaji ze stfedni $koly, tj. oznacenf teCkou A - h.)

Predpokladejme, Ze existuje takova n-tice A = (A1, ..., A,), Ze plati
wh) . fx+h) - fx)—(Ah)
—— = lim =0.
h—o0 ||k|| h—o0 Al
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Pak fikdme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bod€ x a lineédrni funkci dy (k) = (A, h) nazyvdme jeji diferencial.
Tedy
dy(h) = Athy +---+ Ayhy,.

Vektor A nazyvame gradient funkce f v bod€ x a znaéime jej grad f(x). Snadno se opét ovéfi, Ze nutné A; =
= fy,(x),i =1,...,n. Tudiz gradient je urCen jednoznacné a plati

de(h) = fx,(X)h1 + - + fr, ®)hy = (grad f(x), h),
grad f(x) = (fx; (X), ..., fx, (X)).

VSechny uvedené vysledky platné pro diferencidl funkce dvou proménnych plati i pro obecny pfipad. Zejména
spojitost vSech prvnich parcidlnich derivaci v bodé x zajisfuje diferencovatelnost v tomto bodé.

3.2. Geometricky vyznam diferencialu a jeho pouziti

Vime jiz, Ze z existence totalniho diferencidlu v bodé (xg, yo) vyplyva existence parcidlnich derivaci
v tomto bod¢. Vzhledem ke geometrickému vyznamu parcidlnich derivaci — viz obr. 2.2 — to znamen4,
Ze mame dvé piimky ?, f,, které jsou teCnami v bodé¢ M, = (xo, Yo, f(xo, yo)) ke dvéma kiivkam
lezicim na grafu funkce f(x, y), jeZ dostaneme jako prisecnice grafu s rovinami jdoucimi bodem My
kolmo k osdm x a y — viz obr. 3.5. Pfipomefime, Ze f(xo, yo) = tga a f,(xo, yo) = tg B.

Nejprve si feknéme, co to znamend, Ze rovina t o rovnici g: z = Ax + By 4 C je te¢nou rovinou
ke grafu funkce dvou proménnych. (Z naSich tvah vylou¢ime roviny, které nejsou grafem funkce, t;.
jsou rovnobézné s osou z, takZe mtizeme predpokladat, Ze koeficient u proménné z v rovnici roviny 7 je
nenulovy.)
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Obr. 3.5: Tecny ke grafu funkce dvou proménnych
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Definice 3.11. Rovina 7 o rovnici g: z = Ax 4 By + C se nazyva tecnou rovinou ke gratu funkce
f(x,y) vbodé Mo = (xo, Yo, f (X0, Y0)), jestlize
i) T prochazi bodem M,
y . fx,y)—Ax—By-C
ii) plati  lim =
@)= 0300 \/(x — x0)2 + (¥ — Y0)?

Nyni ukaZme, Ze rovina uréend piimkami #; at, je teCnou rovinou ke grafu funkce f (x, y) vbodé M.

Z podminky i) dostdvame, Ze plati f (xo, o) = Axo+ Byo+ C, takze C = f(xo, yo) — Axo — By
a po dosazeni do rovnice roviny mdme g: z = A(x — x9) — B(y — yo) + f(x0, Yo)-

Citatel v limit& druhé podminky je roven f(x, y) — g(x, y) a tato podminka vlastn& vyjadfuje, Ze
pomér (vertikdln{) vzdalenosti mezi grafy obou funkci v bodé (x, y) a vzdalenosti bodt (x, y) a (xg, Yo)
se neomezené bliZ{ k nule, jestlize se (x, y) blizi k (xg, yo), tudiz Citatel se bliZi k nule rychleji nez
jmenovatel.

Dosadime-li do druhé podminky za C, vyjde

Jx,y) = f(xo, yo) = A(x — x0) — B(y — yo) _
V@ =202+ (v = y0)?
Polozime-li x = xo +h ay = yy + k a porovndme-li vznikly vztah s definici 3.1, je zfejmé, Ze tato

podminka je rovnocennd poZadavku na existenci totdlniho diferencidlu v bodé (xo, yo). Musi tedy platit
A = fi(x0, ¥0), B = fy(x0, Yo). Celkov& dostdvame:

0.

(x,y)= (x0,0)
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Véta 3.12. Tecna rovina t ke grafu funkce f v bodé (xo, Yo, f (xo, yo)) existuje pravé tehdy, kdy?Z je
funkce f diferencovatelnd v bodé (xy, yo). Jeji rovnice je

T:z = fi(xo0, Yyo)(x — x0) + fy(x0, yo)(y — yo) + f (x0, Yo), (3.6)

resp. oznacime-li zo = f(xo, Yo), strucnéji
712 — 20 = d fixg,y0) (X — X0, ¥ — Yo)- (3.7
Poznamka 3.13. Nechf 7 je te¢nd rovina ke grafu funkce f vbodé T = (xo, Yo, f (xo, yo)). Piimka n

prochdzejici dotykovym bodem T a kolma k rovin€ t se nazyva normdla ke grafu funkce f v bodé T .
ProtoZe normdlovy vektor roviny T je ( fx(x0, ¥0), fy(xo0, ¥0), —1) , jeji parametrické rovnice jsou

x = xo + tfx(x0, y0),
Yy =Yo +tfy(xo, y0), teR,
z=29—t.

Piiklad 3.14. Najdéte rovnici te¢né roviny a normaly ke grafu funkce f: z = 2x%y —3xy3 + f +e*t
v bodé (—2, 1, ?).

Reseni. Vypocteme parcidlni derivace:
1 X
fo =4xy — 3y + — + &, fy =2x2—9xy2——2+2ex+2y.
y y

ProtoZe jsou spojité v celém D(f) = {(x,y) € R? : y # 0}, totdln{ diferencial a tudiZ i te¢n4 rovina
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existuje v kazdém bodé¢ defini¢niho oboru. Dosadime:

FE2,)=8+6-2+e"=13,  f,(-2,1)=8+18+2+2¢°=30.
fi(=2,1)=—-8-3+1+¢"=-9,

ProtoZe podle (3.3) je d fi_o.n(x +2,y — 1) = =9(x + 2) +30(y — 1), z (3.7) dostaneme
z—13=-9x+2)+30(y—1) = 9x —30y +z+35=0.

Normadlovy vektor te¢né roviny ke grafu funkce f v bodé€ (—2, 1, 13) je tudiZ roven n = (-9, 30, —1),
takZe parametrické rovnice normély jsou

x =-—2-—09¢,
y= 1430, teR,
z= 13 —1t. A

Piiklad 3.15. Najdéte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(x, y) = 2x2 — y?, ktera je rovnob&zna
srovinou p: 8x — 6y —z —15=0.

ReSeni. Nechf T znadi hledanou te¢nou rovinu. ProtoZe je rovina T rovnobéznd s rovinou p, jsou také
rovnobézné jejich normdlové vektory, tj. n, = kn,, kde k € R, k # 0.
Rovina p je zaddna v obecném tvaru, z néhoz ihned vidime soufadnice normalového vektoru

n, = (8, —6,—1).
Pro normélovy vektor te¢né roviny ke grafu funkce f plati

n. = (fx(xo, y0), fy(x0, y0), —1).
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Plati n, = kn,, tj. (f;(x0, Yo), fy(x0, Y0), —1) = (8k, —6k, —k). Tedy k = 1. Porovnanim prvnich
dvou slozZek dostaneme rovnice

fx(x0, yo) =8, fy(xo0, yo) = —6.

ProtoZe f.(xo, yo) = 4xo, fy(x0, Yo) = —2Yo, je 4xo = 8 a —2yo = —6. Prvni dvé soufadnice bodu
dotyku te¢né roviny jsou xo = 2 a yg = 3. Treti soufadnici vypo¢teme dosazenim do funkce f. Bod
dotyku je

(%0, Yo, 20) = (2, 3, —1).

Zbyva dosadit bod dotyku a hodnoty parcidlnich derivaci do rovnice tecné roviny:

7:7—(—1)=8(x—-2)—6(y—3) = 7: 8x—6y—2z+1=0. A

Vsimnéme si podrobné&ji geometrického vyznamu diferencidlu. Vyjdeme pfitom z oznaceni na obr. 3.6.

(V nasem pripad€ jsou souradnice vSech dale uvazovanych vektor nezdporné, takze se délky tisecek na
obrazku secitaji; obecné by mohlo jit i o rozdil.)

Rovina p je vodorovna a prochdzi bodem My = (xo, Yo, f (X0, yo)). Uréime soufadnice vektort
_—9 _—9 ra 2z . 2
MyN;| a MyN,. Z pravotuhlého trojihelniku MyKN; dostaneme

_ —
| KiNy || = MoK |l - tg <<(MoK 1, MgN1) = hfy(x0, Yo),

takze
—
MoN; = Ny — My = (h, 0, hfi(x0, y0)).

Analogicky dostaneme z pravouhlého trojihelniku My K, N,, Ze

==
MoN, = Ny — Mo = (0, k, kfy(x0, y0)).
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Obr. 3.6: Geometricky vyznam totdlniho diferencidlu
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a tedy celkové

MoN = MoN\ + MoN, = (h, k, hf:(x0, yo) + kfy(x0. y0)) = (R, k. d fixy.y0) (h, K)).

—
Avsak MoN = (h,k, |[KN||), coz znamend, Ze | KN| = d f(y, ) (h, k). Pro piiristek zdvisle
proménné vyjde

fxo =+ h, yo+k)— f(xo, yo) = IKM]| = [[KNI + INM|| = d fixg,y0) (h, k) + INM]|.

Srovndme-li toto vyjddfeni se vztahem (3.2), vidime, Ze | NM|| = w(h, k). Usek | K N || = d fixy.y,) (. k)
se nazyva linedrni ¢dst prirustku (jde o linedrni funkci), zatimco tsek | N M || = w(h, k) nelinedrni cast
priristku.

Geometricky predstavuje diferencidl v daném bodé¢ prirtistek funkce na tecné rovin€. Skute¢ny pii-
rustek f(x, y) — f(x9, Yo) je dan vztahem

&, y) = f(xo, yo) = dfixoy0 (B k) + (R, k).

Pokud nenf te¢nd rovina T rovnobé&znd s Zadnou z os x a y (tj. neni f,(xo, yo) = 0 ani f(xo, yo) = 0),
je nelinedrni ¢ast piiriistku w(h, k) podstatné mensi neZ linedrni ¢ast d f(x,, ) (1, k). Toho se vyuzivd

s Xz

k pribliznym vypoctim. Zanedbanim nelinedrni ¢asti dostaneme

fx,y) = f(xo, yo) +d fixg,y) (B, k) pro (x, y) blizké (xo, yo). (3.8)

Dnes v dobé kalkulacek a pocitact ztratilo toto pouziti diferencidlu v numerické matematice na vyznamu.
Nic se ale neméni na jeho pouZiti pti odvozovani fady vztahi ve fyzice (limitnim prechodem se nelinearni

¢ast pifrastku vici linedrn{ ,,ztrat{*) ani pfi ndhrad¢€ slozitych nelinedrnich tdloh jednodus$imi (i kdyz

méné ,,pfesnymi‘) linedrnimi dlohami (tzv. linearizace) v nejriznéjsich oblastech matematiky, fyziky
a disciplin na né navazujicich.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

152. strana ze 476

5
"l

Zavrit dokument

l Celd obrazovka / Okno




Diferencial funkce 153

Diferencidl se Casto pouZiva pro aproximaci absolutnich a relativnich zmén veli€in, které jsou zave-
deny takto:

Absolutni zména: Af(xo, ¥0) = f(xo+ h, yo+ k) — f(x0, Y0).

T Af(x0, yo)
Relativni zména: _—
f(xo0, y0)
Vzhledem ke vztahu (3.8) pfiblizné plati:
Af(x0, y0) = d fixg,yo) (B, k), (3.9
A , dfie vy, k
[0, Y0) . d g, y0) (1, K) (3.10)
S (xo, yo0) 1 (xo0, yo0)

Pti téchto aproximacich se dopoustime jisté chyby. Ta je dana v piipadé absolutni zmény funkci w (4, k)
ze vztahu (3.2) a v ptipadé relativni zmény vyrazem w (h, k)/f (xo, ¥0). Odhad této chyby je mozné
udélat pomoci Taylorova vzorce, se kterym se sezndmime v nésledujici kapitole v oddilu 4.2.

Priklad 3.16. Vypoctéte pomoci diferencialu pfiblizné nésledujici hodnoty:

a) 1,04>02, b) /2,982 + 4,052

Resent.

a) Ozna¢me f(x, y) = x”. Mdme ur¢it f(1,04; 2,02).
Zvolme (xg, yo) = (1,2)a(x — 1,y —2) = (h,k) = (0,04;0,02). Podle (3.8) dale plati
f(1,04;2,02) = f(1,2) +dfa12/(0,04,0,02). Je

fi=yx™ f=x"Inx = fi(1,2)=2-1'"=2, £,(1,2) =1*In1 =0.
Tedy d f(1,2)(h, k) = 2h a celkem obdrZime
1,04292 = £(1,2) + df(1.2(0,04,0,02) = 1> +2-0,04 = 1,08.
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b) Ozname g(x, y) = v/x2 + y%. Mdme urcit g(2,98; 4,05).
Zvolme (xg,y0) = 3,4 a(x —3,y —4) = (h, k) = (—0,02;0,05). Opét podle (3.8) plati
g(2,98;4,05) = g(3,4) +dg3.4)(—0,02; 0,05). Je

X y 3 4
G=E——, &H = = &GBH=-, G H=C.

/o + 2 ) /o +y2 3 Y 3
Tedy dg@.4)(h, k) = 0,6h + 0,8k a celkem obdrzime

V2,982 + 4,052 = g(3,4) + dg3.4)(—0,02; 0,05) =
=5-0,6-0,02+0,8-0,05=15,028. A

Piiklad 3.17. Viélcova nddoba méla mit podle ndvrhu polomér podstavy 1 dm a vysku 5 dm. Nepresnosti
vyroby byl polomér vétsi o 0,03 dm a vyska mensi o 0,1 dm. Odhadnéte pomoci diferencidlu absolutni
a relativni zménu objemu.

Reseni. Objem nadoby je dan vzorcem V (r,v) = mr?v. Oznaéme rg = 1, vg = 5, dr = 0,03
adv = —0,1. Pro absolutni zménu dostaneme ze vzorce (3.9) odhad

AV("Oa v()) = dV(ro,Uo)(dr’ dv) = Vr(r()a vO) dr + Vv(r()v UO) dv.

Protoze V, = 2mrv a V, = mr?, plati, Ze AV, v (dr, dv) = 2mtrguo dr + Trrg dv, a pro nase hodnoty
bude
dV.5(0,03; =0,1) =2n-1-5-0,03 4+ 7 - 12.(=0,1) = 0,27 = 0,63.

Déle pomoci vzorce (3.10) odhadneme relativni zménu:

AV (ro, v0) . AV (dr,dv)  dVis 40 (dr, dv)
V(ro, vo)

9

V (rg, vo) Tl?l’gv()
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takZe pro nase hodnoty vyjde:

dV(1,5)(0,03; —0,1) B 0,271’
n-12.5 T

=0,04.

Absolutni zména objemu je tedy pfiblizn& 0,63 dm? a relativni zména objemu je piblizné 0,04, tj. 4 %.
A

3.3. Vztah diferencialu, gradientu a smérové derivace

V tomto oddilu si v§imneme vyznamu gradientu a jeho vztahu k derivaci ve sméru.

Pfipomenime, Ze pro dva vektory u = (uy, u,), v = (v{, v2) z V, definujeme jejich skalarni souéin
(u, v) vztahem (u, v) = uv;+u,v,. (Nastfedni Skole se pouzivd oznaceni u-v, novy zplisob oznaceni je
prehledngjsi.) Pro velikost vektoru || u|| pak mame ||u|| = /(u, u) = V u% + u% a pro uhel ¢ nenulovych
vektord u a v plati (u, v) = |lul| - |v] cos¢g,kde 0 < ¢ < T.

Véta 3.18. Necht je funkce f: z = f(x,y) diferencovatelnd v bodé (xg, yo) a necht u =
= (U1, up) € V, je libovolny vektor. Pak existuje derivace funkce f v bodé (xo, yo) ve sméru vektoru
u a plati

df of af
d—(Xo, yo) = (grad f (xo, yo), u) = ——(xo, Yo) u1 + ——(xo, Yo) Us. (3.11)
u ox ay

Diikaz. Ozna&ime-li (1) = f(xo+tu1, yo+tus),je fu(xo, yo) = ¢'(0). ProtoZe f je diferencovatelna
v (X0, yo), promald h a k je f(xo + h, yo + k) — f(x0, yo) = fx(x0, Yo)h + fy(x0, yo)k + w(h, k),
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kde lim w(h, k)/~h*>+k* = 0. Tedy
(h,k)—(0,0)

, 0@ — ) . fi(xo, yo)tuy + fy(xo, yo)tus + @ (tuy, tus)
¢ (0) = lim = lim =
1—0 t 1—0 t
. w(tuy, tuy)
= fx(x0, yoJur + fy(¥0, yo)uz + lim % = (grad f(xo, yo), u),
protoZe lim w (tuy, tus)/t = 0. O

Ze Vtz_t)ahu (3.11) vyplyva, Ze je-li grad f (xo, yo) = 0 = (0, 0), je fu(xo, o) = O pro kazdy vektor
uc V2.

Nechf grad f(xg, yo) # 0. Najdeme vektor u, pro ktery je fy(xo, Yo) nejvetsi resp. nejmensi. Aby
nehréla roli velikost vektoru u, omezime se na jednotkové vektory, tj. budeme predpokladat, Ze ||u|| =
= L. Plati fu(xo, yo) = [l grad f (xo, yo)|| - llull cos ¢ = || grad f (xo. yo)|l cos ¢, kde ¢ je tihel mezi
jednotkovym vektorem u a vektorem grad f (xo, yo). Na intervalu (0, ) nabyva funkce cos ¢ nejvétsi
hodnoty, ato 1, pro ¢ = 0 anejmensi hodnoty, ato —1, pro ¢ = 7. Tedy derivace ve sméru je maximalni,
je-li u jednotkovy vektor souhlasné kolinearni s gradientem, a je minimalni, je-li u jednotkovy vektor
nesouhlasné kolinedrn{ s gradientem.

Je-li u # 0, pak u/||u| je souhlasné kolinearni jednotkovy vektor a —u/||u|| je nesouhlasné koli-
nedrni jednotkovy vektor s vektorem u. Plati tudiZ nésledujici tvrzeni.

Véta 3.19. Nechr grad f(xg, Yo) # 0. Pak smérova derivace fy(xo, Yo) ve sméru jednotkového vek-

grad f(x0,Y0) __grad f(x0,Y0)
[l 'grad f (xo,y0)l | grad £ (xo, o)l

hodnota je fu(xo, yo) = Il grad f (xo, yo) || @ minimdini hodnota je fu(xo, yo) = —Il grad f (xo, yo)ll.

toru u je nejvetsi pro vektor u = a je nejmensi pro vektor u = . Maximalni
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Diikaz. Zbyva jen ovéfit vzorce pro extremdlni hodnoty smérové derivace. Pro maximdlni hodnotu je

grad f (xo, yo) > _
| grad f (xo, yo)l
1

= T grad  Grg, yoyy (&2 G 30), grad £ G, 30)) =

|l grad f (xo, yo)1?
Il grad £ (xo, o)l

Ju(xo, yo) = <grad S (xo0, y0),

= | grad f(xo, yo)lI-

Analogicky se ur¢i minimalni hodnota. O

Gradient tedy urCuje smér, v némZ je smérova derivace nejvetsi resp. nejmensi, tj. smér, v némz
funkce nejrychleji roste resp. klesa.

Gradient miiZeme pftibliZit ndsledujicim zptisobem. Pfedstavme si lyZare stojictho na Sikmém svahu
(jenZ je grafem funkce f(x, y)) tak, Ze smér lyZi je kolmy k vrstevnicim a $pi¢ky miii vzhdru. Pak
velikost gradientu je rovna tangenté thlu, ktery sviraji lyZe s vodorovnou rovinou. Kolmy pramét lyZi do
vodorovné roviny ma stejny smér a orientaci (ur¢enou Spickami) jako gradient.

Piiklad 3.20. Je ddna funkce f(x,y) = +/4 + x2 + y2. Najdéte jednotkovy vektor u, pro né&jZ je

smérova derivace d{; v bod€ (xg, yo) = (2, 1) maximdlni, a urcete jeji hodnotu.

du
grad f (x0.y0)

Reseni. Podle véty 3.19 je smérova derivace maximalni ve sméru jednotkového vektoru u = Tarad Fxo ol °

pokud je gradient nenulovy. Staci tedy vypocitat gradient a jeho velikost.
Nejprve vypocteme hodnoty parcidlnich derivaci v zadaném bod¢:

2x 2

X 9 - x2’1:7’
feN =i 2 f@D=3
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2y 1
(x,y) = ——— = 2 1D==.
ki 2v/4+ x2 + y? 5 3

Gradient a jeho velikost jsou

| grad £(2. 1)]| = (g)z + (1)2 _ f

grad f(2, 1) = (i %) :

Derivace je tedy maximdlni ve sméru vektoru

2 1
oo G3) _ (i L)
= V55
a jejf hodnota je 2£.(2,1) = || grad £ (2, 1) = ¥ . 4

Piiklad 3.21. Je dana funkce f: z =4 — % — % abody A = (3, —1), B = (1, 4). Urcete:
1. gradient funkce f v bodech A a B,
2. derivaci funkce f ve sméru vektoru u = ﬁ v bodech A a B,
3. bod C lezici mezi A a B, v némZ je derivace funkce f ve sméru u rovna nule,

4. derivaci funkce f v bodé A ve sméru jednotkového vektoru souhlasné kolinedrniho s grad U (A).

Reseni. Ze soufadnic bodii A a B uréime soufadnice vektoru u = A—B) =B—-—A=(-2,5).Body A
a B je urCena pitimka p, jejiz rovnice je Sx + 2y = 13.

Graf funkce f,dseckauréena body A a B a priseCnice roviny, kterd je rovnob&Zna s osou z a prochazi
pifimkou p, s grafem funkce f jsou znazornény na obr. 3.7.
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Obr. 3.7
Vypocteme funkéni hodnoty funkce f:
3 1 59 1 4 71
A=d-" e =2 fB)=4— — =
A 4 9 36 F(B) 4 9 36

Hodnoty f(A) a f(B) jsou znazornény na obr. 3.7.
Ad 1. Vypocteme gradient v bodé (x, y):

grad f(x, y) = (=x/2, =2y/9).
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= -

df(B
grad f(4) 9
B

[

A

4

Obr. 3.8

Po dosazeni soufadnic bodti A a B dostaneme gradienty v téchto bodech:
grad f(A) = (=3/2,2/9),  grad f(B) = (—1/2, -8/9).
Na obr. 3.8 jsou zndzornény vektory grad f(A), grad f(B) a u.
Ad 2. Derivace funkce f ve sméru u v bodé (x, y) je podle véty 3.18:

9x — 10y

2
fulx,y) = (grad f(x, ), u) = —g L(=2) — ?y 5= 25
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Po dosazeni soufadnic bodii mame:

—31

37

Ad 3. Bod C, v ném? je derivace f, rovna nule, lezZi na pfimce p, ur€ené body A a B. Podle pfedchoziho
tedy jeho soufadnice musi spliiovat rovnice

9x — 10y

5 0, Sx +2y =13.

Jejich fesenim dostaneme soutadnice bodu C':
x =130/68, y=117/68.

Ad 4. Oznaéme v jednotkovy vektor souhlasné kolinearni s grad f(A). Podle véty 3.19 pak plati:

Fu(A) = |l grad f(A)] = \/ (—%)2 + (;)2 _ % .

Pro zajemce

Je-li f:z = f(x1,...,x,) funkce n proménnych, kterd je diferencovatelnd v bodé x* = (x,...,x;), md
v tomto bodé& derivaci fy(x*) v libovolném sméru u = (uy, ..., u,) € V,. Pfitom plati:

fu(x™) = (grad f(x™), u) = fi, &O)ur + - + fi, )y

Diikaz je zcela analogicky jako v pfipadé funkce dvou proménnych. Plati i véta 3.19.
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3.4. Derivace slozené funkce

Pruvodce studiem

Podobné jako u funkci jedné proménné je dilezité umét zderivovat sloZenou funkci, zndme-Ii derivace vnéjsi
sloZky i vnitinich sloZzek. Vzorce, které ddle uvedeme, maji velky vyznam zejména pfi feseni parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic. Pomoci nich je mozZné transformovat takové rovnice na jednodussi tvary. P¥i této aplikaci je
vnéjsi slozkou nezndmé reseni zadané rovnice, takZe se bez podobnych vzorct neobejdeme.

Nejprve si pfipometime, jak se derivuje sloZzend funkce jedné proménné. Nechf funkce u = g(x)
ma derivaci v bod€ xy. Oznaéme ug = g(xg). Ma-li funkce y = f(u) derivaci v bod¢€ u, pak sloZena
funkce y = F(x) = f(g(x)) ma derivaci v bod& xq a plati F'(xg) = f'(uo)g’ (xp).

U funkce dvou proménnych f (u, v) budeme dosazovat za ob&é proménné nové funkce u = u(x, y),
v = v(x, y) dvou proménnych x a y. SloZena funkce bude mittvarz = F(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)).
Navic si v§Simnéte, Ze v ndsledujici vété u vnéjsi slozky nestaci pouhy pfedpoklad existence parcidlnich
derivaci.
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Véta 3.22. Necht funkce u = u(x,y) a v = v(x,y) maji parcidlni derivace prvniho fadu v bodé
(x0, Yo). Oznacme ug = u(xg, yo), vo = v(Xg, Yo). Ddle nechffunkce z = f (u, v) je diferencovatelnd
v bodé (M(), Uo).
Pak sloZenad funkce z = F(x,y) = f (u(x, y), v(x, y)) md parcidlni derivace prvniho radu v bodé
(x0, Yo) a plati:

oF af ou af av
—— (%0, yo) = ——(uo, vo) —— (x0, Yo) + - (uo, vo) —— (x0, Yo),
ox ou ax av dx (3.12)
oF af ou af v i
——(x0, yo) = = (uo, vo) —— (x0, Yo) + ~= (1o, vo) —— (x0, Yo)-
dy ou dy av ay
Zkracené piseme
B — T S R T U Fyzfuuy+fvvy (3.13)
nebo take S G R
u v u v
S e e e (3.14)
ox ou dx  dv dx dy du dy  dv dy
Diikaz. Dokéazeme napt. prvni vztah v (3.12). Podle definice parcidlni derivace je
oF . F(x, yo) — F(xo, Yo)
7()6(), y()) = lim =
ox xX—x0 X — Xo
X, Yo), v(x, — f(u(xo, yo), v(xo,
_ lim f(ux, yo), v(x, y0)) — f(u(xo, y0), v(x0, Y0)) ' (3.15)
X—>X0 X — Xo

Oznaéme ¢(x) = u(x, yp), ¥ (x) = v(x, yo).Z definice diferencovatelnosti f v (i, vg) plyne existence
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funkce w(h, k), limw (h, k) //h* + k? = 0 pro (h, k) — (0, 0), takové, Ze

(B

fe(), ¥ (x)) = f(uo, vo) =
= fultto, v0)(9(x) — o) + fu (1o, v0) (Y (x) — vo) + w(p(x) — uo, ¥ (x) — vo)).
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Po dosazeni do (3.15) vyjde:

oF | fuluo, vo) (@ (x) — o) + fy (o, vo) (Y (x) — vo)
Ty 0- Yo) = Lim +

X — X0
w(px) — ug, Y(x) —v
N (9(x) — uo, ¥ (x) — o)) ' G
X — Xo
Dale

. 9(x) —ug . u(x,yo) —u(xo,yo) Ou

lim ———— = lim = —(xo0, Yo),
x—=x0 X — Xo xX— X0 X — Xo 0x

. Y(x) — v . v(x, yo) — v(xo, yo)  dv

lim —~——— = lim = —(x0, Y0)-
X—>X0 X — xO X—>X0 X —xO ax

Nyni pro x # xg je
w(p(x) — ug, ¥ (x) — vp))

X — X0

B a)((p(x) —u(),l//(x)—vo)) \/(ga(x)—uo)2 (W(x) _U0)2
= 4+ [ —— | -sgn(x — xp).
V(@) —uo)? + (¥ (x) —v)> | \ X = %o X —xo
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A7 RN
Z existence parcidlnich derivaci u a v podle x v bod€ (xg, yo) plyne, Ze funkce ¢ (x) a ¥ (x) jsou spojité ® || =
Vv X, tj. lim @(x) = uga lim ¢ (x) = vg. Tedy '5% G
X—>X0 X—>X0 Qs>

5 w(p(x) = ug, ¥ (x) — vo))
m
=30 /(@(x) — up)? + (Y (x) — vp)?

2 2
lim \/(m> + (m) = \/u,%(xo, yo) + v (xo, Yo).
X—>XQ X — Xo X — X0

ProtoZe vyraz sgn(x — xg) je ohraniceny, je celkové

i o(p(x) — ug, ¥ (x) — vy))

X—>x0 X — Xo
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=0.

Nyni z (3.16) mdme

. (x)—u . Y(x) —v
a—(XO» yo) = fu(uo, vo) lim g + fo(uo, vo) lim s
X xX—=>x0 X — Xq xX—=>x0 X — Xg
+ lim w(p(x) — ug, ¥ (x) — vp)) _
X—x0 X — Xp
= fu(uo, vo)u, (xo, yo) + fu(uo, vo)vx(xo, Yo). A
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2 TR
Piiklad 3.23. Je d4na funkce f(u, v) = u’>+ v’ kdeu = x—y,v = % Urcete prvni parcidlni derivace " 5
sloZené funkce F(x,y) = f(x — y, %). SN 4

y 4'/0“. >
Reseni. Vechny funkce maji spojité parcidlni derivace ve svych defini¢nich oborech, takZe mtiZzeme
pouZit vzorec (3.13). Plat: D J mossn
fu,v) =u®>+0° = fu =2u, fo = 2v,
ux,y)=x—y = u, =1, uy, =—1,
X 1 X
v(x,y) = — = vy = —, vy =——
y y y
Tedy
1 x 1 2x
Fr=2u-1+2v- —=2x—y)+2--—=2x -2y + —,
y y y y
X X X 2x?
Fy=2u-(~1)+2v- (——2) — 2x—y-2- S =42y
y yoy y
Funkce F md tvar F(x,y) = (x — y)> + ’y‘—z, takZe predchozi vysledek snadno obdrzime pfimym

derivovanim (ovéite si to pro kontrolu) a vzorec pro derivovani sloZené funkce viibec nepotiebujeme.
Pokud vsak vnéjsi slozka neni zndma, je pouZiti tohoto vzorce nezbytné — viz napft. nasledujici priklad.

A

Priklad 3.24. Transformujte diferencidlni vyraz yf,(x, y) — xf,(x, y) do poldrnich soufadnic x =
= pcos¢, y = p sin ¢. Pfedpokldddame, Ze funkce f mad spojité prvni parcidlni derivace.
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Reseni. Jak uvidime, budeme potfebovat vyjadieni p a ¢ pomoci x a y. Dostaneme

24y = p2cos?p + pPsin? g = p
y _ psing

X pcose

gy

v

(Pro x < 0 musime pficist 1t.) Ddle mame

= p=/x2+y2, TS
= <p:arcth prox > 0.
X ZAPADOCESKA

’ UNIVERZITA
V PLZNI

f@d0=fuw%¢4mm¢%=Fw40=F(vﬂ+ﬂﬂam%§>

Ve vzorci (3.13) se ndm tedy zaménila role f a F a vnitini sloZky jsou oznaceny p a ¢ misto u a v. Nyn{

si pfipravime parcidlni derivace vnitfnich sloZek.

L, 2N—1/2 X 1 y y
= — (X —|— -2_x:—’ = <——>: 9
px =5 &7+ ) %2+ 2 Px [+ () P X242
L SN Yy 1 1 X
oy == +y) 2.2y = —— |, ©, = L=
Y= 5 \/m 7 1_,_(%)2 x  x24y?
Odtud a z (3.13)
X y y X
= Fy——— — F, ——, =F +
f P /—x2+y2 ¢x2+y2 fy P /—x2+y2 x2+y2
Po dosazeni do zadaného vyrazu obdrzime
2 2
Xy y Xy X
(x,y) —xfilx,y)=F — F, — F —
e e = R T i T e ey
2 2
X+ [z
=_¢7_%=_@~
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V parcidlnich diferencidlnich rovnicich, které se vyskytuji v matematické fyzice, hraji dtleZitou roli
rovnice druhého fadu, tj. rovnice obsahujici druhé parcialni derivace neznamé funkce. Podivame se proto,
jak budou vypadat vzorce pro druhé parcidlni derivace sloZené funkce. L.ze dokazat nésledujici vétu:

Véta 3.25. Necht funkce u = u(x,y) a v = v(x,y) maji parcidlni derivace druhého rddu v bodé
(x0, Y0). Oznacme uy = u(xg, Yo), vo = v(xo, Yo). Ddle necht funkce z = f(u,v) mad parcidalni
derivace druhého 7adu v okoli bodu (uy, vy), které jsou v tomto bodé spojité.

Pak sloZend funkce z = F(x,y) = f (u (x,y), v(x, y)) md parcidlni derivace druhého Féadu v bodé
(x0, Yo) a plati:

W = fuu Mi +2fuv UxVy + fvv Uf + fu Uxy + fv Uxxs
ny = fuu UxUy + fuv UyxVy + fuv Uy Uy + fvv Ux Uy + fu Uxy + fv Uxy, (3.17)
I = s ui + 2 fuv UyVy + fou v§ + fultyy + fo Uyy.

Parcialni derivace funkci F, u a v maji argument (xo, Yo), parcidlni derivace funkce f maji argument
(1o, vo).

Diikaz. DokdZeme napt. prvni vzorec, diikaz ostatnich je analogicky.

Podle diisledku 2.8 aplikovaného na f;, a f, dostaneme, Ze v jistém okoli bodu (ug, vg) jsou f, a f,
spojité, a tedy podle véty 3.7 je funkce f v tomto okoli diferencovatelnd. Zejména tudiz v bodé (xg, yo)
plati vztahy (3.13), tj. Fy, = f,, uyx + f, Uy

Uvazme, 7e Fy, = % F, = %( Jfuux+ fy vy). Vyraz, ktery mame derivovat, ma tvar souctu a kazdy
s¢itanec ma tvar soucinu. Pfi derivovani f, a f, vyuZijeme skute¢nosti, Ze f,, = f, (u (x,y), v(x, y))
af, =\ (u (x,y), v(x, y)) jsou opét sloZené funkce proménnych x a y, a proto mtizeme k vypoctu
jejich derivaci vyuZzit vztahi (3.13), ve kterych misto f dosadime f;, resp. f, (tyto funkce jsou diferen-
covatelné podle véty 3.7, protoZe maji spojité prvni parcidlni derivace — to je zajiSténo predpokladem
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o existenci spojitych druhych parcidlnich derivaci funkce f). Pfi Gpravich pak vezmeme v uvahu, Ze
podle véty 2.11 je fuv = fou-

a

0 0 0
Fxxzinzi uUx vUx) = T UJullx S U Ux) =
ox ax(fu + fovx) ax(f”)+ax(fv)

0 0
= ?(fu)ux + fu Uy + 7(fv) vy + fv Uxy =
X ax

= (fuu uy + fuv Ux) Uy + fu Uxy + (fvu Uy + fvv V) Uy + fv Uxx =
= fuu s 4 fuo Vxlhx + fou V3 + fou theVx + futhex + fo Uxx =
=fuuui+2fuvuxvx+fuvv§+fuuxx+fvvxx- O]

Poznamka 3.26.
i) Vzorec pro Fy, bude obdobny jako pro Fy,, jen misto u,, a vy, bude obsahovat u, a vy, (pfedpo-
klady obecné nezarucuji zameénitelnost).

N P4

ii) Pro snadn€jsi zapamatovani vzorct (3.17) existuje mnemotechnickd pomticka. Napft. pro F,, umoc-
nime pravou stranu vzorce F, = f,u, + f, v, na druhou. Vyjde fu2 u?c + 2 f, fourve + f,f vf.
Nahradime-1i nyni druhé mocniny nebo soucin prvnich derivaci f, a f, odpovidajicimi druhymi de-
rivacemi, tj. fu2 — fuu> fufo = fuv apod., dostaneme f,, u)zc 4+ 2 fuv Ux Uy + fou vf, cOZ jsou praveé
prvni tfi ¢leny ve vzorci pro F,,. Nesmime zapomenout ptidat zbyvajici dva Cleny f, uxy + fy Vxxs
které odpovidaji druhym s¢itancim pfi derivovani souéind f, u, a f, v,.

Vzorec F), dostaneme formdlnim rozndsobenim ( f,, u, + f, vy)(f, 4, + f, v,), ndhradou za souciny
fu a f, adoplnénim dvou poslednich ¢lend.
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Piiklad 3.27. Vypoctéte druhé parcidlni derivace funkce f(2x — 3y, 3x + y), vite-li, Ze f ma spojité
parcidlni derivace druhého fadu.

Reseni. Oznaéme F(x,y) = f(2x —3y,3x +y)au =2x — 3y, v = 3x + y. Pak
U, =2, Ty — =), Wiy — Uyy — Uy — Uy = 0,
vy = 3, v, =1, Urx = Uyy = gy = Uyy = 0L
Podle (3.13) je Fy = 2f, + 3 fu, Fy = =3 fu + fv apodle (3.17) je
Fix = fuu 22 +2fuu2 -3+ fvv 32 = 4fuu + 12fuv +9fvv,
ny = fuuz (=3) + fuv2 -1+ fuv (=3)-3+ fvv3 1= _6fuu _7fuv +3fvva
Fyy = fuu (_3)2 +2fuv (=3) -1+ fvv 12 = 9fuu - 6fuv + fvv-

Ze spojitosti plyne, Ze Fy, = F\,. Vzhledem k tomu, Ze druhé derivace vnitinich sloZek jsou nulové (to
se stane vZdy, kdyZ to budou linedrni funkce tvaru ax + by), je vyhodné pouZzit poznamku 3.26 ii). Napf.
F, = 2f, + 3 f, a formalnim umocn&nim a nihradou ( f,)> — f,. a pod. snadno dostaneme vysledek
pro Fi,. A

Priklad 3.28. Transformujte do poldrnich soufadnic laplacidn Af = fi, + f,,.
Reseni. VyuZijeme ozna&eni a vypocty z piikladu 3.24. Op&t mame
. Yy
f&x,y) = f(pcosg, psing) = F(p,p) = F(\/x2 + y?, arctg ;),

takZe ve vzorcich (3.17) mdme bohuZel zaménény role F' a f. Déle jsme vypocitali, Ze
X y y X

= P T e T ey YT ey

@:
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Diferencial funkce

Odtud dostaneme druhé derivace (py, a ¢, ur¢ime ze symetrie):

/2 2 _ x
X“+y X el y2 2

Pxx = = s Pyy = —F—————= >
x2+y? /(x2 + y2)3 Y /(x2 + y2)3
0-y-2x 2y 2y D o
R R T T

Dale podle (3.17) je (pfedpokladdame, Ze f ma spojité druhé parcidlni derivace)

fxx=Fppp§+2Fp<ppx(px+F<p(p§0;%+Fppxx+Fg0§0xx=

B S 1Y +F Y’ 4
P x2y2 P+ y2)3 P (x2 + y2)2
2
y 2xy
+F

SV

2 2
Sy = Fop 05 + 2Fpp py @y + Fop 03 + Fp pyy + Fy 9y =

P Y X L F Ll
P X2y (2 /(x2 + y2)? % (x2 + y2)2
2
X

F, ,
4 (xz + y2)2

2xy

F —F, :
VD E R e Dk

Celkové dostaneme po dpravé (je p = v/x2 + y2):

1
Fpp“‘;Fw“‘

1 1
+fy=Fp+Fpy——+F————==
Jax + foy pp T4y P T

1
S
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Pro zajemce

Uvedeme nyni vzorec pro prvni parcidlni derivace sloZené funkce v obecném piipadé. Uvédomme si, Ze vné&jsi
slozka a vnitfni slozky mohou mit obecné riizné pocty proménnych.

Predpoklddejme, Ze funkce f: z = f(y),kde y = (y1,..., ym) € R™, je diferencovatelnd v bod& y* =
= (3, ..., yp). Necht déle funkce ¢1: y1 = @1(X), ..., O Y = @m(x), kde x = (x1,...,x,) € R", maji
parcidlni derivace v bod& x* = (x|, ..., x), pfiemZ ¢; (x*) = y/,i = 1, ..., m. Pak sloZend funkce

F(xl,...,xn)=f(<p1(x1,...,xn),...,gom(xl,...,xn))

neboli struéné F(x) = f (<p1 X)), ...y Om (x)) ma v bod€ x* parcidlni derivace prvniho Fadu, pfi¢emz plati
oF of .. 0p1 of . 00m
—(x — — —(x ++7 —(x"),
ox; (x") oy, ) ox; (x™) v ) ox; (x™)

i=1,...,n. Strucné

F)Ci = fyl(pllxi i fym(pmlxi'

Obdobné Ize derivovanim predchozich rovnosti odvodit vzorce pro druhé derivace. Vysledky jsou vSak dost nepre-

v

hledné a je vyhodné&jsi pouZit maticové zapisy.

Jako ukdzku uvedeme transformaci laplacidnu Au(x) =y y, (X) 4 - - - + Uy, x, (x¥) pro radidlné symetrickou
funkci, tj. pro funkci, jejiZ hodnota zavisi pouze na vzdalenosti od pocitku r = || x| = V x12 4+ + xr%. Predpo-
kladejme tedy, Ze u(x) = v(r) = v(v x12 4+ + x,%), kde funkce v m4 spojitou druhou derivaci v” pro r > 0.

Prox #(0,...,0)ai =1, ..., n postupnym derivovanim dostaneme:
X
Uy; =U,(")'ﬁ,
xl e x
” xi2 ' ’ 1 ’ Xi
Mx,-x,-=U(”)'ziz—i-v(r)'ﬁ—v(r%xi- - =
x1+...+xn x1+...+xn Q/(x1+...+xn)

@:
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VIR
1849
Dosazenim do Au(x) po dpravich vyjde
AL A
" ’ n ’ 1 1 n—1, ‘:’h“k' \\\“"'&
Aux)=v"'F)+v' (@) - — =0 (@) - —=v'(r)+ v'(r). (L
r r r
Tento vysledek umoziiuje snadno najit vSechna radidlné symetricka feSeni Laplaceovy parcidlni diferencidlni rov- A TR
nice Au(x) = 0. P univerzita
V PLZNI

Pojmy k zapamatovani

— diferencidl funkce

— diferencovatelné funkce

— gradient funkce

— te¢nd rovina ke grafu funkce
— normdla ke grafu funkce

— derivace sloZené funkce

Kontrolni otazky

. Kdy je funkce dvou proménnych diferencovatelnd v daném bodé?
. Vysvétlete pojem totélni diferencial.

. Vysvétlete geometricky vyznam totdlniho diferencidlu.

. Co je to gradient funkce v daném bod¢?

. Jaky je vztah gradientu a smérové derivace?

A L B W~

. Jak pocitdme derivaci prvniho fddu sloZené funkce dvou proménnych?
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1849
7. Jak pocitdme derivaci druhého fadu sloZzené funkce dvou proménnych? \ =
= N

8. Napiste rovnici tecné roviny a normaly ke grafu funkce v daném bodé.

9. Popiste moZznosti vyuZiti diferencidlu dané funkce v praxi.

v ow s ’ ZAPADOCESKA
Priklady k procviceni sl:lLvZE"nlzm
1. Vypoctéte totdlni diferencial funkce f v bodé A pro dané dx a dy, popt. dz:

Q) fiz= "z—x—yﬁ A=(2,2),dx =0,03;dy = 0,01;

b) fiz=x4+y—+x2+y2, A=3,4),dx=0,1;dy =0,2;
¢) f:z=eY, A=(1,2),dx =-0,1;dy =0,1;

d) f:z=arctg’§‘, A =(1,3),dx =0,01;dy = —0,05;

e) f:z:arccotg%, A=(2,1),dx =0,01;dy = 0,05;

f) f:u=2sinyarctgz, A =(—4, %, 0), dx = 0,05; dy = 0,06; dz = 0,08.

2. Porovnejte totdln{ diferencidl d f (A) a prirtistek Af (A) pro f, A a pfirtstky dx, dy:

a) f:z=4xy, A=(@3,2),dx = —-0,2;dy =0,2;
b) f:z=4xy, A=(3,2),dx =—-0,02;dy = 0,02;
o) firz=Inx*+y?), A=(@2,1),dx =0,1;dy = —0,1;

5 _ X= — — o —
& frz=22, A=(1,3),dx=0,l;dy=—02.

3. Vypoctéte totalni diferencidly prvniho fadu funkce f v obecném bodé:

Q) f:z=3x2—2y3, b) fiz=532, & fiz=yln2x,

xz—y

d) f:z:ey, e) f:z=x", f) f:z=arctgxy,
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4.

[

9 fru=/2+y2+22, b fru=2, ) fiz=(x—?,
i) frz=Iny/x2+y2, k) f:z=Incotgy, D frz=arctgiyy.
Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizné:
1,02 1,03
tg 505 b) /1,023 +1,973, . ,
@) arctg s ) + ©) 3/0.98-1,05*

d) arcsin ?’gg , e) 1n(0,972 +0,052), f) 0,05°-0,02

V nésledujicich prikladech pouZijte pro vypocet totdlni diferencidl a vzorce (3.10).

5.

10.

Vypoctéte s presnosti na dvé desetinnd mista objem kuZele V a urcete odhad absolutni zmény objemu, jestlize
vySka kuzele je h = (15 £ 0,3) cm a polomér zékladny je r = (8 &= 0,2) cm. Urcete relativni zménu objemu.

. Strany trojihelnika jsou a = (200 £ 2) m, b = (300 £ 5) m, thel mezi nimi je y = (60 & 1)°. Vypoctéte

s pfesnosti na dvé desetinnd mista délku strany ¢ a odhad absolutni zmény délky strany. Urcete relativni zménu
strany c.

. Odvésny pravouhlého trojihelnika, méfené s presnosti 0,1 cm, jsou 12 a 16 cm. Vypoctéte s pfesnosti na dvé

desetinnd mista délku piepony ¢ a odhad absolutni zmény této délky. UrCete jeji relativni zménu.

. Rota¢ni kuzel mé polomér zdkladny » = (10,2 £ 0,1) cm a délku pobo¢né hrany s = (44,6 & 0,1) cm.

Vypoctéte s presnosti na dvé desetinnd mista jeho objem V' a odhad absolutni zmény tohoto objemu. Urcete
jeho relativni zménu.

. Rovnoramenny trojihelnik méd délku ramene @ = (25 & 1) cm a dhel pfi zdkladn€ o = (30 &= 1)°. Vypoctéte

s presnosti na dvé desetinnd mista jeho obsah P a odhad absolutni zmény tohoto obsahu. Urcete relativni
zménu obsahu.

O kolik cm® se zméni pfiblizn& objem kuZele s polomérem podstavy r = 10cm a vyskou & = 10cm,
zvétsime-li polomér podstavy o S mm a vysku o 5 mm zmensime?

o

R

o
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

O kolik pfiblizn€ musime zménit vySku komolého jehlanu se ¢tvercovou zdkladnou s délkami hran a = 2m,
b = 1m a vyskou v = 1m, jestliZe a zvétsime o 7cm a b zmensime o 7 cm, chceme-li, aby objem zistal
nezménén?

Rozhodnéte, zda je funkce z ptikladu 2.15 diferencovatelnd v bodé (0, 0).

Ovéite, Ze funkce f: z = \/_x);TLyZ , (x,y) # (0,0), £(0,0) = 0, je spojitad a mé parcidlni derivace v R?,

ale neni v bodé (0, 0) diferencovatelna.
Vypoctéte parcidlni derivace fx(0,0) a f,(0, 0). Je funkce f diferencovatelnd v bodé (0, 0)?

> fzzz{xﬁ?y9 (x.y) # (0,0), b fzzz{xf%, . y) # (0,0),
0. G&N=00, 0, (=00

Najdéte rovnici te¢né roviny a normdly ke grafu funkce f v bod€ T :

a) z=2x2y>4+3xy>, T, —1,?), b) z=In2x> -8y, T(2,1,7),

0 z=+0—2—32, T(l, -2, d z=32,TC, 19,

e) z=xe*t> T(=2,3,7), f) z=&2+y)sinnx, T, -2,7),
9 z=arctg?, T(=2,2,9), hy z=e¥" T(2,0,7).

Na grafu funkce f najdéte bod, v némz je te¢nd rovina rovnob&znd s rovinou p :

a) fiz=x>4+y3 p:12x+3y—z=0,

b) f:zzm,p:ax+by—z=0,
o fiz=x*—y% pix+y+2z=0,

d f:z=x" p:x—z=0.

ZAPADOCESKA
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17.

18.

19.

20.

Najdéte jednotkovy vektor u, pro néjZ je smérova derivace %é funkce f(x, y) v bod€ (xo, yo) maximalni,
a urcete jeji hodnotu.

a)  flx,y) =x*+x2y2 4+ y* (x0.y0) = (1, 1),
b)  f(x,y) = cotg(xy), (x0,y0) = (7, 1),

o f@x.y)=@&—»* (o, =@ 1),

d [, y) =arctgt, (0,30 = (%, 3),

e f(x,y)=In(x*+y?), (xo, ) = (1,2),

D [ = g (0,y0) = (=1,2),

2 fx,y,2) =x>+y* =2z (x0, Y0, 20) = (2,0,0).
Urcete nejveétsi spad grafu funkce f: z = ./xy v bod€ (4, 2).

Vypoctéte prvni a druhé derivace sloZené funkce F(x,y) = f (u (x,y), v(x, y)) , vite-li, Ze f je diferenco-
vatelnd :

a) fQ@2x—3y,x+2y), b)) fx+y,x—y)), ¢ f(=3x+y, 2x—3y),
A fly, x2—y?), e) f(f%) f)  f(xcosy,ycosx).

Transformujte diferencidlni rovnici pro nezndmou funkci z = f(x, y) na rovnici s nezndmou funkci Z =
= F(u,v),kde f(x, ) = F(u(x, y), v(x, y)):

Q) XZyx +YyZxy =0, u=y, v=

==

b)  Zxx —22xy +2yy +22x =0, u=x+y, v=y,

I — 2xyZxy +yzzyy =0, u=xy, v=y,

d) zZxx+3zy +2zyy=x+y, u=y-—-2x, v=y-x,
€) Zex+2%y —32;y =0, u=-3x+y, v=x+y.

ZAPADOCESKA
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21. Transformujte do polarnich soufadnic x = pcos¢g, y = p sin ¢ diferencidlni vyraz V — viz pfiklad 3.24.
Funkce f ma spojité prvnf parcidlni derivace:

a) Vv =xfy_yfx,

KIli¢ k piikladim k procviceni

1. a) 0,02

2.a) df(A) =0,8; Af(A) =0,64;
¢) df(A) =0,04; Af(A) =0,0431;

3. a) 6xdx — 6y>dy,
(1
d) ey(yldx—ﬁdy),
——(xd d dz),
2) m(x x +ydy +zdz)

h) Z%(yz dx +xzdy —xydz),
D mzGdx +ydy),

1
x2+4y

4. a)
d

[SNEENE]

0,09
V3

+ 0,035 = 0,8204;
0.9 - (,4716;

b V =fi+ (2

—0,739; d) 0,008;

) V =yfy+xfx.

0,018; f) 0,005.

b) df(A) = 0,08; Af(A) = 0,0784;
d) df(A) = 0,0625; Af(A) = 0,0641.

4xy(xdy—ydx)
(XZ_yZ)Z )

e) xy_l(ydx +xInxdy),

2
k) —m(ydx—xdy),
b) 2,95;
e) —0,06;

5. V=3%r*h,V = (100531 +70,37)cm’, 7 %.

6. ¢ = /a2 4+ b2 —2abcosy ,c = (264,58 +7,59) m, 2,9 %.

7.c=+a?+b%,c=(20+0,14)cm, 0,7 %.

8 V=

wla

r2Vs2 — 2,V = (4730,41 + 101,39) cm?, 2,1 %.

¢) 2dx +1In2xdy,

D T (dy +xdy),

i) 2(x — y)(dx —dy),
1)) ﬁ(ydx —xdy).
c) 1;
f) 0,98.
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VIRV
9. P = "72 sin2a, P = (270,63 & 27,10) cm?2, 10 %.
AT <
R 5
10. V = 3 r%h,dV (10, 10) = 23 = 52,36cm’. s>
1. V="2%@?*+ab+5%,dV(2,1) = 0= dh = —0,01, tedy zmensit o 1 cm.
ZAPADOCESKA
>
12. Je. Bud piimo z definice (fx(0,0) = 0 = £, (0, 0)), nebo ovéite, Ze fy a f jsou spojité v (0, 0) a pouZijte D Ve

vétu 3.7.
13. fx(0,0) = 0= £,(0, 0).

14. a)  f,(0,0) =0 = f,(0, 0). Neni diferencovateln4, protoZe neni spojitd — viz piiklad 1.24.
b)  fx(0,0) =0 = f;(0, 0). Nenf diferencovatelnd, protoZe neni spojitd — viz piiklad 1.25.

15.a) x+5y—z+3=0, b) 3x—2y—z—4+4+In8=0,

x—1 _ y+l _ z+1 x=2 _ y=1 _ z-In8
1 — 5 — -1 3 =2 = -1 >

) x—2y+4+2z—-9=0, d 2x—4y+4+z-3=0, e) Sx+4y+z=0,
x—1 _ y+2 _ z=2 x=2 _ y=1 _ z-3 x4+2 _ y=3 _ z42
I — =2 =772~ 2 T —F T 710> 5 — 4 T 1 °

) Sux+z—51=0, g x+y+2z4+2=0, h) 4x+z—-9=0,
x—1 _ y+2 _ z x+2 _ y=2 _ ztw/4 x=2 _y _z-1
Sn. — 0 T 1° 1T -1 — 2 > 4 — 07 1

16. a) (2,1,9), 2,-1,7), (-2,1,=7), (=2,—1,-9).

b (. = =), -1.3.0), d (1,1, 1.
) N1+ 402 T 1402402 T 142 +b? 9 (~2.2.9) ) )

1 1 _ 2 T
17.0) (J5. J5). lerad £(1, DIl = 6v2 b (- A)

7244

o

| grad f(m/2, )| = Y2+
=5) lgrad f2. D] = 4v2, d (L, —4), lerad F(V3/2,1/2) =1,

c)(

Si-
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18.

19.

HE,

o
(=]
Q

© (L.20), lerad £(1,2) = 28, D (—%) lend f(-1,2)] = 52,
9 (F%.0.—75). llgrad £2,0,0)] = 2V5. xS
—grad f(4, 2) = (_JTE, _\/TE), “ grad f(4y 2)” = @ D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
a) Fy=2fu+fo, Fy:_3fu+2fv9 VLN
Fxx=4fuu +4fuv+fvv, ny:_6fuu+fuv+2fvv,
Fyy =9fuu — 12 fuv + 4 fov
b) szfu+fv’ Fyzfu_fv’
Fxxzfuu+2fuv+fvva nyzfuu_fvv,
Fyy = fuu — 2fuv + fov,
o) Fx=-3fu+2fy, Fy:fu_?’fv,
Fxx=9fuu_12fuv+4fvv: ny=_3fuu+11fuv_6fvv,
Fyy = fuu — 6.fuv + 9 fov,
4 Fy=yfu+2xfy, Fyzxfu_ZJ’fva

Fyy = yzfuu + 4x}’fuv + 4x2fvv + zfv s
Fry = xyfuu + 20 — ¥2) fuv — 4x3fun + fu»
Fyy = xzfuu —4xy fuy +4y2fvv —2fv,

€) Fx=%fu_}%fv’ Fy=_%fu+)lcfv7
2 2
Fox = ;lffuu_;szuv‘i‘%[fvv‘l‘%fvy
2 1 1
ny=_2;_3fuu+x_yfuv_)%fvv_y_zfu_x_zfv,
Fyy:)y%fuu_yz_zfuv'k)%fvv'i'%fua
f)y F,=cosyf, —ysinx f,, Fy=—xsiny f, +cosx fy,
Froe = cos2y fuu — 2y Sinx cos y fup + y2sin®x foy — ycosx fy,
Fyy = —xsinycosy fu, + (xysinxsiny + cosx cos y) fuy —

—ysinxcosx fyy, —siny f, —sinx fy,
28in% y fuu — 2X SN Y COSX fuy + COSZ X foy — X COS Y fu .

Fyy =x
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20. ) 02 Zyy+ 2 Z, =0, ) Zuw+2Z, =0,
d) Z,, =-3v+2u, e) Zu,=0.

21.a) F,, b s Fy
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Test — totalni diferencial

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

1. (1b.) Mé-li funkce f dvou proménnych v bodé (x, yo) totdlni diferencidl, pak je v tomto bodé . ...

rostouci klesajici
nespojita spojitd
. - ) af of PR g
2. (1b.) M4-li funkce f dvou proménnych v bodé (xg, yo) ... I a W’ potom totdlni diferenciél
X y
v tomto bodé¢ existuje.
nenulové parcidlni derivace spojité parcidlni derivace
nulové parcidlni derivace parcidlni derivace
3. (1b.) Existence obou prvnich parcialnich derivaci funkce dvou proménnych je ... pro existenci to-

talniho diferencidlu.
nutnou podminkou postacujici podminkou

4. (1b.) Rozhodnéte, zda plati. Pokud totdln{ diferencidl existuje, je urcen jednoznacné.

Ano. Ne.

5. (1b.) Totdlni diferencidl funkce f(x, y) = x> 4 siny v bod& (x, y) je roven
x*dx +sinydy (x3/3)dx — cos y dy
2xdx —cosydy 2xdx + cosydy

ZAPADOCESKA
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o
6. (1b.) Jestlize f(x, y) = ..., pak totdlni diferencidl v bodé (x, y) jedf = ydx + x dy. ® I!,!I o7
1 1 :}- IsTRANS {5’
SV o x/y
y/x Xy

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

7. (1b.) Te¢nd rovina ke grafu funkce z = f(x, y) v bodé& (xq, yo, zo) je ddna rovnici

Jx(x0, yo) + fy(xo0, Yo) =2 — 20
20 — z = d f(xo, yo)
(x — xo0) fx (x0, o) + (¥ — y0) fy(x0, Yo) — (z —20) =0

(x — x0) fx (x0, o) + (¥ — y0) fy(x0, Yo) = 2

8. (1b.) Normala ke grafu funkce z = f(x, y) v bod€ (xg, Yo, Zo) ma rovnici

(x — xo0) fx (x0, o) + (¥ — y0) fy(x0, Yo) — (z — 20) =0

X=X _ Y=Y _Z—%0
Sfx(xo, y0)  fy(xo, o) l

X—X _ Y—Yo _ 2720
fx(XOa )’o) fy(XOv )’0) 1

x = xo + fx(x0, Yo)t, y = yo + fy(x0, Yo)t, 2 = z0, kde t € R
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9. (1b.) Ur&ete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f: x = /1 — y2 — z2 v bodé (1, 0, 0).

x=1 y+z=0

2x =2y 42z 2x +2y+2z=2

10. (1b.) Urcete rovnici normaly ke grafu funkce f: x = \/1 — y2 — z2 v bodé& (1, 0, 0).
x—1 y—-0 z-0

r=Ly=2 2 2 2

x=1+2t,y=2z=0,reR x=142t,y=z=2t,teR
Spravné zodpovézené otdzky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:

&
S
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Kapitola 4
Vyssi diferencialy a Taylortiv vzorec

Pruvodce studiem

V této kapitole se sezndmime s diferencidly vyssich rddu. Déle si zavedeme pojem Tayloriv mnohoclen fadu m
funkce dvou a vice proménnych se stfedem v daném bodé.

U funkcri jedné proménné jsme si ukazali, jak Ize pomoci Taylorova mnohoclenu (polynomu) nahradit danou
(vétsinou sloZitou) funkci v okoli bodu xg funkci jednodussi, jejiz hodnoty Ize snadno spocitat. Takée jsme si fekli,
jak zvolit tuto polynomidini funkci, abychom se pfi vypoctu funkéni hodnoty dopustili co nejmensi chyby, jak Ize
tuto chybu odhadnout, jak zdvisi chyba aproximace na tom, jak daleko jsme od zadaného bodu, atd.

Podobnym otdzkdm se budeme vénovat v této kapitole pro funkce dvou a vice proménnych.
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Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e definovat pojem totdln{ diferencidl m-tého fadu,
e napsat vzorec pro totdlni diferencidl druhého a tiettho fadu,
e definovat Taylortiv mnohoclen fadu m a napsat Tayloriv vzorec,
e vyjadrit zbytek v Taylorové vzorci,

e vypocitat priblizné hodnoty funkci pomoci Taylorova vzorce (bez pouziti kalkulacky).

4.1. Diferencialy vysSich rada

U funkeci jedné proménné se zavadi pojem vyssich diferencidli. Pro m € N symbol d” f(,,)(h) znaci
m-ty diferencidl funkce f v bod€ xo. Plati d” f(,,)(h) = f (xo)h™. Pfitom h znadi piiristek nezi-
visle proménné. Existence takového diferencidlu je tudiZ rovnocenna existenci m-té derivace funkce f
v bodé xy.

Obdobny pojem nyni zavedeme pro funkci dvou proménnych. Bylo by moZné postupovat induktivné,
tj. druhy diferencidl by byl diferencidlem prvniho diferencialu atd. Precizni definice tohoto druhu je ale
formdlné dost obtiZna (je nutné zavést pojmy z linedrn{ algebry jako m-linedrni formy, m-indexové matice,
tenzorovy soucin vektort apod. — viz napf. [ | 3, str. 44, 58]). Proto dime prednost definici, v nizZ pfimo
uvedeme konecny tvar.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

186. strana ze 476

5
"l

Zavrit dokument

l Celd obrazovka / Okno




Vyssi diferencialy a Tayloriiv vzorec 187

Definice 4.1. Predpokladejme, Ze funkce f: z = f(x, y) ma v néjakém okoli bodu (xg, yo) parcidlni
derivace m-tého fadu, kde m € N, které jsou v tomto bod¢€ spojité. Totdlnim diferencidalem m-tého rdadu
funkce f v bodé& (xg, yo) rozumime funkci dvou proménnych (/, k) € R? tvaru

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

m om o
dmf()fo,yo)(hy k) = Z <’7> 87][4(3(0, yo) h" k. 4.1)

xm=JjoyJ
j=0 4

A4

Poznamenejme, Ze z disledku 2.8 vyplyva, Ze za predpokladu predchozi definice jsou v jistém okoli
bodu (xg, yo) vSechny parcidlni derivace az do fadu m — 1 spojité. Tedy u smiSenych parcidlnich derivaci
aZ do fadu m nezavisi v bodé (x¢, yp) na potradi derivovani.

VySe zavedeny totdlni diferencidl m-tého fadu je vlastné tzv. homogennim mnohoclenem stupné m

dvou proménnych £, k (vSechny jeho ¢leny maji stejny stupefti m).
Podivejme se, co ndm d4 vzorec (4.1) prom =1, 2, 3.
Pro m = 1 dostaneme

[=]
[£]
=]
[=]

af af
dfo v (h, k) = a(xo, Yo) h + @(Xo, yo) k

d
i

N Pe

d fixo,v) (1, k) = fi(x0, Yo) h + f,(x0, Yo0) k,

coZ je (prvni) totdln{ diferencidl z pfedchozi kapitoly.
Pro m = 2 dostaneme vzorec pro totdlni diferencidl druhého radu

2 2 2

Zavrit dokument
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dzf(Xo,yo) (ha k) = ﬁ(XOa YO) h2 + 2 8X8y (X(), )’0) hk + aiyz(xo’ )70) kz' (42)
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wev s

A% o) (s &) = frx (X0, Y0) B* =+ 2 oy (X0, Yo) hk + fyy (X0, Yo) k2.

Poznamka 4.2. Pro zapamatovani vztahu (4.1) a rychlejsi nalezeni vysledku ndm miiZe poslouZit nasle-
dujici pomticka vychézejici z rozvoje mocniny dvojélenu (a+b)™ podle binomické véty a z ,,formalniho*
vzorce
m a a\"
d f(XOs)’O)(h’ k) = <h 37 +k 8y> S (xo, o)
pro m-ty totdlni diferencial. Nejprve je potfeba formalné umocnit dvojclen % h+ % k,pak jej ,,rozndsobit*
f (x0, ¥0) a nakonec provést jisté nahrady (viz dile).

Prom = 2 jde o znamy vzorec (a +b)> = a® + 2ab + b*. Po formalnim umocnéni a rozndsobeni f
2f 88 8> f
9x2° 9x dy f—= dxdy

O o537 2 2 3 \2
je tieba provést nahrady (%) f—
umocni.

apod., zatimco pfirtistky 4 a k se ,,normalné*

) 3?2
dzf(xo,yo)(h’ k) = (h a +k 8y> f(x0, yo) =

9 \2 9 9 a\?
= (3> f (xo0, yo) B* 4+ 2 — — f(x0, yo) hk + <> f(xo, yo) k> =
X dx dy dy

2 2 2

" f 2 " f " f 2
= — 9 h 2 ) hk Py ’ k o
922 (x0, yo) h™ + 929y (x0, yo) hk + 5y (x0, Yo)

Pro m = 3 dostaneme s vyuzitim pfedchozi poznamky a vzorce (a + b)* = a* + 3a*b + 3ab* + b*
po potiebnych dpravéch vzorec pro totalni diferencial tretiho Fadu
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vv

& fixg. 00 (h, k) = > .
= ?:TJ;(XO, Yo)h* +3 8?:2]8; (x0, yo) i’k + 3 %(xo, Yo) hk* + ?:TJ;(XO, yo) k2 %””m \m\*"‘*ér

nebo ve strucnéjsi symbolice D p ZhraoocEsch

d3 f(xo,y()) (hv k) =
= fxxx (-XO, )70) h3 + 3fxxy(x0, )70) hzk + 3fxyy(x0, }’0) hk2 + fyyy(xO’ )’0) k3- (43)
Poznamka 4.3. Proménné /1 a k v totalnim diferencidlu m-tého fadu maji opét charakter priristkl neza-

visle proménnych x a y v bodé€ (xg, yo). Proto se pro né€ pouZivaji i dalsi oznaceni zavedend v kapitole
o diferencidlu. Tedy h = x —xo = Ax =dxak =y — yo = Ay = dy.

Piiklad 4.4. Urcete druhy totilni diferencil funkce f: z = x?y> v bodé (1, —2).

Reseni. ProtoZe funkce f md spojité parcidlni derivace druhého fadu v libovolném bodé v R?, diferencial
existuje. Podle (4.2) potfebujeme vypocitat druhé parcidlni derivace v bodé (1, —2).

Iz = nys’ fy = 3x2y27 fox = 2)’3» fxy = 6xy2’ fyy = 6x2y’
a tedy
frx(1, =2) = —16, foy(1, =2) =24, Sy, =2) = —12.
Dosazenim do (4.2) vyjde

d%f1._2)(h, k) = —16h> + 48hk — 12k*
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nebo pii oznadeni pifristki h = x —lak=y+2
& fa - —1,y+2) = —16(x — 1)* +48(x — D)(y +2) — 12(y +2)*

resp. pii oznaceni piirtistkii pomoci dx a dy

d® f1._2)(dx, dy) = —16dx* 4 48 dxdy — 12dy>. A
Pro zajemce
V obecném piipadé funkce vice proménnych f(x), kde x = (x1,...,x,), n € N, se totdln{ diferencidl m-tého
fadu, m € N, v bodé x* € R" zavadi vztahem
m! amf ; ;
" fo)y = Y s @A R
Jrbet = T I 0y B
JMoooos Jn€Np

kde h = (hy, ..., h,) € R". Pfitom pfedpokldddme, Ze funkce f md v néjakém okoli bodu x* v8echny parcidln{
derivace m-tého fadu, které jsou v tomto bodé spojité.
Tento vzorec lze formalné zapsat vztahem

dmfx*(h) = (hl i +o4hy i) f(x*)’
0x1 0xy,

z néhoz umocnénim a piisluSnymi ndhradami, popsanymi v pozndmce 4.2 dostaneme ptredchozi vyjadfeni. Pfipo-
menme, Ze obdobou binomické formule je pro vétsi pocet s¢itancl multinomickd formule

m! ; ;
(a1 +-+a)" = g ﬁafl“'ain-
o it !
Jlseees Jn€Np
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4.2. Tayloruv vzorec

Pruvodce studiem

Z diferencidlniho poctu funkci jedné proménné zndme TaylorL"Jv1 mnohoclen a Taylor(v vzorec. Nyni zavedeme
tyto pojmy i pro funkce vice proménnych. Jednou z jejich dileZitych aplikaci bude studium lokdlnich extrémi
funkci vice proménnych. S nimi a rovnéZ s globdlnimi extrémy se sezndmime v ndsledujicich kapitoldch.

Taylordv mnohoclen fddu m se stfedem x funkce jedné proménné mél tvar (xo oznacuje stred, x jeho
proménnou; oznaceni stfedu nékdy pro jednoduchost vynechdvdme)

1 1
T (x; X0) = f (X0) + f'(Xo)(x = x0) + 7 f"(x0) (x — X0): 4 -+ — £ (o) (x — x0)™  (4.4)
a platilo pro néj, ze
T, (x0; X0) = f(x0), T, (x0; X0) = f'(x0), --., T (x0; X0) = f™ (x0).

To, Ze se shodovaly hodnoty funkci a jejich derivaci v bodeé xo aZ do pomérné vysokého rddu, geometricky
znamenalo, Ze f(x) a T,,(x; xo) si byly v jistém okoli O (xy) velmi blizké.

ProtoZe u funkce jedné proménné je d™ fy,(x — xo) = f ™) (x0)(x — x0)™, je mo2né predchozi vztah
zapsat pomoci diferencidld takto:

1 1
T (x; X0) = f (x0) + dfry (X — X0) + 7, & frp(x — x0) + -+ - + o} d” fry(x — x0) . (4.5)

IBrook Taylor (1685-1731) (Cti tejlor) — anglicky matematik. Zabyval se analyzou, mechanikou a balistikou.
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Tayloriv vzorec pak fikal, ze f(x) = T, (x, x9) + R, (x), kde zbytek Ize vyjddfit ve tvaru R, (x) =

(m+1) _
= M(x —x0)"™ kde 0 < 0 < 1, tj. xo + 6 (x — x0) je &islo mezi xo a x. Tedy

(m+1)!
/ (m)
F69) = A D oo D
1! m! 4.6)
N Fm+D (xo +6(x — Xo)) (x — xg)"*! '
(m+1)! ’

Vztah je opét mozné prepsat pomoci diferencidld.

Analogicky jako u funkce jedné proménné, budeme i u funkce dvou proménnych f(x, y) chtit najit
mnohoclen dvou proménnych, ktery bude mit v néjakém bodé (xg, yo) stejnou funkéni hodnotu a stejné
hodnoty vSech parcidlnich derivaci az do fadu m, m € N. Ukazuje se, Ze takovy mnohoclen, jehoZ stuperi
jenejvySe m, existuje pravé jeden. Jeho zdpis ve tvaru (4.4) je, jak uvidime déle, velmi komplikovany. Ale
jeho zapis pomoci diferenciald vyssich rada je téméf shodny s (4.5). To je obsahem nasledujici definice.

Definice 4.5. Nechf funkce f mad v okoli bodu (x¢, yo) vSechny parcidlni derivace m-tého fadu, m € N,
které jsou v tomto bodé€ spojité. Polozme h = x — xg, k = y — yy. Pak mnohoclen

1
T, (x, y; x0, Yo) = f(x0, Y0) + d fixg.yo) (B, k) + 0 a figoy (B k) + -+ -+

1 _ 1 m
+ m d” lf(qu,\’o)(hv k) + J d f(X(),yo)(h’ k) (4.7)

nazyvame Taylorovym mnohoclenem fadu m funkce f se stfedem v bod¢€ (xg, yo).

Tedy x, y jsou proménné mnohoclenu 7, a xg, yo jsou souradnice stfedu. Pro stru¢nost Casto vyne-
chdvame oznaceni stfedu a piSeme jen T,,(x, ¥), pokud je stfed jasny z kontextu. Lze ukdzat, Ze je to

o
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jediny mnohoclen stupné nejvyse m s poZzadovanymi vlastnostmi.
Oznaéme R, (x,y) = f(x,y) — T, (x, y; X0, Yo). Lze dokéazat ndsledujici vétu (v§Simnéte si, Ze
oproti pfedchozi definici pfibyl pfedpoklad i na (m + 1)-ni parcidlni derivace):

@:

Véta 4.6 (Taylor). Necht funkce f md v néjakém okoli O (xy, yo) bodu (xg, yo) spojité parcidlni deri-
vace Fadu m + 1, m € N. Pak pro libovolny bod (x, y) € O (xo, Yo) plati Tayloriiv vzorec

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

fx,y) = Tu(x, y; x0, o) + Rn(x, y), (4.8)

pricem? tzv. zbytek v Taylorové vzorci Ry, (x, y) lze vyjddrit ve tvaru

1
R,(x,y) = ——— d"*! X — X0,y — , 4.9
(x, y) (m + 1)! f(SJI)( 0, Y — Yo) 4.9)
kde (&, n) je vnitini bod tisecky spojujici body (xo, yo) a (x, y).
Tedy parcidlni derivace v d”*! f se pocitaji v jistém bodé (£, ) — viz EEEE
obr. 4.1, ale pfirtistky x — xo a y — Yo jsou ,,normdlni“. Bod (&, n) tedy \Il Izl
y

zévisinax ay.

Geometricky jde o ndhradu funkce f jednodus$im typem funkce —
mnohoclenem — v okoli bodu (xg, yo). Zbytek zanedbame a pfibliZzné plati
f(x,y) = T,(x,y). Pro m =1 jde o ndhradu te¢nou rovinou — viz
(3.8). Jak uvidime pozdé&ji, pro m = 2 bude (v nedegenerovaném piipadé)
grafem T, (x, y) elipticky nebo hyperbolicky paraboloid — str. 382.

Pokud se domluvime, Ze diferencial nultého fadu je roven funkcni hod-
noté, tj. d° S0y (B, k) = f (X0, yo), je moZné rovnost (4.8) zapsat s ohle-
dem na (4.7) ve tvaru (pfipometime, Ze 0! = 1) ;
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2 TR
"y "7
Fay) = 5 & fugun@ = 0.y = 30) + Ru(x, ). (4.10) ey
k=0
Diikaz vety 4.6. Zvolme pevné (x, y) a oznalme h = x — xp ak = y — yo. Zavedme pomocnou A
funkci jedné proménné ¢(t) = f(xo + th, yo + tk). Plati (1) = f(xo + h, yo + k) = f(x,y) > Ve

a ¢(0) = f(x0, o). Na funkci ¢(¢) definovanou na intervalu (0, 1) pouZijeme Tayloriv vzorec pro
funkci jedné proménné (4.6), v némz zvolime xo = 0 a x = 1. Dostdvame:

oD = o)+ 7O 4+ L 4t L o™y 4 L o)
2 m! (m + 1) ’

kde 6 € (0, 1). Pri vypoctu derivaci funkce ¢ vyuZijeme vztaht pro parcidlni derivace sloZenych funkci.
Vyjde

, d d
¢ (0) = a‘/’(f)h:o = af(xo +th, yo +tk)|i=0o = fx(x0, Yo) h + f,(x0, yo) k,
d? d?
¢"(0) = @‘P(l)b:o = @f(xo +th, yo + thk)|— =

d
= [fe (o + th, yo + th) h + fy(xo + th, yo + th) k]| _, =

= fox (X0, Y0) B* + 2 f1y (X0, Yo) hk + fyy (x0, o) k2.

Obecné indukci obdrzime

l I

N af .
O} — -
¢ (0) = g ( )ax’fyj (x0, Yo)h' 'K/,

=0
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AZIRIN
I =1,...,m. Stejné postupujeme i pfi vypoctu zbytku R, (x, y). Po tpravé ¢+ (1) dostaneme, Ze ® o7
(&, m) = (x0, Yo) + (Oh, Uk). O NS
/0"4- ““\‘\
Piiklad 4.7. Najdéte Taylortv vzorec druhého fadu funkce f: z = x>y + x2y? v bodé& (1, —2) a vyji-
diete zbytek. D p Zirasocesta

Reseni. Podle (4.10) bude platit

1
f(xv )’) = f(l’ _2) + df(l,—2)(h’ k) + 5 d2f(1,—2)(h7 k) + R2(xa )’) )

kde (h, k) = (x — 1, y + 2) Budeme potiebovat parcidlni derivace do tfetiho fadu. ProtoZe jde o mno-
hocleny, jsou spojité, a tedy nebude zdviset na pofadi derivovani.

fr =3xy + 2xy?, for = 6xy 4+ 2y°, fexx = 6Y,
fy = x> +2x%y, foy = 2x%, Fryy =0,
o — 3x2 + 4xy, Sfexy = 6x + 4y,
Sy = 4x.

Po dosazeni vyjde

f,=2) =2, fxd,=2) =2, fy(d, =2) = =3,
fex(1, =2) = —4, Sy, =2) =2, [y, =2) = =5.

Dile podle (3.3) a (4.2) dostaneme

dfa. o (h, k) =2h — 3k, d? f1._ay(h, k) = —4h* — 10hk + 2k,
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1849
takZe po dosazeni za h a k méame
A\ <l
N S

1 2 /0“.““\"9
Lx,y)=fd,-2)+dfu,—nx -1,y +2)+ Ed fao,(x =1,y +2) =
=242 —1)=3(y+2) -2 — )2 =5(x — )y +2) + (v +2)%. D J, oo

Kone¢né podle (4.9) k vyjadien zbytku potfebujeme d* fi ) (h, k). Podle (4.3) plati
& fie.n (h, k) = 6nh> + 3(6& + 4n)h*k + 12£hk?
tedy
Ry(x,y) = éd3f<§,n)(x -1Ly+2)=
=n(x — D’ + G& + 2 — D’y +2) + 26 — Dy +2)%.

Spojenim jednotlivych vysledkl dostaneme

fx,y) =Ta(x,y) + Rafx, y) =
=242 — 1) =3(y+2) —2x = 1> =5 - DOy +2)+ (y+2)°>+
+0(x =1+ GE+ 20 — D*(y +2) + 2%6(x — D(y +2)°,

kde (&, n) je vnitini bod tsecky spojujici body (1, —2) a (x, y). A

Poznamka 4.8. Je-li f(x, y) mnohoclen stupné m a napiSeme-li jeho Taylorv vzorec fddu m se stfedem
(x0, ¥0), bude vyjadieni zbytku obsahovat (m + 1)-ni parcidlni derivace. Ty v§ak budou identicky nulové,
takZe pro libovolné (x, y) bude platit R,,(x, y) = 0 a bude platit zcela pfesné f(x,y) = T, (x,y).
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AZIRINA
To lze vyuZzit k feSeni nésledujici dlohy: Vyjdadrete dany mnohoclen pomoci mocnin x — xp a 'y — Yp. \ =
Nebo ptesnéji: Najdéte mnohoclen Q(u, v) takovy, aby P(x,y) = Q(x — xo, Yy — Yo). Staci napsat "“::,* &5
Taylortiv vzorec se stfedem (xg, yo) dostatecné vysokého fadu. Napft. v predchozim piiklad€ by platilo

By+x2y? = f(1, - +dfa, =1L, y+2)+3d funx—1,y+)+ 1 fa(x—1,y+
+2) + 5 d* fa—(x — 1,y +2). D p ZAravocesa

V PLZNI

Piiklad 4.9. Mnohoclen P(x,y) = x> 4+ 3y® 4+ xy? 4+ 2x? 4+ xy + x — 2y vyjadfete v mocninich
u=x+1lv=y—-2

Reseni. Podle predchozi poznamky staéi najit T3 (x, y) se stfedem (—1, 2). Pak bude
Px,y)=T3(x,y) = P(-1,2) +dPip(x + 1,y —2) +

1 1
+ _dzp(—l,Z)(x +1Ly—-2)+ 8 d3P(_1,2)(x + 1,y —2).

2
Pripravime si potfebné derivace.
P.=3x>+y"+4x+y+1, Pow = 6, P.(—1,2) =6,
P, =9y* +2xy +x —2, Piyy =0, Py(—-1,2) =29,
P, = 6x +4, Pyyy =2, P (—1,2) = -2,
Py =2y+1, Py, =18, Piy(—1,2) =5,
Py, = 18y + 2x, Pyy(—1,2) = 34.

Dale podle (3.3), (4.2) a (4.3) dostaneme

P(—1,2) = 14, APy (h, k) = 6h + 29k,
d> P10 (h, k) = —2h* 4 10hk 4 34k>, &> P12 (h, k) = 6h® + 6hk* + 18k°.
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Celkové tedy po dosazenih = x + 1 ak = y — 2 plati
P(x,y)=144+6(x+1)+29(y —2) —
— G+ D25+ DO =D+ 170 -2 +
++ D+ @+ DO -2 +30 -2
Mnohoclen Q(u, v) z pozndmky 4.8 ma tvar
O, v) = 14 + 6u + 29v — u® + 5uv + 170> + u® + uv® + 30> A

Priklad 4.10. Pomoci Taylorova mnohoclenu druhého fadu vypoctéte priblizn€ nasledujici vyrazy.
a) 1,042, b) V2,982 + 4,052,

Vysledek porovnejte s ptikladem 3.16 a s hodnotou vyrazu ziskanou na kalkulacce.

Reseni. Vyjdeme ze vztahu f(x, y) = T»(x, y). Pfitom pouZijeme vypocty z piikladu 3.16, takZe bu-

deme vidét srovnani pii ndhradé T (x, y) a To(x, y).

a) Zvolime f(x, y) = x7, (x9, o) = (1,2) a (h, k) = (0,04; 0,02). Druhé derivace jsme jiZ jednou
spocitali — viz priklad 2.10 c).

fex =30y = D272, foy=x"""+yx" 'nx, fyy = x" In*x,
fix(1,2) =2, fry(1,2) =1, fiy(1,2) =0.
Tedy
d? fi1.0)(h, k) = 2h* + 2hk,
tj.

d? f11.2(0,04; 0,02) = 2-0,04> +2-0,04 - 0,02 = 0,004 8

ZAPADOCESKA
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AZIRINA
a vzhledem k 3.16 a) dostdvame
V;‘EE!';7
2,02 1 2 7, <
1,047 = f(l, 2) + df(1,2)(0,04; 0,02) + 5 d f(1,2) (0,04, 0,02) = x>

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

= 1,08 40,0024 = 1,0824. D

Pro porovnéni, hodnota urend kalkulackou je 1,082448 75531...

b) Zvolime g(x, y) = /x% + y2, (x0, yo) = (3,4) a (h, k) = (—0,02; 0,05). Druhé derivace jsme
jiZ jednou spocitali (aZ na g,) — viz pfiklad 3.28.

y? —xy %2

8xx = T m———m=> 8xy = Y rm——=> 8y = =

o /(x2 + y2)3 2 /(x2 + y2)3 w /(x2 + y2)3
16 12 9
3,4) = — 3.4 = ——, 3.4)=—.

gXX( ’ ) 125 ’ gxy( ’ ) 125 gyy( ) 125

Tedy
d*g.4)(h, k) = 0,128h% — 0,192hk + 0,072k?,

tj.

dzg(3,4)(—0,02; 0,05) = 0,128 - 0,0004 4 0,192 - 0,001 + 0,072 - 0,002 5 =
= 0,0004232

a vzhledem k 3.16 b) dostadvame

1
V2,982 + 4,052 = g(3,4) +dg(3,4) + 5 d’g(3,4) =
= 5,028 4+ 0,0002116 = 5,028 2116.

Pro porovnéni, hodnota uréend kalkulackou je 5,028 21041723 ... A
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VIRV
1849
Pro zajemce
AL\ A
Definice Taylorova mnohoc¢lenu fadum, m € N, funkce f(x),x = (x1, ..., X,), n proménnych se stfedem v bodé "4'/%. g “\‘z&
x* = (xf, ..., x}) je form4lng stejnd jako u funkce dvou proménnych:
1 1
Tn(x, %) = f(") +dfer(x — %) + A fer(x —x*) 4+ + A" e (e = x). D > T
. . V PLZNI

Ptitom predpoklddame, Ze funkce f md v okoli bodu x* v§echny parcidlni derivace m-tého Fddu, které jsou v tomto
bodé¢ spojité.
Taylorova véta 4.6 zlstavd v platnosti, vyjadfeni zbytku R, (x) = f(x) — T,,(x, x*) je naprosto analogické.

Pojmy k zapamatovani
— totalni diferencial druhého a tfetiho fadu
— totalni diferencial m-tého radu

— Taylorv mnohoclen fadu m

— Tayloriv vzorec

— zbytek v Taylorove vzorci

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem totaln{ diferencidl m-tého fadu?

2. Napiste vzorec pro totdlni diferencidl druhého a tietiho fadu.

3. Jaké podminky musi spliiovat funkce f, aby existoval jeji totaln{ diferencidl m-tého fddu v bodé
(x0, y0)?
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. Co je to Taylorv mnohoclen fadu m?

. Napiste Taylordv vzorec.

O 0 N N n B

(x0, y0)?

10. Pro jaké funkce plati zcela ptesné rovnost f(x, y) = T,,(x, y)?

. Jak lze vyjadfit zbytek v Taylorové vzorci?

. Jaky ma smysl nahrazen{ funkce Taylorovym mnohoclenem?

. Jak bude vypadat zbytek po nahrazeni mnohoclenu stupné m Taylorovym vzorcem fadu m?

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

. Za jakych podminek bude Taylordv mnohoclen dobrou nahradou funkce f(x, y) v okoli bodu

11. Popiste princip vypoctu pfiblizné hodnoty funkci (bez pouZiti kalkulacky).

Priklady k procviceni

1. Najdéte totdln{ diferencialy druhého a tfetiho fadu funkce f v bodé A:

a) fiz=x3y+x22—xy3, A=(1,-1),
¢ fiz=Inx+y), A=2,1),

A= (=21,
A= (=31.

1z =
rz=73,

2. Najdéte Tayloriv mnohoclen druhého fadu funkce z = f(x, y) se sttedem A:

a) z=73, A=(L1),

y’
_ . x —
c) z = arcsin N A=(0,1),

e) z=Iny/x2+y2, A=(1,1),

g 7= arctg%, A=(,1),

b)
d)

f)
h)

1=V1-22=y2 A=(3.7),

7 = arctg E—ﬁiﬁ, A =(0,0),

2=y A=1(0,0),

cosy’

z=sinxsiny, A = (0, 0).
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. Napiste Tayloréiv mnohoclen se sttedem (0, 0) (n&kdy nazyvany Maclauriniiv! mnohoclen) ¥4du m pro funkci f:
a)  f(x,y) = ﬁ m=2, b) f(x,y)=e siny, m =23,
¢ fx,y)y=e"In(1+y), m=23, d)  fx,y)=e 23 m=3.

. Vyjadfete mnohocleny P (x, y) v mocninich u a v:

a) Px,y)=24+1lx—9y —x2—2xy+y>—x3, u=x+2, v=y—1,

b) P(x,y) =46+432x —28y —4x> —20xy +4y> +3xy> —2x>, u=x+1, v=y -3,

) P(x,y)=9—-16x —5y+8x2 —xy —7y* —x3 +2x2y+3xy> =y, u=x -2, v=y +1,
d) P, y)=2+4x+2y+3x>+xy -y +x3+x%y+xy’+ylu=x+1, v=y—1,

e) P(x,y)=13+16x —4y +11x2+4xy +4y> +2x3 —xy> —y u=x+2, v=y -2,

f) P,y)=9—10x —8y+x2 —4xy —8y2 —xy2—2y3, u=x—3, v=y+2.

. Pomoci Taylorova mnohoc¢lenu druhého fadu vypoctéte priblizn€ nasledujici vyrazy a porovnejte je s vysledkem

ziskanym na kalkulacce:
a) arclg gog b) sin29° tg46°, ©) ¥2-1,02-098.

KIli¢ k piikladim k procviceni

1.

a) d*f = —4h® — 8hk + 8k2, d3 f = —6h3 + 6h%k + 30hk> — 6k3
b) d2f = h® + 4hk + 4k?, a3 f = b3 + 6h%k + 12hk> + 8k>

o df=-1n2-2nk—-1k%, Sf=2m+in%k+ink>+ %13,
d) d>f = —2hk — 6k?, a3 f = 6hk* + 18k>.

2 I+ -D-G-D-G@-Dr-D—-@-D?

) P+ L[ =)+ 0-1)] - Ll -2 +26- D=+ -2)];

1 Colin Maclaurin (1698-1746) (cti meklorin) — skotsky matematik, zabyval se analyzou a geometrii.
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)
€)
2

c)

4. a)
b)
c)
d)

€)

b)

)

VIRV
x—x@y -1, d F+x—3,
In2 (f) : 1 & 2 32 R 57
DA He-D+0-DI- 3@ -DG -1, Dl=-%+7, 2
U

I 36-D+30-D+36-D2— 3017 h) xy.

2 2 xzy )’3 ZAPADOCESK,
1+x+y42_x txy_'_)z]’ 2 b) y+xy+T_F’2 3 D}uﬁnvs:zﬁr:[\
yray-§ - 43, R R

24 (x+2) =30 —D+5c+2* -2 +2)(y— D+ (y— 1% — (x +2)3,

B+ a+D=20=-3) 426+ D =2x+ Dy =3+ (=32 +3(x + D(y —3)2 —2(x + 1)3,
x=2G+D+20+D? - (x -2 +26x -2’ + D +3x -+ D> =y +1)3,

I+ x+D+0-D+E+D>+@x+DO-D+OG-D2+@+D>+x+D2(y-D+
+E+ Dy -D2+ 0 -1,

l—(x+22 420 +23 - (x+2)(y —2)2 — (y — 2),

x =32+ +2*-(x-3)+2%*-200+2)°

% 40,0297 = 0,815098;  vysledek ziskany na kalkulacce: 0,815092403004 ...,

1, 2-/3 2/6—4/3—1 2. .
3+ 57wt 2 “3ger = 0,504445;

vysledek ziskany na kalkulacce: 0,502035058 182.. .,
1,000 13;  vysledek ziskany na kalkulacce: 1,000 13331556. ..
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Vv,

Test — vyssi diferencialy a Tayloriv mnohoclen

Vyberte spravnou odpovéd (pravé jedna je spravnd).

1. (1b.) Za jakych pfedpokladi je moZné psét vzorec pro totdlni diferencial m-tého fadu funkce f(x, y),
kde m = 2, v bod€ (xo, yo) ve tvaru

" (m am L
oo = Y- (") S o0 k0

o j xMm=J9 yl
Za predpokladu, Ze funkce f md v néjakém okoli bodu (xg, y9) parcidlni derivace m-tého fadu,
které jsou v tomto bodé spojité.
Za ptedpokladu, Ze funkce f je v néjakém okoli bodu (xg, yo) spojita.
Za predpokladu, Ze existuji v néjakém okoli bodu (xg, yo) parcidlni derivace funkce f.

Za ptedpokladu, Ze funkce f je diferencovatelna ma v néjakém okoli bodu (xg, yo).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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2. (1b.) Co oznacuji proménné h a k ve vzorci pro totalni diferencial m-tého fadu funkce f(x, y) v bodé
(%05 Yo)

m S (m\ S o
A" fxg.yo) (s k) = Z (].)axm_—jayj(m, o) K" k1?2
j=0

Oznacuji velikost chyby, které se dopoustime pii ndhradé funkce f.
Prirdstky zavisle proménnych x a y v bodé€ (xo, yo).
Prirastky nezavisle proménnych x a y v bod¢€ (xg, yo)-

Proménna h oznacuje (m — j)-tou derivaci podle proménné x, proménné k oznacuje j-tou derivaci
podle y.

3. (1b.) Urete druhy diferencidl funkce f(x, y) = xe” v bod&€ A = (0, 0) pro pfirastky % a k.
d>f = h® + 2hk d>f = h® 4+ 2hk + k?

d> f = 2hk d>f = hk

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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AZIRINA
4. (1b.) Vyberte vyraz, ktery odpovidd Maclaurinovu mnohoclenu 2. fadu funkce f(x, y). ® o7
1 ﬁ% - *”g
T, = £(0,0) + x£:(0,0) + 3£;(0,0) + 2 (¥* £2x(0, 0) + 2x3 £y (0, 0) + ¥ £,,(0, 0))
1 2 ZAPADOCESKA
T2 = f(XOv )’0) + df(xo,yo) (h7 k) + Ed f(xO,yO) (h, k) > sn:’llvzsunlzm\

1
T, =0+ xf:(0,0) + yfy(o’ 0) + 5(x2fxx(0’ 0) + 2nyxy(0» 0) + yzfyy(o’ 0))

1
Ty = £(0,0) + d fizg.y0) (h; k) + Edzf(xo,yo)(h, k)

5. (1b.) Pokud v Taylorové vzorci zanedbame zbytek R, (x, ¥), tj. poloZime f(x, y) = T,,(x, y), pak
prom = 1 jde o nahradu funkce f(x, y) v okoli bodu (xg, yo)

te¢nou parabolickou plochou

normalou te¢nou rovinou
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6. (1b.) Zbytek R,,(x, y) v Taylorové vzorci funkce f(x, y) v okoli bodu (xg, yo) lze vyjadtit ve tvaru

..., kde (&, ) je vnitini bod tsecky spojujici body (xg, yo) a (x, y).

1
Ry (x,y) = —— d" fie.p(x — X0, ¥y — Yo)

(m)!
1 m—1
Ry(x,y) = md fen(x —x0, ¥y — o)
Ry(x,y) = m d’”“f(g’n)(x — X0,y — Yo)
R,(x,y) = mdmf(s,n)(x — X0, Y — Y0)

7. (1b.) Zbytek v Taylorové rozvoji 2. fadu funkce f(x, y) = y sinx v bodé (0, 0) je roven

1 L. 1
Rox, y) = o & fepp (x, y) = —2n(sin§) x* — - (cos ) x’y
1, 1 . 5
R G i CopEs e (CosC) RIS (Sl

1 1
Ro(x,y) = Edzf(&n)(x, y) = —5n(sins)x2 + (cos &) xy

Ro(x,y) =dfenpn(x,y) =n(cos§)x + (sin) y

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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VIRV
8. (1b.) Kdy bude pro né&jaky bod (xg, yo) platit, Ze f (x, y) = T,,(x0, Yo, X, y) prokazdé (x, y) € R?? " =
Je-li f(x, y) mnohoClen nejvyse stupné m. Je-li f(x,y)=Ce"™, kde C € R. “1&,,0,{ \“&g
A U\
Rovnost nebude platit nikdy. Je-li f(x,y) =Csinxcosy,kde C € R.
9. (1b.) Urlete Maclauriniv mnoho¢len 2. f4du funkce f(x, y) = e* In(1 + y). p ZArADOCESKA
T 1 1 2 1 2 T + 1 5 V PLZNI
=1 ——x"— - = Xy — —
2 ) 2)’ 2= y 2)’
1, 2
I=x+xy T2=x+y+5(x +2xy — y9)

10. (1b.) Mnoho&len P(x, y) = 2x* — xy — y?> — 6x — 3y + 5 vyjadfete v mocnindch u = x — 1,
v=y+2.

P,y)=2x -1 =@x =D +2)—(y+2?=6(x—-1)—3(y+2)+5

Px,y) =5+2x =1 +2x =D = (x = D(y+2) — (y +2)°

Px,y) =542 — 1D’ + (x =Dy +2) + (v +2)
P(x,y) =5+26x— 1> = (x =Dy +2) - (y+2)°
Spravné zodpoveézené otazky:

Ziskané body:

Procento dspéSnosti:
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Kapitola 5

Lokalni extrémy

Pruvodce studiem

Ptipomerime si, Ze lokdlni extrém funkce jedné proménné je spole¢ny ndzev pro lokdlni maximum a minimum
dané funkce. Lokalni minimum znamend, Ze v urditém okoli bodu xo nemd f (x) mensi hodnotu neZ f(xo).
V nékterém vzddlenéjsim bodé tomu vsak jiZ tak byt nemusi. Podobné lokdlni maximum znamend, Ze v jistém
okoli bodu xo nemd f (x) vétsi hodnotu neZ f (xg).

Z ptedchdzejiciho studia jiz vime, Ze funkce miZe mit lokdlnich extrému vice, nebo dokonce nekonec¢né
mnoho (napk. funkce y = sinx, x € R md nekonecéné mnoho bodti lokdiniho maxima (,vrcholkd*) i minima
(,doliki®).

Je-li v néjakém okoli €' (xo) bodu xo hodnota f(xo) skutecné nejvétsi, t. plati-li f(x) < f(xo) pro
x € O(xg), x # xo, nebo nejmensi, tj. f(x) > f(xg) prox € O(xy), X # xo, mluvime o ostrych lokélnich
extrémech.

@:
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V této kapitole ndm pujde o podobny problém — uréeni lokdinich extrémd funkce dvou a vice proménnych.
i pro funkce tfi a vice proménnych. Budeme tedy hledat body, v nichZ je funkéni hodnota dané funkce v jistém
okoli nejvétsi nebo nejmensi. Podobny bude i postup. Nejprve nalezneme ,podezrelé “ body a pak rozhodneme,
ve kterych z nich je extrém.

P¥i formulaci dostateénych podminek pro existenci lokdlnich extrému funkci vice proménnych v obecném
pFipadé budeme potrebovat z algebry nékteré poznatky o kvadratickych formdch. Ty jsou uvedeny v oddilu 5.2.

Pripomenme si nejprve princip vypoctu pro funkci jedné proménné. Nasim cilem bylo najit body,
v nichZ md dand funkce f(x) lokdlni extrémy (tj. musi jit o vnitfni body definiéniho oboru uvazované
funkce). Postup mél dva kroky:

£6c

1) Vytipujeme ,,podezielé* body (tj. body, v nichz by mohl byt lokéln{ extrém; v jinych bodech extrém
byt nemize).

2) Rozhodneme, ve kterém ,,podezfelém* bod€ extrém je (byl ,,podeziely“ pradvem) a ve kterém extrém
neni (byl ,,podezrely“ nepravem).

Které body mohou byt ,,podezielé*“? Z prvniho semestru vime, Ze jestlize funkce f(x) ma derivaci,
ktera je nenulovd, pak f(x) je v tomto bod€ rostouci nebo klesajici a v takovém bod¢ ziejmé nemiize byt
extrém. Pokud tedy derivace existuje, pfichdzeji v ivahu pouze body, v nichZ je f’(x) = 0. Ty nazyvéame
staciondrni body. Geometricky vyznam je jasny — tec¢na ke grafu funkce je v takovém bod¢€ rovnobézna
s osou x (tj. je vodorovnd). Druhou moZnosti je, Ze f’(x) v daném bodé& neexistuje, tj. graf zde nema
tecnu.

@
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A7
1849
Cile
ey
s 7Lz . . A,
Po prostudovani této kapitoly budete schopni: xS
e nalézt staciondrni body funkci dvou (resp. vice) proménnych,
e formulovat postacujici podminku pro existenci lokdlniho extrému funkce dvou (resp. vice) Lt
proménnych, VPLZNI

rozhodnout, zda ve stacionarnim bod¢ nastane extrém,

urcit typ daného extrému — tj. lokdlni minimum ¢i maximum,

e rozhodnout, zda se jednd o ostry ¢i neostry extrém,

definovat kvadratické formy,

e rozhodnout o druhu definitnosti kvadratické formy.
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5.1. Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Nejprve se budeme zabyvat funkcemi dvou proménnych. V celém oddilu budeme predpokladat, Ze defi-
ni¢ni obory jsou ofeviené mnoZiny. Pak je formulace nutnych a postacujicich podminek existence lokal-
nich extrémt jednodussi. Navic pro lepsi pochopeni problematiky mame moZnost grafického znazornéni.

Definice 5.1. Nechf f(x, y) je funkce dvou proménnych a (xg, yo) € D(f).

a) Rekneme, Ze funkce f ma v bodé& (xo, yo) lokdlni maximum, jestliZe existuje okoli & (xo, yo) takové,
Ze pro kazdé (x, y) € O(xo, yo) plati f(x,y) = f(xo, Yo)-

b) Rekneme, Ze funkce f ma v bodé& (xo, o) lokdlni minimum, jestlize existuje okoli &(x¢, yo) takové,
Ze pro kazdé (x, y) € O(xo, yo) plati f(x,y) = f(xo, Yo)-

Jestlize pro (x, y) # (X0, Yo) jsou predchozi nerovnosti ostré, mluvime o ostrém lokdlnim maximu

resp. minimu. Spoleény ndzev pro (ostré) lokalni maximum a minimum je (ostry) lokalni extrém.

Na obr. 5.1 je schematicky zndzornéno, jak mohou vypadat body lokdlntho maxima. Obrazky pred-
stavuji pouze vytez z celého grafu funkce f. Pfivlastkem ,hladky“ se v nasledujicim textu rozumi, Ze
funkce ma spojité parcidlni derivace, tj. jeji graf ma spojité se ménici teCné roviny a je tudiz ,,obly“.

a) V bode¢ (xg, yo) je ostré lokdlni maximum. Graf (,,klobouk®) je ,,hladky*.
b) V bod¢€ (xg, yo) je ostré lokalni maximum. Graf (kuzZelova plocha) neni v tomto bod¢ ,,hladky“.

¢) V bodé (xp, yo) je neostré lokdlni maximum. V jeho sebemensim okoli jsou vZdy dalsi body, v nichZ
jsou stejné funkéni hodnoty jako v (xo, yo). Na obrdzku tvoii dseCku v &(xg, yo), kterd odpovida
hfebenu ,,stfechy““. Graf (,,Jomend stfecha‘) neni v tomto bodé ,,hladky*.

d) V bodé (xg, yo) je neostré lokdlni maximum. V jeho sebemensim okoli jsou vZdy dalsi body, v nichz
jsou stejné funkéni hodnoty jako v (xg, ¥o). Na obrdzku tvoii dseCku v &(xg, yo), kterd odpovida
hfebenu ,,stfechy ““. Graf (,,kulatd stfecha*) je v tomto bod¢ ,hladky .
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Obr. 5.1: Lokélni maxima
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e) V bodé€ (xg, yo) je neostré lokdlni maximum. V jeho sebemensim okoli jsou vZdy dalsi body, v nichZ
jsou stejné funkéni hodnoty jako v (xg, yo). Na obrazku tyto body vypliiuji ¢ast &'(xg, yo) (vyznaceno
oranzové; hladina na drovni f (xg, yo) je Srafovand). Graf (komoly kuZel) neni v tomto bodé ,,hladky“.

Pozniamka 5.2.
1) Predstavime-li si graf funkce f jako plastickou mapu, hleddme vlastné ,kopecky* a ,.doliky“. Je
ziejmé, Ze lokalni extrémy nemusi existovat, ale na druhé stran€ jich miiZe byt nekone¢né mnoho.

2) Protoze predpokladame, Ze defini¢ni obor D( f) je otevieny, jsou body lokdlnich extrémt z definice
5.1 vzdy vnitini a funkce f je definovana v jistém okoli bodu (xg, yo).
Definice by se snadno dala modifikovat i na hrani¢ni body. Stacilo by poZadovat, aby pfislusna ne-
rovnost platila pouze pro (x, y) € O (xo, yo) N D(f) — viz obr. 1.9 b) a definice 5.16. Pak by vsak
formulace ndsledujicich vét byla podstatné sloZit&jsi.

3) Z predchozich obrazkl je zfejmé, Ze pojem ostry lokdlni extrém nemd nic spole¢ného s tim, zda
graf funkce je ,,zakulaceny‘ nebo ne. Tato vlastnost jen znamend, Ze v jistém okoli bodu (xg, yo) je
f (x0, Yo) nejvétsi (nejmensi) funkéni hodnotou a ostatni jsou ostie mensi (VEtsi).

Pfipomenime, Ze v tomto oddilu pfedpokldddme, Ze defini¢ni obory jsou oteviené mnoZiny.

Véta 5.3. Necht funkce f md v bodé (xg, yo) lokdlni extrém. Pak plati:
a) Parcidlni derivace f,(xg, yo) bud neexistuje, nebo je fy(xo, yo) = 0.

b) Parcidlni derivace f,(xo, yo) bud neexistuje, nebo je f\(xo, yo) = 0.

Diikaz. Uvazujme funkci jedné proménné ¢(x) = f(x, ). Ta je definovand v néjakém okoli bodu xg
tvaru (xg — 8, x9 + 8), 8§ > 0, a ma v bodé xy nutné extrém. To ovS§em znamend, Ze pokud zde ma
derivaci, ta musi byt nulovd — viz [1 1, str. 249]. Ale podle definice 2.1 je ¢'(xg) = fi (x0, Yo) — viz
téZ obr. 2.2. Analogicky se dokdze druhd ¢ast tvrzeni. O
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Predchozi véta fikd, Ze pokud v bodé¢ lokdlniho extrému existuji parcidlni derivace, tj. pomocné
funkce jedné proménné maji teCny (viz obr. 3.5), museji byt tyto teCny vodorovné. Totéz pak musi platit
pro tecnou rovinu (pokud existuje). Tak by tomu bylo na obr. 5.1 a) a 5.1 d), zatimco na obr. 5.1 b), 5.1 ¢)
a 5.1 e) aspori jedna parcidlni derivace neexistuje.

ProtoZe my budeme pracovat vétSinou s funkcemi majicimi parcidlni derivace, zavedeme ndsledujici
pojem.

Definice 5.4. Rekneme, Ze bod (x¢, yo) je staciondrnim bodem funkce f, jestlize plati f, (xo, yo) = 0
a fy(xo, yo) = 0.

Z ptedchozi véty potom dostdvame nésledujici nutnou podminku existence lokalniho extrému.

Dusledek 5.5. Necht funkce f md v bodé (xg, yo), v némzZ existuji prvni parcidlni derivace funkce f,
lokdlni extrém. Pak (xo, yo) je staciondrni bod.

Ve stacionarnim bodé extrém mtzZe byt, ale nemusi, jak ukazuje obr. 5.2. Na ném je zndzornéna
funkce f: z = f(xo, yo) + (x — x0)(y — yo), kterd ma staciondrni bod (x¢, yg), avSak v tomto bodé
nenfi lokdln{ extrém (takovy bod se nazyva sedlo).

Nasledujici véta udava postacujici podminku existence lokalniho extrému pro funkce dvou promén-
nych.
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S (x0, y0)

(x0, y0)

Obr. 5.2: Stacionarni bod typu sedlo
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Véta 5.6. Necht funkce f md v bodé (xg, yo) a néjakém jeho okoli spojité parcidlni derivace druhého
Fadu a necht (xgo, yo) je jeji staciondrni bod.
Oznacme

Sex(x,y)  fay(x, y)

_ _ 2
J(x,y) = Gl fonlen ) = fox (0, ) fry (2, ) — i (x, p).

Pak plati:
1) Jestlize je J (xo, yo) > 0, je v bodeé (xq, yo) ostry lokdlni extrém.

Je-li frx(x0, Yo) > 0, je to minimum, je-li f.(xo, yo) < 0, je to maximum.
2) JestliZe je J (xo, yo) < 0, neni v bodeé (xg, yo) lokdlni extrém.

3) JestliZe je J (xo, yo) = 0, nedava véta odpovéd (extrém zde miiZe byt, ale nemusi).

Diikaz. Naznacime jen princip diikazu. Vzhledem k pfedpokladiim je mozné funkci f vyjadfit ve tvaru
fx,y) = Th(x,y) + Ry(x, y), kde T5(x, y) je Taylordv mnohoclen se stfedem v (xg, yo). ProtoZe
tento bod je staciondrni, je prvni diferencidl nulovy a mnohoclen ma tvar

1 1
Tox, y) = f(x0, o) + 5 d* f (x0, yo) = f(x0, Yo) + 5 fx (o0, yo) (v — x0)* +

1
+ fry(xo, o) (x — x0) (¥ — yo) + 3 Fyy (X0, Y0) (v — ¥0)*.

Lze ukézat, Ze v pfipadé 1) je grafem elipticky paraboloid (viz obr. 1.8 a), popf. otoc¢eny dolil) a v pfi-
padg€ 2) je grafem hyperbolicky paraboloid (viz obr. 5.2). V pripadé 1) tedy ma 75 (x, y) v bodé (xq, yo)
lokdlni extrém a v piipadé 2) nemad. Déle lze ukazat, Ze v téchto dvou pfipadech je zbytek R, (x, y) v okoli
vysetfovaného bodu tak maly, Ze funkce f se chovd obdobné. Rozhodujici je tedy diferencidl druhého
fadu. V pripadé 1) proto nastane extrém a v pripadé 2) nenastane. V piipade 3) zbytek zanedbat obecné
nelze.
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e s

Uplny diikaz, provedeny ponékud jinou technikou, uvedeme pozd&ji pro obecné&jii piipad — viz
véta 5.20 a dtsledek 5.21. O

Poznamka 5.7.

1) Vsimnéte si, ze v piipadé 1) pfedchozi véty nemiize byt f.,(xo, yo) = 0. Jinak by J (xg, yo) =
= — xzy (x,y) £ 0, coz je spor. TotéZ plati pro fyy(xo, yo). Dokonce museji mit tato &isla stejné
znaménko, protoZe jinak by f.(xo, Y0) fyy (X0, Yo) < 0 a bylo by oproti pfedpokladu J (x¢, yo) < 0.
K rozhodnuti 0 maximu resp. minimu lze tedy pouZit rovnocenné fy,(xo, yo).

2) Ukazeme na piikladech, Ze v piipadé€ 3) extrém muiZe nastat, ale nemusi.

a) Pro funkci f: z = x* + y* je fi = 4x3, fy= 4y3 a z rovnic 4x3 = 0, 4y? = 0 dostdvame
jediny staciondrni bod (0, 0). Déle fi, = 12x%, fy, = 12y%, foy = 0, tedy J (x, y) = 144x2y?
a J(0,0) = 0.V bodé (0, 0) je lokalni minimum, protoZe f (0, 0) = 0 a pro libovolné jiné (x, y)
(ne jen v okoli) je f(x,y) > 0.

b) Pro funkci f: z = x>+ y3je fi = 3x2, Iy = 3y? azrovnic 3x? = 0, 3y? = 0 dostdvame jediny
staciondrni bod (0, 0). Dédle fy, = 6x, fy, = 6y, fy, = 0,tedy J(x, y) =36xya J(0,0) =0.
V bodé (0, 0) neni lokélni extrém, protoze f(0,0) = 0a f(x,0) = x>, takze pro x > 0 je
f(x,0) >0aprox < 0je f(x,0) <0, coz znamen4, Ze v libovolné malém okoli jsou jak vetsi
tak mensi funkéni hodnoty nez f (0, 0).

VySettovani lokalnich extrému tedy mtizeme shrnout do néasledujicich bodu:

<13

e Nejprve vytipujeme pomoci véty 5.3 nebo didsledku 5.5 ,,podezielé
extrém (v ostatnich bodech byt nemize).

body, v nichZ by mohl byt

2N M.

Nejcastéji plijde o nalezeni staciondrnich bodifi, coZ znamena fesit dv€ rovnice pro dvé nezndmé.
Obecné jde o nelinedrni rovnice, jejichZ feseni miZe byt velmi obtiZzné. Zadny univerzalni postup
neexistuje. Pokud je aspoi jedna z nich linearni, je moZné z ni vyjadfit jednu proménnou pomoci
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druhé a dosadit do zbyvajici rovnice. Tim dostaneme rovnici (obecné€ opét nelinedrni) pro jednu
neznamou, jejiz feSeni je prece jen snazsi. I v pfipadé obou nelinearnich rovnic n€kdy Ize z jedné
rovnice vyjadrit jednu nezndmou pomoci druhé a dosadit nebo néjakymi dpravami vyloucit jednu
neznamou.

Casto je i¢inné, pokud se nam podaff rozloZit levé strany rovnic na souéin; na pravych stranich
musi byt nula. Aby soucin byl nulovy, musi byt nulovy néktery Cinitel. Stac¢i tudiZ kombinovat

jednotlivé Cinitele z obou rovnic, ¢imz dostaneme né€kolik vétSinou jednodussich rovnic. Pokud
vse selZe, nezbyva nez pouZit numerické metody a nalézt kofeny alespon pribliZné.

e O kazdém ,,podezfelém™ bodu rozhodneme, zda v ném lokdlni extrém je nebo neni. K tomu pou-
Zijeme vétu 5.6, pokud jsou splnény jeji predpoklady.

Pokud jeji pfedpoklady splnény nejsou, nebo pokud v pfipad€ 3) nedd odpoved, je potieba pouzit
néjaky specidlni obrat. To miiZe byt nékdy velmi jednoduché, n€kdy naopak znacné€ netrividlni.
Univerzalni ndvod bohuzel neexistuje.

Piiklad 5.8. Najd&te lokalni extrémy funkce f: z = x> + xy + y> — 6x — 9y.

Reseni. Funkce f je spojitd v R? a mé zde spojité parcidlni derivace (viech ¥ada). Podle disledku 5.5
mohou byt lokdlni extrémy pouze ve staciondrnich bodech. Vypocteme prvni parcialni derivace a uréime,
kde jsou soucasné nulové:

Zx =2x+y—6, 2x4+ y—6=0,
2y =x+2y-9, x+2y—-9=0.

Dostali jsme soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych, jejimz feSenim snadno dostaneme x =
=1, y = 4. Méame tedy jediny ,,podeziely‘ staciondrni bod (1, 4).
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Nyni vypocteme druhé parcidlni derivace:

Zex = 2, Zyy = 2 Zxy = L.

Abychom mohli pouzit vétu 5.6, uréime J (x, y): D R
> UNIVERZITA
Zex ny 2 1 V PLZNI
J(x,y) = = = 3k
) Zxy  Zyy ’1 2‘

V tomto piipadé€ je hodnota konstantni (obecné je to funkce x a y, za néZ musime dosadit soufadnice
staciondrnich bodi). ProtoZe je kladn4, je v bod€ (1, 4) ostry lokdlni extrém. JelikoZ z,, = 2 > 0, jde
o ostré lokalni minimum. Je f(1,4) = —21. Graf funkce je zndzornén na obr. 5.3+ A] (jde o elipticky
paraboloid). A

Obr. 5.3: Graf funkce f: z = x> + xy 4+ y> — 6x — 9y _
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Piiklad 5.9. Najd&te lokalni extrémy funkce f: z = x> + y> — 3xy.

Reseni. Funkce f je spojitd v R? a mé zde spojité parcidlni derivace (viech ¥ada). Podle disledku 5.5
mohou byt lokdlni extrémy pouze ve staciondrnich bodech. Vypocteme prvni parcidlni derivace a uréime,
kde jsou soucasné nulové:
7 = 3x% =3y, 3x2 —3y =0, xt =y,
=

Zy = 3y? — 3x, 3y —3x =0, y? = x.

Dostali jsme soustavu dvou nelinedrnich rovnic, ale nastésti velmi jednoduchou. Z prvni rovnice lze
dosadit do druhé a vzniklou rovnici pak vyfesit. Postupné vyjde:
@=x = x*-x=0 = x@-D=0 = xx-DE>+x+1)=0

K rozkladu vyrazu x> —1 si bud'vzpomeneme na stfedoskolsky vzorec a®*—b* = (a — b)(a® + ab + b?),
nebo najdeme celociselny kofen 1 a pouZijeme napf. Hornerovo schéma. Aby vznikly soucin byl roven
nule, musi byt bud'x = 0, nebo x —1 = 0, nebo x2+4x+41 = 0. Ale kvadratické rovnice x2+x+1 =0
ma diskriminant D = 1 — 4 = —3 < 0, takZe ma komplexni kofeny, které nas nezajimaji. Tedy bud’
x =0,nebox = 1.

Nyni z rovnice x~ = y vypocteme, Ze prox = Oje y = Oaprox = 1 je y = 1. Nasli jsme tedy
dva staciondrni body (0, 0) a (1, 1).

Pfi feseni nelinedrnich rovnic musime byt opatrni. Kdybychom pro urceni hodnoty y pouzili rovnici
y2 = x,vySlobynim x = 1 = y = 1. Ale bod (1, —1) nevyhovuje rovnici x> = y. Je tedy
rozumné (spiSe nezbytné) ud€lat zkousku vSech staciondrnich bodt a vyloucit pfipadna chybna feseni. Je
ddlezité pti upravach zZadné feseni ,,neztratit*, ale také nesmime zZddné nespravné ,,pridat®.

2
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A7 RN
Nyni vypocteme druhé parcidlni derivace a ur¢ime J(x, y): ® || =
Zex = OX, %"'u u“\“&\
=6y, = Sy =" | ‘3' = 361y — 9.
3 ny Zyy _3 6y D ZAPADOCESKA
ZX)’ = =y UNIVERZITA
Podle véty 5.6 dostaneme:
J(O0,00=-9<0 = v bodé (0, 0) neni lokdlni extrém,
J(A,1)=27>0 = v bodg€ (1, 1) je ostry lokdlni extrém.
Protoze z,,(1, 1) = 6 > 0, jde o ostré lokdlni minimum. Je f(1, 1) = —1. Graf funkce je zndzornén
na obr. 5.4+A]. A

Obr. 5.4: Graf funkce f: z = x> + y> — 3xy
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V dalsich piikladech uvedeme funkce, které budou mit i neostré lokdlni extrémy.

2

Piiklad 5.10. Najdéte lokdlni extrémy funkce f: z = (x> + y?)e ™" g

ReSeni. Funkce f je spojitd v R? a m4 zde spojité parcidlni derivace (viech ¥adi). Podle dtsledku 5.5
mohou byt lokdln{ extrémy pouze ve staciondrnich bodech. Vypocteme tedy prvni parcidlni derivace (pti
vypoctu z, vyuZijeme symetrie):

=20 (2 4y e (-2 = 2x(1 - k2 — YR e Y,

2 2y o—x2—y?
2y =2y(1 —x"—y)e™ 7.
P . S - P . ( o PP
Nyni napiSeme rovnice pro staciondrni body. Pfitom zvaZime, Ze pro libovolné x a y jee™ = > O:
)R]
2x(1 —x2—yHe ™ =0,

2y(1 —x2 —yHe =" =0,

x(1—x2—y») =0,

y(1—x*=y?) =0.

ProtoZe obé€ pravé strany jsou nulové, v kazdé rovnici musi byt aspoii jeden Cinitel nulovy. Pokud plati

1 — x? — y? = 0, jsou automaticky splnény obé rovnice. Celkem dostaneme dvé kombinace:
x=0,y=0 = (0,0,
1—x*—y*=0 = (x,y)takové, Ze x* + y* = 1.

Mame tedy nekone¢né mnoho staciondrnich bodd: pocatek (0, 0) a body na kruZnici se stfedem (0, 0)

a polomérem 1.

Nejprve si v§imneme bodu (0, 0). Je £(0, 0) = 0.Pro (x, y) # (0, 0) jex>+y> > 0 ae~ 7 >0,

takZe pro libovolny bod rizny od (0, 0) (ne jen v okoli tohoto bodu) je f(x,y) > 0 = f(0, 0). Proto
je v bodé (0, 0) ostré lokaln{ minimum.
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Zkusime vySetfit tentyZ bod pomoci véty 5.6. Vypocitdme druh€ parcidlni derivace (u z,, vyuZijeme
symetrii):

Zex = (2 — 6x2 —2y?) e~ ¥’ + 2x — 2x° — 2xy?) e*xzfyz(—Zx) =

= (2= 10x% + 4x* + 4x2y? — 29 e = 7,,(0,0) = 2,
2y = 2 =27 + 4yt +4x% — 10y e = 2,,(0,0) = 2,
Zoy = 20(=2y) e 4 2x(1 —x2 — yD) e (~2y) =

)
= (4x’y +4xy’ —8xy)e™ " = 7,,(0,0) =0.

2

Dostaneme tudiz J (0, 0) = z,,2yy — 2%

to ostré lokalni minimum.

y =4 > 0, takZe extrém zde je. ProtoZe z,,(0,0) =2 > 0, je

Vysledek je pochopitelné stejny, ale vypocet daleko pracnéjsi. Ne vzdy je tedy vyhodné pouziti véty
5.6, jind metoda mtiZe byt mnohem rychlejsi.
Nyni si v§imneme staciondrnich bodi na jednotkové kruZznici. Je-li xg +
+y3 = 1,je f(xo, y0) = 1-e7! = é takZe funkéni hodnota ve vSech
téchto bodech je stejnd. V libovolném okoli takového bodu (xg, yo) jsou Y 24y =1
tedy body se stejnou funkéni hodnotou (viz obr. 5.5), takZze zde nemuize
byt ostry lokdlni extrém a urcité€ neplati J (xg, yp) > 0. Bud’'zde extrém
neni, nebo je neostry (coZ pomoci véty 5.6 nelze zjistit). Pokud by vyslo
J(x0, y0) < 0, extrém by nenastal, pokud by vyslo J(xg, yo) = 0
(coz skutecné plati, o cemZ se po chvili pocitani miizeme presvédcit —
my to zjistime i bez toho z dalSich tivah), odpovéd bychom nedostali.
PouZijeme proto rovnou jiny zplsob.

Budeme uvazovat pomocnou funkci jedné proménné g(u) =

= wue ™ u 2 0. Ta je nezdpornd, spojitd, ma spojitou derivaci

Yo

Obr. 5.5
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a f(x,y) = g(x? + y?). VySetiime jeji prabéh. Je

gwy=e"4+ue(=1)=>10—-u)e™, tedyg'(u) =0prou = 1.

Dale
gw)>0 prouec(0,1) = gzderoste, 7 =g(u)
gw) <0 proue(l,+00) = gzdeklesd. 1
u
To znamena (viz obr. 5.6), Ze v u = 1 je nejvétsi hodnota a pro
u e (0,400),u # 1,je gu) < g(1) = % Protoze f(x,y) = Obr. 5.6

= g(x2 4 y?), plati pro libovolné (x, y) € R%, x? +y? # 1,

1
fay) =0 +y)e ™ < S =/, kdexg+yf=1.

Tedy v libovolném bodé lezicim mimo jednotkovou
kruZnici (af vné nebo uvnitf) je funkéni hodnota mensi nez  ?
v bodech této kruznice. Proto je v libovolném bodé jed-
notkové kruznice neostré lokalni maximum. To potvrzuje,

Ze nutné v té€chto bodech plati J(xg, yo) = 0 a vétu 5.6
nelze pouzit. Graf funkce f (,krater”) je znazornén na -
obr. 5.7+Al. A
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Piiklad 5.11. Najdéte lokalni extrémy funkce f: z = x2y3(6 — x — ).

Reseni. Funkce f je spojitd v R? a mé zde spojité parcidlni derivace (viech fadi). Podle disledku 5.5
mohou byt lokalni extrémy pouze ve staciondrnich bodech. Vypocteme prvni parcidlni derivace:

=20y’ (6 —x —y) —x%y’, 2, =3x"y (6 —x —y) —x%y’.
Pro stacionarni body dostaneme:

2xy3 (6 —x —y) —x%y* =0,
3x%y%(6 —x —y) —x*y° =0,

xy3(12 —=3x —2y) =0,
x2y?(18 — 3x — 4y) = 0.

V kazdé rovnici musi byt aspoii jeden Cinitel nulovy. Pro x = 0 nebo y = 0 jsou splnény automaticky
obe rovnice. Celkové dostdvame tii kombinace:

x=0 = (0,y), y €R (osay),
y=0 = (x,0), x e R (osax),
3x + 2y = 12,

= , ) =(2,3).
N (X, y) = (2.3)

Mame nekonecné€ mnoho staciondrnich bodii: bod (2, 3) a vSechny body na osdch x a y.
Nejprve si vSimneme bodu (2, 3). PouZijeme vétu 5.6. Vypocéteme druhé parcialni derivace a ur¢ime
jejich hodnoty v tomto bodé:

Zex = ¥ (12 = 3x — 2y) = 3xy° = 2(2,3) = =627,
Zyy = 207y (18 = 3x — 4y) — 4x°y? = 2y(2,3) = —6 - 24,
Zey = 3xy*(12 — 3x — 2y) — 2xy? = 2ey(2,3) = —6 - 18.
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y o
Je tedy

J(2,3) = 2422, 3) - 2,52, 3) — ziy(2, 3) =36-27-24—36-18> = W

=36(2%.3*-22.3%) =36.22.3* > 0,
> ZAPADOCESKA

coZ znamend, Ze je zde extrém. ProtoZe z,,(2,3) = —6 - 27 < 0, je to ostré lokdlni maximum. Plati Ve
f(2,3) =108.

Nyni vySetiime staciondrni body na osich x
a y. Ziejmé jak J(x,0) = 0, tak J(0,y) = 0,
takZe vétu 5.6 nelze pouZit. Ddle si v§Simnéme, Ze
f(x,0) = f(0,y) =0, takZe ve vSech téchto sta-
ciondrnich bodech je stejnd funkéni hodnota, a to 0.
Vysetifme znaménko funkce f(x,y) = x2y3(6 —
— x — y). Protoze funkce md tvar soucinu, je
funk¢ni hodnota nulova pravé tehdy, kdyz x = 0
nebo y = 0 nebo x + y = 6. To jsou rovnice
ti pifmek, které ndm rozdéli rovinu R? na sedm
¢asti — viz obr. 5.8. Ve vnitfnich bodech téchto
¢asti je funkéni hodnota f nenulova. Jelikoz f
je vSude spojitd, je znaménko uvniti jednotlivych
¢asti konstantni. Jinak by totiZ existovaly dva riiz-
né body (xi, y1), (x2, y2) Vv téZe Casti takové, Ze
f(x1,y1) - f(x2, y2) < 0. Usecka spojujici tyto
body by lezela celd v prislusné casti. Uvazujme
funkci f jen na této tsecce. To je jistd funkce
jedné proménné (dosadime-li parametrické rovnice
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usecky do f), kterd je spojitd na uzavieném intervalu (oboru parametrd tsecky) a ma v krajnich bodech
tohoto intervalu opacnad znaménka. Podle Cauchyovy-Bolzanovy véty (viz [ |, str. 225]) existuje vnitini
bod intervalu, v némz je tato funkce rovna nule, tj. uvniti isecky je f v nékterém bodé nulova. To je ale
spor (tisecka neprotind Zadnou ze tif piimek, v jejichZ bodech je jediné f rovna nule).

Staci tedy v kazdé ze sedmi Césti urcit v jednom vnitinim bodé znaménko f, které je platné pro
cely vnitfek této Casti. Vysledek je zndzornén na obr. 5.8. Nyni uZ je snadné rozhodnout, ve kterych
staciondrnich bodech os x a y jsou lokdln{ extrémy a ve kterych ne. Pfipometime, Ze v téchto bodech je
nulové funk¢ni hodnota.

V libovolném okoli bodu na ose x jsou body jak s kladnymi tak zdpornymi funkénimi hodnotami,
takZe zde lokdln{ extrémy nejsou — viz okoli &1 na obr. 5.8.

Pokud jde o body na ose y, ze stejného divodu neni lokaln{ extrém v bodé (0, 0) (to uz vime)
a (0, 6) — viz okoli &, na obr. 5.8. V bodech (0, y), 0 < y < 6, je neostré lokdlni minimum, protoZe
v dostate¢né malém okoli nabyva f jen kladné a nulové hodnoty — viz okoli &3 na obr. 5.8. V bodech
(0,y),y < Onebo y > 6, je neostré lokdlni maximum, protoze v dostatené malém okoli nabyva f jen
zdporné a nulové hodnoty — viz okoli &4 na obr. 5.8.

Graf funkce f je zndzornén na obr. 5.9. Funkce velmi prudce klesa (v§imnéte si, Ze méfitko na ose z
na obr. 5.9 a)+ Al je naprosto odlisné od méfitek na osach x a y). Chovani v okoli bodu (2, 3), v némz
je ostré lokdlni maximum, je zcela nezfetelné. KrouZek oznacuje funkéni hodnotu v tomto bodé, kterd je
rovna 108. Tlustsi ¢ary vyznacuji hodnoty ve staciondrnich bodech na osach x a y (jsou nulové).

Predstavme si, Ze bychom chtéli vyrobit model ¢asti tohoto grafu a mit na vSech osach stejné jednotky,
napf. centimetry. Pokud bychom vzali za defini¢ni obor mnozinu (0, 6) x (0, 6), méli bychom ¢&tverec
o strané 6 cm. Funkéni hodnoty na dvou stranach tohoto ¢tverce odpovidajicich osdm x a y jsou nulové.
Funk¢ni hodnota v bodé€ (2, 3) je vSak 108, tedy néco pies metr. Ale funkéni hodnota v bodé (6, 6) je
—6° = —46656, tedy pies 466 metri hluboko! Pokud bychom &tverec z kazdé strany zvétsili o pil
centimetru, tj. uvazovali definiéni obor (—0,5; 6,5) x (—0,5; 6,5) jako na obr. 5.9 a), byla by hodnota
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Lokalni extrémy
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Lokalni extrémy 233

funkce v bodé& (6,5; 6,5) uz —7 - 6,5° = —81220,34375, tudiz pres 812 metr hluboko!

Nyni je jasné, pro¢ na obr. 5.9 a) neni vidét ani chovani v lokdlnim maximu (2, 3), ani v okol{
extrému na ose y. Funkéni hodnoty v okoli téchto bodl jsou nepatrné ve srovndni s hodnotami kolem
bodu (6,5; 6,5), takzZe se zcela ,,ztratily .

Na obr. 5.9 b)+ Al je detail grafu v okoli bodu (2, 3) a na obr. 5.9 c)+/A| zase detail v izkém pésu
kolem osy y. Teprve z n€ho je ¢astecné vidét, Ze v iseku mezi 0 a 6 je jakysi ,.karion* (jsou zde neostra
lokalni minima), jehoZ ,,iibo¢i* je smérem k bodiim (0, 0) a (0, 6) ¢im dél plossi. V téchto bodech jsou
»sedla® (nejsou tam extrémy) a za nimi mé graf tvar ,hibetu* (jsou zde neostrd lokdlni maxima). A

Predstavit si chovani grafu funkce z ptedchoziho prikladu, jejiz pfedpis je vcelku velmi jednodu-
chy a nenaznacuje pfedem néjaké problémy, je bez moznosti, které nam poskytuji soudobé programy
s kvalitnim grafickym vystupem jako napf. Maple, Mathematica, Matlab, Mathcad apod., velmi obtiZné.
I s nimi to vSak nemusi byt snadna zaleZitost a bez dikladného teoretického rozboru nam obrazky jako
napft. 5.9 a) téméf nic nefeknou. MoZnosti téchto programt Casto vedou uZivatele k domnénce, Ze teorii
vlastné viibec nepotrebuji. Pfedchozi ptiklad (a to $lo o dost jednoduchou funkci!) snad jasné ukazal, Ze
je to naprosty omyl. Pouze spojenim obojiho jsme néco rozumného zjistili. Teorie nam fekla, kde hledat
zajimava mista (lokdlni extrémy), a program ndm je zobrazil a umoznil udélat si prostorovou predstavu.
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5.2. Kvadratické formy

Abychom mohli zformulovat dostatecné podminky existence lokalnich extréma funkci vice proménnych,
budeme potiebovat z algebry tzv. kvadratické formy a nékteré jejich zdkladni vlastnosti.

Kvadratickymi formami nazyvdme homogenni mnohocleny (neboli polynomy) stupné dva. Podrob-
néji, je-lia € Raky,...,k, jsou nezdporna celd Cisla, je axi‘1 ... xkn jednoclenem, jehoZ stupet je
ki +- - -+ k,. Soucet konecné mnoha takovych jednoclend nazyvame mnohoclen n proménnych. Jestlize
maji vSechny jeho ¢leny stejny stupeni, nazyvd se tento mnohoclen homogenni. A jak jiZ bylo feceno,
homogenni mnohocleny stupné dva se nazyvaji kvadratické formy. Jsou to tedy funkce n redlnych pro-
ménnych definované na celém R”, jejichz tvar je

n

f(X) = Za,-,xf-i— Z 2a,~jx,-xj. (51)
i=1 S
1SjSn
i<j

s v

Redln4 ¢isla a;; nazyvdme koeficienty kvadratické formy. Koeficient u smiSenych ¢lenti je psdn ve tvaru
2a;j,1 # ], zndsledujiciho divodu: Sestavime symetrickou matici A = (a;;), tj. a;; = a;;. Chdpeme-li
x jako n-rozmérny sloupcovy vektor a znamend-li symbol ” transponovént, snadno se ovéf{ vyndsobenim
matic, Ze plati f(x) = x7 Ax. Tedy kazdé kvadratické formé odpovid4 symetrickd matice a naopak kazd4
symetricka matice urcuje n€jakou kvadratickou formu.

Dalsi zapis midZeme ziskat pomoci skalarniho soucinu. ProtoZze Ax je n-rozmérny sloupcovy vektor,
plati f(x) =xT Ax = (Ax, x). V dal§im budeme pouZivat pravé tento z4pis.

Pripomenime jesté, Ze s kvadratickymi formami se setkivame v rovnicich kuZelosecek (pro n = 2)
a kvadratickych ploch (pro n = 3) — viz kapitola 9.
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Definice 5.12. Symetrickd matice A se nazyva

o

i) kladné neboli pozitivné definitni, jestlize (Ax, x) > 0 pro kazdé x € R", x #£ 0,

ii) kladné neboli pozitivné semidefinitni, jestlize (Ax, x) = 0 pro kazdé x € R”",

iii) zdporné neboli negativné definitni, jestlize (Ax, x) < 0 pro kazdé x € R", x # 0, p Zeasocesca
UNIVERZITA
iv) zaporné neboli negativné semidefinitni, jestlize (Ax, x) < 0 pro kazdé x € R”, e

V) indefinitni, jestliZze nema zadnou z predchozich Ctyr vlastnosti.

Spolecny ndzev pro vlastnosti i) a iii) je urcité definitni a pro ii) a iv) urcité semidefinitni. UrCit€ definitni
matice je soucasné urcité semidefinitni stejného typu. Protoze symetrickou matici 1ze jednoznacné zto-
toZnit s prislusnou kvadratickou formou, mluvi se casto o kladné definitni kvadratické formé misto matici
a obdobné je tomu u ostatnich vlastnosti. Existuje algebraické kritérium, jak zjistit druh definitnosti dané Obsah
symetrické matice. Souvisi to se znaménkem minori, tj. determinantd podmatic vybranych z matice A.
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Minor se nazyva hlavni, je-1i vybran z tychz fadkd a sloupct matice A. Hlavni minor se nazyva rohovy,
je-li vytvoren z prvniho aZ k-tého fadku a sloupce, 1 < k < n.
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Véta 5.13 (Sylvestrovo' kritérium). Nechf A je symetrickd matice. Pak plati:
1) A je kladné definitni prave tehdy, kdyZ vSechny jeji rohové hlavni minory jsou kladné, tj. kdyZ

@

ayiy aypp ... Aaip
a a a a Lo.oa ZAPADOCESKA
ay > O, 1 12 > O, coog 21 2 e > 0 > UNIVERZITA
@i @ 092 |ecoococcooocococooococ VPLZNI
[ ) Ann

2) A je zdporné definitni pravé tehdy, kdyZ jeji rohové hlavni minory pravidelné stiidaji znaménko
pocinaje zapornym, tj. kdyz

239. strana ze 476
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3) A je kladné semidefinitni prave tehdy, kdyz vSechny jeji hlavni minory jsou nezdporné.

d
i

4) A je zaporné semidefinitni prave tehdy, kdyZ vSechny jeji hlavni minory majici lichy pocet radkii jsou
nekladné a vsechny hlavni minory majici sudy pocet vadkii jsou nezaporné.

5) A je indefinitni pravé tehdy, kdyZ nenastane Zadny z pripadii 1 azZ 4.

Diikaz. Viz napt. [12, str. 181]. O]

| James Joseph Sylvester (1814-1897) — anglicky matematik. Zabyval se algebrou, teorif invariantd, teorif matic, mate-
matickou fyzikou a teoretickou a aplikovanou kinematikou.
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Priklad 5.14. Urcete, kdy je kvadratickd forma f(x) = axl2 + 2bx1xy + cx% kladné definitni, kdy
zaporné definitni, kdy kladné semidefinitni, ale ne definitni, kdy zdporn¢ semidefinitni, ale ne definitni
a kdy indefinitni.

Reseni. Matice kvadratické formy je A = (Z ? ) Podle Sylvestrova kritéria je dana forma
O}Z’g‘ =ac—b* >0,

2) zdporné definitnf pravé tehdy, kdyZa < 0, |44 | = ac — b* > 0,

3) kladné semidefinitni pravé tehdy, kdyza = 0, ¢ = 0, | 3o | =ac—b*2>0,

‘gf‘zac—bzzO,

1) kladn€ definitni prave tehdy, kdyz a >

4) zaporn& semidefinitni pravé tehdy, kdyza < 0, ¢ < 0,
5) indefinitni v ostatnich piipadech.

Vysledek Ize podstatng zjednodusit. Je-li ac — b> > 0, nemiiZe byt rozhodné a = 0 a a a ¢ musi mit
stejné znaménko. Proto nastane piipad 1, 2, 3 nebo 4. Je-li ac — b* = 0, tj. ac = b?, je pro b = 0 aspoii
jedno z ¢isel a, ¢ nula a pro b # 0 jsou a i ¢ nenulova a stejného znaménka. KaZzdopadné tedy nastava
piipad 3 nebo 4. P¥ipad 5 proto nastane pravé pro ac — b* < 0. Celkové tudi? plati, Ze kvadraticka forma
ve dvou proménnych je

i) urcit& definitnf pravé tehdy, kdyZ | ¢ | = ac — b* > 0,

glg\=ac—b2=0,

ii) urcité semidefinitni, ale ne definitni praveé tehdy, kdyz

iii) indefinitn{ pravé tehdy, kdyz |4 ® ‘ =ac—b><0.

Pro kvadratické formy s vét$im poctem nezndmych neZ dvé podobné jednoduchy vysledek neexistuje. A

Kromé Sylvestrova kritéria existuje tzv. Lagrangetiv' algoritmus, kterym se dana kvadraticka forma
prevede na soucty a rozdily Ctvercii; z vysledného tvaru je opét vidét typ definitnosti. Postup vyuziva

! Joseph Louis Lagrange (1736-1813) (cti lagranZ) — vyznamny francouzsky matematik a mechanik. Zabyval se mecha-
nikou, geometrii, diferencidlnimi rovnicemi, analyzou, algebrou, teorii ¢isel a dalsimi matematickymi obory a téZ teoretickou
astronomii. Rozpracoval zakladni pojmy varia¢niho poctu.
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vzorec
b+ +b)=bi+--+b+2 > bibj,

1S5i<j<k

ktery je zobecnénim elementarniho vzorce (a + b)> = a’® + 2ab + b*. Z dané kvadratické formy jsou
postupné ,,ubirdny“ druhé mocniny zévorek. Jestlize napt. ve formé (5.1) je a;; # 0, figuruje x; obecné
dale jeste v dalSich ¢lenech v soucinech s ostatnimi nezndmymi. Z formy (5.1) vyclenime druhou mocninu
zavorky tak, Ze ve zbytku se jiz nebude vyskytovat nezndmad x;. VyuZijeme rovnosti

2
anxy +2(apxi1xy 4+ -+ apxix,) =

2 2 2
ap an ap o ay 2 aiiaij
=a11<x1+xz+---—|—xn> —<x2+---+"xn -2 E — XiXj.
an arn arn ar 2<i<j<n arn

Na zbytek kvadratické formy, ktery obsahuje jiZ pouze n — 1 nezndmych, postup opakujeme atd. Stane-li
se, Ze zbytek formy jiZ neobsahuje Ziddny kvadrdt nezndmé, ale pouze smiSené Cleny, napf. a;;x;x;,
ajj # 0, zavedeme pomocné substituce x; = y + z, x j = Y — 2, které dosadime do dosud neupravené
¢asti kvadratické formy. Tim dostaneme opét kvadréaty nezndmych, nebof x;x; = y? — 72, a mizeme
pokracovat v pfedchozim postupu. Vysledkem uprav bude soucet nejvySe n kvadratt zavorek, u nichz
jsou kladné nebo zdporné koeficienty.

Z definice 5.12 se celkem snadno nahlédne, Ze plati nasledujici tvrzeni:
Forma (5.1) je
1) kladné definitni pravé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru je n kvadrati zdvorek a u vSech stoji kladné

koeficienty,

2) zaporné definitni pravé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru je n kvadrati zavorek a u vSech stoji zdporné
koeficienty,

o
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2 TR
1849
3) kladné semidefinitni pravé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru je méné nez n kvadratd zavorek a u vSech v =
stoji kladné koeficienty, N 4
4'/0“. >

4) zaporné semidefinitni pravé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru je méné nez n kvadrati zdvorek a u vSech
stoji zdporné koeficienty, D

5) indefinitni praveé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru jsou kvadraty zavorek s kladnymi i zdpornymi koefi-
cienty.

ZAPADOCESKA
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Presné zdlivodnéni 1ze nalézt napt. v [12]. Postup si ukdZeme na piikladu.

Priklad 5.15. Rozhodnéte Lagrangeovou metodou o typu definitnosti kvadratické formy

1 1
fx) = X12 ale szz + Zx32 + X1X2 + X1X3 + XoXx3 + XoX4.

Reseni. Nejprve vy€lenime napft. x;. Dostaneme

1 1
fx) =X12+Zx22+1x32+x1xz+x13€3 + XoX3 + XoX4 =

Iy L lp Lal ] ey ley
=|xi+zx2+=x — = X;— X3 —=X2x3+—X),+—X
1 22 23 42 43 223 42 43

1 1 \? 1
+ XoX3 + Xox4 = <x1 alx Exz = §x3) als §x2x3 + X2X4.

ProtoZe nemame dalsi kvadrit nezndmé, pouZijeme napf. substituci x, = y 4z, x3 = y — z. Dostaneme
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1
flx) = x1+§x2+

? 1 2 12
X3 +§y—§z + Vx4 + 2x4 =
2

1 1
X1+ —x+ (y2 + 2yx4) — -tz =

1
(3043
1
< 2 tam) T3 2
1 1 \* 1 , 1, 1,
<x1+2x2+2x3> +§(y+x4) —5%iT 52 +zx4 =
2
<X1+;X2+;X3> +%(y+x4)2—%(xf—2zx4)—%z2=
1 1 \* 1 , 1 , o1, 1,
(X1+2x2+2x3> +5()’+X4) _E(M_Z) +5Z —5T =
1

PR 2+1(+ )? 1( )?
— NSRS = xX4)"— = (x4 —2)".
1 22 3 2y 4 ) 4 —Z

[\S]

Dostdvdme tfi kvadréty, pficemZ u dvou je koeficient kladny a u jednoho zaporny. Tedy forma je indefi-
nitni. A
5.3. Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Nynf jiZ mGZeme pristoupit ke studiu lokdlnich extrému funkci n proménnych, kde n € N. Vyklad tedy
zahrne i funkce jedné advou proménnjzch které byly probl’re’my jii dfive Formulace V}’/sledkﬁ i provedeni

vvvvvv

Zacneme definici lokélnich extrémi. Ta je obdobnd jako v piipadé funkce dvou promennych — viz
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definice 5.1. S ohledem na problematiku vdzanych extrému, kterou budeme studovat v kapitole 8, vSak
nebudeme predpokladat, Ze uvazovany bod musi byt nutné vnitini.

@:

Definice 5.16. Nechf funkce f je definovana na mnoziné A C R" axy € A.

Rekneme, 7e f ma v bodé x( lokdlni minimum, jestlize existuje okoli &(xq) takové, Ze pro kazdé ZAPADOCESKA
x € O(xp) N Aplati f(x) = f(xg). Jestlize pro x # x¢ je dokonce f(x) > f(x(), mluvime D TEE T
o ostrém lokalnim minimu.

Analogicky se definuje lokalni maximum resp. ostré lokalni maximum, pouze se uvazuje nerovnost

f(x) < f(xo) resp. f(x) < f(xo) Spolecny nazev je lokdlni resp. ostré lokalni extrémy.

Poznamka 5.17.

1) JestliZe x je vnitini bod A, lze v definici lokélnich extrémi pfedpoklddat, Ze poZzadované okoli & (x)
je tak malé, Ze leZi celé v defini¢nim oboru funkce f, tj. v A. Tak tomu bylo v definici 5.1 v ptipadé
funkci dvou proménnych definovanych na otevienych mnoZindch. Pokud je ov§em x( hrani¢ni bod,
neni f nikdy definovand na celém okoli tohoto bodu, af je jakkoliv malé. EEEE

2) Funkce f mdZe mitna A vice (i nekone¢né mnoho) lokdlnich extrému. Sta¢i vzit napr. funkei sin x sin y III
na celé roving R?. Zkuste najit jiné piiklady, kde lokdlnich extrémi bude nekone¢n& mnoho, ale
funk¢ni hodnoty v nich budou rzné.

Oznaceni a terminologie

s Xz

V dal3i ¢asti této kapitoly a rovnéZ v kapitole 8 budeme prevazné pracovat s funkcemi, které maji prvni
nebo druhé (parcidlni) derivace, popr. dalsi vlastnosti podobného typu. Abychom mohli sndze zformulo-

vat dalsi vysledky, zavedeme nékterd novd oznaceni.
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Necht A € R"a f: A — R. Derivaci funkce f ve vnitfnim bodé x* rozumime n-tici f/(x*) =

= (%}Z*), e %’5)) Je-li f diferencovatelnd v x*, jde vlastn€ o gradient funkce f v tomto bodé —
srovnej ¢ast Pro zdjemce na str. 144.

V analyze je Casto potieba vyjadfit, Ze jedna veli¢ina je ,,hodn€ mensi“ neZ druhd. Pouziva se nésle-
dujici terminologie. Nechf funkce jedné proménné ¢ () a ¥ (o) jsou definované v okolf nuly. Rekneme,

Ze p(a) je ,,malé o “ Y (a), a piSeme @(a) = o(¥(«)), pokud plati lir% :‘0’((‘;)) = 0 (. citatel p(a) je
o—>

v blizkosti nuly mnohem mensi neZ jmenovatel ¥ («v)).
Skutecnost, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodé x*, 1ze pak zapsat takto:

FG&"+h) = f(x*) + (f'(x7), h) + ol kD). (5.2)

Pfipomenme, Ze pro diferencidl plati

* *
dfer) = (7 ) = LD D
8x1 axn
Funkce f se nazyva spojité diferencovatelnd v bod& x*, jestlize f'(x*) existuje v néjakém okoli bodu
x* a je spojitd v x*. Pfitom spojitosti n-tice rozumime spojitost kazdé jeji slozky. Z kapitoly 3 vime, Ze
ze spojité diferencovatelnosti vyplyvd diferencovatelnost, ale opak neplz;ti.
T

Druhou derivaci funkce f vbod& x* rozumime matici f”(x*) = ( ) , kterou rovnéZ nazyvame

hessidn.' Tedy

dx10x] dx10x2 T dx10x,
PfEH) e 2 f (")
f//(x* — 0xp0x] dx20x2 T dx20x,
P P fE) 2 f(x%)
0x,0x1 0x,,0x7 e 9x,0xy,

1Ludwig Otto Hesse (1811-1874) — némecky matematik. Zabyval se projektivni geometrii, teorii algebraickych funkci
a teorif invariantli. Zavedl pojem hessidnu.
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Funkce f se nazyva dvakrat diferencovatelnd v bod€ x*, jestlize existuje matice f”(x*), jeZ je sy-
metrickd, a pro vSechna dostate¢né mald h € R” plati

1
fGS+h) = fx) + ('), k) + 3 (f"(x*) b, h) + o(|| 1) (5.3)

Pritom

- 2rE
(f"(x") b, h) = Z}; el L
Vsimnéte si, Ze vztahy (5.2) a (5.3) jsou vlastné Taylorovy vzorce faddu jedna a dvé.

Funkce f se nazyvé dvakrdt spojité diferencovatelnd v bodé x*, jestlize f”(x*) existuje v néjakém
okoli bodu x* a je spojitd v x*. Opét plati, Ze je-li f dvakrat spojité diferencovatelnd, je i dvakrat diferen-
covatelnd, ale opak neplati. Symetri¢nost matice f”(x*), tj. zamé&nitelnost druhych parciélnich derivaci,
je disledkem Schwarzovy véty 2.12.

Rekneme, Ze funkce f je diferencovatelna (spojité diferencovatelnd, dvakrat diferencovatelnd, dva-
krat spojité diferencovatelnd) na mnoZziné X, ma-li pfisluSnou vlastnost v kazdém bod€ mnoziny X. Uvé-
domte si, Ze f musi byt definovana v okoli kazdého bodu mnoziny X, tedy pokud neni X oteviend, musi
byt f definovand na néjaké oteviené nadmnoziné mnoziny X.

V dal$im se budeme zabyvat dlohou, kterou formalné miZeme zapsat nasledovné:

f(x) — ext, xe P, P=intP. 5.4)

Zapisem f(x) — ext rozumime nalezeni lokdlniho extrému, tj. maxima resp. minima funkce f na
oteviené mnoziné P. (Pfipomenme, Ze int P znadi vnitfek mnoZiny P.)

V podminkéch, které odvodime, se budou vyskytovat prvni resp. druhé derivace funkce f.V prvnim
pfipadé mluvime o podminkdch prvniho 7ddu, ve druhém o podminkdch druhého vadu.
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5.3.1. Podminky prvniho radu

Véta 5.18. Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé x*. Je-li v x* lokdlni extrém ulohy (5.4), plati
f'x*) =0.

Diikaz. Nechf jde napf. o lokdlni minimum. Pak pro libovolny vektor # € R” a dostate¢né malé o
plati f(x* + ah) — f(x*) = 0. ProtoZe f je v x* diferencovatelnd, je podle (5.2) pro mal4 kladna
(i zdpornd) o splnéno {f'(x*), ah) + o(a) = 0. Protoze {f'(x*), ah) = a(f'(x*), h), dostaneme
vydélenim ¢islem & > 0 a limitnim pfechodem (ten zachovava neostré nerovnosti), Ze

/ *
0< tim | @B @1 oy byt otim 29 (e, by,
a—0t o o a—0t o
JelikoZ h bylo libovolné, miZeme volit napi. h = — f’(x*). Dostdvame tedy, Ze nutné plati nerovnost
—(f'(x*), f'(x*)) = 0. Podle vlastnosti skalarniho sou¢inu soucasné& plati { f'(x*), f'(x*)) = 0. To
viak znamend, Ze (f'(x*), f'(x*)) = 0 = | f/(x*)||>. Nulovou normu m4 ale jedin& nulovy vektor,
tedy f'(x*) = 0, coZ jsme méli dokazat. O

ProtoZe f/(x*) = 0 pravé tehdy, kdyZ vSechny sloZky tohoto vektoru, tj. (parcialni) derivace v bodé&
x*, jsou nulové, dostdvdame pro n = 1 béZné zndmé tvrzeni ze zdkladniho kurzu diferencidlniho poctu
funkci jedné proménné a pro n = 2 vysledek z prvniho oddilu této kapitoly — viz disledek 5.5. Body,
v nichZz f'(x) = 0, se nazyvaji staciondrni.

Ctendfi, kterému se zd4, Ze v predchozim diikazu by jako disledek vztahu (5.2) mélo spravné byt
o(||leh|]) misto o(a), doporucujeme, aby zvazil, Ze pro libovolné pevné h # 0 plati o(|lah|) =
= o(|la|||k|]) = o(la]) = o(a), coZ se snadno ovéif vypoctem piislusnych limit. Pro & = 0 je platnost
prislusné rovnosti trividlni. Podobnych ,prohfeskd* se dopustime i v dal$im textu, aniZ na to budeme
upozoriovat.
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5.3.2. Podminky druhého radu

V zdkladnim kurzu se obvykle uvadéji jen postacujici podminky druhého fadu. My si uvedeme i nutné
podminky, uz proto, Ze jejich diikaz je pomérné snadny. Soucasné uvidime uzitecnost rdznych druhd
definitnosti symetrickych matic.

Véta 5.19. Necht funkce f je dvakrat diferencovatelnda v bodé x*. Je-li v x* lokdalni minimum (maxi-
mum) tlohy (5.4), je matice " (x*) kladné (zdporné) semidefinitni.

Diikaz. DokaZzeme tvrzeni napk. pro lokdlni minimum. Podle véty 5.18 je f/(x*) = 0. Déle pro libovolné

Z X7

h € R" a dostate¢né malé &islo @ # 0 z toho, Ze v x* je lokdlni minimum, plyne, Ze f(x* + ah) —
— f(x*) 2 0. Tedy z (5.3) dostdvame

2
0 < = (£ (") (@h), ah) + o(@?) = %(f”(x*)h, h) + o(?).

| =

Predchozi vztah vydélime &islem o® a ud&lame limitni pfechod proa — 0. ProtoZe je lim0 o(@?)/a? =0
a—>

a limita zachovdvé neostré nerovnosti, dostdvame odtud nerovnost (/" (x*)h, h) = 0, coz je definice
kladné semidefinitni matice. O

Nulovost prvni derivace a semidefinitnost druhé derivace jsou tedy nutnymi podminkami existence
lokalniho extrému tlohy (5.4). Ukazuje se, Ze kdyZ zesilime semidefinitnost druhé derivace na definitnost,
stavaji se tyto podminky postacujicimi pro existenci lokdlniho extrému, ktery je pak dokonce ostry.

V dikazu ndsledujici véty budeme potfebovat nékteré poznatky o posloupnostech bodi v R”. Ty lze
nalézt napf. v [2] nebo [16]. Formalné jsou ale analogické jako u posloupnosti redlnych cisel.
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Véta 5.20. Necht funkce f je dvakrdt diferencovatelnd v bodé x*. Predpoklidejme, Ze f'(x*) = 0
a matice f"(x*) je kladné (zaporné) definitni. Pak ma iloha (5.4) v x* ostré lokdlni minimum (maxi-
mum) To je izolované, pokud jsou f,, ..., fy, diferencovatelné v x*.

Diikaz. Necht napf. f”(x*) je kladn& definitni. Pfipusfme, ¢ v x* neni ostré lokdlni minimum. Pak
libovolné blizko tohoto bodu 1ze nalézt jiny bod, v ném?Z je funkéni hodnota stejnd nebo mensi. Je tedy
mozné zkonstruovat posloupnost {x;} takovou, Ze

lim xe =x%  x#Fx*, fO) S .

k— 00
Polozme oy = || xx — x*||, by = (xx — x*)/;. Pak je xp = x* + aihy. ProtozZe je |hi|| = 1,
je tato posloupnost ohranicend, a lze z nf tudiZ vybrat konvergentni podposloupnost {hy,}, hy, — h,
|k|| = 1 (viz napf. [16, str. 119]). Pro jednodussi oznadeni pfedpokladejme, Ze ptimo posloupnost {f;}
je konvergentni. Z (5.3) dostdvame

1 o?
02 fx) = F&) = S (f (&) owhe), ahi) + oed) = Z-(f" (e, he) + 0(e).

Po vydéleni oz,% a limitnim pfechodu dostaneme, Ze ( f”(x*)h, h) < 0 pro nenulové k, coz znamen4, Ze

f”(x*) neni kladng& definitni. To je vSak spor s pfedpokladem.
Pfipusfme nyni, Ze x* nenf izolovany lokéaln{ extrém. Pak libovolné blizko tohoto bodu 1ze nalézt jiny
bod, v ném? je lokélni extrém. Je tedy mozné zkonstruovat posloupnost {x;} takovou, Ze

lim x; = x*,
k—o00

X, # x¥, f md v x; lokdln{ extrém.

7 X2z

Analogicky jako v prvni ¢asti diikazu pfi stejném oznaceni najdeme konvergentni posloupnost A;. Nyni
vyraz (hy, f'(xy)) vyjaddiime pomoci (5.2). Podle tohoto vztahu plati
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Jo () — [, () = (f}, (), ahyc) + o(ow),
Jo () — fo, () = (f1, (), axhi) + o(ow),

S (1) — oo, (%) = (f, (), archic) + oa).

Nyni prvni rovnost vynasobime /1, druhou A, atd. aZ posledni A, (hy); jsou slozky hy) a vSechny je
se¢teme. Uvédomime-li si, Ze f)éi x*) = (fou, X)), .o, fux, (%), i =1, ..., n, dostaneme, Ze

(hi, f'(x0) = (b, f/(x) + (b, [ () arhi) + o).
Podle véty 5.18 je f’'(x;) = 0 arovnéz f'(x*) = 0. Tedy
0 = o (b, f7(x")hi) 4 o(aur).

Po vydéleni ¢ a limitnim pfechodu dostaneme, Ze {f”(x*)h, h) = O pro nenulové h, coZ je opét
spor. O

Z dikazu je ziejmé, Ze v jistém okoli bodu x* nemtiZe byt ani Zadny staciondrni bod rizny od x*.
Z ptedchozich dvou vét a prikladu 5.14 dostdvdme bezprostfedné nasledujici vysledek, ktery je mir-
nym zobecnénim véty 5.6 (navic je tvrzeni o izolovanosti).

Dusledek 5.21. Necht funkce dvou proménnych f(x,y) je definovand na oteviené mnoZiné P a mad
spojité druhé parcialni derivace v bodé (xo, yo). Necht ddle plati f(xo, yo) = f,(x0, yo) = 0.

1) Je-li frx(xo0, Yo) fyy (X0, Yo) — fxzy (x0, yo) > 0, je v bodé (xy, yo) izolovany ostry lokdlni extrém. Pro
Frx (X0, Yo) > 0 je to minimum, pro f,(xo, Yo) < 0 je to maximum.

2) Je-li frx(x0, ¥0) fyy (X0, Yo) — fxzy (x0, ¥0) < 0, neni v bodé (xg, yo) lokdlni extrém.

3) Je-li fix(xo, Yo) fyy (X0, Yo) — 2 (X0, Yo) = 0, miiZe, ale nemusi byt v bodé (xo, yo) lokdlni extrém.

Xy

Postup budeme ilustrovat na prikladech.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

250. strana ze 476

5
"l

Zavrit dokument

l Celd obrazovka / Okno




Lokalni extrémy 251

Piiklad 5.22. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x) = x| + x5 — 4x1x2, x € R

Reseni. Tento tlohu jsme mohli fesit uz v ivodnim oddilu této kapitoly — srovnejte podobny ptiklad 5.9.
Nyni ale provedeme feSeni v ,,nové* symbolice.

Funkce f ma spojité parcidlni derivace vSech fadi, zejména je tedy v kaZdém bodé dvakrat dife-
rencovatelnd. Nejprve musime podle véty 5.18 urcit ,,podezielé* ¢ili staciondrni body. Spocitdme prvni
derivaci a poloZime ji rovnu nule:

@) = (fo, fr) = (4x] — 4xp, 43 — 4x;) = (0, 0).

Dostavdme rovnice x13 = X3, xg = x1. Dosazenim prvni rovnice do druhé vyjde

M=x = 00— DO+ DT+ DEG+1) =0,
odkud
x1 =0 nebo x; = —1 nebo x; = 1.
Z rovnice x, = x13 uréime odpovidajici hodnoty x, = 0, x, = —1 resp. x, = 1. Celkové existujf tfi

staciondrni body A = (0,0), B = (—1,—1) aC = (1, 1). Jen v téchto bodech mohou byt lokaln{
extrémy.
Déle vypoc¢teme druhou derivaci:

Vi _ fxlxl fx1x2 _ 12x12 _4
A2k (f f> = ( —4 12x§)‘

0 —4‘

Odtud

= —16, det f"(B) = det f"(C) = _li _1‘2‘

det f(A) = ‘_4 0

‘ = 128.

Podle disledku 5.21 v bodé A nenf lokaln{ extrém a v bodech B a C jsou izolované ostré lokaln{ extrémy,
a to minima s hodnotami f(—1, —1) = f(1, 1) = —2. Graf funkce je znidzornén na obr. 5.10+A]. A
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Obr. 5.10: Graf funkce f: z = x} + x5 — 4x1x;

Priklad 5.23. Najdéte lokdlni extrémy funkce

3 » 1 3
fx)=x; +)€2+§x3 — 3x1x3 — 2% + 2x3, x € R°.

Reseni. Stejné jako v pfedchozim p¥ipadé jsou splnény pozadavky na hladkost funkce f, protoZe funkce f
ma spojité parcidlni derivace vSech fadul. Pro staciondrni body je

/@) = 3xf —3x3,2x2 — 2, x3 — 3x; +2) = (0,0, 0),
tj.

x12=x3, X, =1, x3 = 3x; — 2.
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Dosazenim tfetf rovnice do prvni vyjde kvadratickd rovnice x? — 3x; + 2 = 0, kterd m4 dvé feSeni x; =
= 1 ax; = 2. Ze tieti rovnice dostaneme po fadé odpovidajici hodnoty x3 = 1 a x3 = 4. Existuji tedy
dva staciondrnibody A = (1,1, 1) a B = (2, 1, 4).

Druh4 derivace je

fxlxl fx1x2 fx1X3 6X1 0 -3
f// (x) = fxz)q fx2x2 fx2x3 = 0 2 0
fX3x1 fx3x2 fx3X3 -3 0 1

K posouzeni jejiho typu definitnosti pouZijeme Lagrangeovu metodu.
V bodé A ma kvadraticka forma tvar
1 2 1
(f"(1,1, 1) h, h) = 6hT + 2h3 + h3 — 6h1hs = 6<h, — §h3> + 2h3 — Ehg
a je indefinitni. Nen{ tedy splnéna nutna podminka (semidefinitnost) z véty 5.19, a proto v bodé A neni
lokalni extrém.
V bod¢ B mad kvadratickd forma tvar

1 \2 1
(f"2.1,4) h, k) = 1212 + 2h2 + h2 — 6hyhy = 12(h1 - Zh3> + 203 + 4 1]

a je kladné definitni. Podle véty 5.20 je v bod€ B ostré lokdlni minimum, jehoZ hodnota je f(2,1,4) =
=—1. A

Poznamka 5.24. Véta 5.18 ndm dava pro nalezeni staciondrnich bodl obecné soustavu n nelinedrnich
rovnic. Jeji feSeni miiZze byt velmi obtiZné nebo explicitné viibec neproveditelné. Pak by bylo nutné pouziti
numerickych metod. Tato situace mtzZe nastat uz i u algebraickych rovnic, tj. rovnic, na jejichz stranach

v ¥ 2

stoji mnohocleny jedné nebo vice proménnych. Stejné komplikace budou i v dalsi ¢4sti textu tykajici se
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vvvvvv

pri hledani lokalnich extrémi. Uvadéné priklady jsou pochopitelné voleny tak, aby stacionarni body bylo

moZné explicitn& a bez velkych obtiZi urit. Ctenaf by viak nemél propadnout dojmu, Ze je tomu tak
vzdy. Hlavné u tloh vzniklych pfi feSeni redlnych problémil napt. z inZenyrské praxe je situace zcela
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jind a bez numerickych metod se vétSinou neobejdeme. Ty jsou Casto zaloZeny (hleddme-li minimum) na s EOOE
konstrukci tzv. minimalizujici posloupnosti, tj. takové posloupnosti {x;}, Ze f(xx) — f(x*), kde x* je v pLZNI

bod lokdlntho minima.

Pojmy k zapamatovani

— staciondrni body funkci dvou (a vice) proménnych

— lokéln{ extrémy funkce dvou (a vice) proménnych e
Sal

— lokélni minimum (maximum) funkce dvou (a vice) proménnych

< Yot s . . « . 255. st 476
— ostré lokdlnif minimum (maximum) funkce dvou (a vice) proménnych strana ze

[=]
[£]
=]
[=]

— neostré lokdln{ minimum (maximum) funkce dvou (a vice) proménnych

d
i

— kladné (zdporné) definitni symetrickd matice

— kladné (zaporné) semidefinitni symetrickd matice
— indefinitni symetrickd matice

— kvadratické formy

— kladné (zaporné) definitni kvadraticka forma

— kladné (zaporné) semidefinitni kvadraticka forma

— indefinitni kvadraticka forma
Zavrit dokument
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— Sylvestrovo kritérium

— izolovany lokdlni extrém

Kontrolni otazky

1. Jaka je nutna podminka pro existenci lokdlniho extrému funkce dvou (a vice) proménnych?
2. Jaka je postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému funkce dvou (a vice) proménnych?

3. Na zaklad¢ ¢eho mlZete rozhodnout, zda ve stacionarnim bod€ nastane extrém funkce dvou (a vice)
proménnych?

4. Jak urcite typ daného extrému — tj. lokdlni minimum ¢i maximum — funkce dvou (a vice) pro-
ménnych?

5. Podle jakych skute¢nosti rozhodnete, zda se jednd o ostry Ci neostry extrém funkce dvou (a vice)
proménnych?

6. Nacrtnéte piiklad grafu funkce, kterd ma v daném bode¢ ostré (resp. neostré) lokalni maximum.

7. Bod, ve kterém miiZe nastat lokdlni extrém, je vzhledem k mnoziné A C R2, na niz je funkce
definovana:

e vnitini,

e vnéjsi,

e hranicni?
8. Co jsou to kvadratické formy a k ¢emu nam slouzi?
9. Kdy se symetrickd matice A nazyva:

e kladné definitni,

o
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1849
e zdporn¢ definitni,
AL\ A
% <

e kladné semidefinitni,

e ziporn¢ semidefinitni?

10. Kdy se symetrickd matice A nazyva: D > T

V PLZNI

e urcité definitni,
e urcité semidefinitni,

e indefinitni?

Piiklady k procviceni

1. Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x, y):

a) z =146y—y>—xy—x?, b) z =4—(x—-2)%2—(y+3)%

¢) z =5+ 6x —4x2—3y2, d z=xx—-D4+yly—1) —xy+2,
e) z=x(x—6)+y(y—9) +xy, f) z =2x2—6xy+5y2—x+3y+2,
g z =x2—-2y2—-3x+5y—1, h) z =x2—y?+42x -2y,

i) z =x34+y—18xy+215, i)z =27x%y + 14y3 — 69y — 54x,

K oz =x*4+y*+403 =) +562+y) +4(x —y) —2xy + 2,

2. Najdéte lokélni extrémy funkce z = f(x, y):

) 7 =1-aZty2 b z =" (5-2r+y),
©) z=@x—y+6)?% d z =x2+xy+y>—4Inx—10Iny,
e) 2 =xy+§+%, f) z =xyln@x?+y?),

g z=@+yHe?, h) z =2x3 —xy?+5x2 452,
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> <
) z=@-10+23 Dz =x*44xy+6y*—2x+8y -5,
Kz =xt 4yt —x?—2xy — 2, ) oz =x*—3x%y+3y—y3, A\ 57
_ .3 2 3 _ 2x+3 2 2 1, P S
m) z =x>—3x"4+y —3y+1, n z =e¢ Y(8x® — 6xy + 3y°). S g

3. Najdéte lokdlni extrémy funkce z = f(x, y):

a) z =—3x4—5y4, b)
c) z =2xy—2x—4y, d)
e) z =x3—3xy—y3, )
g z=0G"+ye, h)
i) z =x3427y3 —6xy+11,

Doz =307+ k)
) z =x34xy? +6xy, m)
n) z =xy+5x—0+2y—0 0)
p) z =x2+y2—xy—2x+3y,

Q z=xy@d—x-—y), r)
)z =4(x —y) —x—y% t)
W oz =yJ/1+x+x/T+y, V)

4. Najdéte lokaln{ extrémy funkce u = f(x, y, z) resp. u = f(x1, ...

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

z =x2+xy+y? +9x + 6y,

z =3Ing +2Iny+In(12 —x —y),
7 = (5x + Ty — 25) e~ H+y?)

z =sinx 4 cosy + cos(x — ),
O<x,y<

V PLZNI

5
z =8x3 +y3 —6xy +4,

z =xﬁ—x2—y+6x+3,

z =sinx + siny + sin(x — y),
0<x,y<7,

7 =x—2y+Iny/x?+y2 +3arctg 2,
z=x+xy+y>—Inx—Iny,

z =x2+xy+y2+”x—3+§, a eR.

) Xp):

2 2
b) u=x+LH+5+23,xy,2>0,
7xn>0’

u=2x2+y2+27—xy—xz,
u=x3+y2+22+12xy+2z.

2
i)

a) u=xyz(12—x —2y —32),
2 22
© u=3+y;+5 x5y2>0,
d u=xx3---- Xy (1= X1 = 2x2 — ... — nxp), X1, X2, ...
n 2
© u=xi+Z+324 I+, X1, >0
f) u=x24+y>2+z24+2x+4y—62z,
2
h) u=§+x§+y7+ﬁ,x,y,z>0,

Napovéda: V d) uZijte AG nerovnost.
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KIli¢ k piikladim k procviceni

V nésledujicim m znaci lokalni minimum, M lokdlni maximum a § staciondrni bod, v némz nenfi lokdln{ extrém.

1. a)
f)

i)}

2. a)
d

f)

h)

i)

Y

m)

M(=2,4), b M2,-3), o M(30),
m(-2.-3). ® S$(3.3). b S-1L-D,
m(1, 1), M(=1, 1), S(52, ), 5(- 4, - 3,
M(0,0), b) S, -2),
m(1,2), e) m(2,2),

m(x—= £2), M(£7=, F =), SEL0), SO, D),

m(0,0), S(—3.0), S(1, £4),
m(7, =3), k)

m(0, —1), M(, 1), m(:l:\/g—\/g> S(i\/g, \/g)

M@, -1), m(2,1), SO,1), S2,-1),

d)
i)
k)

c)

i)

m(l,1), m(—1, —-1), S(0,0),

m(1l, 1), €)
m(6, 6), S(0,0),
m(0, 2), m(=2,0), S(—1, 1).

m(l,4),

m v bodech pfimky x — y + 6 =0,

g m(=2,0),
S(l’ y)s S(-x9 _2)3 X,y € Ry

n  m(0,0), S(—1,-1).

Navod: V k) u S(—1, 1) zvazite, Ze f(x,y) = d4f(—l, 1), do diferencidlu dosadte u = x + 1, v =y — 1,
vyraz upravte a vySetfete v okoli (0, 0).

3. a)
€)
i)
1)
0)
r)

V)

M(0,0), b) m(—4,—1), 0
M(=1,1), 50,0, £ M(3), m(—%.—5), &
m(3.3). S0,0), ) m(,0), k)
m(+/3,=3), M(—+/3,-3), $(0,0), S(0,—6), m)
M(%. %) p) m(1,0), Q
S(1,1), s) M2, -2), )

S, 1), d)y M(6,4),
m(0, —1), h M(3 %)
m(3, 1), 5(0,0),

M@4,4), n) m(5,2),
M(%.%). 5(0,0), 5(0,4), S(4,0),
m(1, 1), w m(—3% -3),
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4' a) M(37 %71)5umaX=%, b) m(%71,1)7umin=47

¢) lokdlni minima spliiujici podminkux =y =z =1+¢,t € R, ¢ > 0,

2 ) n2+2n+2

d) M(x1="1'=xn=m),umax=5m) ) 1

e) m(xy =2m T, xp =20F1 . Xy = 204T) upmin = (1 + )27+,

f) m(—1,—-2,3), upin = —14, g)  nemd lokdln{ extrém,

hy m(3-32,44-2), umin = ¥ - V4, i) 5(0,0,—1), m(24, —144, —1), umin = —6913.

O

N
STRAY &s
&
LTS
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Test — lokalni extrémy 1

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

(1b.) Bod (xg, yo) je stacionarnim bodem funkce f, pravé kdyz:
Jx(x0, yo) = 0a fy(xo, yo) =0 fx(x0, o) = O nebo f;(xo, yo) neexistuje

Jy(xo, yo) = O nebo f,(xo, yo) neexistuje fx(xo0, yo) # 0a fy(xo, yo) =0
(1b.) Necht je bod (xg, yo) stacionarnim bodem funkce f a nechf ma funkce f v tomto bodé€ a v néja-
kém jeho okoli spojité parcidlni derivace druhého fadu. Je-li f,, (xo, yo) fyy (X0, Yo) — fxzy (x0, Yo) <
< 0a fy,(xo, yo) > 0, pak v bod€ (x¢, yo)

nelze rozhodnout o typu extrému nenastdva extrém

nastava lokalni maximum nastava lokalni minimum

(1b.) Bod (1, 4) je staciondrnim bodem funkce f, kterd ma v tomto bodé a v néjakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace druhého fddu. Druhé parcidlni derivace v tomto bod€ jsou: fy, = 2, f,, =
=2a f,, = 1.Pak vbodé (1,4) ...

je ostré lokdlni minimum je ostré lokdlni maximum

je neostry lokdln{ extrém extrém nenastava
(1b.) Bod, ve kterém nastane lokdln{ extrém, nemtiZe byt ...

N e

izolovanym bodem defini¢niho oboru vnéjsim bodem defini¢niho oboru

vnitfnim bodem defini¢niho oboru hrani¢nim bodem defini¢niho oboru

o
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A7IRINA
5. (1b.) Rekneme, Ze funkce f ma v bod& (xo, Yo) ..., jestliZe existuje okoli &'(xy, yo) takové, Ze pro ® =
kaZdé (x, y) € O(xo, yo) plati f(x,y) = f(xo. Yo). NS
KA U\
ostré lokalni maximum lokalni maximum -
lokalni minimum ostré lokalni minimum p Ziranocesua
UNIVERZITA
6. (1b.) Funkce f mad ve vnitfnim bod€ (xg, yo) € D(f) ostré lokdlni maximum, jestliZe ... UG

existuje okoli &'(xy, yo) takové, Ze pro kazdé (x,y) € O(xo, o), (x,¥) # (xo, yo), plati
S x,y) < f(xo, yo)

existuje okoli &'(xg, yo) takové, Ze pro kazdé (x,y) € O(xg, yo), (x,¥) # (xo0, Yo), plati
fx,y) > f(xo, yo)

existuje okoli & (xg, yo) takové, Ze pro kazdé (x, y) € O(xq, yo) plati f(x,y) < f(xo0, yo)

existuje okoli &'(xg, yo) takové, Ze pro kazdé (x, y) € O(xg, yo) plati f(x, y) = f(xo0, Yo)

7. (1b.) Ze zadanych bodu vyberte ty, které jsou staciondrnimi body funkce
flry) =2 —6xy+ .
0,0), 2, -2) 0,0), (2,2)

©,0), (2,-2),(2,2) ©,0), (2,2), (—-2,-2)
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8. (1b.) Necht (xo, yo) je staciondrni bod funkce f'(x, y) anechf fy. (xo, Yo) fyy (X0, Yo)— fxzy (x0, Yo) >
> (. Pak nemizZe byt ...

fxx(xo» )’0) =0 fxx(xOv yO) >0
Sax (X0, y0) <O fyy(x0, Yo) > 0
Syy(xo0, yo) <0 Jay(x0, y0) =0

9. (1b.) Necht (xg, yo) je stacionarni bod dvakrat spojité diferencovatelné funkce f(x, y) a nechf plati
Srx (X0, Y0) fyy (X0, Yo) — fxzy (x0, yo) > 0. Pak v bodé (xg, yo) nastane lokalni minimum, pravé
kdyz ...

fyy(XOa Yo) <0a fxy(xo, yo) =0 Jax (X0, yo) <Oa fxy(xO, yo) <0

Jrex(x0, y0) < Oa fry(xo, yo) > 0 Jrx(x0, yo) > 0a fyy(xo, yo) > 0
10. (1b.) Nechf funkce f(x, y) md v okoli bodu (1, —1) spojité parcidlni derivace druhého fadu. Déle
nechf f, (1, —1) =4, f,(1,-1) = -6, fi.(1,—=1) =6, f,,(1,—-1) = =2a f,,(1,-1) = 14.
Pak v bodé (1, —1) funkce f(x, y)

ma lokalni maximum ma lokalni minimum

ma sedlovy bod nemuZe mit lokdln{ extrém

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:
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Test — lokalni extrémy 2

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

1. (1b.) Odpovézte ano, ne. V bodé (x¢, yo) mizZe mit funkce f (x, y) extrém, jestliZe je diferencovatelna
v bod€ (xg, yg) a obé jeji prvni parcidlni derivace jsou v ném rovny nule.

Ano. Ne.

2. (1b.) Odpovézte ano, ne. Jestlize ma v funkce f(x, y) bod€ (xg, yo) lokdlni extrém, pak bud jedna
nebo ob¢ jeji parcidlni derivace v tomto bod€ neexistuji, nebo jsou rovny nule.

Ano. Ne.
3. (1b.) Odpovézte ano, ne. Pfi vySetfovani extrému funkce f(x, y) vystaéime pouze s parcidlnimi de-
rivacemi druhého fadu.
Ano. Ne.

4. (1b.) Odpovézte ano, ne. Jestlize fy(xo, yo) = fy(x0, yo) = 0, musi mit funkce f(x, y) v bodé
(x0, yo) lokéln{ extrém.

Ano. Ne.
5. (1b.) Jestlize v bod€ (xo, yo) funkce f(x, y) plati fi(xo, yo) = 0a f,(x0, yo) = 0, pak se bod
(x0, Yo) nazyva ...
sedlovy bod funkce f inflexni bod

bod lokélniho extrému stacionarni bod funkce f
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ZIRINA
6. (1b.) Nechf funkce f(x, y) ma v okoli bodu (—2, 1) spojité parcidlni derivace druhého fadu. Ddle " 5
necht fx(_z’ 1) = 0, fy(_z, 1) = Oa fxx(_27 1) = 2a fxy(_29 1) =0a fyy(_27 1) = 2. Pak :}:94,/ ,3’.\5.
funkce f(x,y) ... vbodé (=2, 1). >
ma lokalni minimum ma lokalni maximum
ZAPADOCESKA
ma sedlovy bod nem4 extrém D > TEE T
7. (1b.) Pro jaké hodnoty parametru k ma funkce f (x, y) = x>+ kxy + y> v bod& (0, 0) ostré lokalni
minimum?
k| > 2 ke{-2,2}
ke (=2,2) ke (=2,2)

8. (1b.) Naleznéte body lokalniho maxima resp. minima a sedlové body funkce f (x, y), jestliZe je dano:
fe=9%*—=9af, =2y+4.

(—1, 2) lokédlni minimum, (—1, —2) sedlovy bod

(1, —2) lokélni minimum, (—1, —2) sedlovy bod
(—1, 2) lokélni minimum, (—1, —2) lokdlni maximum

(1, —2) sedlovy bod
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AZIRINA
9. (1b.) Vyberte obrazek, na kterém ma funkce f v bodé€ (xg, yo) ostry lokdlni extrém. ® I!!I =
Z=f(x’Y) «é:’:’ ”b‘rnu‘l“é‘\s’
N T s
D ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
<> e
O (x0, Y0) (%0, Yo)
z=f(x,y) A\ z = f(x, )

(x0, y0)

Spravné zodpoveézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspéSnosti:

W 5
O(x0, Yo)
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Kapitola 6

Globalni extrémy funkci

Pruvodce studiem

Na rozdil od pfedchozi kapitoly, kde nds zajimalo lokalni chovani funkci dvou (resp. vice) proménnych, tj. pouze
v okoli néjakého bodu, budeme ted’studovat jejich chovdni na celém defini¢nim oboru a hledat body s nejvétsimi
a nejmensimi funkénimi hodnotami. Hledani téchto bodu je obecné obtiZné. Proto se omezime pouze na definici
a vysetfovani ve specidlnim pfipadé, kdy bude existence toho, co hleddme, zajisténa. Uvedeme si obdobu
Weierstrassovy vety pro funkci jedne proménné, kterd ndm existenci extrému zaruci. Pouze na jednom slovnim
piikladu si ukdZeme, jakeé problémy Ize obecné oCekdvat a jak se pfistupuje k jejich fesent.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e rozhodnout o existenci globdlnich extrémi funkce dvou (resp. vice) proménnych,

@:
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e rozhodnout, zda ve staciondrnim bodé& funkce dvou (resp. vice) proménnych nastane globalni
extrém,

e urcit typ globalniho extrému funkce dvou (resp. vice) proménnych.

Definice 6.1. Uvazujme funkci f(x, y) namno#iné M C D(f) C R%. Rekneme, 7e funkce f nabyva
v bodé€ (xg, yo) € M globdlniho neboli absolutniho maxima na M, jestlize pro kazdé (x, y) € M plati
f(xo, y0) = f(x, ).

Analogicky definujeme globdlni neboli absolutni minimum. Spolecny ndzev je globalni neboli abso-
lutni extrémy.

Poznamka 6.2.
1) Bod, ve kterém nabyva funkce své nejvetsi nebo nejmensi hodnoty, nemusi byt jediny. Napft. o funkci
fiz= %+ y}) e zprikladu 5.10 jsme ukdzali, 7e
1
fO.00=05 G +y)e™ ™ S = fluyn).  kdexg+yi=1.
To znamena, Ze v bod¢€ (0, 0) je globdlni minimum a v bodech jednotkové kruznice, kterych je neko-

ne¢né mnoho, jsou globalni maxima. Hodnota globdlniho minima je 0 a hodnota globdlniho maxima
je 1/e — viz obr. 5.7.

2) Globalni extrémy (jeden nebo oba) nemusi existovat. Podivejme se na n€kolik piikladd.

e Funkce f:z = x + v, (x,y) € R? nabyvi jak libovolné velkych hodnot (kdyZ x a y budou
velka kladna ¢&isla) tak libovolné malych hodnot (kdyZ x a y budou velkd zdpornd &isla). Zadnd
funk¢ni hodnota tedy nebude ani nejvétsi ani nejmensi. Diivodem neexistence globalnich extrémut
je neohranicenost mnoZiny funk¢nich hodnot.

o
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e Funkce g: z = tgx, (x,y) € (—7n/2,t/2) x (—1, 1) (Ze explicitné nezdvisi na y, nevadi)
je rovnéZ neohranic¢end shora i zdola, protoZe funkce tangens je na intervalu (—m /2, 7w/2) shora
i zdola neohranic¢end. Na rozdil od pfedchoziho piikladu je jeji defini¢ni obor ohraniceny.

e Funkce h: z = e_"z_yz, (x, y) € R?, nabyvi v bodé (0, 0) globalniho maxima. Je totiz 4(0, 0) =
= ¢’ = 1. ProtoZe pro (x,y) # (0,0) je —x> — y> < 0 a exponenciila e* je rostouci, je
e’ " < % = 1. Tato funkce ale nem4 globalni minimum. Pro (v absolutni hodnot€) velkd x a y

je —x2—y? velmi malé. ProtoZe lim e" = 0, nabyva funkce / libovolné malych kladnych hodnot,
u——00

ale nuly nikdy nedosdhne, protoZe exponenciala je vZdy kladnd — viz obr. 6.1 a)+/A|. Defini¢ni obor
je neohraniceny.

e Pokud bychom zménili definici funkce # v bodé (0, 0) a polozili #(0, 0) = 1/2, neexistovalo by
ani globdlni maximum. V okoli pocatku by se totizZ funkéni hodnoty pfiblizovaly jedné, ale této
hodnoty zménénd funkce & nenabyva (pocdtek byl jedinym takovym bodem). VSimnéte si, Ze po
predefinovani by pfestala byt & spojita v pocatku.

2 vz

e Funkce k: z =x 4+ y, (x,y) € (0,1) x (0, 1), nemé zadny globalni extrém. Plati 0 < x < 1,
0 <y < 1,takZe 0 < x + y < 2. Obor hodnot je tudiz otevieny interval (0, 2), ktery neobsahuje
ani nejmensf ani nejvétsi &islo — viz obr. 6.1 b)+ Al Defini¢ni obor je tentokrét ohraniceny.

3) Pri vySetrovani globalnich extrémi Casto neuvazujeme funkce na maximalnich defini¢nich oborech,

které predpisy funkci ptipoustéji. Viz definice 6.1, kde M C D(f), ale mtize byt M # D(f). Nato
nesmime zapominat, abychom omylem nezahrnuli i funkéni hodnoty v bodech lezicich sice v D(f),
ale nelezicich v M — viz funkce k z predchoziho piikladu, jejiz maximalni defini¢ni obor by byl R?.
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Obr. 6.1: Grafy funkci

Vidéli jsme, ze diivody neexistence globalnich extrémti jsou v podstaté dva: Bud je mnoZina funkc-
nich hodnot neohrani¢end, nebo se hodnoty neomezené priblizuji né¢jakému Cislu, ale nikdy je nedosédh-
nou. Predpoklady nésledujici véty, kterd je obdobou tvrzeni pro funkce jedné proménné, zajistuji, Ze se
nic takového nemiiZe stat. Predchozi priklady ukazuji, Ze Zadny z predpokladi nelze vynechat.

Véta 6.3 (Weierstrass'). Necht funkce f(x,y) je spojitdi na ohranicené a uzaviené mno-
Zine M C D(f). Pak existuji globalni extrémy této funkce na M, tj. existuji body (x1,y1) € M
a (x2, y2) € M takové, Ze f(x1, y1) S f(x,y) < f(x2, y2) pro libovolné (x, y) € M.

IKarl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) (&ti vajerstras) — vyznamny némecky matematik. Zabyval se matema-
tickou analyzou, analytickymi funkcemi, variaénim poc¢tem, diferencidlni geometrif a linedrni algebrou. Jeden z nejvyznamnéj-
§ich matematikd vSech dob.
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Pfi vySetfovani globdlnich extrému funkce f(x, y), (x,y) € M C D(f), vyjdeme z toho, Ze tyto
extrémy existuji. To vétSinou zaru¢ime pomoci pfedchozi véty. Pak je mozné postupovat podle nasledu-
jiciho navodu. Zduraznéme jeste jednou, Ze predpokladame, Ze to, co hleddme, existuje! Pokud tomu tak
neni, mdZeme dostat naprosty nesmysl (najdeme néco, co neexistuje).

Jestlize extrém nastane v bod¢ (xo, yo) € M C D(f), pak je tento bod bud vnitfnim nebo hrani¢nim
bodem M.

1) Je-li to vnitini bod, pak je funkce f definovand v jistém okoli tohoto bodu, a tudiZ zde ma rovnéz
lokalni extrém. Podle véty 5.3 resp. disledku 5.5 najdeme body, v nichZ néktera parcidlni derivace
neexistuje, nebo je nulova. V nich vypocteme funkéni hodnoty. Nebudeme zjistovat, zda jde skute¢né
o lokdlni extrémy. Tim sice mozna zbytecn€ zahrneme nékteré ,,prebytecné* body, ale rozhodovani,

zda jde o extrém nebo ne, je obvykle mnohem pracnéjsi nez (zbyte¢ny) vypocet funkéni hodnoty.
Body ,,nepravem* zahrnuté se stejn€ neuplatni.

2) Je-li to hrani¢ni bod, musime vysetfit hodnoty f na hranici mnoZziny M C D(f). Pro jednoduchost
budeme predpokladat, Ze hranice je tvofena ,,rozumnymi* kiivkami. Pfesnéji, hranici 1ze rozdélit na
casti, které predstavuji grafy funkce jedné proménné tvaru y = g(x), x € (a, b) nebo x = g(y),
y € {(a, b), popt. obecnéji jsou popsané tzv. parametrickymi rovnicemi tvaru x = g(t), y = h(t),
t € (a, b) (specidlnim pfipadem jsou parametrické rovnice pfimky).

Rovnice hranice dosadime do funkce f(x, y). Podle typt dostaneme f (x, g(x)) nebo f (g(y), y),
popt. f (g(t), h(t)), ¢imz ulohu pfevedeme na vySetiovani globalnich extrému funkce jedné pro-
ménné na intervalu (a, b) — viz [11, str.287]. I zde platilo, Ze extrém miZe byt pouze ve vnitinim
bode¢ intervalu, kde je soucasné lokdlni extrém, nebo v krajnim bod¢ intervalu.

Najdeme vSechny ,,podezrfelé* body (opét nerozhodujeme, zda jde skutecné o lokdlni extrémy) pro
vSechny ¢asti hranice a vypoc¢teme v nich funkéni hodnoty funkce f.

3) Ze vsech takto ziskanych funkénich hodnot vybereme nejvétsi a nejmensi. Ty pfedstavuji globalni
maximum a minimum vysetfované funkce.
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Pokud neni zarucena existence globélnich extrém, predchozi postup v podstaté dava nejvetsi lokalni
maxima resp. nejmensi lokdlni minima. To vSak rozhodné nemusi byt globalni extrémy (funkce miize
byt napf. neohranic¢end). Nicméné i v tomto piipadé miiZeme fici, Ze jinde neZ ve vytipovanych bodech
globalni extrémy byt nemohou. Musime vSak nakonec dokazat, zda o globélni extrémy jde nebo ne. To

miZe byt jednodussi, kdyZ uz vime, kolik by extremdlni hodnota mohla jediné byt a ve kterém bod¢ by
nastala. Neexistuje ovSem Zadny univerzalni ndvod, jak postupovat, a obecné jde o velmi obtiZnou tdlohu.

Piiklad 6.4. Najdéte globdlni extrémy funkce f: z = x> + 4xy — 8x — 8y + 20 na mnoZiné M =
={(x,») eR*:1=x<3,0=y=<3)

Reseni. UvaZovanym oborem je obdélnik. ProtoZe je to uzaviena a ohrani¢end mnoZina a funkce f je
spojita (dokonce na R? — jde o mnohoclen), globalni extrémy podle véty 6.3 existuji. Podle pfedchoziho
navodu si v§imneme nejprve lokdlnich extrémi uvniti tohoto obdélniku. ProtoZe f m4 parcidlni derivace
(vSech fadi), lokdlni extrémy mohou podle disledku 5.5 nastat pouze ve staciondrnich bodech.

fxr =2x+4y =8, 2x +4y =8,
fy =4x =38, 4x =38,
ProtoZe stacionarni bod A = (2, 1) leZi uvniti M, je to prvni ,,podeziely* bod.

Hranice M je tvofena Ctyfmi tseCkami rovnobéZznymi se soufadnymi osami. Oznacime je postupné
hi, hy, h3 a hy — viz obr. 6.2 a). Plati:

hi:y=0, x e(1,3) = fx,y) = f(x,0) = x* — 8x +20 = g (x),
hy:x =3, y€(0,3) = fG,y)=f3,y) =4y +5=g©0),
hy:y=3, x €(l,3) = f(x,y):f(x,3)=x2+4x—4:g3(x),
ha:x =1,y €(0,3) = F&,y) =G y) =—4y +13 = g®).
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Obr.62: frz=x>+4xy —8x—8y+20, 1 <x<3, 0<y<3

Nyni vySetiime globalni extrémy vzniklych ¢ty funkci jedné proménné. VSechny jsou definované na
ohrani¢enych uzavfenych intervalech a maji derivaci. Zajimaji nés tedy staciondrni body uvnitf jednotli-
vych intervalt a krajni body.

g1 (x)=2x—-8=0 = x=4¢(1,3), krajni body B = (1,0), C = (3,0),
g(y) =4 = nemad staciondrni bod, krajni body C = (3,0), D = (3, 3),
gx)=2x+4=0 = x=-2¢(1,3), krajnibody E = (1, 3), D = (3, 3),
gi(y) =—4 = nemad staciondrni bod, krajni body B = (1, 0), E = (1, 3).

Nasli jsme tudiZ pét bodd. Vypocteme funkéni hodnoty a vybereme nejvétsi a nejmensi:

f(A) =38, f(B) =13, f(C) =5, f(D) =17, F(E)=1

Globélni maximum fi.,x = 17 je v bod€ (3, 3), globdlni minimum f,;, = 1 je v bod€ (1, 3). Graf
vySetfované funkce je zndzornén na obr. 6.2 b)+Al. A
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Piiklad 6.5. Najdéte globalni extrémy funkce f: z = 2%3 + 4x2 + yz _ 2xy na mnozing M —
={(x,y) eR?:x?—2=<y <4}

o

Reseni. UvaZovanym oborem je tise¢ paraboly. ProtoZe je to uzaviend a ohrani¢end mnoZina a funkce f
je spojitd (dokonce na R> — jde o mnohoclen), globélni extrémy podle véty 6.3 existuji. Opét si nejprve
v§imneme lokdlnich extrému uvniti M. ProtoZe f ma parcidlni derivace (vSech fadu), lokalni extrémy
mohou podle disledku 5.5 nastat pouze ve stacionarnich bodech.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

fx=6x2—|—8x—2y, N 6x2—|—8x—2y=0, N xX=y,
fy =2y —2x, 2y —2x =0, 6x% + 6x = 0.
Rovnice x2 4+ x = x(x + 1) = 0 md feSeni x = 0 a x = —1. Mdme tudiZ dva staciondrni body (0, 0)
a (—1, —1). Stacionarni bod A = (0, 0) lezi uvnitt M. Bod (—1, —1) leZi na hranici (vyhovuje rovnici el

x? — 2 = y), takZe jej zatim nebudeme uvazovat. Dostaneme se k nému pozd&ji pfi vySetiovani hranice.
Hranice M je tvofena obloukem paraboly /; a tseckou h, — viz obr. 6.3 a). Plati:

277. strana ze 476
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[=]
(=

h]:y=x2—2, xe(—«/g,«/g) =
fx,y)=fx,x*=2)=2x3 +4x> + (x? —2)? —2x(x* —=2) =
=x'+dx+4=2g(),
hy:y=4, x € (—v6,V/6) =
fe,y) = f(x,4) =2x> +4x> + 42 —2x -4 =2x° + 4x* — 8x + 16 = g (x).

d
i

Nyni vySetiime globdlni extrémy téchto dvou funkci jedné proménné. Obé jsou definované na ohrani-
¢enych uzavienych intervalech a maji derivaci. Zajimaji nas tedy staciondrni body uvnitt jednotlivych Zaviit dokument
intervall a krajni body.
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Obr.63: f1z=2x34+4x>+y> —2xy, x> -2y <4

gx) =4 +4=0 =

() =6x+8x —8=0 =

z=f(x,y) %‘4. 2 7

»
'STRAN §
4, <
i g

=

4

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

b)

x> =-1 = x:—le(—«/@, «/6>,
stacionarni bod B = (—1, —1),
krajni body C = (—+/6,4), D = (v/6,4),

_ =)
na= 2GR R ¢ (6.8,

staciondrni body E = (—2,4), F = (2/3,4),
krajni body C = (—+/6,4), D = (v/6,4).
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P

Nasli jsme tudiZ Sest bodd. Vypocteme funkéni hodnoty a vybereme nejveétsi a nejmensi:

F(C) =40 — 46 = 30,2,
f(F) = 352/27 = 13,03.

f(A) =0,
f(D) = 40 + 46 = 49,8,

f(B) =1,
f(E) =32,

Globdlni maximum f,,x = 40 + 4./6 je v bodé (\/6, 4), globalni minimum f,;; = 0 je v bodé (0, 0).
Graf vySetfované funkce je znazornén na obr. 6.3 b)+A|. A

V zavérecném prikladu budeme potfebovat nasledujici lemma, které hraje v tlohach na globalni
extrémy Casto vyznamnou roli. Jeho vyznam je ale mnohem Sirs{.

Lemma 6.6. Nechtn € Naxy, ..., x, € R (4. jsou to kladnd ¢isla). Pak plati:
n X1+x+---+x
— m S A/xx A S o ©6.1)
Tttt n
Pritom rovnosti nastanou pravé jen v pripadé, Ze vSechna cisla x;, i = 1,...,n, jsou stejnd, tj. x; =
=Xy == X

Dtikaz pravé nerovnosti viz napt. [19, str. 30]. PouZijeme-li pak tuto nerovnost na ¢isla 1/x;, dostaneme
levou nerovnost. Vyraz na levé stran€ (6.1) se nazyva harmonicky priimer Cisel xy, . .., x,, vyraz upro-
stied geometricky priumer Cisel xy, ..., x,, a vyraz na pravé stran¢ aritmeticky priumer Cisel xy, . .., x,.
Proto se predchozi nerovnost nazyva nerovnost mezi aritmetickym, geometrickym a harmonickym pri-
mérem.
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Priklad 6.7. Mezi vSemi kvadry o daném povrchu najdéte ten, ktery ma nejveétsi objem.

ReSeni. Oznaéme x, v, z rozméry kvadru, x, y, z > 0, 28 povrch kvadru, kde S > 0 je dané ¢islo, a V
jeho objem. Pak plati

S —xy

20y +xz+y2) =25 = zx+y)=S—-xy = z= .
X+y

(6.2)

Predchozi vztah dava (pfi daném povrchu 2.5) vazbu mezi rozméry x, y a z. Protoze x, y,z > 0a § > 0,
musi byt xy < §. Zvolime-li tudiZ libovolnd x, y > 0 tak, aby xy < S, vZdy existuje kvadr o rozmérech

x,yaz= Sx:nyy . Pro objem pak plati

xy(S—xy) _ Sxy—x?y?
x+y x4y

V=xyz= = f(x,y), pficemzx,y >0, xy <S.
Diky vazebné podmince (6.2) se mlizeme zbavit jedné proménné, a na
vyraz pro objem se lze proto divat jako na funkci jen dvou proménnych
f(x,y), uvazovanou na mnozing M = {(x,y) e R> : x > 0,y > Ty
> 0, xy < S} — viz obr. 6.4. MnoZina M nenf ani uzaviend (naopak y
je oteviend) ani ohranicend, takZe nelze pouzit vétu 6.3. Nemame tudiz
zaruceno, ze globalni maximum, které hleddme, existuje. Pokud ano,
musi to byt bod lokdlntho maxima, protoZe Zadny hrani¢ni bod do M
nepatii — viz komentar na str. 274 pted prikladem 6.4.

Funkce f md na M spojité parcidlni derivace (vSech rada), takze
lokdlni extrém mizZe nastat podle ddsledku 5.5 pouze ve stacionarnim j(_) ————————— —
bodé.

Obr. 6.4

o
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(Sy — 2xy")(x +y) — (Sxy —x*y») -1 y*(§ —x? — 2xy)
(x +y)? T (x+y)?

x*(S — y* = 2xy)
(x + y)?

fx:

’

fy=

(ze symetrie).

Aby f, =0, f, = 0, musi byt nulové Citatele pfedchozich zlomk. Ty maji tvar soucinii. ProtoZe x > 0,
y > 0, je jedinou mozZnosti, Ze

S—x2—2xy=0,

= po odecten{ x? = y2 = x=1y, protozex,y > 0.
S —y2—2xy=0,

Dile 5
S —x°—2xy =0, S
Y = S§S-3x2=0 = x=4/==y.
x=y, 3

Ze (6.2) vyjde

_S- ff S\'_./[®
a tudiz V=xyz=( —) =41/ —

3 27

Jde tedy o krychli s objemem /53 /27. Pomoci druhych derivaci bychom mohli zjistit, jestli jde o lokalni

maximum. To by bylo dost pracné a stejné bychom nevédéli, zda je tento extrém globdlni.
Zatim tedy jenom vime, Ze pokud globdlni maximum existuje, musi to byt v bodé (\/E , \/E , \/g )
a pajde o krychli. K diikazu toho, Ze tomu tak opravdu je, pouZijeme lemma 6.6. Pro n = 3 poloZime
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X1 = Xy, Xxp = xz ax3 = yz. Z pravé nerovnosti ve (6.1) dostaneme s ohledem na (6.2) (x, y, z jsou
rozméry kvadru)

xy+xz+yz S S\’
3\/x2yi21=(xyz)2/3§7=* = xyz§<\/;>. (6.3)

3 3

Nalezeny staciondrni bod je tedy skute¢né globdlnim maximem a (jedinym) feSenim nasi tlohy je krychle.
A

Na z4vér poznamenejme, Ze celou tdlohu jsme mohli vyfeSit jen s pomoci lemmatu 6.6 a mnohem
snaz. Nerovnost (6.3) totiZ plati pro libovolna tfi kladna ¢isla x, y, z takova, Ze xy + xz + yz = § >0.
Zminéné lemma ale jeSté upfesiiuje, Ze k rovnosti dojde pravé v piipadé€, kdyZ xy = xz = yz, z ¢ehoz
plyne x = y = z. Z vazebni podminky xy + xz 4+ yz = S tak dostaneme, 7e 3x> = S, tedy x =
=y =2z= \/g , c0Z je ndm jiZ zndmy vysledek. Pfedchozi vypocet parcidlnich derivaci a hleddni
staciondrnich bodi byly tedy zcela zbytecné, vysledek Slo ziskat mnohem jednodus$im zpisobem. To
ukazuje, jak mocnym ndstrojem je nerovnost mezi algebraickym a geometrickym primérem.

Pro zajemce

Podivejme se jesté pro zajimavost na to, zda funkce f(x, y) z predchoziho piikladu 6.7 md i globalni minimum.
Ziejmé f(x,y) > Opro (x,y) € M. Probody (x, 1) € M plati

lim f(x,1)= lim ——— = - =0,
x—0t A ) x—0t x+1 1
coZ znamend, Ze f nabyva neomezené malych kladnych hodnot. ProtoZe ale nuly nikdy nedosdhne, globaln{ mini-
mum neexistuje. Zkuste si predstavit, jak bude vypadat kvadr, jehoZ povrch bude pfedepsana hodnota 2.5 a objem
bude velice maly. (Volte napf. x = y mald a ze (6.2) urcete z.)
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X+y |

Obr. 6.5: f:z =

Situace se zméni, kdyZ rozSifime f i na hranici mnoZiny M, kter4 je tvofena dvéma polopifimkami a jednou
vétvi hyperboly — viz obr. 6.4+ Al. Na této hranici je f rovna nule (krom& po&atku, kde neni definovand). Pokud
tedy uvaZujeme f na uzavéru M (dodefinujeme napt. f(0,0) = 0), existuje i glob4lni minimum, jehoZ hodnota
je nula a funkce ho nabyva v kazdém hrani¢nim bod& M.

Takto dodefinovana funkce je dokonce spojitd, coZ nyni dokdZeme. Pro (x, y) # (0, 0) je to zfejmé. V bodé
(0, 0) musime vypocitat limitu. K tomu pouZijeme lemma 1.27. Funkci f vyjadiime v poldrnich soufadnicich
(v (1.3) volime xg = yo = 0). Po vykrdceni vyjde

p cos @ sin (S — p? cos ¢ sin )

f(pcose, psing) = -
COoS ¢ + sin @
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PoloZzme v lemmatu 1.27

cos ¢ sin @(S — p2 cos ¢ sin
hp, @) = psing( Py ¢) a L=0.
COS @ + S g

g(p) =p,
Pritom p € (0, po), kde po < +/2S (pak S — xy = S — pZcos@sing > 0), adile ¢ € I = (0, /2) (zajimaji
nds jen body v prvnim kvadrantu). Je lir% g(p)=0.
p—

Ukézeme, Ze h(p, ¢) je ohraniena. Pro ¢ € I je cos¢ = 0, sing = 0. ProtoZe sinus a kosinus nejsou nikdy
soucasné rovny nule, je cos ¢ + sing > 0. Tedy

sin ¢

[IA

0<sing Scosp+sing = 0=

e ' 1,
cos ¢ + sing

0<cosgp <1,
0<S—p’cospsing < S.
Vyndsobenim téchto nerovnosti dostaneme, 7e 0 < h(p, ¢) < S. Podle lemmatu 1.27 je

lim x,y)=L=0= £(0,0),
R TPRACIR) f(0,0)

takZe f je v tomto bodé spojitd. Vétu 6.3 piesto nemiizeme ani ted’ pouZit, protoze M je neohraniend. Graf funkce
pro S = 3 je znazornén na obr. 6.5.

S predchozim prikladem souvisi tzv. iilohy na vizané extrémy. Jde o ulohy najit lokéln{ resp. glo-
bélni extrémy funkce dvou nebo vice proménnych, kterd je definovand na mnoZziné, jejiz body vyhovujf
néjaké rovnici popf. soustavé rovnic nebo obecnéji soustavé rovnic a neostrych nerovnic (tzv. vazebné
podminky). Napft. pfedchozi priklad 1ze chdpat jako dlohu najit globalni maximum funkce ti{ promén-
nych g(x, y, z) = xyz na mnoZiné bodi (x, y, z) vyhovujicich rovnici xy + xz + yz = S.

VySettovani takovych dloh souvisi s tzv. Lagrangeovou funkci. Touto problematikou a formulaci nut-
nych a postacujicich podminek existence lokdlnich vazanych extrémt se budeme zabyvat v kapitole 8.

@:
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Pro zajemce

Vsechny pojmy zavadéné v této kapitole se snadno pienesou na funkce vice proménnych. V platnosti z@stava
i Weierstrassova véta. Vysetfovani na hranicich mnozZin je ale pro vétsi pocet proménnych casto obtizné.
Ma-li funkce f v bodé€ x globalni extrém, musi zde byt pochopitelné i lokdlni extrém. Tedy nutné podminky

o

pro existenci lokdlnich extrémi jsou souc¢asné nutnymi podminkami pro existenci bodd globalnich extrémti. Pokud p ZArADOCESKA
mame existenci globdlnich extrémti néjak zajist€nou, staci nalézt vSechny body lokdlnich extrémti a z nich vybrat v PLZNI

ty, v nichZ je nejvétsi a nejmensi funkeni hodnota. Pokud vSak existence zarucena neni, mtiZe byt tento postup
naprosto chybny.

Pojmy k zapamatovani

— globalni (absolutni) extrémy funkce dvou proménnych Obsah

— globalni (absolutni) minimum funkce dvou proménnych
287. strana ze 476

— globdlni (absolutni) maximum funkce dvou proménnych

[=]
[£]
=]
[=]

— Weierstrassova véta

d
i

— nerovnosti mezi aritmetickym, geometrickym a harmonickym primérem

Kontrolni otazky

1. Vysvétlete postup vypoctu globélnich (absolutnich) extrémi funkce dvou a vice proménnych.
2. Definujte globalni extrémy funkce dvou proménnych.
3. Udejte piiklad takové funkce f definované na mnoziné M, kterd nemé globalni extrém.

4. Udejte postacujici podminky, aby funkce f méla na mnozZiné M globélni extrém. Zaviit dokument

l Celd obrazovka / Okno
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AZIRINA
1849
5. MuZe mit funkce vice proménnych na dané mnoZin¢ vice bodl v nichZ nabyva svého globalniho v o7
maxima (minima)? "“::,* ’3«5
/0"4- “\‘\
6. Ve kterych bodech mnoziny M C D( f) mohou nastat globaln{ extrémy funkce f? -
Priklady k procviceni D > T
V PLZNI

1. Najdéte globalni extrémy funkce z = f(x, y), (x,y) € M:

a) z =x>—2y’4+4xy—6x—1, M={x2>0,y2>0, y<3—x},

b) z=xy’4-x—y), M={x20,y20,x+y=6},

¢) z =x>+y3—3xy, M jeobdélnik s vrcholy A = (0, —1), B = (2, —1),
C=(2,2), D=1(0,2),

=x2 —y2, M jekruh x? + y> < 4,

d) z

e) z = e‘x2_>’2(3x2 +2y2), M jekruhx? + y? < 4,

) z=x34+y>—9xy+27, M={0<x<4,0<y<4),

g) z =x2+2xy—4x + 8y, M je obdélnik ohraniceny pfimkami x = 0,
x=1,y=0, y=2,

h) z =3xy, Mjekruhx?+y? <2,

i) z =3x%—y% M jekruhx? + y> < 4,

i) z =x1—x2—y2 Mijekruhx>+y2 <1,

k) z =xy\/1—x2—y2, Mijekruhx?+y2 <1,

) z =x2+y2+%(x+y+16)2, M je kruh x> 4 y? < 16,

m) z = x2 + xy —4x — 8y, M je obdélnik s vrcholy A = (0, 0), B = (3, 0),

C=@G,2), D=1(0,2),
n) z =x>+y>+16x — 12y, M je kruh x> + y? < 25,
0) z =sinx+siny—sinx+y), M={x=20,y=20, x+y<2n}.
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2. Reste slovni tilohy na globalni extrémy:

o

a) Soucet tif kladnych ¢isel je 21. Urcete jednotlivé scitance tak, aby jejich soucin byl maximalni.

z X7

b) Kladné ¢islo a rozlozte na soucin Ctyf kladnych Cisel tak, aby jejich soucet byl minimdlni.

¢) Urcete rozméry bazénu majiciho tvar kvadru tak, aby pfi daném objemu V > 0 byl soucet obsaht jeho dna S
ZAPADOCESK,

a stén minimalni. P univerzita
V PLZNI

d) Urcete rozméry rovnobéZnosténu o daném objemu V > 0 tak, aby jeho povrch byl minimalni.

e) Z pdasu plechu o $ifce 24 cm se ma vyformovat Zlab, jehoZ prifezem je rovnoramenny lichobéZnik, nahote
otevfeny, tak, aby prutocnost byla maximalni. Urcete délku a bocnich stén a jejich tihel o se zdkladnou.

2 2 2
f) Urdete rozméry kvadru o maximédlnim objemu, ktery je vepsan do elipsoidu %, + 2> + % =1, a, b, ¢ > 0,
y ] Ty Je vep p P R R )
a ma hrany rovnobézné se souradnymi osami.
g) Bodem K = (3, 6, 12) € R3 vedte rovinu, kterd spole¢né se soufadnymi rovinami x = 0,y = 0az = 0
uréuje Ctyfstén o nejmensim objemu. Obsah
h) Urcete strany trojuihelnika o obvodu 120 m tak, aby mél co nejvétsi obsah.
Navod: Pouzijte Heroniiv! vzorec P = /s(s — a)(s — b)(s — ¢), kde s = %””.

i) Mezi v§emi trojuhelniky vepsanymi do kruhu o poloméru > 0 najdéte ten, jehoZ obsah je nejveétsi.
Navod: Za nezndmé volte stiedové tihly odpovidajici strandm trojihelnika.
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3. Urcete staciondrni body funkce z = f(x, y), (x,y) € R? (resp.u = f(x,y,2), (x,y,2) € R3), a ovéite, zda
jsou v nich lokdlni popft. globdln{ extrémy.
a) z=xe*¥ — (1 +¢e¥)cosy,
b) z=(x+ye*
Qu=x+y+ze
dDu=x>+y*+22—xy+x -2z

Zavrit dokument
e) z=3xy — x%y — xy. i

"Heron Alexandrijsky (asi 1. stol. n.1.) — starofecky mechanik a inZenyr, odvodil mj. obsahy resp. objemy n&kterych I Celd obrazovka/ Okno

geometrickych ttvard v roving a v prostoru.
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KIli¢ k piikladim k procviceni

1. @ fmin=—-19v(0,3), fmax = —1v(0,0),
b)  fmin = —64v(2,4), fmax =4V (1,2),
¢) fmin=-—-1v(O,—1a(,1), fmax =13v (2, —1),
d)  fmin = =4V (0, £2), finax =4V (£2,0),
e)  fmin =0v(0,0), fmax =2/ev (0, %1),
B fmin =0v(3,3), fmax =91V (4,0)a(0,4),
g fmin=-3v(1,0), fmax =17v (1,2),
h)  fmin=-3v(,=Da(=1L1), fmx =3v (1, DHa(=1,-1),
—4v (0,£2), fmax = 12 v (£2,0),
D fain=—1/2V (=1/8/2,0), fmax =1/2v (1/+/2,0),
—1/3v(=1/+/3,1/v/3)a (1/¥/3, =1//3),
1/3v (1/3/3,1/¥/3) a(=1/+/3,-1/4/3),
D fmin = 160 — 6432 v (=22, =2v/2), finax = 160 + 642 v (2v/2,2V/2),
m)  fmin = —17v (1,2), fmax =0v (0,0),
n)  fmin=—75v(—4,3), fmax = 125v (4, =3),
0)  fmin = Ona celé hranici, fpax = 3\/5/2 v (2n/3,2m/3).

i) fmin

k) f min
f max

2.8 S=xyz,x+y+z=2l,x =y =2z="7, Smax = 343,

20 o

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

b) S = x| +x2 + X3 + X4, X1X2X3X4 = a, X] = X3 = X3 = X4 = +/d, Smin = 4 /a (pouZijte lemma 6.6),

c) S=xy+2xz+2yz,xyz=V,x =y = A2V, 7 = %\/3 2V, Smax = 33/ 4Vv2,

d) S=20(xy +xz2+y2),V=xyz,x =y =2 =/V, Smin = 63/ V2,
e) P=asina(24 —2a +acosa),a = 8cm, ¢ = 1/3, Pnax = 48/3,
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2 2
f) V = 8xyz, Z_Z + # + i—z =1,x= %, y = %, 7= \/Lg, nax = 2"—% (nejrychleji vede k cili pouZiti

V2

64a2b22 — aZ b2 2

gV = %pqr, % + g + lr—z = 1 (z tsekové rovnice roviny), p = 9,q = 18, r = 36, Viyin = 972.
Ovetit, Ze jde o globalni minimum, 1ze pomoci lemmatu 6.6 (nerovnost mezi harmonickym a geometrickym
primérem). Celou tlohu Ize fesit jen pomoci tohoto lemmatu (bez pouziti derivaci), coZ je nerychlejsi.

lemmatu 6.6 na funkci

h) § = /6060 — a)(60 —b)(60 — c),a+b +c=120,a = b = ¢ = 40, Spax = 400 /3,

. . . 2 Al ’
i) S = %rz(smx +siny+sinz),x+y+z=2n,x =y =27z = 2?“, Stz = 3r4‘/§. Pti odvozeni vzorce
pro obsah zvaZte dvé moZnosti — viz nésledujici obrazky.
C C

ZAPADOCESKA
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VIR
1849
3. Oznaceni: Im (IM) . .. lokdlni minimum (maximum), gm (gM) ... globdlni minimum (maximum), sb ... sta- ¢ .l 5
cionarni bod, v némzZ neni extrém. ’é% 95T &S
P \>
a) Imv (0, 2kn),k € Z,sbv (0, 2k + 1)n), k € Z, QETD

b) eMv (3, 7).emv (-7, —3),

c¢) nekone¢né mnoho gM v bodech, které spliiuji vztahx +y +z = 1,
d) gmv (—% , —%, 1),

e) IMv (1, 1),sbv (0,0), (0, 3), (3,0).

ZAPADOCESKA
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AZIRINA
1849
Test — globalni extrémy funkci
AL\ A
< v P 9 P . X
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). s>
1. (1b.) Kterd véta ndm zarucuje existenci globalnich extréma? D p ZAravocises
. . o V PLZNI
Schwarzova véta Weierstrasova véta
Lagrangeova véta Taylorova véta

2. (1b.) V pfipadé, Ze v bodé (xg, yo) € M C D(f) ma funkce f globélni extrém na M, pak je tento
bod ...

bud’ vnitinim nebo hrani¢nim bodem mnoZiny M
vnitfnim bodem mnoZiny M

hromadnym bodem mnoziny M

hrani¢nim nebo izolovanym bodem mnoZiny M

3. (1b.) Co zarucuje existenci obou globalnich extrému spojité funkce f na mnoziné M C D(f)?

Obor hodnot je ohranic¢eny. MnoZina M je neohranicend a uzaviena.

MnozZina M je ohranicend a uzaviend. MnozZina M je ohranicend a oteviena.

4. (1b.) Libovolna funkce f na M C R? m4 vzdy globdlni maxium i minimum.
Ano. Ne.
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5. (1b.) Je ddna funkce f(x,y) = 2+ 2x + 2y — x> — y?, kterd je definovand na mnoZin& M, kterou
je trojuhelnik v 1. kvadrantu s hranicemi x =0,y =0,y =9 — x.

Globadlni extrémy mohou nastat v tomto pripadé pouze v bodech na hranici mnoZiny M.
Globaln{ extrémy mohou nastat pouze ve vnitfnich bodech mnoZziny M.

Globdlni extrémy mohou nastat pouze v bodech uvniti trojihelnika, pro které plati f, = f, =0,
nebo v bodech na hranici mnoziny M.

ProtoZe funkce f mad parcidlni derivace vSech Fadl, mohou globdlni extrémy nastat pouze ve
staciondrnich bodech.

6. (1b.) Rozhodnéte, zda plati. Globdlni maxima a minima jsou zaroven také lokdlnimi maximy a mi-
nimy.
Ano. Ne.

7. (1b.) Ve kterém z uvedenych bodii nemiZe mit funkce f(x,y) = x> 4+ y> — 9xy + 27, kters je
definovand na mnozin€ M = {0 < x £ 4,0 < y < 4}, globdlni extrém?

S1=1(-3,3) S =(@3,3)
S3=1(0,0) S4=1(0,4)

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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(1b.) Z jakého divodu nemd funkce f(x,y) = 2x + 2y globdlni extrémy na mnozing€ (—1, 1) x
x (—1,1)?

Funkce nenf spojita v bodé (0, 0).

Defini¢ni obor je neohraniceny.

NS

Obor hodnot je otevieny interval (—4, 4), ktery neobsahuje ani nejmensi ani nejvétsi ¢islo.

Definic¢ni obor je otevieny.

(1b.) Vyberte funkci f (x, y), kterd ma na mnoziné M = R? globélni exrém.
fx,y)=x+y+2 flx,y) =x*—y>4+2x —2y

FOy) = (x+y)e fox,y) ="t
(1b.) Z nasledujicich slovnich dloh vyberte tu, kterd je typem tlohy na nalezeni globalniho extrému.

O kolik pfiblizné musime zménit vySku komolého jehlanu se ¢tvercovymi zdkladnami o délkdch
hrana = 2m, b = 1m a vySce v = 1 m, jestliZe pfi zvétSeni @ o 7cm a zmenSeni b o 7cm
chceme, aby objem ziistal nezménén?

Bodem K = (3, 6, 12) € R? vedte rovinu, kterd spolecng se soufadnymi rovinami x = 0, y = 0
a z = 0 uréuje Ctyfstén o nejmensim objemu.

Velka nadrz obsahuje 100 hl vody, v niZ je rozpusténo 50 kg soli. Do ni pfitékd rychlosti 3 hl/min
roztok obsahujici 2 kg soli v jednom hektolitru. Smés je michanim udrzovana homogenni a vytéka
stejnou rychlosti z nddrze. Jak mnoho soli je v nddrzi po 30 min?

o
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 7

Implicitni funkce

Pruvodce studiem

Funkce, se kterymi jsme se dosud setkali, tj. zejména funkce jedné proménné a funkce dvou proménnych,
vyjadfuji zavislost jednoho &isla na jednom cisle resp. jednoho ¢&isla na dvou Eislech. Vyjadreni této zavislosti
vetvaru y = f(x) resp. z = f(x,y) nazyvame explicitni a Ffikdme, Ze funkce f je zadana explicitn& &ili
primo.

Nékdy ale zname napf. pouze rovnici F (x, y) = 0 o dvou nezndmych vyjadiujici vazbu mezi &isly x a y
a chtéli bychom vyjadfit y v zdvislosti na x, {j. vypocitat z této rovnice y pomoci x, tedy vyjadfit je ve tvaru
y = f(x). Pak Fikdme, Ze funkce f je rovnici F (x, y) = 0 zadana implicitné &ili nepfimo.

Obdobné muZeme chtit z rovnice o tfech nezndmych F (x, y, z) = 0 vypoditat velicinu 7 v zdvislosti na
xayvetvaruz = f(x,y). Obecné pak z nékolika takovych rovnic o vice nezndmych muZeme vyjadio-
vat nékteré z nich pomoci zbyvajicich. Touto problematikou se zabyvaji tzv. véty o implicitnim zobrazeni. PFi
tomto pfistupu jde vlastné o teorii feseni systému (nelinedrnich) rovnic o vice neznamych. Situace je podstatné

@
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My se omezime s podrobnéjsim vykladem pouze na jednu rovnici a pfipad funkci s poétem proménnych
jedna a dva. Vlysvétlime si, co bude znamenat, Ze funkce je zadand implicitné, a zformulujeme ddleZity vysledek,
ktery je zndm pod ndzvem véta o implicitni funkci. Ddle si vsimneme otdzky spojitosti a existence derivaci funkce
zadané implicitné. V &dsti Pro zajemce nazna¢ime moznd zobecnéni.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e definovat funkci jedné proménné danou implicitné rovnici F(x, y) = 0,
e definovat funkci dvou proménnych danou implicitné rovnici F (x, y, z) = 0,
o vysvétlit rozdil mezi funkci zadanou explicitné a implicitné,

e rozhodnout, zda dand rovnice zadava v okoli daného bodu implicitné funkci jedné resp. dvou
proménnych,

e spocitat derivaci funkce jedné proménné dané implicitné,

e spocitat parcidlni derivace funkce dvou proménnych dané implicitné,

e napsat rovnici tecny a normdly v daném bod¢ k funkci dané implicitné,

e urcit staciondrni body funkce dané implicitné,

e nalézt lokalni extrémy funkce jedné proménné dané implicitné,

e nalézt lokalni extrémy funkce dvou proménnych dané implicitné,

e definovat a urcit Tayloriv mnohoclen funkce jedné proménné dané implicitné,

e definovat a urcit Tayloriv mnohoclen funkce dvou proménnych dané implicitné.

@
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7.1. Funkce jedné proménné dané implicitné

Je-li F(x,y) funkce dvou proménnych, je F(x,y) = 0 rovnice o dvou neznamych, jejiz feSeni jsou
dvojice (x, y), které lze interpretovat jako soufadnice bodl v roviné. V tomto smyslu mizeme tudiz
o fesenich takové rovnice mluvit jako o bodech v roviné.

Definice 7.1. O funkci jedné proménné y = f(x) fekneme, Ze je implicitné€ zaddna rovnici F (x, y) =
= 0 o dvou neznamych, jestlize body grafu funkce f, tj. dvojice (x, f(x)), této rovnici vyhovuji, tudiz
plati F (x, f (x)) = 0 pro kazdé x € D(f). Coz lze také fici tak, zZe graf funkce f je podmnozinou
mnoziny vSech feseni rovnice F (x, y) = 0.

Uvazujme napiiklad trividlni rovnici y> — y = 0. Ta implicitné zad4va nap¥. funkce fi(x) = 1
a fo(x) = 0, ale rovnéZ funkci f3(x) danou vztahem

1 pro x raciondlni,
fx) =

0 pro x iraciondlni,

zndmou pod jménem Dirichletova' Zatimco prvni dvé funkce jsou spojitd, tieti je nespojita. Takovych
nespojitych funkci, které nabyvaji pouze hodnot nula nebo jedna, a jsou proto implicitné¢ dané rovnici
y? — y = 0, Ize snadno vymyslet nekoneéné mnoho.

Pokud je mozné z rovnice F(x, y) = 0 o dvou nezndmych jednoznacné vypocitat y pomoci x ve
tvaru y = f(x), znamena to, Ze mnoZzina feSeni této rovnice (tj. dvojice zndzornéné jako body v roviné)
tvori graf funkce jedné proménné. Obecné ovsem zdaleka neni pravda, Ze mnoZina feSeni takové rovnice
tvoii graf funkce jedné proménné, i kdyZ se omezime pouze na spojité funkce.

! Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) (¢ti diriklé) — vyznamny némecky matematik. Zabyval se teorii
¢isel, matematickou analyzou a rovnicemi matematické fyziky.

o
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a)x2+y2—4=0 b)xz—y2=0

Obr. 7.1: Funkce dané implicitné

Iustrujme si tuto situaci na dvou ptikladech. MnoZina feseni rovnice x> + y? — 4 = 0 tvoii kruZnici
se sttedem v po&atku a polom&rem 2 — viz obr. 7.1 a). MnoZina feSeni rovnice x> — y> = 0 je tvofena
dvojici pfimek — viz obr. 7.1 b). Ani v jednom pfipadé tyto mnoZiny nepiedstavuji graf funkce jedné
proménné (libovolnd rovnobézka s osou y by totiZ musela protinat mnoZinu feSeni nejvyse jednou).

Z rovnice x> 4+ y? — 4 = 0 je moZné vypoéitat y = v/4 — x2nebo y = —v/4 — x2, =2 < x < 2,
coZ jsou rovnice horni resp. dolni pllkruZnice, a to uz jsou grafy funkce. V tomto piipad€ se ndm tedy
podarilo rozd€lit mnoZinu vsech feseni na dva grafy spojitych funkci, jejichZ vzorecek jsme navic snadno
uréili. Z rovnice x> — y? = 0 lze vypoéitat y = x, y = —x, ale také napt. y = |x| nebo y = —|x]|.
Vsechny tyto Ctyfi funkce jsou spojité.
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Takové piipady ale nejsou typické. Obecné viibec neni snadné osamostatnit pomoci elementdrnich
funkci z rovnice F'(x, y) = 0 neznamou y, pfedstavte si napf. ne pfili§ sloZitou rovnici y+x e’ —1 = 0.
Priklady s kruZnici nebo dvojici piimek rovnéz ukazuji, Ze jedné rovnici miZe odpovidat vice (spojitych)
funkci danych touto rovnici implicitné.

Pred ndmi tudiZ stoji ndsledujici problémy:

e Mnozina feSeni rovnice F'(x,y) = 0 nemusi byt grafem funkce jedné proménné (vétSinou viibec
nevime, jak vypada).

e Nezndmou y nedokdZeme z rovnice F'(x, y) = 0 vypocitat (vyjadfit pomoci elementdrnich funkci
proménné x), i kdyZ by mnoZina feSeni tvorila graf funkce jedné proménné.

Pravé v této situaci je nutné postupovat ,,nepiimo“ a informace o funkci f (jejiZ existenci musime
nejprve overit) ziskdvat, aniZ zndme jeji vzorecek.

Poznamka 7.2.

1) K rovnici F(x, y) = 0 mizeme dojit také tak, Ze vySetfujeme vrstevnici drovné nula funkce z =
= F(x,y). Jeji rovnice je podle (1.1) pravé F(x,y) = 0. Je zfejmé, Ze viibec nemusf jit o graf
funkce jedné proménné. V ,rozumnych‘ ptipadech pdjde o ,,splef “ kiivek, které se mohou navzajem
sloZité protinat a dotykat. Ale ani to nemusi byt pravda. Napt. konstantn{ funkce z = 0 md za vrstevnici
nulové trovné celou rovinu R? a zaddva implicitné jakoukoli funkci. Podobné funkce, jejimz grafem
je komoly kuZel majici ,,dno* ve vySce nula, mé za vrstevnici nulové drovné kruh a zad4ava implicitné
jakoukoli funkci, jejiz graf lezi v tomto kruhu.

2) O rovnici, kterou uvazujeme, predpokldddme, Ze ma nulovou pravou stranu. To nenfi nijak na djmu
obecnosti. Obecnou rovnici G (x, y) = H (x, y) lze totiZ vZdy upravit a pfevést v§echny jeji ¢leny na
levou stranu, tj. G(x, y) — H(x, y) = 0. Pak sta¢i polozit F = G — H.

@
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y0+8. ...........................

yo. .......................................... :

P B O —— :___;___: F(x,y)=0

(0] xol—3 xoy

Obr. 7.2: Funkce dand implicitné

NeZ pristoupime k formulaci véty o implicitni funkci, vysvétlime si, co bude naSim cilem. Budeme
predpoklédat, Ze zname jedno feseni (xo, o) rovnice, tj. Ze plati F(xg, yo) = 0. I kdyZ obecné nemusi
byt celd mnozina feSeni grafem funkce jedné proménné x, budeme chtit, aby aspoii v jistém okoli bodu
(x0, yo) tato FeSeni lokdlné tvotila graf takové funkce. Pfesnéji budeme pozadovat, aby existovalo obdél-
nikové okoli & (s tim se ndm bude 1épe pracovat neZ s kruhovym — viz pozndmka 1.4 iii)) se stiedem
v (xg, yo) takové, Ze mnoZina vSech feSeni rovnice F(x, y) = 0, kterd padnou do &, bude tvofit graf
funkce proménné x prochézejici bodem (xg, yo).

Situace je zachycena na obr. 7.2. Na libovolné rovnobé&Zce s osou y prochdzejici obdélnikem & lezi
v tomto obdélniku pravé jedno feSeni rovnice F(x, y) = 0 (mimo tento obdélnik na ni pochopitelné

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

302. strana ze 476

5
"l

Zavrit dokument

l Celd obrazovka / Okno




Implicitni funkce 303

mohou leZet dal$i feSen{). Soufadnice bodu, ktery odpovidd tomuto feSeni, jsou (x, f (x)).

Podivame se nyni na rovnice, jejichz feSeni jsou zndzorné€na na obr. 7.1, a zvazime, ve kterych bodech
1ze najit takové dostate¢né malé obdélnikové okoli vyfezdvajici z mnoZiny vSech feSeni uvazované rovnice
graf funkce jedné proménné x.

Z obr. 7.1 a) je ziejmé, Ze rovnice x> 4 y> —4 = 0 zaddva implicitn& v okoli bodu (+/2, v/2) funkei,
atoy = «/4 — x2. Stejné tak je zfejmé, Ze v sebemensim okoli bodu (—2, 0) nebudou feseni rovnice
tvorit graf funkce proménné x (af zvolime jakkoli maly obdélnik se stiedem v tomto bod€, rovnobézky
s osou y prochdzejici vpravo od —2, ale libovolné blizko tohoto ¢isla, budou mit s mnoZinou fesent,
tj. kruznici, uvnitf zvoleného obdélniku dva priseciky). Obdobna situace je v bodé (2, 0). Ve vsech
ostatnich bodech je lokéln& jednozna¢né touto rovnici ddna implicitné bud funkce y = +/4 — x2 nebo
y = —+/4 — x2. Viimnéte si, ze kdybychom zaménili role x a y, vyfez kruZnice v okoli bodii (2, 0)
a (—2, 0) by predstavoval graf funkce proménné y (,.Spatné* by naopak byly body (0, 2) a (0, —2)).

Podobné z obr. 7.1 b) je ziejmé, Ze rovnice x> — y2 = 0 zadévd implicitn& v okoli bodu (v/2, v/2)
funkei, a to y = x. Naopak v sebemensim okoli bodu (0, 0) nebudou feSeni rovnice tvorit graf funkce
proménné x (af zvolime jakkoli maly obdélnik se stfedem v tomto bod€, rovnobézky s osou y blizké
pocatku budou mit — kromé osy y — s mnoZinou feSenf, tj. dvojici pfimek, uvnitf zvoleného obdélniku
dva priseciky). Ve vSech ostatnich bodech je lokdlné jednoznacné touto rovnici ddna implicitné bud
funkce y = x nebo y = —x. VSimnéte si, Ze zdména proménnych x a y by v bod¢ (0, 0) tentokrat
nepomohla.

Predchozi tvahy byly zaloZeny na tom, Ze jsme véd¢li, jak vypada mnozina feSeni dané rovnice, a do-
konce jsme uméli vypocitat proménnou y v zdvislosti na x. V takovém piipadé vystacime s dosavadnimi
znalostmi o funkcich jedné proménné. Nas vSak zajimaji pripady, kdy tomu tak nebude. Proto uvedeme
nyni vétu, kterd udava postacujici podminky, aby rovnice o dvou nezndmych implicitné zaddvala lokédlné
jistou jednoznacné urcenou funkci. Véta nas zaroven informuje o vlastnostech této funkce.

@
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Véta 7.3 (Véta o implicitni funkci). Necht funkce F(x, y) md spojité prvni parcidlni derivace v okolt
bodu (xg, yo) a plati:

1) F(xo, y0) =0, 2) %(xo, yo) # 0.
Pak rovnice F(x,y) = 0 implicitné zadava v okoli bodu (xg, yo) jednoznacné urcenou funkci y =
= f).
Podrobnéji existuje obdélnikové okoli O = (xo — 8, xo+98) X (yo—¢, yo+¢), 8 > 0, & > 0 a funkce
fi(xo—38,x0+38) = (Yo — &, yo+ &) takové, Ze pro (x,y) € O plati F(x,y) = 0 pravé tehdy,
kdyZy = f(x).
Funkce f je spojita a ma spojitou prvni derivaci, pro niz plati

F(x, f(0)

f (X) = _Fy (.X', f(X))

prox € (xo — 6, xo + 98). (7.1)

Diikaz. Nejprve dokdZeme existenci funkce f. Z pfedpokladi véty vyplyva existence uzavieného obdél-
niku & (xo, yo) = (xo — &1, X0+ 81) X {yo — 82, yo + 82) takového, Ze na ném F), # 0. Pfedpoklddejme
pro urcitost, Ze napf. F, > 0. To znamend, Ze funkce ¢(y) = F(x¢, y) je na intervalu (yo — &2, yo + 2)
rostouct, protoZe ¢'(y) = F,(xo, y) > 0. Ponévadz ¢(yo) = F(xo, yo) = 0, plati, Ze ¢(yo — 82) < 0
a @(yo + 82) > 0. Vzhledem ke spojitosti funkce F lze proto najit &islo §p, 0 < § < &1, tak, Ze
F(x,yo—68) <0aF(x,y+ 8) > 0prox € (xg — So, X0 + So). Pro libovolné pevné zvolené x
z tohoto intervalu je tudiZ funkce ¥ (y) = F(x, y) rostouci na intervalu (yy — 83, yo + 82), protoZe opét
Y'(y) = Fy(x,y) > 0,avy(yo — 82) < 0, ¥(yo + 82) > 0. Podle Cauchyovy-Bolzanovy véty (viz
[11, str. 225]) proto existuje ¢islo y € (yo — 82, Yo + 82), pro néz ¥ (y) = 0. Vzhledem k ryzi monotonii
funkce 1 je toto Cislo jediné. Polozme f(x) = y, X € (x¢9 — 8o, Xo + 8¢). Pak F()E, f()?)) = 0, tj.
f (%) je jediné feseni rovnice F (x, y) = 0 naintervalu (yg — &2, yo + 82). Zejména f (xg) = yo.

Dale dokaZeme spojitost funkce f v bodé x¢. Zvolme libovolné Cislo &, 0 < & < §,. Postup z pted-
choziho odstavce 1ze nyni zopakovat s vychozim obdélnikem (xo— &1, xo+381) X (yo—&, Yo+ &) anajit ,
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0 < & < &, takové, Ze pro x € (xg — 8, x9 + ) je f(x) € (yo — &, yo + €). To v8ak znamend, Ze
xli)r{(l f(x) = yg, atedy funkce f je spojitd v bodé xg.

(i\Iym’ dokazeme spojitost v libovolném bodé x € (xg — 8, X9 + 8p). Oznaéme y = f(x). Protoze
F(x,y) = 0aF,(x,y) # 0, jsou splnény pfedpoklady dokazované véty, zaménime-li bod (xo, yo)
bodem (x, y). Z jiz dokdzanych ¢asti vSak plyne existence implicitné dané funkce g, definované v okoli
bodu x, kterd je v tomto bodé spojitd. Ale vzhledem k jednozna¢nosti musi platit f(x) = g(x). To
znamend, Ze funkce f je spojitd v x.

(Vsimnéte si, Ze v dosavadnich castech diikazu jsme viibec nepotfebovali existenci parcialni deri-
vace F,. Podobné existence F), a jeji nenulovost byly potieba pouze k dikazu monoténnosti F(x, y)
vzhledem k y. Cist véty o implicitni funkci tykajici se existence a spojitosti by tedy bylo mozné zobecnit
a predpoklddat jen spojitost funkce F' a monoténnost vzhledem k y.)

Kone¢n€ dokazeme, Ze f mad derivaci. Nechf x;,x € (xo — 8¢, xo0 + 80), X1 # x. Pak plati
F(xl, f(xl)) =0a F(x, f(x)) = (. Ozna¢me f(x;) = y;. Protoze funkce F je diferencovatelna
v bod€ (x{, y;) (ma spojité spojité parcidlni derivace — véta 3.7), plati

0=F(x, f(x)) = F(x1, f(x)) =
= dF ) (x = x1, ) = fG)) +o(x —x1, £(0) = fO),
kde lim w (h, k) /~/h* + k* = 0 pro (h, k) — (0, 0). Dosazenim za diferencidl a dpravou dostaneme

z predchozi rovnosti

0= Fe(x1,y1) - (x —x1) + Fy(x1, y1) - (f(x) = fx) +

w(x —xi, f(x) = f(x) < x —x G — x0) +
V=32 + (f(x) = FE))2 \V(x —x)2 + (f(x) — f(x1))?
f) = f(x1) >
+ x)— f(xn) ).
Te 0o —Ta )~ fw)
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AR
Oznaéme ‘-7
o(x —x1, f(0) = )
‘L’(x) = ,
V& = 2D+ (F(x) — f(x1))?
N = — , D ity
\/(X - X1)2 iy (f(x) - f(X1))2 V PLZNI
_ f&) — f(x)
7(x) =

V& =22+ (fx) — fGD)?

S vyuZitim tohoto oznaceni mé predchozi rovnost podobu

0= Fe(xp, y1) - (x —x1) + Fy(xi, y) - (f(x) = f(x1)) +
+ 1) T (X)) (x — x1) + T @) (f (X)) — f(x1)).

Po tpravé mame

0= [Fe(x1,y) + t()T1(®0)] (x —x1) + [Fy(xr, y1) + 1) 020)] (f(x) — f(xD).

ProtoZe je funkce f spojitd v bodé€ x, je lim ( fx)—f (xl)) = 0. Vzhledem k vlastnosti funkce w to
X—>X|

znamend, ze lim 7(x) = 0. Funkce 7;(x) a 7,(x) jsou zfejmé& ohrani¢ené — |71(x)| < 1, |1(x)| £ 1
X—>X]

— takZe lim t(x)T;(x) = 0, lim 7(x)72(x) = 0. Z toho mimo jiné plyne, Ze pro x blizkd x; je
X—X] X—> X1
Fy(x1, y1) + 1(x)12(x) # 0, nebot F,(x1, y1) # 0. Vzhledem k tomu miZeme z piedchozi rovnosti
vypocitat, Ze
JO) = fG) - Felo, y) +1(x0)ni(x)
X =X Fy(xy, y1) + T(0)12(x)
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Limitnim pfechodem nyni vyjde

5 Sx) = fx1) Fr(x1, y1) Fe(x1, f(x) ,
im =— =— = f(x1).
Xx=x X — X Fy(x1, y1) Fy(x1, f(x1)

TudiZ funkce f ma v libovolném bodé€ intervalu (xo — 8¢, xg + 8¢) derivaci. Zaroveii z jejiho vyjadieni
a skute¢nosti, Ze F i f jsou spojité, plyne spojitost f”. O

Pripomeinime, Ze z pfedchozi véty bezprostfedné vyplyva, Ze

F(x, fx)) =0, x € (xg—8,x0+8), a  f(x0) = yo. (7.2)

Pozniamka 7.4.

1) Véta nefika nic o velikosti defini¢niho oboru D( f). Zarucuje jen, Ze v dostate¢né malém obdélniku
majicim stied v (xg, yo) tvori feSeni rovnice F(x, y) = 0 graf jisté funkce f(x) podobné jako na
obr. 7.2. Obdélnik samozfejmé neni urcen jednoznacné (Ize ho napt. zmensit).

2) Vzorec (7.1) sice uddva hodnotu derivace f'(x) v libovolném bodé& defini¢niho oboru D( f), k jeho
pouziti vSak potfebujeme zndt hodnotu f(x), kterou, jak uz jsme vysvétlili, aZ na trividlni piipady
nezname. S jedinou vyjimkou — z (7.2) vime, Ze f (xg) = yo. V tomto bod¢ je tedy jeho pouZiti efek-
tivni. Zdélo by se tudiZ, Ze vzorec nemd velkou cenu. Jak ale uvidime, neni tomu tak. Zname-li f/(xp),
miZeme najit rovnici tecny v bod¢€ x, ktera je pribliZnou ndhradou grafu funkce y = f(x) v okoli
bodu x(. A aZ si dile fekneme o existenci vysSich derivaci, budeme moci funkci nahradit presnéji
Taylorovym mnohoclenem vyssiho fadu, k jehoZ sestrojeni potfebujeme jen derivace v bodé xy.

_F&xy)
Fy(x»y)
na paméti, Ze dvojice (x, y) musi vyhovovat rovnici F'(x, y) =0, tj. y = f(x).

3) Vzorec (7.1) se Casto piSe ve tvaru f'(x) = nebo jesté strudnéji y' = —%. Musime mit ale
:

Tlustrujme si pouZiti véty 7.3 na rovnicich, jejichZ feSenf je na obr. 7.1.
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a) UvaZujme rovnici 552 - y2 —4 = 0abod (xg, yo) = («/E, \/E). Funkce F(x,y) = 552 - y2 — 4 ma
spojité parcidlni derivace. Plati:

FW2,v2)= (V2)’+ (v2)’ —4=2+2-4=0.
Dile:
F,=2y = F,(2,v2)=2v2#0.

Predpoklady véty 7.3 jsou tedy spln€ny, a tudiZ uvedena rovnice zadava v okoli bodu (\/E A2 ) impli-
citnd funkci y = f (x), pro niz plati f(+/2) = +/2. Vypo&teme derivaci f'(x) a ur&ime jeji hodnotu
vV Xy = «/E
X \/5
-~ = fW2)=-Z=-1 (7.3)
y V2
Z predchoziho ale vime, Ze vzorec funkce je f(x) = +/4 — x2. Mizeme tedy piimo vypoditat derivaci
a vysledek ovérit:

Fla) = F, . 2x .
Fy 2y

1 —X —\/i
F@=s@-) 1w =—x = [(VD=——e=-1
2 4—a? 4— (V2
Vsimnéte si, Ze pokud bychom uvazovali stejnou funkci, ale bod (—2, 0), pak bychom vétu 7.3 nemohli
pouzit, protoZe F\,(—=2,0) = 0. Ale F,(—2,0) = —4, takZe zdménou x a y je mozné dokdzat, Ze

rovnice v okoli bodu (—2, 0) implicitné€ zadava funkci x = g(y). Stejnd situace je v bodé (2, 0).

b) Uvazujme rovnici x2 — y2 = 0 a bod (xo, yo) = (+v/2, +/2). Funkce F(x, y) = x% — y2 md spojité
parcidlni derivace. Plati:

FW2,v2)= (vV2)' - (v2)'=2-2=0.
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Dale:
F,=-2y = F,(2,v2)=-2v2#0.
Predpoklady véty 7.3 jsou tedy splnény, a tudiZ rovnice zaddvd v okoli bodu (+/2, +/2) implicitng

funkci y = f(x), pro niZ plati f(v/2) = +/2. Vypocteme derivaci f’(x) a uréime jeji hodnotu
VX = «/5

F, 2x x \/5
s =ee— == 'W2)=—==1.
fO=-F=-"3=3 = =7

I v tomto pifpad® zndme f: je totiz f(x) = x, takZze f'(x) = 1, tj.i f'(~/2) = 1, coZ je stejny
vysledek.

Vsimnéte si, Ze pokud bychom uvazovali stejnou funkci, ale bod (0, 0), pak bychom vétu 7.3 nemohli
poufZit, protoZe Fy (0, 0) = 0. Tentokrit je ale také F, (0, 0) = 0, takZe ani ziména x a y nepomiZe.

Piiklad 7.5. Ovéite, 7e rovnice 4xy> — 3x3y? + In(x?> + y> — 1) — 1 = 0 zadédva v bod& (1, —1)
implicitné jedinou funkci y = f(x), a najdéte rovnice tecny a normély ke grafu této funkce v bodé
(1, =1).

Reseni. Je F(x,y) = 4xy?> —3x>y? + In(x> + y> — 1) — 1 a (x0, yo) = (1, —1). Funkce F m4 ve
svém defini¢nim oboru spojité parcidlni derivace. Plati:

F(l,-D)=4-1-(-D*>=3-1* (=D’ +In(1*+(-1)>=-1)—1=4-34+0—-1=0.
Dale:

2
Fy:8xy—6x3y+ 5 2
X

e F,l1,-1)=-8+6—-2=—-4#0.
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Predpoklady véty 7.3 jsou splnény, a tudiZ rovnice zaddva v okoli bodu (1, —1) implicitné funkci y =
= f(x), pro niz plati f(1) = —1. Jesté urcime:

2
Fo=4y -0+ 5 = F(,-)=4-9+2=-3.
X2y -1
Ze vzorce (7.1) mame
F.(1,-1) -3 3
Fli)a—" = =
y(1, =1) —4 4

Rovnice piimky prochdzejici bodem (x¢, yo) 0 smérnici k je y—yy = k(x —xp). Protecnujek, = f'(xo)

a normalu (kolmice k te¢né jdouci dotykovym bodem) je k, = —m. V nasem piipadé je k;, = —%
ak, = %‘.Tedy:
3
t:y—(—1)=—1(x—1) = 3x +4y+1=0,
4
n:y—(-H=-x-1 = 4x —3y —7=0.
y— (=D 3 i ) y N

.....

spliiuje rovnici F (x, f (x)) = 0 na intervalu (xo — 8, xg + &). Vime-li, Ze existuje f'(x), a zderivu-
jeme-li predchozi rovnost podle x s vyuZitim vzorce (3.13) pro derivaci sloZené funkce, dostaneme

/ _ / __Fx(x’f(x))
F(x, f®) 1+ FK(x, f@)f0)=0 = fx= o f®)
coZ je znovu vzorec (7.1). Napf. pro rovnici x> + y> — 4 = 0 z obr. 7.1 a) vyjde
PHfOP-4=0 = u+2f@f(0)=0 = [@)=- ffx) :
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Pro struénost asto piseme misto f'(x) jen y'. Musime ale ddvat pozor a spravné rozliSovat, kdy
provadime parcialni derivaci podle x (pak se y chova jako konstanta) a kdy y predstavuje zkraceny zapis
pro f(x). Pfedchozi vypocet derivace by ve zkrdcené symbolice vypadal takto:

4y’ —4=0 = 2x+2yy/=0 = y’:—%,

cozZ je stejny vysledek jako v (7.3).
UkazZme si jesté, jak by vypadal formélni vypocet derivace v prikladu 7.5:

4xy? =33y  +In(x* +y* - 1) —-1=0 =
2
4y% + 8xyy' — 9x?y? — 6x3yy +
X

a odtud vypocteme

2x

2y
/ 3 — 0y242 2
y(Sxy—6xy+—>—9xy — 4y —m

x2+y2—1
Oy =4y (P +y - 1) —2x
YT By -6y - D42y
. Ox*y? 4+ 9x2y* — 13x2y% — 4y* +4y? — 2x
 —6x5y — 6x3y3 + 14x3y 4+ 8xy3 — 8xy + 2y

/

H9-13-4+4-2 _ _3 "¢o7 je stejny vysledek jako v p¥i-

Po dosazeni (1, —1) za (x, y) vyjde y'(1) = iR = 1

kladu 7.5.

Vv

Tento zplsob derivovani ndm umozni ziskat vySsi derivace funkce f(x) dané implicitné. Zakladem
je nasledujici véta, kterd se snadno dokdze indukcfi s pouZitim vztahu (7.1).
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Véta 7.6. Nechtjsou splnény predpoklady vety 7.3 a funkce F ma v okoli bodu (xq, yo) spojité parcialnt
derivace do Fadu k, k € N. Pak implicitné dand funkce y = f(x) md spojité derivace do iddu k. Jejich
vzorce dostaneme opakovanym derivovanim vztahu (7.1).

Pouziti véty si ukdZeme v ndsledujicim piikladu.

Piiklad 7.7. Ovéite, Ze rovnice 3x% 4+ 4y% 4+ 7xy — 5 = 0 zadédva v bodé (1, —2) implicitné jedinou
funkci y = f(x), a najdéte Taylordv mnohoclen druhého fadu této funkce se stiedem 1.

Reseni. Je F(x,y) = 3x> + 4y*> + 7xy — 5 a (xo, yo) = (1, —2). Funkce F mad spojité parcidlni
derivace (vSech fadfi) v R?. Plati:

F(1,-2)=3-1244-(=2>47-1-(=2) —5=0.

Dale:
Fy(x,y)=8y+7x = F(1,-2)=8(-2)+7-1=-9#0.

Podle véty 7.6 je tedy touto rovnici v okoli bodu (1, —2) implicitné déana funkce y = f(x) majici deri-
vace vSech fadu, pro niz plati f(1) = —2. ProtoZe Fy(x, y) = 6x + 7y, je podle (7.1)

6x + 7y , 6—14 8
e - 1) = —
8y +7x = SO

yzf(x): T_”:—g

Pro napsédni Taylorova mnoho¢lenu 7> (x) potiebujeme jesté druhou derivaci f”(x). Podle véty 7.6 de-
rivovdnim prvni derivace dostaneme

' — (Y = C6x+Ty\ . (6+TY)By +T7x) = (6x +T)BY +7) _
YEWIE Uy T 8y + 7x)? -

@:
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(6-7- 8@y + 70— 6x + Ty (8- 82 +7)
@y + 7x)?

_ 6x2 + l4xy + 8y?
By +T7x)?

Odtud
6-124+14-1-(=2)+8-(=2)? 10

F= @ (=) +1- 1)} R

Tayloriv mnohoclen 7, (x) ma tvar

1
Tr(x) = f(xo) + f'(x0)(x — xo) + 3 F (xo) (x — x0)?, kde xo = 1,

tudiz

To) = 2= 5 (x = 1) = o (= 1)?
20X) = §x ﬁx o

Vysledek je zndzornén na obr. 7.3. Grafem 7,(x) je parabola. Na obrazku je zndzornéna i te¢na. Jeji
rovnice je y — f(xo) = f'(x0)(x — xo) — viz piiklad 7.5. Tedy

8 8
y¥2=—gG-1 = y=-2-5G-D,

coz je pravé Taylordv mnohoclen fadu jedna 7 (x). VSechny tii grafy v okoli bodu x = 1 téméf splyvaji.
Uvédomte si, Ze vzorec f(x) lze explicitné najit, protoZe zadand rovnice je vici y kvadratickou rovnici.

Vyjde
—Tx — /x2+ 80
fx) = 5 . R
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Poznamka 7.8. I vyssi derivace lze obdobné jako prvni derivaci vypocitat opakovanym derivovanim
rovnice F'(x, y) = 0 — viz ptiklad 8 z autotestu 2 na str. 423.

V zavérecném piikladu si ukdzeme, jak 1ze postupovat pri vySetrovani lokdlnich extrémi funkce jedné
proménné zadané implicitné.

Piiklad 7.9. Je déna rovnice (x* + y2)2 = 2(x% — y?). Najdéte body (xo, yo) € R? majici nasledujici
vlastnosti:

a) V bod¢ (xg, yg) jsou splnény predpoklady véty o implicitni funkci 7.3.

b) Funkce f, ktera je touto rovnici implicitné dand, mé v x( staciondrni bod.

Pak zjistéte, zda jsou v té€chto bodech lokdlni extrémy.

Re§eni. Oznaéme F(x,y) = (x> + yz)2 —2(x? —y?). Budeme hledat body (xo, yo) vyhovujici zadané
rovnici, tj. body, pro néz plati F (xo, yo) = 0, pficemZ F,(xo, yo) # 0. Podle véty 7.3 rovnice F (x, y) =
= 0 zadava v okoli kazdého takového bodu implicitné jistou funkci y = f(x). Dale budeme chtit, aby
tato funkce méla v bod¢€ xy staciondrni bod, tj. aby f’(x¢) = —%
F, (x9, yo) = 0. Hledané body tudizZ dostaneme jako feseni sousta\}/y rovnic F'(x,y) =0a F;(x,y) =0.

ProtoZe v naSem piipadé Fy(x, y) = 2(x> + y?)2x — 4x, dostaneme soustavu rovnic

= 0. To bude platit, pravé kdyz

4y =202 —yH) =0 a 42+ yHx —4x =0,
Z druhé rovnice po vytknuti dostaneme

dx(x*+y*=1)=0 = x =0 nebo x> +y> =1.
Po dosazeni do prvni rovnice vyjde:

Prox =0: y*+2y2=0, t. »(*+2)=0 = y=0,

o
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Prox? +y? =1, tj. y* =1 — x°: 1—2(x2—(1—x2)):0 =
3 1 V3 1
2 2
= = — = — ::i: s ::I:,.
g Y= 3 T TTE VT

V druhém pfipadé jsou mozné vSechny kombinace znamének. Dostali jsme body

0=00), A=(L. 1, B=(-L. 1), c=(-L, -1, b= (£,-)).

202 202 202 202
Nyni vypocteme F), a ovéfime, zda je v ziskanych bodech nenulova. Je F (x, y) = 2(x2 4+ yH)2y +
+4y = 4y(x? 4+ y? + 1). Po dosazeni dostaneme
F,(0)=0, F,(A) =4, F/(B)=4, F/(C)=-4, F,(D)=-4

Bod O tedy z dalsich tivah vyloué¢ime. V okoli kazdého ze ¢tyf zbyvajicich bodi A, B, C, D je rovnici
F(x,y) = 0 implicitné zaddna funkce jedné proménné. Ozna¢me tyto funkce postupné fi(x), fo(x),
f3(x) a fa(x).

Nyni musime urc¢it druhé derivace téchto Ctyf funkci a rozhodnout podle jejich znaménka, zda jde
o lokdlni extrém a jaky. Podle (7.1) plati (uvédomte si, Ze je jedno, o kterou z funkei fi, ..., f4 jde)
dx (x> +y> = 1)
Oy 1)

Pifimy vypocet jako v prikladu 7.7 by byl sice mozny, ale znacné zdlouhavy. Zkusime postupovat dimy-

JHOES

i=1,...,4

sIn&ji. Oznadme na chvili f kteroukoli z funkci fi, ..., fi. Vypoéteme nejprve f”(x) obecné. K tomu
musime derivovat vztah f'(x) = — % . Nejprve si rozmyslime, jak budeme derivovat samostatné

vyrazy v Citateli a jmenovateli. Podle vzorce (3.13) (v naSem pifpadé je vn&jsi slozka F\ resp. F, a vnitini
slozky jsou x a f(x)) dostaneme (smiSené druhé parcidlni derivace F\, a F), jsou zaménitelné)

d
o (x, (X)) = Fux(x, f(X)) - 1+ Fey(x, f(x)) - f/(x) = Fex + Fuyy's

@:
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d ’ ’
aFy(xvf(x)) :Fyx(xaf(x)) '1+Fyy(xv f(x)) - f(x) :ny+Fyyy'

Plati tedy

Fray=—2 <F(’“f(">>> _ (Fut Fyy)Fy = Fu(Fy + Fyy)
dx \ Fy (x, f(x)) F2
V bodech X, kieré nds zajimajf, je f (x0) = Yo, f'(x0) = 0 a Fi(Xo, yo) = 0. Protoze Fe(x,y) =
=4(x% + y2 — 1) 4+ 4x - 2x, dosazenim do pfedchoziho vztahu dostaneme

_ Fulxo,y0) 403 + 55 — D +8x5 3x5 + 5 — 1

f(xo) =

Fy(x0.y0) 43+ +1D  wOZ+y+D’
Postupné tudiz vyjde
1 (3\ 3 ¢ 3\ 3 1 3\ _ 3 r(J/3) _ 3
H(Fl==5, #-L)=— A=S)=5 A1) =5

Je-li druhd derivace ve stacionarnim bod€ kladn4, je zde lokdlni minimum, je-1i zdpornd, je zde maximum.
Funkce fi(x) ma tedy v bodé x = % lokdlni maximum s hodnotou % a totéz plati pro funkci f(x)

vbodé x = — ? Funkce f3(x) mdvbodé x = — ? lokdlni minimum s hodnotou —% a totéZ plati pro
funkci f4(x) vbodé x = g

Reseni rovnice F(x, y) = 0 je zndzornéno na obr. 7.4. Jde o kiivku, ktera se nazyva Bernoulliova'
lemniskdta. Jeji rovnice v poldrnich soufadnicich p a ¢ — viz obr. 1.14 — je p? = 2cos 2¢, o emZ se

L Jacob Bernoulli (1654-1705) (&t bernuli) — vyznamny Svycarsky matematik. Pracoval v matematické analyze, teorii
diferencidlnich rovnic, variaénim poctu, pravdépodobnosti atd. Jeden z rozsahlé rodiny vyznamnych matematikl téhoZ jména
(pies 10 osob). Clanek o kiivce publikoval v . 1694.

o
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Obr. 7.4: Bernoulliova lemniskata

1ze snadno presvéd¢it dosazenim vztahti x = p cos ¢, y = p sin ¢ do zadané rovnice a dpravou. Pomoci
tohoto vyjadfeni, které je mnohem jednodussi nez v kartézskych soufadnicich, ji 1ze snadno nakreslit.
Z obrazku je vidét, Ze v Zadném okoli bodu O = (0, 0) rovnice nevyjadfuje implicitné funkci jedné
proménné x. Tlusté ¢ervené Cary znaci grafy funkcei f;(x),i =1,...,4. A

7.2. Funkce dvou proménnych dané implicitné

Problematika je velmi podobnd obsahu ptedchoziho oddilu, proto budeme postupovat stru¢néji a rychleji.

Je-li F(x,y,z) funkce tif proménnych, je F(x, y, z) = 0 rovnice o dvou neznamych, jejiZ feseni
jsou trojice (x, y, z), které Ize interpretovat jako soufadnice bodl v prostoru. V tomto smyslu mtizeme
tudiz o fesenich takové rovnice mluvit jako o bodech v prostoru.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

318. strana ze 476

5
"l

Zavrit dokument

l Celd obrazovka / Okno




319

Implicitni funkce
(X0, Y0, Z0)
2= fx,y)
F(x,y,2)=0
Obr. 7.5: Funkce dvou proménnych dand implicitné
Definice 7.10. O funkci dvou proménnych z = f(x, y) fekneme, Ze je implicitné zaddna rovnici

F(x, y, z) = 0o tfech neznamych, jestlize body grafu funkce f, tj. trojice (x, y, f(x, y)), této rovnici
vyhovuji, tudiz plati F' (x, v, f(x, y)) = 0 pro kazdé (x, y) € D(f). CoZ lze také fici tak, ze graf
funkce f je podmnozinou mnoziny vSech feseni rovnice F(x, y, z) = 0.

MnozZina viech trojic (x, y, z) chapanych jako soufadnice bodii v R?, které jsou feSenimi rovnice
F(x,y,z) = 0, nemusi byt grafem funkce dvou proménnych (grafem je, pravé kdyz libovolna rov-
nobézka s osou z protne takovou mnoZinu nejvySe jednou). Pfikladem je kulovad plocha majici rovnici
x2 + y? + 72 = r? — viz obr. 9.1 a). Bude nés zajimat, zda alespoii v n&jakém okoli bodu (xq, o, Z0),
ktery je feSenim uvazované rovnice, tvori feseni graf funkce dvou proménnych. Misto kulového okoli
se nam bude 1épe hodit kvadrové okoli. Pfesnéji budeme poZadovat, aby existovalo kvadrové okoli & se
sttedem v (xg, Yo, Z0) takové, Ze mnoZina v8ech feSeni rovnice F'(x, y, z) = 0, kterd padnou do &, bude
tvorit graf funkce proménnych x, y prochdzejici bodem (xo, o, zo). Situace je zndzornéna na obr. 7.5.
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Uvedeme postacujici podminky, aby rovnice o tfech nezndmych zadédvala implicitné jistou jedno-
znacné urcenou funkci dvou proménnych. Déle nas bude zajimat spojitost a existence parcidlnich derivaci
funkce dané implicitn€. To vSe je obsahem nésledujici véty, kterd se dokdZe analogicky jako véta 7.3.

Véta 7.11 (Véta o implicitni funkci). Nech? funkce F(x, Yy, z) md spojité prvni parcidlni derivace
v okoli bodu (xy, Yo, zo) a plati:

D) F(xo, o, 20) =0, 2) &L (xo, yo, z0) # 0.

Pak rovnice F(x, y, z) = 0 implicitné zaddva v okoli bodu (xg, yo, Zo) jednoznacné uréenou funkci
dvou proménnych z = f(x, y). Podrobnéji existuje kvdadrové okoli

O = (xo — 81, X0+ 61) X (Yo — 82, Yo+ 82) X (20 — &, 20 + €),
01 >0,8, >0, ¢ >0, afunkce
[ (xo—81,x0+81) X (Yo — 82, 0+ 82) = (20 — €, 20 + €)

takové, Ze pro (x,y, z7) € O plati F(x, y, z) = 0 pravé tehdy, kdyZ z = f(x, y).
Funkce f je spojitd a ma spojité prvni parcidlni derivace, pro néZ plati

Fe(x,y, f(x, ) Fy(x,y, f(x,y)

frlx,y) =— : flx,y)=— - (7.4)
: Fz(X,y, f(X,y)) ’ Fz(x7y7 f(x’)’))
Z ptredchozi véty vyplyva, Ze plati
F(x,y, f(x,y) =0, (x,y) € (x0— 81, x0 + 1) x (Yo — 82, yo + 82), 7.5)

a f (xo0, yo) = zo.

@:
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wev s

Fi(x,y,2)  F; Fy(x,y,z)  F)

Lk, y)=—F7""—""""=—-— resp. filx,)=—F"—""—-=-——,
’ F(x,y,2)  F, ’ F(x,y,2 F
kde trojice (x, y, z) vyhovuje rovnici F(x, y,z) = 0. Vzorce jsou efektivni jen pro vypocet v bodé
(x0, Y0, o) (pro jind x, y nevime, kolik je odpovidajici z = f(x, y)).
Spojité parcidlni derivace zarucuji existenci totdlniho diferencidlu a tudiZ i tecné roviny, viz véta 3.12.
Postup jejiho nalezeni si ukdZeme v ndsledujicim ptikladu.

Priklad 7.12. Ovéfte, Ze rovnice 3xyz — x2 — y? — 72 = 0 zadéva v okoli bodu (1, —1, —1) implicitn&
jedinou funkci z = f(x, y), a najdéte rovnici te¢né roviny ke grafu f v tomto bodé.

vy s

Reseni. Ovéifme piedpoklady véty 7.11 pro funkci F(x,y,z) = 3xyz — x> — y?> — 7. Zfejmé je
F(l,—-1,-1)=3-1-(=1)-(=1) = 12 — (=1)> — (=1)?> = 0. Ddle
F,=3xy -2z = Fa,-1,-1)=3-1-(-1)—2-(-1)=—-1#0.

Rovnice tedy implicitné zaddva spojitou funkci f, pro niz plati f (1, —1) = —1. Tato funkce ma spojité
parcidlni derivace. Podle (7.4) je

3yz —2x

Fy =3yz —2x = fx:_m = S, =1 =1,
3xz —2y

F,=3xz-2 = = —— = (1, —1) = —1.

Podle véty 3.7 tudiZ existuje totdlni diferencial d f(; _), coZ podle véty 3.12 znamend, Ze existuje
hledana te¢na rovina. Jeji rovnice je podle (3.7)

z—(-D=1-x—-D+C)-y—(1)) = x—-y—2z—-3=0. A

@:
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Podobné jako u funkce jedné proménné dané implicitn€ i v pfipadé funkce dvou proménnych je
mozné odvodit vzorce pro parcidlni derivace s pouZzitim vzorce pro derivaci sloZzené funkce. Protoze
v okoli bodu (xg, yo) plati F (x, v, f(x, y)) = 0, vyjde napf. pro derivaci podle x:

Fo(x,y, G, ) - 1+ Fy(x, 3, fx, ) -0+ F(x, 5, f(x, ) - fr(x,y) =0,

z ¢ehoZ dostaneme prvni vzorec v (7.4). Derivaci f,(x, y) pro stru¢nost oznacujeme Z.
Nyni si v§imneme existence a vypoctu vyssich derivaci funkce dvou proménnych dané implicitné.
To je obsahem ndsledujici véty.

Véta 7.13. Necht jsou splnény predpoklady vety 7.11 a funkce F ma v okoli bodu (xg, Yo, 2o) Spojité
parcidalni derivace do vadu k, k € N. Pak implicitné dand funkce z = f(x, y) md spojité parcidlni
derivace do Fadu k. Jejich vzorce dostaneme opakovanym derivovanim vztahii (7.4).

Pouziti si ukdZeme v ndsledujicim prikladu.

P¥iklad 7.14. Ovéite, 7e rovnice x% + y2 Db 4y —27+29 = 0 zaddva v okoli bodu (1, —2, 4)
implicitn€ jedinou funkci z = f(x, ¥). Rozhodnéte, zda ma tato funkce f v bodé (1, —2) lokdlni extrém,
a pokud ano, urcete jaky.

Reseni. Ovéiime predpoklady véty 7.11 pro funkci F (x, y, z) = x>+ y? —z> —2x +4y —2z+29 = 0.
Je
F(,-2,4) =124+ (=22 —4>-2.14+4.(=2)—2-44+29=0.

Dale
F,=-2z-2 = F0,-2,4)=-2-4-2=-10#0.

@:
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AZIRIN
Existuje tedy spojita funkce f, pro niz f(1, —2) = 0. Protoze F ma spojité parcidlni derivace libo- " 5
volného fadu, plati podle véty 7.13 totéZ pro funkci f. Prvni derivace z, = fy(x,y) az, = f,(x,y) “‘“% ’3«5
ur¢ime derivovanim rovnice >
2 22 —
X +y —Z —2x+4y—22+29—0 D’ZA"DMES“
Odtud derivovanim podle x dostaneme
x—1
2x+0—2z27, —240—-2z, =0 = 2z, =
z+1
a podobné derivovanim podle y vyjde
y+2
04+2y —27z2z,—04+4—-2z, =0 = z,= .
y y y AT

Plati tudiZ z,, (1, —=2) = 0 a z,(1, —2) = 0, takZe bod (1, —2) je staciondrni. Nyni pouZijeme vétu 5.6.
Nejprve vypocteme druhé parcidlni derivace funkce f.

9 9 [x—1\ 1-z+1D—(@—Dz 1
xx — L <x — T = xxly_zz_,
b = 9t 8x<z+1) z+1)2 = Zx(l, =2 =3
99 (y+2\ _1-G+D-(+2s I
= — = — = = 1,—2 = -,
G =gy ay(z+1) Ct 1) el =2) =3
9 9 (x—1\ 0-Gz+1)—(x—1z
Ty 3y(z+1) (z + 1)2 2ol =2)

Hessidn je J (x, y) = 2ZxxZyy — 23, tedy J (1, =2) = 1/5-1/5—0% = 1/25 > 0, takZe v bod& (1, —2)

ma f extrém. ProtoZe z,,(1, —2) = 1/5 > 0, jde o lokdlni minimum. A _
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Poznamka 7.15. Rovnéz u funkce dvou proménnych f (x, y) zadané implicitné rovnici F (x, y,z) =0
Ize vysetfovat lokalni extrémy. Postup je obdobny jako u funkce jedné proménné v piikladu 7.9. Hledané
body musi spliiovat rovnici F(x, y,z) = 0 a podminku F,(x, y,z) # 0. Aby §lo o staciondrni body,

musi platit f, = —% =0af, = —% = 0, tedy Fy(x,y,z) = 0a F,(x,y,z) = 0. Body tudiz
Z Z

najdeme feSenim soustavy tff rovnic
F(x,y,z) =0, Fi(x,y,2) =0, Fy(x,y,z) =0.

Pro zajemce

Ptedchozi vysledky lze podstatné€ zobecnit.

Uvazujme nejprve jednu rovnici o n + 1 nezndmych, n € N, tvaru F(xq,...,x,,y) = 0. Oznaéime-li
x = (x1,...,x,) € R", mdme struéngji F(x, y) = 0. Necht (x*, y*) = (x], ..., x5, y*) je feSeni této rovnice.

Piedpokladejme, Ze F md v okoli bodu (x*, y*) spojité prvni parcidlni derivace a Fy, (x*, y*) # 0. Pak uvaZovand
rovnice vyjadfuje v okoli bodu (x*, y*) implicitn& spojitou funkei f(x) o n proménnych. Dikaz je analogicky
jakopron = 1 resp. n = 2.

Podrobnéji existuje kvadrové okoli (x] — &1, x7 4+ 1) x -+ x (x5 — 8y, x5 +8x) X (y* — &, y* + &),
81, ...,8,, & > 0, s vlastnosti, Ze pro libovolné x € (x — &1, xf +81) x -+ X (x; — 8, x5 + 8,) existuje pravé
jedno y € (y* — ¢, y* + ¢) takové, Ze (x, y) splituje danou rovnici. Oznac¢ime y = f(x). Tedy F(x, f(x)) = 0.

— ). Méli funkee F v okolf bodu
(x*, y*) spojité parcidlni derivace a7 do fadu k, k € N, md i f spojité parciélni derivace az do ¥adu k, které 1ze
obdrZet derivovdnim pfedchoziho vztahu obdobné jako u implicitné dané funkce jedné nebo dvou proménnych.
Dtikaz tvrzeni je stejny jako u véty 7.3.

Obecnéji lze uvazovat soustavu m rovnic o m + n neznamych, m, n € N, tvaru

Funkce f ma spojité parcidlni derivace, pro néZ plati f, (x) =

Fi(xt, ... %0, Y15 oo ym) =0,
Fz(xl,--wxn,)’l,---,y;n)=0,
Fm(xla""xn7y1’ 7)’m)—0
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Oznaime-lix = (x1,...,x,) € R"ay = (y1,..., ym) € R, miZeme soustavu zapsat stru¢néji: Fi(x, y) =
=0, Fa(x,y) =0,..., Fp(x,y) = 0. Necht (x*, y*) = (x],..., x5, ¥, ..., y) je feeni této soustavy.
Predpoklddejme, Ze F1, . .., Fy maji v okoli bodu (x*, y*) spojité prvni parciélni derivace a determinant

Fiiy, (x*, %) Fipy, (x*, y%)
Fopy (X%, y%) Py, (x*, y%)

Fiy,, (x*, y%)
FZ\ym(x*v y*) ;é 0

leyl(x*s ) Fm\yz(x*y 9 leym(x*s Y

Pak uvaZovand soustava rovnic vyjadfuje v okoli bodu (x™*, y*) implicitn& m-tici spojitych funkef f1(x), ..., fi (x)
o n proménnych.

Podrobnéji existuje okoli (x] — 81, x{ + 81) x -+ X (x5 — 84, X5 + 8,) X (3] —e1,¥y] +¢&1) x -+ X
X (Y — €ms Yoy +€m)s 81, .., 8n, €1, ..., 8m > 0, takové, Ze pro libovolné x € (xf — 81, x] +81) X -+ x
X (X5 — 8p, x5 + 8,) existuje pravé jedno y € (yf —e1, ¥ +¢€1) X -+ X (Vi — €m, Y + €m) takoVé, Ze (x, y)
spliiuje danou soustavu rovnic. Oznaéme y; = f1(x), ..., ym = fm(x). Tedy F; (x, fix), ..., fm (x)) =0,
i=1,...,m.

Funkce f1, ..., fn maji spojité parcidlni derivace. Jejich vyjadien{ l1ze ziskat feSenim (napf. pomoci Crame-
rova pravidla) soustavy linedrnich algebraickych rovnic s nezndmymi fijx; (x), ..., fin|x; (¥), kterou dostaneme
derivovanim identit F; (x, fix), ..., fm(x)) =0,i=1,...,m,podle proménné x;, j = 1, ..., n,s vyuZitim
vzorct pro derivaci sloZené funkce. Oznaéime-li pro stru¢nost f(x) = (f1(x), ..., fim (X)), je jeji tvar

Fii; (x, £(0)) + Fiy, (%, £@0) fije; ®) 4 -+ + Fupy, (%, fX)) finpy; () =0,
P (%, () + Fapy, (x, £X)) fie; ) + -+ + Fapy,, (X, f@)) fingr; (x) =0,

lex/- (xa f(x)) s leyl (x, f(x))f1|Xj(x) qF eoo P leym (x, f(x))fmlx/-(x) =0.

Predpoklady zarucuji, Ze determinant matice soustavy je v okoli bodu x* nenulovy.

Maji-li funkce Fi, ..., Fy, vokoli bodu (x*, y*) spojité parcidlni derivace aZ do ¥adu k, k € N, maji i funkce
f1s ..., fm spojité parcidlni derivace az do fadu k, které 1ze obdrZet derivovanim vzorcl pro prvni parcidlni deri-
vace f,-|x/. (x).
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Tvrzeni 1ze dokédzat indukci vzhledem k poctu rovnic m — viz napf. [8]. Jiny dlikaz I1ze udélat pomoci Bana-

chovy véty o pevném bodu — viz napt. [1,

Pojmy k zapamatovani

— funkce jedné proménné dand implicitné

— funkce dvou proménnych dand implicitné

— funkce dana explicitné

— derivace funkce jedné proménné dané implicitné

— derivace funkce dvou proménnych dané implicitné

— lokdlni extrémy funkce jedné proménné dané implicitné

— lokélni extrémy funkce dvou proménnych dané implicitné
— Taylortiv mnohoclen funkce jedné proménné dané implicitné

— Taylortiv mnohoclen funkce dvou proménnych dané implicitné

Kontrolni otazky

1.
2.

3. Jak derivujeme funkci jedné proménné danou implicitné?

5. Definujte funkci dvou proménnych danou implicitné rovnici F(x, y, z) = 0.

Definujte funkci jedné proménné danou implicitné rovnici F (x, y) = 0.

Vysvétlete, za jakych podminek existuje funkce jedné proménné dand implicitn€ rovnic{

F(x,y) =0.

1.

. Jaky je geometricky vyznam podminky F) (xo, yo) 7# 0?

@:
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6. Vysvétlete, za jakych podminek existuje funkce dvou proménnych dand implicitné€ rovnici
F(x,y,z)=0.

7. Jak spocitate derivaci funkce dvou proménnych dané implicitné?

@:

8. Jak spocitate vyssi derivaci funkce dvou proménnych dané implicitné?
ZAPADOCESKA
9. Jaky je geometricky vyznam podminky F,(x¢, yo, 20) 7 0? D | 2 onnenaiTa
10. Jak najdete lokdlni extrémy funkce dané implicitné?
Priklady k procviceni
1. Ovéite, Ze dand rovnice zadava v okoli bodu A = (x¢, yo) implicitné jedinou funkci jedné proménné y = f(x).
Vypodtéte jeji prvni derivaci a napiste rovnici tecny a normaly ke grafu funkce f v bod€ (xg, yo)-
a) y*—x2=0,A=(,-1), b) x24+xy+y>=3 A=(,1),
) xX43xy+y>?=-3 A=(-1,2), d) x—y+siny=0, A= (w, n),
e) y2—x)=x2 A=(,-1), N yQ2-x)=x, A=(l,-1),
2 Yx-2)=x} A=(3,-3), hy x¥ =y A=(1,1), EEEE
) Iny/x+y?=arctgy, A=(1,0), D o +x=yt+y A=0Q,2), EE
k) (x2+yz)2 =3x2y+y3, A=1(0,1), 1) x2—2xy—|—y2+x—|—y =2, A=(,1),
m InGp?2—-2xH+y+x=1, A=(0,1), n) xsiny4e‘cosy+cosx =1, A=(0, n/2),

0) xX3y—=3xy +x2-2y2=0, A=(=2,1), p) xy+x2y2+x3y3+x** =0, A=(,-1).

2. K nasledujicim rovnicim najdéte body, v nichZ jsou splnény predpoklady véty o implicitni funkci a které jsou
stacionarnimi body takto implicitn€ definovanych funkci jedné proménné. Rozhodnéte, zda jsou v téchto bodech
lokdln{ extrémy.

Zavrit dokument

a) xt4+yd+2x2y+2=0, b) x*—2xy+2y°+2x=-1,
¢) 3x242xy—y>—3y+x— % =0, d) x%y?-2xy* -7y} +8=0. | Celd obrazovka/ Okno
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3. Ovéite, Ze dand rovnice zaddva v okoli bodu A = (xg, o) implicitné jedinou funkci f (x). Vypoctéte jeji prvni
a druhou derivaci a napiste jeji Tayloriv mnohoclen 73 (x) se stfedem x.

a) 3xlny—y’+1=0, A=Q2,0, b T+I+y=3 A=(11),

c) Xy +x2y2—x—y=0, A=(,1), d) xe¥—ye* =0, A=(0,0),

e) xsinx+ycosy=0, A= (m,0), f) In@x2+y)+y=1, A=(0,1),
g XHxy—y =7, A=, 1), h) xe*™ 4+y2=0, A=(-1,1).

4. Ovéite, Ze dana rovnice zadava v okoli bodu A = (xp, Yo, zo) implicitné jedinou funkci dvou proménnych
z = f(x,y). Vypoltéte jeji prvni parcidlni derivace a napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v bodé
(x0, Yo, 20)-

a) xX2+yr+2+xyz=2 A=(l,—-1,1),
b) f+24+24xyz=0, A=(11,-D),
o zx—y)2+x3y?+xz2=9, A=(,1,-1),
d) In(x24y2 -3 4+xy—z=8, A=(3,2,-2),
e) xyei l4xd4yi4ze43=0, A=(2, -2 1),
H x+y) sinz—l—xzcosxy:nz, A= (m1,—m),
g) xyz+x%y?22+x3y33 =3, A=(,1,1),
h @G+y—-22+InEx+y+z)=1, A=(-1,1,1).
5. Knésledujicim rovnicim najdéte body, v nichZ jsou splnény predpoklady véty o implicitni funkci a které jsou sta-

ciondrnimi body takto implicitné definovanych funkci dvou proménnych. Rozhodnéte, zda jsou v téchto bodech
lokalni extrémy.

a) x24y24722—xz—2yz=1, b) x2+y2 422 —2x 42y —4z =10,
o) 2x2+2y*+ 72 +8xz—z=-8, d x*+y 422 —2x+4y—6z=11,
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e x3—yr—3x+4y+24+z=38, f) 3x2+2y%—3z% —6x +8y =23, ‘-7
g x*+y’ +—xz—yz+2x+2y+2z=2. R 4

6. Najdcte body, v nichZ pro nésledujici rovnici nejsou splnény predpoklady véty 7.3 o existenci implicitné dané

funkce y = f(x). D -
UNIVERZITA
a) x2+2xy—y2=8, b) 2+y_§:1’ a,b>0. V PLZNI

7. Najdéte body, v nichZ pro ndsledujici rovnici nejsou spln€ny predpoklady véty 7.11 o existenci implicitné dané
funkce z = f(x, y).

aN| =

S

a) z2—2px=0,p>0, b) ;C—§+blz—i—§=1,a,b,c>0.
Kili¢ k prikladim k procviceni
1. a) t:x+2y+1=0, n:2x—-—y—-3=0, b) t:x+y—2=0, n:x—y=0,
) t:x4+y+7=0, n:x—-9y4+19=0, d t:x—2y+n=0, n:2x+y—-3n=0,
e) t:3x+2y—1=0, n:2x—-3y—-5=0, ) t:x+y=0, n:x—y—2=0,
g t:x—2y—9=0, n:2x+y—-3=0, hy t:x—y=0, n:x4+y—2=0,
i) t:x—y—1=0, n:x+y—1=0, j)) t:x—y=0, n:x+y—4=0,
kY t:y—1=0, n:x=0, D t:x+y—2=0, n:x—y=0,
m t:x+3y—-3=0, n:3x—-—y+1=0, n t:x—y+n/2=0, n:x+y—7n/2=0,
o) t:5x+6y+4=0, n:6x—-5y+17=0, p) t:x—y—2=0, n:x+y=0.

2.8 Ymax=-—1vx=1, ymx=-1vx=-1, ymin=—32vx=0,
b) Ymax =0vx=—1, ypin=-2vx=-3
) Ymin=—-1/2vx =0, Ymax=-2vx=1/2,
d) Ymn=1vx=1, ypax=-2vx =4
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3.2) Tx)=1, b)) Th(x)=1-(x—172
) D) =1-(@x-D+3x-1D2 d D) =x,
e) Th(x)=m(x — 1)+ (x — 1>, ) Tx)=1- %xz,
g Th(x) =—1411(x —2) +380(x — 2)2, h L) =1-5x+D%
4. a0 x—y+z—-3=0, b) x+y—4z—-6=0,
c) 1llx+18y—3z7—-43=0, d 8&x+T7y+11z—-16=0,
e) llx+15y—3z+11=0, f) mx—Qu+Dz—-3n>—n=0,
g x+y+z-3=0, h) x+y—-32+3=0.
5.8 Zmin=-2v(—1,=v2), zmax=2v(1,v2),
b) zZmin=-2v(,-1), zZmx=6v({,-1),
) Zmn=1v(=2,0), Zmax = _§V(17_69 0),
d) zZmin=-2v(,-2), zmax=8v(,-2),
€ Zmin=1v(—1,2), Zmax =—2v(—1,2), vest.b.(1,2), z=—3 a2 neni,
) Zmin=2Vv(l,-2), zZmax=-2v(,-2),
2) Zmin=_4_2\/gv(—3—«/6, —3—«/6),
Zmax = —4+2V/6 v (=3 + /6, =3 + V6).
6.a) (2,2), (-2,-2), b) (a,0), (—a,0).
7.a) x =0, z=0,tj. body osy y, b) z=0, ;‘—; + Z—Z = 1 (elipsa).
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AZIRINA
Test — implicitni funkce
P v7
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). /o ““\ﬂ‘&
1. (1b.) Jaké vlastnosti funkce F'(x, y) v okoli bodu (xg, yo) zarucuji, Ze rovnice F(x, y) = 0 zaddva D P Inaooseskh
v okoli bodu (xg, yo) implicitné€ funkci y = f(x)? VPN

Funkce F(x, y) ma spojité prvni parcialni derivace v okoli bodu (xg, yo) a plati F(xg, yo) # O

oOF
a — (xo, yo) = 0.
dy

Funkce F(x, y) ma spojité prvni parcidlni derivace v okoli bodu (xg, yo) a plati F'(xp, yo) = 0

oF
a 8_(x0’ yo) # 0.
y

Funkce F(x, y) ma spojité prvni parcidlni derivace v okoli bodu (xg, y9) a plati F'(xg, yo) = 0

oF
a —(xo, yo) # 0.
0x

Existuji spojité prvni parcialni derivace funkce F'(x, y) v okoli bodu (xg, yo) a plati

oF
F(x0,y0) =0a g(xo, yo) = 0.

2. (1b.) Odpovézte ano, ne. Splituje rovnice x> + xy — x +y = 0 v okoli bodu (—1, —1) pfedpoklady
véty o existenci implicitni funkce y = f(x)?
Ano. Ne.
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(1b.) Ve kterych bodech k¥ivky x> +2xy — y*> — 8 = 0, nejsou splnény predpoklady véty o existenci
implicitni funkce y = f(x)?

(6,14), (—6,2) (—6,—14), (6, —2)

(67 14)’ (67 _2) (27 2)9 (_2’ _2)
(1b.) Rozhodnéte, proc funkce F(x, y) = x> + y* — 2 nesplituje podminky véty o implicitni funkci
v okolf bodi (0, 0) a (+/2, 0).

Funkce nemd v okoli té€chto bodi spojité prvni parcidlni derivace.

Funkce neni v bodech definovéna.

Funkce ma spojité prvni parcialni derivace, ale nespliiuje podminku F (xo, yo) = 0 nebo

oF
—(x0, yo) # 0.
dy

(1b.) Pokud neni mozné z rovnice F(x,y) = 0 o dvou neznamych jednoznacné vypocitat y po-
moci x, znamend to, Ze mnoZina fesen{ rovnice F'(x, y) = 0 ... grafem funkce jedné proménné x.

muze byt neni

je
(1b.) Nechf rovnice F (x, y) = 0 spliiuje v bodé (3, 2) pfedpoklady véty o implicitni funkci a F, =
= y+2aF, = x — 5. Pak rovnice te¢ny ke grafu funkce f implicitné¢ dané touto rovnici ma

tvar:

P

= -2 8
3 7 y X +

y=2x—1
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(1b.) Necht jsou splnény predpoklady véty o implicitné dané funkci jedné proménné a funkce F (x, y)
ma v okoli bodu (xg, yo) spojité parcidlni derivace do fadu k, k € N. Pak implicitné dand funkce
y=rf(x)..

ma spojité derivace do fadu k ma spojité derivace pouze do fadu k — 1

nemusi mit spojité derivace do fadu k ma spojité derivace do fadu k + 1
(1b.) Jeden z predpokladi véty o implicitné dané funkci dvou proménnych f (x, y) v bodé (xo, Yo, Zo)
je

JF JoF
— (X0, Yo, 20) #0 — (X0, Y0, 20) #0
0x dy

oF
afz(xo,yo,ZO) #0 F(x0, Y0, 20) #0

(1b.) Lze u funkce dvou proménnych z = f(x, y) zadané implicitné rovnici F (x, y, z) = 0 vyset-
fovat lokdlni extrémy pomoci véty o implicitni funkci?

Ne, u takto zadané funkce nelze lokdlni extrémy nalézt.

Ano, postup je obdobny jako u funkce jedné proménné. Body, ve kterych mutiZe nastat lokalni
extrém musi splilovat rovnici F (x, y, z) = 0 a podminku F,(x, y, z) = 0.

Ano, postup je obdobny jako u funkce jedné proménné. Body, ve kterych miZe nastat lokaln{

P F,
extrém musi spliiovat podminky F(x, y,z) #0a f; = — 7 = Oafy = —F) =0.
% %

Ano, postup je obdobny jako u funkce jedné proménné. Hledané body musi spliiovat rovnici

F(x,y,z) = 0 apodminku F,(x,y,z) # 0. Aby $lo o stacionarni body, musi ddle platit
175 17

fxz—F:Oafy:—F:O,

% %

o
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 8

Vazané extrémy

Pruvodce studiem

V praxi jsme pomérné casto postaveni pfed ukol urcit tzv. vdzany extrém. Jde o nalezeni extrému funkce né-
kolika proménnych, které jsou vdzdny dalsimi vedlejsimi podminkami (tzv. vazbami).

Napf funkce 7 = f(x, y) je ve spojeni s rovnici (vazbou) g(x, y) = 0 viastné funkci jedné proménné.
Jeji zapis ve tvaru 7 = f1(x) resp. z = f>(y) ziskdme, kdyZ z rovnice g(x,y) = 0 bude mozné jednu
z proménnych x, y vyjadfit jako funkci druhé proménné a pak dosadit do z = f(x, y) za x nebo y. Vypocet
vdzaného extrému se tak pfevede na vypocet lokdlniho extrému jedné proménné. Jestlize to nebude mozné
nebo to bude pfilis sloZité, pouZivd se k vypoctu tzv. Lagrangeovy funkce.

P¥i hleddni globalnich extrémi funkci n proménnych je tfeba rovnéz vysetfit funkci na hranici definiéniho
oboru, éimz se problém snese o dimenzi niz (na hledani globdlnich extrémti funkci n — 1 proménnych). Bez
apardtu vdzanych extrému je nutné ,sestoupit” aZ na jednodimenziondlni pfipad, coZ je vétsinou velmi sloZité
a vede na neprehledné vypocty.

@

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

335. strana ze 476

5
"l

Zavrit dokument

l Celd obrazovka / Okno




Vazané extrémy 336

V této kapitole je vyklad od pocdtku veden pro obecny pfipad funkci n proménnych. Studium této kapitoly

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
o zodpovédét, za jakych podminek ma dand funkce f v bodé x* vdzany extrém,
e urcit stacionarni body a ovéfit, zda jsou v nich lokalni poptipadée globdlni extrémy,
e nalézt vazané extrémy dané funkce pfi danych podminkach.

V této kapitole se budeme zabyvat tzv. klasickou tilohou na vazany extrém. Jde o Glohu nalézt lokalni
(popt. globalni) extrémy funkce na mnoZin€, kterd je zadand soustavou rovnic. Formdlné 1ze popsat tuto
ulohu takto:

f(x) — ext,

. . (8.1
gi(x) =0, i=1,....m, xeP, P=intP.

Rovnice g; (x) = 0 se nazyvaji vazebné podminky nebo funkciondlni omezeni a mnozina P primd ome-
zeni (Casto je to R"). Pfedpokldddme, Ze P je oteviend mnoZina a Ze funkce f, g1, ..., gn jsou na ni
dostate¢né hladké (maji potfebné parcidlni derivace). Hled4 se tedy maximum resp. minimum funkce f
namnozin€ X ={x e P:gi(x)=0,i=1,...,m}.

Pokud by se ndm podafilo vyjadfit nékteré proménné ze soustavy rovnic g;(x) =0,i = 1,...,m,

pomoci zbyvajicich, mohli bychom je dosadit do funkce f a pfevést danou tlohu na dlohu najit ,,obycejné

extrémy, kterou jsme studovali v kapitole 5. To jsme udélali v piikladu 6.7. Obecné bohuZel nedokdZeme

YV Ve

takovou soustavu explicitné feSit a nezbyva nez pouZit jiné metody, zaloZené na vété o implicitni funkci.

Jejich studium je pravé obsahem této kapitoly. Obecnéjsi tiloha, kde vazebné podminky mohou byt i typu
neostrych nerovnosti, je popsdna napft. v [4], [10] nebo [18].

@
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Nez zacneme vySetiovat dalsi typy tiloh, zavedeme pojem, jehoZ vyznam je v dals{ ¢asti textu klicovy.
Funkce definovana vztahem

o

m
L, ¥0,9) = Yo f (X)) + Y yigi(x), (8.2)
= D b e
kdex = (x1,...,x,) € P,yo € Ray = (y1,...,ym) € R™, se nazyva Lagrangeova funkce
dlohy (8.1). Koeficienty yo, ..., ¥, se nazyvaji Lagrangeovy multiplikdtory. Je-li yo # 0, nazyva se

Lagrangeova funkce reguldrni. Budeme predpokladat, Ze yo = 0 pro tlohu na minimum a yp < 0 pro
ulohu na maximum. Parcidlni derivace Lagrangeovy funkce vzhledem ke slozkam vektoru x maji tvar

0gi
5w, j=lL...n
J

Obsah

0.7 af “
W,(x’ Y0, ¥) = Yo gj(x) + ;yl ™

337. strana ze 476

L]

Vektor z nich sestaveny ozna¢ime .Z (x, yo, y), tj.

[=]
(=

d
i

L%, 50, 9) = yof () + > vigi(x).

i=1

Pojem lokalnich extrémd pro tuto tilohu byl jiZ zaveden

viz definice 5.16. Podobné jako v kapitole 5
rozdélime vysledky na dve ¢asti podle toho, zda se pouzivaji jen prvni derivace (podminky prvniho fadu)
nebo i druhé derivace (podminky druhého fadu).

Poznamenejme, Ze k pochopeni vysledka této kapitoly jsou nezbytné zdkladni znalosti z teorie ko-
necnérozmérnych vektorovych prostori se skaldrnim soucinem.
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8.1. Podminky prvniho radu

Nize uvedena nutnd podminka je zndma jako pravidlo Lagrangeovych multiplikdtorii a je asi nejjedno-
dussim a nejzndméjsim vysledkem, v némz se objevi Lagrangeova funkce. Jeji diikaz neni piili§ obtiZny,
ale rozhodné nenf trividlni. Je k nému tfeba véta o implicitni funkci nebo nékteré ji ekvivalentni tvrzeni.
S touto vétou se posluchaci obvykle v zdkladnim kurzu analyzy setkaji, ale vétSinou je obtiZné jim uk4zat
né&jaky podstatny vysledek, pfi jehoZ ditkazu se tato pro né dost teoretickd véta pouZije, a tak je presvédcit
o vyznamu tohoto tvrzeni. Z tohoto ditvodu uvedeme tzv. vétu o inverzni funkci, kterd je ekvivalentni vété
o implicitni funkci, a provedeme pomoci ni ditkaz nutné podminky existence lokdlniho extrému.

Véta 8.1 (Véta o inverzni funkci).
Necht's € N. Predpokldadejme, Ze funkce ¥y (X1, . .., Xs), - .., Us(X1, - . ., Xg) jSou spojité diferencova-

telné v néjakém okoli bodu X = (X1, . .., X;). Necht jejich jakobidn'J = det (%@), iLhj=1,...,s,
J
Jje nenulovy. Pak existuji ¢isla sy > 0 a 8y > 0 takovd, Ze pro libovolné n = (01, ..., 1), Inll < &o,

existuje &, ||E|| < So, s viastnosti Y; (X + &) = Y;(X) +n;, i = 1,...,s, pficemz & — O pron — 0.

Diikaz. Dikaz je zaloZen na pouZiti véty o implicitni funkci v podobé, jak je uvedena v ¢asti Pro zdjemce

na str. 324. Véta se aplikuje na soustavu s rovnic tvaru y; —v; (xq, ..., x;) = 0,i =1, ..., s. Podrobnéji
viz napf. [ 16, str. 223], kde je dokdzan jeste silnéjsi vysledek. O

Funkce z pfedchozi véty urcuji zobrazeni W, které pfitazuje body ¥ (x) = (Y1(x), ..., ¥(x)) € R*
bodiim x € R*. Véta ik, Ze W (X) je vnitini bod oboru hodnot zobrazeni W. Podrobnéji lze ukdzat, Ze
W je v jistém okoli bodu X prosté a Ze k nému inverzni zobrazenf je spojité diferencovatelné, tj. zejména
spojité. Z této formulace vyplyva ndzev véty.

IKarl Gustav Jacob Jacobi (1804—1851) (Cti jakobi) — vyznamny némecky matematik. Zabyval se teorii funkci, teorii
¢isel, linedrn{ algebrou, diferencidlnimi rovnicemi a mechanikou.
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Véta 8.2. Necht funkce f, g1, ...,&mn jsou spojité diferencovatelné v néjakém okoli bodu x* € P,
m < n. Je-li x* lokdlni FeSeni iilohy (8.1), pak existuje cislo y; a vektor y* = (y{, ..., yy), které
nejsou soucasné nulové, takové, Ze

@:

Lx*, vy, y) =0. (8.3)

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Jsou-li gradienty g\ (x*), ..., g, (x*) linedrné nezavislé (podminka regularity), potom je y; # O.

A4

Diikaz. Predpokladejme, Ze jde napiiklad o dlohu na minimum. UvaZujme vektory f'(x*), gj(x*) az
&, (x*). Jsou-li linedrné zdvislé, musi existovat ¢isla y, k = 0, ..., m, kterd nejsou soucasné vSechna
nulova, tak, Ze je splnéno (8.3).

Pfipustme nyni, Ze tyto vektory jsou linedrné nezavislé. UkdZeme, Ze tento predpoklad vede ke sporu

s tim, Ze v x™ je lokdlni minimum. UvaZujme zobrazeni P

V(x)=(f(x)— f(x"), g1(x), ..., gn(x)). 339, strana ze 476

[=]
[£]
=]
[=]

Nezavislost zminénych vektord znamend, Ze matice

d
i

0 (") 0f ")

daxy e R
A= .o
3gm(«\7*) agm(x*)

0x1 e dxp

typu (m + 1) x n md hodnost m + 1. Nechf pro jednoduchost napt. prvnich m + 1 sloupct je linedrné
nezavislych, tj.

af (x*) af (x*)

dx1 e 0Xpm41
................... 20
dgm (x*) 9gm (x*)
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Pak funkce
Vi(Xt, oo X ) = fX0 ooy X1 Xy -0 X)) — (T, .00, X)),
w2(xl’ ) xm—i—l) = gl(xl’ ) xm—‘,—ls x:,(1+25 ce ey x;lk)v
wm-l—l(xl’ ceey xm+1) = gm(xl’ ceey xm-‘rlv x:;l+29 sy 'x:;)
spliiuji predpoklady véty o inverzni funkci. PoloZzme n; = —g¢any = -+ = 1,21 = 0. Pro libovolné

s v

dostatené malé ¢ > 0 najdeme piislusnd ¢isla &, k = 1, ..., m + 1, a poloZime x;(¢) = x; + &. Pri
tomto oznaceni plati

i), oo X1 (8)s Xy s oo, X)) — f(X7) = —&,
g1(x1(8), .., Xmy1(8), X yns - X)) =0, 8.4)
m(x1(8),s ..y Xmg1(8), X yny oo, X)) = 0.

Dile x;(¢) — x; pro e — 0. Pak bod (x1(¢), ..., Xut1(€), X, 5, ..., X,), jenZ miZe byt libovolné

blizko bodu x*, spliiuje podle (8.4) viechny vazebné podminky. Pfitom

FOUE): -, X1 (€), Ky o X0) = (&) —& < f(x).

To v8ak znamend, Ze v bodé x* nemtize byt lokdlni minimum.

Je-1i spInéna podminka regularity, je y; # 0. V opacném piipadé by byl nenulovy néktery z mul-
tiplikdtorti yy, ..., y» apodle (8.3) by g1 (x*), ..., g, (x*) byly linedrn& zdvislé, coZ je spor s pfedpo-
kladem. O
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Poznamka 8.3.

1) Podstatnou soucdsti tvrzeni je, Ze alespon jeden z multiplikdtort yy, . .., ¥, je nenulovy. Tento fakt
je pricinou obtiznosti dikazu. Pokud by byly vSechny multiplikatory nulové, je (8.3) trividlné splnéno
a neni co dokazovat. Takova véta by byla ovSem naprosto bezcennd.

2) Je zfejmé, Ze pokud néjakd soustava multiplikdtord spliiuje poZadavky véty, pak je spliiuji i jejich
k-ndsobky kyo, ..., kyn, k > 0. Multiplikdtory jsou tedy urCeny az na kladny ndsobek. Pokud je
yo # 0, 1ze volit k = 1/|yg|, takZe novd hodnota yy je 1. Stacf se tedy omezit pouze na dva piipady:
yo = £1 (regularni piipad) a yo = 0.

3) Rovnice (8.3) obsahuje celkem n + m + 1 nezndmych — xy, ..., x, a Yo, . . ., Y- ProtoZze multipli-
katory jsou ureny az na nasobek, je pocet nezndmych vlastné pouze m + n. Pro jejich uréeni mame n
rovnic z (8.3) a m rovnic z vazebnych podminek, tedy pocet rovnic a nezndmych si odpovidd a obecné
je Sance dostat izolovana feseni.

4) Bod x*, ktery splituje vazebné podminky a je feSenim (8.3) pfi néjakych multiplikdtorech (yg, y*) #
# 0, se nazyva staciondrni.

5) Prvni zminka o pravidle multiplikdtorii pochazi od Eulera' z r. 1744. Metodu rozpracoval Lagrange.
Zajimavé je, Ze nejprve to bylo pro tfidu probléma varia¢niho poctu, tj. pro nekonecnérozmérné dlohy,
v knize Méchanique analytique z r. 1788, a teprve pozd¢ji pro jednodussi konecnérozmérné tlohy
v knize Théorie des fonctions analytiques z r. 1797.

Dale si v§imneme geometrické interpretace véty 8.2. Pfipomefime, Ze hladinou v, rozumime mno-
Zinu bodd, v nichZ funkce f nabyva stejné hodnoty o — viz definice 1.16. Tedy v, = {x € R" : f(x) =
= a}. Pro x € R? byvi hladina v ,,rozumném* piipadé kiivkou. Je-li ¥ € v, a gradient f'(X) # 0, je

ILeonhard Euler (1707-1783) (&t ojler) — Svycarsky matematik, fyzik, mechanik a astronom. Plsobil pfevdzné v Petro-
hradé. Jeden z nejvétsich matematikid vSech dob. Napsal kolem 850 praci (véetné mnohodilnych monografif). Ovlivnil vSechny
zakladni matematické discipliny. Od r. 1766 byl slepy (diktoval svym zakGm).
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fx)=«a

Fx) = fx)

=0
e f@) = f@&)

Obr. 8.1: Nutnd podminka existence lokdlniho extrému
v klasické tloze na vdzany extrém

tento vektor kolmy k v, tj. je to normalovy vektor, a ukazuje smér, v némz funkce f nejrychleji roste (de-
rivace v tomto sméru je nejvétsi). Budeme uvazovat dlohu (8.1) s jednou vazebnou podminkou g(x) = 0,
coZ je vroving v ,rozumném* pifpadé také kiivka. Spliiuje-li X tuto podminku a je-li g’(X) # 0, je tento
gradient normalovym vektorem k prislusné kiivce. Tvrzeni véty tik4, Ze v bodé extrému jsou tyto vektory
linedrné zavislé, tj. jeden je ndsobkem druhého.
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Situaci ilustruje obrdzek 8.1. Pfedpoklddejme, Ze hleddme minimum. Pak se snaZime najit co nejmen-
§i o takové, Ze hladina v, jesté protind mnozinu g(x) = 0. Z ndzoru je celkem zfejmé, Ze obé kiivky
(tj. hladina a mnoZina odpovidajici vazebné podmince) se musi v takovém bod¢ dotykat, jak je tomu
v bod€ x*. V opa¢ném piipadé (pokud predpokldddme spojitou zdvislost na ) by bylo mozné trochu
zmensit ¢islo o tak, Ze by hladina stéle jesté protinala mnoZinu odpovidajici vazebné podmince, tedy
by libovolné blizko existovaly body spliiujici vazebnou podminku, v nichZ je funkéni hodnota mensi.
V takovém bod¢ ale nemiiZe byt lokdlni minimum. Tato situace nastane v bod¢ x. Znaménka 4 a —
u hladin ukazuji, kterym smérem funkce f roste a kterym klesd (musi byt ve shodé s gradientem f”,
ktery ukazuje smér rastu).

8.2. Podminky druhého radu

Nejprve si uvedeme nutnou podminku druhého fddu. Oznacme

m
L, y0,¥) = Yo/ (¥) + > vig! (x)
i=1
matici druhych derivaci Lagrangeovy funkce vzhledem k soufadnicim vektoru x. Budeme uvazovat ilohu
na lokdlni minimum, kdy yo = 0. V pfipadé maxima sta&i vySetfit dlohu s d¢elovou funkci — f a tymiz
omezenimi, coz odpovidé yy < 0. Jinou moZnosti je nechat yy = 0 a ve vztazich (8.8) a (8.10) uvazovat
opacéné nerovnosti, coZ je ale totéz.
K dikazu nutné podminky existence lokalniho extrému budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.

Lemma 8.4 (Ljusternik'). Nechffunkce g\(x), ..., gn(x) jsou spojité diferencovatelné v néjakém okoli
bodu x* € R", pficemz g;(x*) = 0,i = 1,...,m. Necht gradienty g\(x*), ..., g, (x*) spolecné

ILazar Aronovi¢ Ljusternik (1899-1981) — rusky matematik. Zabyval se topologickymi metodami v analyze, varianim
poctem a funkciondlni analyzou.
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s vektory @y 1, . .., a, tvori bazi v R". Predpoklddejme, Ze vektor h € R" spliiuje podminky
(gi(x*), h) =0, i=1,...,m. (8.5)
Pak existuji funkce ri(a), i = 1,...,m, a € R, takové, Ze pFi oznaceni r(a) = (ri(a), ..., r,(a))
plati pro dostatecné mala o
g(x*+ah+r(@) =0, i=1,...,m, (8.6)
(a;, r(a)) =0, i=m+1,...,n, 8.7)
ri\o .
pficvemzvlimg =0,i=1,...,n.
a—>0 o

Vyznam tvrzeni je velmi ndzorny. Pron = 2 am = 1 je zndzornén na obr. 8.2.

Obr. 8.2

Diikaz. Ozna¢me
fitr,a) =g (x*+ah +r), i=1,...,m,
filr,a) = (a;, r), i=m+1,...,n.
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A7 IRV
Uvazujme soustavu n rovnic f;(r,a) = 0,i = 1,...,n,0n + 1 nezndmych ry, ..., r,, a. Podle ® =
predpokladii je £;(0,0) =0,i =1, ..., n. Déle plati ‘«o,,* 4
/05'4' ““\"v

f1,0,0) = g/ (x*),  fila(0,0) = (g/(x"), k) =0, i=1,...,m,
f1r0.0) = a;, fi12(0,0) =0, i=m+1,...,n ['»mmr

V PLZNI

ProtoZe vektory g1(x), ..., gu(X), @yt1, - . ., @, jsou linedrné nezavislé, existuji podle véty o implicitni
funkci (viz ¢ast Pro zdjemce na str. 324) funkce r; (), i = 1, ..., n, splilujici soustavu (8.6) a (8.7)
a majici derivace podle .

Najdeme rovnice pro uréeni r/ (), i = 1, ..., n. Derivovanim rovnosti (8.6) a (8.7) podle o dosta-
neme:

(8" +ah +r@), h+r'@)=0, i=1,...,m,
(a;, r'(x)) =0, i=m+1,...,n,

Protoze r(0) = 0, dostaneme dosazenim @ = 0 z pfedchozi soustavy vzhledem k (8.5) , Ze plati

(g, (x"). F(@)=0, i=1...m,
(a;, r'(0)) =0, i=m+1,..., n.

To je ¢tvercovd homogenni soustava linedrnich algebraickych rovnic s nenulovym determinantem matice
soustavy. M4 tedy jediné, a to trividlni feSeni. Plati tudiZ r/(0) = 0, tj. lim % @ — 0,i=1,...,n. O
y A i ] 0 @
a—
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Véta 8.5. Necht'funkce f, g1, ..., gmjsou dvakrdt diferencovatelné v bodé x* € R" a spojité diferen-
covatelné v néjakém jeho okoli, pFicemz gradienty g1(x*), ..., g (x*) jsou linedrné nezavislé. Je-li
x* lokdlni minimum tilohy (8.1), je

(Lo (™, ¥5. ¥ b 1) 20 (8.8)
pro libovolnad yg, y* splitujici (8.3) a pro vSechna h takovd, Ze

(g (x*), h) =0, i=1,...,m. (8.9)

Diikaz. ProtoZe gradienty g1 (x*), ..., g, (x*) jsou linedrné€ nezdvislé, je mozné je doplnit (pokud je to
nutné, tj. pokud m < n) vhodnymi vektory @,,11, ..., @, na bazi R"”. Zvolme libovolné vektor h #
#£ 0 spliujici (8.9). Podle lemmatu 8.4 existuji funkce r; (), i = 1, ..., n, takové, Ze pii oznaceni
r(a) = (rn(a),...,r(ax)) plati g;(x* +ah +r(a)) =0,i =1, ..., m, pficemZ li_r)r(l)ri(a)/a =0,
i=1,...,n. ¢

Polozme x (o) = x* + ah + r(ar). Nechf y; a y* spliiuji (8.3). Pak pro mald |cr| plati

L(x (@), yg. ¥) =¥ f (@) + > yigi(x(@) =y f(x(@)),

i=1

Ly Y =W FED + Y yreixt) = yp f (7).
i=1

Protoze lirr(l) ri(o) = lin(l)(ri (a)/a) o = 0, je pro mald || bod x (er) blizko bodu x*, v némz je lokalni

minimum. To znamend, Ze f(x(x)) — f(x*) = 0. ProtoZe y; = 0, dostaneme s pouZitim (5.3), Ze pro

@:
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mald |«| plati
0=y f(x(@) =y f(x) = ZL(x(@), y5, y) — ZL(x", y5, ¥") =
1
= (L (x", 55, ¥, h(@)) + 3 (L (™, ¥5. yOR(@), (@) + o(?),

kde h(o) = ah + r(a). Vzhledem k (8.3) obdrzime po uprave, Ze

<$;x(x*’ iy (1 + r(oz)), (n+ r(a>)> Lo 5

o o o?

Limitnim pfechodem pro ¢ — 0 dostaneme tvrzeni. OJ

Podminka (8.9) vyjadfuje skutecnost, Ze vektory k& maji byt kolmé ke vSem gradientim g/ (x*). Ty
jsou podle predpokladl vety linedrné nezdvislé, a tudiz tvoii bazi néjakého m-rozmérného podprostoru.
Tento podprostor se nazyva normdlovy prostor k mnoziné X = {x € P : gi(x) =0, i =1,..., m}
v bodé x*. Vektory h maji byt kolmé ke v§em vektoriim tohoto podprostoru. V lineédrni algebfe se doka-
zuje, Ze tyto kolmice tvoii rovnéz podprostor (tzv. ortogonalni doplnék), jehoz dimenze je n — m. Je to
tzv. tecny prostor k mnoziné X = {x € P : g;(x) =0, i = 1,...,m} vbod€ x*. Podminka (8.8) pak
fikd, Ze druhd derivace .2 (x*, y§, y*) je kladné semidefinitni na tomto te¢ném prostoru. Bude-li tato
derivace dokonce kladné definitni, stane se nutnd podminka z predchozi véty podminkou postacujici, coz
je obsahem nésledujiciho tvrzeni.

Véta 8.6. Necht funkce f, g1, ...
vazebné podminky g;(x*) = 0,1 = 1,..., m. Predpoklddejme, Ze pro néktera y; a y* je splnéna
podminka (8.3) a navic plati

, &m Jsou dvakrat diferencovatelné v bod¢ x* € R" a jsou splnény

(Lr(x*, y5, y)h,h) >0 (8.10)

X

pro vSechna nenulovd h € R" spliiujici (8.9). Pak je v x* ostré lokdlni minimum iilohy (8.1).

@:
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Vsimnéte si, Ze podminka (8.10) automaticky vynucuje (pokud vySe zminény ortogondlni doplnék neni
roven nuladimenzionalnimu prostoru), Ze ne vSechny multiplikatory jsou nulové.

o

Diikaz. Budeme postupovat obdobné jako v dikazu véty 5.20.

Je-li x* izolovany bod mnoziny X = {x € P : g;(x) = 0, i = 1,..., m} bodq, které spliiuji
vazebné podminky, tvrzeni plati. Predpokladejme tedy, Ze x* nenf izolovany bod mnoZziny X . Pfipusfme,
Ze v x* neni ostré lokdlni minimum. Pak libovolné blizko tohoto bodu lze nalézt jiny bod, v némz je
funkéni hodnota stejnd nebo mensi. Je tedy mozné zkonstruovat posloupnost {x;} takovou, Ze

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

lim x; = x*, x, €X, X, # x¥, fx) S f(x5).
k— 00
Polozme oy = |xx — x*||, hy = (xx — x*)/ay. Pak je x; = x™ + aihy. ProtozZe je |hil| = 1,
je tato posloupnost ohranicend, a Ize z nf tudiZ vybrat konvergentni podposloupnost {hy,}, ki, — h,
||k|| = 1 (viz napf. [16, str. 119]). Pro jednodussi oznaceni pfedpoklddejme, Ze pfimo posloupnost {f}
je konvergentni.

Podle (5.2) plati, Ze

[=]
[£]
=]
[=]

0=gi(xr) — &(x*) = (g (x*), axhi) + o), i=1,...,m,

d
i

takZe po vydé€leni ot a limitnim pfechodu pro k — 400 vyjde (g;(x*), h) = 0.
Déle podle predpokladi plati
(ZLix*, v, ¥y, h) =0.

Tedy

L ¥ ¥ =y f ) + Y yigix) = ¥i f(x) <

i=1 Zaviit dokument

Sy fEN) =y fED + D e = L& 5 y). | Cettovasonta/Otno

i=1
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2 TR
Opét podle (5.3) plati, Ze

pét p 53)p ‘.7

<, >

LxXk, y5, ¥) = L5, 35, ¥) + (Lo(x*, y5, ¥5), achy) + Ly

1
5 (L 35, ¥ @hi), i) + o(@), D
’ UNIVERZITA

coz podle piredchoziho znamend, Ze

X

2
o *k * *
5 (L 35, YR i) + o(e) 0.
Po vydélenf & a limitnim pfechodu dostaneme, Ze (£ (x*, y&, y*)h, ) < 0 pro nenulové h spliiu-
jici (8.9), coz je vSak spor s predpokladem. O

Piiklad 8.7. Najdéte lokalni extrémy funkce f(x1, x2) = x? + x5 za podminky 5x7 + 6x1x3 + 5x3 —
—-8=0.

Reseni. Jak funkce f(x;, x»), tak funkce g1 (x1, x») = 5x12 + 6x1xy + 5x§ — 8 z vazebné podminky
maji derivace viech fadi v celé R?. Lagrangeova funkce m4 tvar

L(x1, X2, 0, Y1) = Yo(xi + x3) + y1(5x] + 6x1x2 + 5x5 — 8).

Budeme predpoklddat, e yo = 0 pro minimum i maximum (viz text pfed vétou 8.5). Nezévislost gradi-
entu g1 (x1, x2) = (10x; + 6x7, 6x; + 10x2) znamend, Ze je nenulovy. Ale soustava rovnic

10x; + 6x, =0,
6x; + 10x, =0




Vazané extrémy 350

ma jediné feSeni x; = x, = 0, které nevyhovuje vazebné podmince. To tedy znamen4, Ze y, je nenulové,
a lze volit yg = 1. Derivace Lagrangeovy funkce pak je

Ly (x1, %2, Y0, y1) = (2x1 + y1(10x1 + 6x2), 222 + y1(6x1 + 10x2)).
Ta musi byt podle véty 8.2 nulova. Pro uréeni stacionarnich bodti mdme rovnice

2X] + y1(10x1 + 6X2) = 0,

8.11
2x3 + y1(6x1 + 10x2) = 0. GHL)

Dale musi platit vazebnd podminka.

Z rovnic (8.11) plyne, Ze y; # 0. V opa¢ném piipadé bychom dostali x; = x, = 0, ale toto feSeni
nespliiuje vazebnou podminku. Z nenulovosti y; plyne, Ze x; # 0 a x, # 0. Kdyby totiZ napt. x; = 0,
vyslo by z prvni rovnice v (8.11), Ze x, = 0, coZ je opét spor s vazebnou podminkou. Plati tedy

1 _ Sx; +3x;
x b
. ! = Sxix, + 3x22 = 3xf + 5x1x, — x12 = x%.
I 3x1 4+ 5x;
D1 X2

Odtud mame x; = =£x;. Tento vysledek dosadime do vazebné podminky. Vyjde

V2

O xn=x = loxi=8 = n=+" = y=-

1
8’

1
) x,=—-x = «?=8 — x; =12 = n=-z.

Celkové jsme tudiz dostali Ctyfi feSeni, a to x! = (§ ?) x2 = (—§ —%) x3 = (\/_, —\/5)
ax* = (—ﬁ, \/5). Dosazenim se mizeme presvédcit, Ze vSechna vyhovuji rovnicim (8.11) i vazebné

podmince, tj. jsou to staciondrni body.

o
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Dile vypoc¢teme druhou derivaci. Vyjde

2 + 10y1 6y1
/7 _
gxx(xl9x25 Yo, YI)— < 6y1 2+10y1 o
Nyni uré¢ime vektory spliiujici podminku (8.9). Mdme
g1(x1, x2) = (10x; + 6x2, 6x1 + 10x).

Nejprve vysetifme body x! a x2, jimZ odpovid4 t47 hodnota multiplikitoru y; = —1/8. Je gi(xh) =
= (8+/2,8V2) = —g|(x?). Pro h = (hy, hy) je

(g/(x"), h) =8V2h +8V2hy =0 = h;=—hy, ti.h = (h,—h), h € R.

h
) ( h) =3h>> 0proh # 0.

Vysledek pro x? je stejny. V obou téchto bodech je proto podle véty 8.6 lokalni minimum. Jeho hodnota
je f(x) = f(x*) = 1.
Podobné pro body x* a x*, jimZ odpovid4 tatdZ hodnota multiplikdtoru y; = —1/2, je gj(x*) =

= (4v/2, —4v2) = —g|(x*). Pak
8\, h) =4V2h, —4V2hy =0 = h; =hy, ti.h=(h,h), h €R.

Pro x? maji vektory splitujici (8.9) stejny tvar. Tedy

(Lo L1, ~E) ) = (o= (_

ENIRENTN
Bl AW

Pro x* maji vektory splitujici (8.9) stejny tvar. Tedy

(Ll (V2,—2,1,=1) h) = (h, h) (:g :g) (Z) = —12h> < Oproh #0.
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Vysledek pro x* je stejny. V obou t&chto bodech je proto podle véty 8.6 lokalni maximum. Jeho hodnota
jo fxh) = flxh) =4.

Uloha ma nézornou geometrickou interpretaci. Vazebnd podminka je rovnici elipsy, na niZ hleddme
nejblizsi a nejvzdalenéjsi bod od pocatku. A

Priklad 8.8. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(x) = xxpx3 za platnosti podminek x7 + x5 + x5 = 1,
x1+x+x3=1

Reseni. Jak funkce f(x), tak funkce g;(x) = xl2 +x§ +x32 —lagy(x) =x; +x+x3 — 1 maji v IR
derivace vSech fadd. Lagrangeova funkce ma tvar

L(x, Y0, ¥) = Yoxi1Xax3 + y1 (7 +x3 + x5 — 1) + y2(x1 + 22+ x3 — 1).

Gradienty g}(x) = 2(x1, X2, x3) a g5(x) = (1, 1, 1) mohou byt linedrné zdvislé, jen kdyz x; = x, =

= x3 = t. Po dosazeni do prvni vazebné podminky pfitom vyjde 3r> = 1, tj. t = £1/+/3. Podobng

z druhé podminky vyjde 3t = 1, tj. t = 1/3. To je v8ak spor. Podle véty 8.2 je proto mozné volit yo = 1.
Nyni vypocteme derivaci Lagrangeovy funkce. Dostaneme

Li(x, 1, y) = (xax3 + 2x1y1 + Yo, X1x3 + 2x2y1 + Y2, X1x2 + 2x3y1 + Y2).

Ta se musi rovnat nule. Pfislusné soustava rovnic m4 tvar

Xox3 + 2x1y1 + y2 =0,
x1x3 + 2x2y1 + y2 =0, (8.12)
x1x2 + 2x3y1 + y2 = 0.

Dale mus{ platit ob& vazebné podminky.

o
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Secteme tyto tfi rovnice. Dostaneme
X1x2 + x1x3 + X0x3 + 2y (x1 + x2 + x3) + 3y, = 0. (8.13)
Protoze pro libovolna x, x; a x3 plati identita
(x1 + X2 4+ x3)° — (& + x5 + x3) = 2(x1X2 + X1%3 + x2X3),
vychazi vzhledem k vazebnym podminkdm jednak, Ze xx; + x1x3 + x2x3 = 0, jednak pak z (8.13), Ze
2y + 3y, =0. (8.14)
Dile od sebe odecteme prvni a druhou rovnici z (8.12). Dostaneme
x3(x2 —x1) +2y1(x61 —x2) =0 = (x1 —x2)(2y1 —x3) = 0.

Obdobné rovnice dostaneme odectenim prvni a tfeti a druhé a tieti rovnice z (8.12). Celkové dostaneme

(x1 —x2)(2y1 — x3) =0, (8.15)
(x1 —x3)(2y1 — x2) =0, (8.16)
(x2 = x3)(2y1 — x1) = 0. (8.17)

V kazdé z téchto rovnic musi byt alespoti jedna zdvorka rovna nule. Budeme kombinovat rtizné moZnosti.

1) Nechf x; — xp = Oax; — x3 = 0. Pak x; = xp = x3, a je tedy splnéno i (8.17). Dosazenim do
vazebnych podminek dostaneme stejné jako vySe pfi ovéfovani nezdvislosti gradientd g} a g5 spor.
Stejny spor dostaneme pii volbach x; —x; = 0,x; —x3 =0ax; —x3 =0,x; —x3 =0.
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2) Nechf x; — xp = 0a2y; —xp = 0. Pak x; = 2y; a je splnéno i (8.17). Z vazebnych podminek
vychazi

8y12 + x32 =1, 2 2 2 0,
= 8y;+(1—-4 =] = 3y"—y;, =0 —
Ay + x5 = 1 yi+( Y1) Yi—n = »n= 13,
Prvni hodnota davd x| = x, = 0, x3 = 1, y, = 0, druhd pak x; = x, = 2/3, x3 = —1/3,

yo = —2/9. Tedy

=001, y=00.  x=(22_1 2 (1 2
- ’ £ 9 y_ ) £ - 3’37 3 ’ y_ 37 9 .

3) Nechf x; — x3 = 0a2y; —x; = 0. Pak x3 = 2y; aje spInéno i (8.15). Obdobné jako v pfedchozim
bod¢€ dostaneme

2 1 2 1 2
3: 915 ) 3: ) ) 4: 59 5 95 ) 4: ~ A .
x> =(0,1,0, y =(0,0) x 3733 y 3° 79

4) Nechf x; — x3 = 0a2y; —x3 = 0. Pak x; = 2y; aje splnéno i (8.16). Opét obdobné jako v bodé
2) dostaneme

122 1 2
5 5 6 6
=(1,0,0), y°*=(0,0), =(-=.2.2), y¥=(z.-%2).
el FEl 2 (3 3 3) Y (3 9)

Zbyvajici kombinace neddvaji Zddna dalsi feseni.
Nyni vypocteme druhé derivace Lagrangeovy funkce. Diky spojitosti jsou smiSené parcialni derivace
lisici se pouze pofadim nezndmych, podle kterych se derivuje, stejné. Vyjde

qul = 2)’1, zchz = 2)’1, %3)(3 = 2)’1, chxz = X3, ZCQXB = X1, ZQX'J' = X3.
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7RI
erivace x, 1, y), tj. matice druhych parcidlnich derivaci, ma tvar
Deri ZL(x, 1, ), ice druhych parcidlnich derivaci, m4 ‘_7
% <
Q >
2y1 x3  x2 x>
L, Lyy=[x 2y x |. (8.18)

X2 X1 2)’1 ZAPADOCESKA
P univerzima
v PLZNI

Pfipomeiime si jeste, Ze g1 (x) = 2(x1, x2, x3) a g5(x) = (1, 1, 1).
Nejprve vysetiime staciondrni bod x'. K tomu musime ur¢it viechny vektory b = (h1, h», h3), které
spliluji podminky (8.9). Dostaneme

g (x" =2(0,0,1), (g(x"),h)=0 = h3=0,
gxH=(1,1,1), (ghx"),h)=0 = hy+hy+h;=0.

Musi tedy platit iy = —hy, takze h = (h, —h, 0), h € R. Déle vy&islime kvadratickou formu z (8.10).
Vyjde

010
L Lyh=[1 00
0 0
Tedy
010 h
(L x' 1L, yYh k) = (h, —h,00 [1 0 O —h | =—2h* <Oproh #0.
000 0

Vzhledem k textu pied vétou 8.5 to znamend, Ze v bodé x! podle véty 8.3 je lokdlni maximum.
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Nyni vySetiime staciondrni bod x2. Uréime vektory h spliiujici (8.9). Mame
2
g =32.2-D, (g, k) =0 = 2 +2h—h =0,
g (%) = (1,1, 1), (%), h) =0 = hi+hy+h3=0.

Opét dostdvdme hy = —hy, hs = 0, takze h = (h, —h,0), h € R.
Druh4 derivace Lagrangeovy funkce je

1 2 —12
L (x* 1,y = (7L 22,
2 22
takZe
| 2 —-12 h
(L@ Ly hh) = 2 (h,=h,0) | =1 22 || =h | =2h* > Opro/ #0.
I 2 22/)\ 0

V bodé x? je tedy lokdlni minimum.
Obdobné se ovéf, Ze v bodech x> a x° je také lokdlni maximum a v bodech x* a x
minimum. Pfitom plat{

6 zase lokdln{

4
FEY=FE) =1 =0, [0 =fah=fE)=-.

Defini¢ni obor, na némz jsme funkci f vySetfovali, je prinikem kulové plochy xf + x% + x32 =1
aroviny x; +x, +x3 = 1. Je to tedy kruZnice, coZ je ohrani¢end a uzaviend mnoZina, tedy je kompaktni.
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Podle Weierstrassovy véty nabyva f na této mnoziné globdlni maximum i minimum. Podle poznamky
5.17, ¢ast 4, ma globalni maximum v bodech xl, x3axda globalni minimum v bodech xz, x* a xO.
V jinych bodech globdlni extrémy jiZ nastat nemohou, protoZe by v nich musely byt i lokélni extrémy,
ale ty jiZ Zadné dalsi nejsou, jelikoZ jsme nasli vSechny. A

V predchozim prikladu jsme mohli postupovat jinak. Nejprve jsme mohli na zdkladé Weierstrassovy
véty zdlivodnit, Ze existuji globdlni extrémy. Pak jsme mohli pomoci véty 8.2 najit stacionarni body. Pro-
toZe v bodé globdlniho extrému je soucasné lokdlni extrém, a tudiZ staciondrni bod, musi byt globaln{
extrémy mezi stacionarnimi body. Stacilo tedy urcit funk¢éni hodnoty ve stacionarnich bodech a vybrat
z nich nejvetsi a nejmensi. ProtoZe v nasem piipadé byla ve tfech staciondrnich bodech stejna nejmensi
hodnota a ve zbyvajicich tfech stejnd nejveétsi hodnota, jednalo se o body globélnich, a proto i lokal-
nich extrémd. Jelikoz Zadné dalsi staciondrni body nebyly, nemuseli jsme tudiZ pocitat druhou derivaci
Lagrangeovy funkce a vySetfovat jeji definitnost. ReSeni by bylo v tomto konkrétnim pifpadé podstatné
krat$i. Nas$im cilem vSak bylo ukdzat pouZiti véty 8.6. Pravé popsany postup uplatnime v ndsledujicim
prikladu.

Priklad 8.9. Najdéte globdln{ a lokaln{ extrémy funkce f(x) = xi + x3 — x3 pfi splnéni podminky
xP/2+x3+x53—1=0.

Reseni. Jak funkce f(x), tak funkce g(x) = x7/2 + x5 + x3 — 1 maji v R? derivace viech fadd,
zejména jsou tedy spojité. MnoZina bodl vyhovujicich vazebné podmince je elipsoid — viz (9.12). Je to
tedy ohrani¢end a uzaviend mnoZzina, takZe na ni funkce f podle Weierstrassovy véty (Cast Pro zdjemce na
str. 287) nabyva globdlntho maxima i minima. V pfislusnych bodech budou proto rovnéZz lokdlni extrémy,
a tudiZ podle véty 8.2 i staciondrni body. Ty nyni nalezneme.

Lagrangeova funkce ma tvar

L(x, y0, Y1) = yox? + x2 — x2) + y1 (622 4+ 22+ x2 - 1).

@
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Urcime jeji derivaci a poloZime ji rovnu nule:
Ze(x, 0, 1) = y0(2x1, 2x2, —2x3) + y1(x1, 2x2, 2x3) = (0, 0, 0). (8.19)

Kdyby platilo yo = 0, muselo by byt y; # 0. Pak ovSem z pfedchozi rovnice dostaneme x; = x; =
= x3 = 0, ale tento bod nevyhovuje vazebné podmince. Uloha je proto reguldrni a méizeme volit yo = 1
(pro maximum i minimum — viz text pfed vétou 8.5). Z rovnice (8.19) dostaneme soustavu

x12+y1) =0,
x(1+y) =0, (8.20)
x3(=14+y1) =0.
Je-liy; # —2, —1, 1, dostaneme z pfedchozich rovnic, Ze x; = x, = x3 = 0, coZ je spor s vazebnou
podminkou.
Nyni probereme vSechny tii zbyvajici hodnoty multiplikatoru y;.
1) Je-li y; = —2, vyjde ze soustavy (8.20), e x, = x3 = 0. Z vazebné podminky pak mame x?/2 —
—1=0,t.x = +2. Nasli jsme dva stacionarni body xl = («/E, 0,0)ax?= (—ﬁ, 0, 0).
2) Je-liy; = —1, vyjde ze soustavy (8.20), Ze x; = x3 = 0. Z vazebné podminky pak méme x5 —1 = 0,
tj. xo, = 1. Nasli jsme dva staciondrni body x3=1(0,1,0)ax*= (0, —1, 0).
3) Je-li y; = 1, vyjde ze soustavy (8.20), Ze x; = x = 0. Z vazebné podminky pak mdme x32 —1=0,
tj. x3 = £1. Nasli jsme dva stacionarni body x> = (0,0, 1) ax® = (0, 0, —1).

Déle vypocteme funkcni hodnoty ve stacionarnich bodech:
fah=rah=2 f&)=raH=1  f&)=fa")=-L

To oviem znamend, Ze v bodech x' a x? nabyvé funkce f globalniho maxima, tak7e zde m4 i lokalni
maxima, a v bodech x° a x% nabyva globalniho minima, takZe zde ma i lokdlni minima.

@:
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O stacionarnich bodech x* a x* nelze na zdklad& predchozich tvah nic Fici, pokud jde o lokalni
extrémy. Musime tedy pouzit podminky druhého fadu. Lagrangeova funkce ma v tomto bodé tvar

L, 1, =) =xi+x5 —x3 — (x}/2+x3+ x5 — 1) =x7/2 —2x5 + 1,

takze %y x, = 1, Zy;x, = —4 a vSechny zbyvajici druhé parcidlni derivace jsou nulové. Druh4 derivace

Z.(x, 1, —1), tj. matice druhych parcidlnich derivaci, ma tvar

1 0 0
f;;(x,l,—l): 0 0 0
0 0 —4
Nyni uréime vSechny vektory kb = (hy, ha, h3), které spliluji podminky (8.9). ProtoZe g'x =
= (x1, 2x2, 2x3), dostaneme

gx) =1(0,2,0, (g&).h=0 = 2h=0,
gxH =0,-2,0, (&, h =0 = 2h,=0.

V obou piipadech je tedy hy = 0, takze h = (hy, 0, h3), hy, hs € R. Vyéislime kvadratickou formu
z (8.10). Pro x> vyjde

10 0\ /h
(L 3,1, yYh, k) = (h,0,h3) [0 0 0| 0 | =h? —4hd
0 0 —4) \h;

Vysledek pro x* je stejny. To je v§ak indefinitni forma, takZe podle véty 8.5 v Zddném z bodit x>, x* neni
lokéln{ extrém. A
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Piiklad 8.10. Najdéte nejvétsi vzdilenost d poatku O od smycky Descartova' listu x3 +x3 —3ax;x, =
=0,a > 0.

X2

Obr. 8.3

IRené Descartes (1596-1650) (¢ti dekart) — francouzsky filosof a matematik. Zakladatel analytické geometrie. PouZit{
soufadnic, které zavedl, umoziiuje fesit geometrické problémy vypoctem, nikoliv jen konstrukei, jako v syntetické geometrii.
Latinsky pfepis jeho jména je Cartesius. Odtud pochdzi ndzev kartézské soutadnice a kartézsky soucin. Je zndm svym vyrokem
Cogito ergo sum (Myslim, tedy jsem).

: A\ UDY A 7

@ &
2 <
0"4' ““\‘\
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AZIRIN
Reseni. Je-li A = (x1, x») bodem smycky Descartova listu (obr. 8.3), pak pro jeho vzdalenost d od
~ 2 _ z Y 7
pocatku O = (0, 0) plati D 75
4'/0“. >
d = y/x} +x2,
takZe ZAPADOCESKA
d* =i +x3. > Clep

Misto extrému vzdélenosti d miZzeme hledat extrém mocniny d?. P¥itom je tento extrém vézan podmin-
kou, Ze bod A = (x1, x») je bodem smycky Descartova listu. Jde tedy o uréeni extrému funkce

d> = x12 + x%
uvnitf prvniho kvadrantu (tj. v (8.1) je P = (0, +00) x (0, +00) ) pfi podmince
X7 4+ x5 — 3ax;x; = 0.

Jak funkce f(x1, xp) = x12 + x22, tak vazebna podminka g (x;, x) = xf + xg — 3ax;x, maji parcialni
derivace vSech add. Sestavime Lagrangeovu funkci:

L (x1, X2, Yo, y1) = Yo} +x3) + yi(x] + x5 — 3axixo).
Derivace funkce g; je
g1(x1, %2, yo, y1) = (3x] — 3axy, 3x; — 3axy).

Urcime, kdy se rovnd nule. Z rovnic

3)612 —3ax, =0, 3x22 —3ax; =0
dostaneme vyloucenim druhé neznamé, Ze xi‘ = a’x,. Tato rovnice m4 dvé& redlnd feSeni: x; = 0

a x; = a. Hodnoty druhé nezndmé jsou po fadé€ x, = 0 a x, = a. Prvni bod (0, 0) nepatii do mnoZiny
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pfimych omezeni P a druhy bod (a, a) nevyhovuje vazebné podmince. Podle véty 8.2 je tudiz yy # 0 ® o7
a mizeme predpokladat, Ze yp = 1. “‘% 4

Derivace Lagrangeovy funkce je

LLx1, x2, 1, y1) = (2x1 + y1(3x — 3axy), 2x2 + y1(3x5 — 3axy)). D

Pro urceni staciondrnich bodd mame tfi rovnice

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

2x1 + y1(3x12 — 3ax;) =0,
2x; + y1(3x; — 3ax;) =0,
x? + xg’ — 3ax;x, = 0.
Multiplikator y; # 0. Jinak by z prvnich dvou rovnic vyslo x; = x, = 0, ale tento bod nelezi v mno-

ziné P. Vyndsobime-li prvni rovnici x;, druhou x;, odecteme je a vykratime y;, dostaneme postupnymi
GUpravami

2 2
xi(ax; — x3) = x2(axy — x7),

a(xj —x3) = x;x2(x2 — x1),
(x1 — x2) (a(x1 + x2) + x1x2) = 0.

ProtoZe pro (x1, x2) € P je a(x; + x2) + x1xp > 0, musi platit x; = x,. Po dosazeni do vazebné
podminky vyjde vzhledem k tomu, Ze x| # O,

2x; —3axi{ =0 = =D
Mame tudiZ jediny stacionarni bod x* = (% a, % a). Lagrangetiv multiplikdtor nabyva pro tento bod _
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Déle vypocteme druhou derivaci Lagrangeovy funkce. Vyjde

L (X1, x2, 1, y1) = (2 +6x1y1  —3ay > .

—3ay, 2 4+ 6x3y1

Nyni uré¢ime vektory spliiujici podminku (8.9). Mdme

/ k k 9 9
gl(x 719 )’1) = <4a24a2>'

Pro h = (]’ll,hz)je
9
(g (x*, 1,y]), h) = Zcﬂ(hl +hy) =0 = hy=—hy, tj.h=(h,—h), h eR.
Tedy

1/ * * * _10 4 h
(L Glxg, LyDh, h) = (h,—h)( 4 _10> <_h> = —28h°.

Podle véty 8.3 je proto v bod€ x* lokalni maximum, jehoZ hodnota je di.x = 3“2*/5 .

Je zfejmé, Ze pridanim pocatku k mnoZin€ bodl spliiujicich vazebnou podminku dostaneme ohra-
ni¢enou a uzavienou mnoZinu. Uzavienost plyne ze spojitosti funkce g;. O ohrani¢enosti se mtizeme
presvédcit vyjadienim Descartova listu v polarnich soutadnicich. PoloZime-li x = p cos ¢, y = p sin ¢,
¢ € (0, /2), dostaneme

0> (cos’ ¢ + sin’ ) — 3ap? cos g sing = 0.

Na intervalu (0, 7t /2) jsou obé funkce cos ¢ a sin ¢ nezaporné a nikdy nejsou soucasné rovny nule. Tedy
vyraz cos’ ¢+ sin® ¢ je na tomto intervalu kladny. Podle Weierstrassovy véty pro funkci jedné proménné

o
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1849
zde nabyva absolutniho minima, které je kladné, tj. existuje konstanta ¢ > 0 takovd, Ze cos® ¢ + sin® 0= v @ o7
2> c,p € (0,7/2). %,* 4

Hodnota p = 0 odpovida pocatku. Pro ostatni body v prvnim kvadrantu vyjde

"~ cos? g +sin’

V PLZNI

3a cos ¢ sin ¢ 3a
=——5— = lpl = e e

Tim je ohranicenost ovéfena.

Podle Weierstrassovy véty tudiz existuje globalni maximum, které musi byt v bodé x*. Nejvétsi

vzdalenost pocatku O od smycky Descartova listu je tudiz 3“2/5 a je rovna vzdalenosti od bodu x* =

-(2.%) .

Pojmy k zapamatovani
— vazebné podminky
— pfimd omezeni

— vazany extrém

— Lagrangeova funkce
— Lagrangeovy multiplikatory
— staciondrni bod

— nutné a postacujici podminky existence lokdlniho extrému

Kontrolni otazky

1. Co rozumime tzv. klasickou tlohou na vdzany extrém?
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2. Jakd je nutnd podminka, aby bod x* byl lokdlnim extrémem ulohy f(x) — ext, g;(x) =0, i =
=1,....,m,x € P, P=int P?

@:

. Jaké podminky mus{ spltiovat bod x*, aby byl stacionarnim bodem tlohy na vazany extrém?

. Co je to nutna podminka prvniho fadu pro existenci lokdlniho extrému?
ZAPADOCESKA

» UNIVERZITA
V PLZNI

A4

. Jak 1ze geometricky interpretovat nutnou podminku prvniho fadu existence lokalniho extrému?
. Jakd je nutnd podminka druhého fadu pro existenci lokdlniho extrému?

. Uvedte jaké podminky zarucuji, aby v bodé x* bylo lokdlni minimum dlohy na vdzany extrém.

00 N9 N L AW

. Jak 1ze prevést vySetfovani lokdlnich maxim na vySetfovéni lokdlnich minim?

Priklady k procviceni

Obsah
1. Naleznéte vazané lokaln{ extrémy funkce f(x1, x2) pfi zadané podmince.

365. strana ze 476

a) f:z:xf—l—x;, podminka x; + x» —3 =0,

b) f:z=x1 4 2xy, podminka xl2 + x% =5, EEEE
¢ f:iz= x12 + 2x22, podminka x12 —2x1 + Zx% +4x, =0, \II III
d) f:z=6—4x; — 3x2, podminka x12 +x% =1,

e) f:z=x1x3, podminka x; + xp = 2,

) f:z= 2()612 + x%), podminka x1 + xp = 2,

g) f:z=1/x1+ 1/x2, podminka x| + x = 2,

hy f:z= cos? x| + cos? xy, podminka x| — xp = w/4,

i)  f:z=x1+x2+ 2, podminka Z(X% + x%) = x%x%,

i) f:z=x1 +x, podminka x{x; = 1,
k) f:z=1/x1+ 1/x2, podminka 1/xf+l/x%:1.

l Celd obrazovka / Okno
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VIRV
1849
2. Naleznéte extrémni hodnoty vzdalenosti poc¢atku soufadného systému od kiivky 5xl2 —6x1x2 + ng —-8=0. ¢ 7
2, N
Q S
D &
3. Urcete staciondrni body a ovéfte, zda jsou v nich lokdIni popf. globdln{ extrémy. iy
a) xX1xp + xpx3 —> ext, xl2 + x22 =2, xp+x3=2.
Navod: Z £, = 0 vyjdiete x1, X2, x3 pomoci y1, y2 a dosadte do vazebnych podminek. Z nich pak vylucte D Pctaeeaa
yl . V PLZNI

b) x%+-~-+x3—>ext, x1+2xp+---+nx, = 1.
Pomiicka: 12 + 22 + - +n? = Z(n + DQ2n + 1).
C) X1xp2x3 —> ext, x1+x2+x3=15, x1x2+xx3 +x1x3 =38,
d) x; — 2xp 4+ 2x3 — ext, )c12+)622+)c32 =1,
e) x%+2x22+3x32 — ext, x12+x22+x§= 1, x1+2x+3x3=0,
f) 4x1 4+ 3xp — ext, xl2 —I—x% =1,
2) x% +x§ —ext, 3x;+4x =1,
h) e*1*2 — ext, x; +xp =1,

i) 5)612 + 4x1xp +x§ —ext, x;+x =1,

i) 3x12 + 4x1x2 +x% —ext, x;+x=1,

k) x1x2x3 —ext, x;+x2+x3=1,
243

1) x1xpx3 — ext, x% +x§ +x§ =1, x1+x+x3=0.

4. Najdéte globélni a lokélni extrémy funkce f(x) = xl2 —I—x% — x32 pti splnéni podminky xl2 +x% + x32 —1=0.

KIli¢ k piikladim k procviceni

Oznaceni: Im (IM) . .. lokdlni minimum (maximum), gm (gM) . .. globaln{ minimum (maximum), sb ... stacio-
narni bod, v némz nenf extrém. VSechny tlohy jsou reguldrni a multiplikator yy = 1, pokud neni uvedeno jinak.
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Lalmv(3,3),y=-%

b) IMv (1,2),y; = —%,lmv(—l, -2),y1 = %,
c) Imv (0,0),y;1 =0,IMv (2, =2), y; = —2,

4 3 5 4 3 35
d)Imv (%, 2), =3, Mv(-%,-2),ym=-3,
e) Mv(1,1),y; =-—1,
f) Im v (17 1)’ y1= —4,

g) Imv (I, 1), y1 =1,
by Imv (F+ %, —F + 4F), kliché, yi = —J5 . IMv (F + 4, —F + ), koudé, yy = 55,

S}

i) Imv (2,2), y1 = 4., IMv (=2, -2), y1 = —3.,
_]) lmV(l, 1),y1 =] —l,lMV(—l, —1),y1 =] 1,
K MV (vV2,v2), 31 = =25 Imv (=v2, —v2), 51 = J5.

2. gmv (\/757 _JTE)? (_47 \/TE)’ y1 = _% ) gM v (ﬁv \/E) ﬁ, _ﬁ), y1 = —%.

Navod: Vysettete funkei f(x1, x3) = x12 + x22 , kterd ma stejné extrémy jako funkce g(x1, x2) = 4 /x% + x%.

Ohrani¢enost mnoZiny splitujici vazbu (otocend elipsa) Ize ovéfit takto: Po dpraveé vazebné podminky je 5 (x1 =
2

—§x)" + @3 =8.0dwd x1 — Fxo| S J=. ol £ Fsatedy v | S o - faf+ il S

Pak 1ze pouZit Weierstrassovu vétu.

32 Imv(=1,1,1),y= (1, -1).,eMv (1, 1,1,y = (-5, -1),

—1+v/3 =1-v/3 5+/3 _ (243 143
gmv ( > 5 ) s D) )9y = ( 2 5 ),
—1-v3 —1+/3 53 _(2=v3 1-43
IMV( 7} 5 2 5 D) )’y_<T’T)’
6 62 6 _ —12
b) emV (GarnEeD A e o A ) Y = aeF DD -
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Vizané extrémy

¢) gmv (2,2,1),(2,1,2),(1,2,2), y = (4, =2),
Mv(3.3.9).(3.539.G.3.3y=(3.-3),
d) MV (3,5, 3) . ==3.emv (-3, -}, -%).m =3,

y= (—12J7r3ﬁ ’ :t“/lfﬁ’ﬁ),

1,/13=9v2 1,/1046v2 1, /54342
N = e =)
_(—12—3[2 i‘/19+3ﬁ>
y_ 7 ] 7ﬁ

9

Degmv(=3.-3).y=3.eMv(3.3).51=-3,
2 gmv (5, 5%). 51 =—5.,
h) gMv (3. 3). 31 = —3 e,
D gmv (-3.3). 3 =-1

W IMv (£,4.3).y1=—2.IMv(t,0,1—1),f <Onebot > 1,y; =0,Imv (£,0,1 —1),0 <t < 1,

4. gmv (0,0,£1),y1 =1,gMv (x,y,0), x4+ y2 =1 (tj. na kruznici), y; = —1.
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Kapitola 9

Kvadratické plochy

Pruvodce studiem

Ze stredni Skoly zndme duleZity ptiklad rovinnych kfivek, tzv. kuzelosecky. Ty jsou definovdny jako mnoZiny
bodd, které obdrzime jako fezy kuZelové plochy rovinou. Mezi né patfi zejména kruznice, elipsa, parabola
a hyperbola. O téchto kuZeloseckdch Fikdme, Ze jsou nedegenerované. Mezi kuZelosecky vsak také patfi bod,
dvojice rtznobéznych pfimek nebo jedna pfimka (izv. dvojndsobnd), které ziskdme, kdyZ feznd rovina bude
prochdzet vrcholem kuZelové plochy. Tyto kuZeloseCky se nazyvaji degenerované.

Ddle je zndmo, Ze soufadnice bod( kuZelosecek vyhovuji kvadratickym rovnicim o dvou nezndmych. Pi
vhodné volbé soufadného systému jsou rovnice kuZelosecek v tzv. normalnim tvaru tyto:

2

7 y2 =r kruznice, 9.1)
X2 y?
— + == 1 elipsa, 9.2)

@:
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2y hyperbol 9.3)
— == = erbola, .
a2 ) yp
y2 =2px parabola, 9.4)
x2  y? .

—+ 5= 0 dvojndsobny bod, 9.5)
a b?
X2 2
—— 3= 0 dvojice riznobézZnych pfimek, (9.6)
a b?
x2=d? dvojice rovnobéznych piimek, 9.7)
x2=0 dvojndsobnd pFimka. (9.8)

Piitom a, b, p, r > 0. Dvojici rovnobéZnych ptimek nedostaneme jako fez kuZelové plochy rovinou.

V této kapitole se pokusime vytvofit obdobu v R3. Nepdujde o kfivky, ale plochy. PFi jejich zavedeni vyjdeme
z toho, Ze mnoZina bodl tvoficich kuZelosecku vyhovuje jisté kvadratické rovnici o dvou proménnych a tuto

vlastnost budeme chtit zachovat.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e urcit, zda dand rovnice druhého stupné je rovnici kvadriky,

e rozhodnout, zda se jednd o stiedovou ¢i nestfedovou kvadriku,

e rozhodnout, zda je dand kvadrika degenerovand (reguldrn{) ¢i nedegenerovand (singuldrni),

e upravit rovnici kvadriky na normdlni tvar,

e urcit stfed a poloosy dané kvadriky,

rozpoznat konkrétni typ dané kvadriky.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

370. strana ze 476

5
"l

Zavrit dokument

l Celd obrazovka / Okno




Kvadratické plochy 371

Kvadriky budou plochy v R3 tvofené body, jejichZ soufadnice vyhovuji kvadratické rovnici o tiech
neznamych. Presnd definice vypada nasledovné.

Definice 9.1. Nechf aiy, dxp, ass, da4, 12, A13, A14, A23, A24, A34 € R, pfiéemi plat1’
lai| + |axn| + |asz| + |aiz| + |az| + |axz| > 0. Pak mnozinu vSech bodi o soufadnicich
(x,,z) € R3, které vyhovuji rovnici

anx? + any? + asz® + 2apxy + 2a13xz + 2a3yz + 2a14x + 2axy + 2azz + ass = 0, (9.9)

nazyvame kvadrikou neboli kvadratickou plochou.

Jde tedy o kvadratickou rovnici o tfech nezndmych x, y, z. Cislaa; ; se nazyvaji koeficienty. Podminka

lar1| + lax| + lass| + laiz| + laiz| + laxz| > 0

tikd, Ze aspon jedno z té€chto ¢isel neni nula, tedy Ze rovnice (9.9) skute¢né obsahuje alespoii jeden
kvadraticky ¢len x2, y2, z2, xy, xz nebo yz.

Cleny s x, y a z se nazyvaji linedrni a asq je absolutni ¢len.

Koeficienty u smiSenych kvadratickych ¢lenti xy, xz a yz alinearnich ¢lenti x, y a z jsou z formdlnich
divodi (niZe bude jasné pro¢) napsané ve tvaru soudinu 2 - &islo. Napft. pro 4xz — 3y = 0 jeajz = 2
ady = —%, ostatni koeficienty jsou nulové.

Kvadrika miZe byt i prazdna mnoZina. Napf. rovnici x> 4 y? 4 z2 + 1 = 0 nevyhovuje Zddn4 trojice
redlnych Cisel (x, y, z) — soucet nezdpornych Cisel zvétSeny o jednicku nemtize dat nulu.

Kazdé kvadrice pfitadime matici jejich koeficientii A. Jeji prvky budou &isla a;;. Chybi ndm ale
prvky pod hlavni diagondlou. Ty doplnime tak, aby matice byla symetrickd, tj. poloZime a;; = aj; pro
i > j,kdei,j = 1,...,4. Vlastn¢ koeficienty u smiSenych kvadratickych ¢lent a linearnich ¢lend

o
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13

rozdélime ,,spravedlivé* na poloviny. To je divod pouziti dvojek v rovnici (9.9). Napf. ¢len 6xy jakoby
napiSeme ve tvaru 3xy + 3yx.

N P4

Poznamka 9.2. Pro snadnéjsi zapamatovani, jak se matice A vytvoii, si v§imnéte, Ze nezndimym x, y
a z postupné odpovidaji indexy 1, 2 a 3. Napf. u ¢lenu yz je koeficient s indexy 2 a 3, tj. a»3. U ¢lenu zy
by bylo podobné a3, ale protoZe a3 = azy a yz = zy, dava to dohromady 2a;3yz.

Pokud jedna neznama chybi, tj. jde o linearni ¢leny, nebo chybi obé dvé, tj. jde o absolutni ¢len,
doplni se za piislusny index Ctyika, napf. axq u y, resp. dvé Ctyrky u auq.

Také si to lze predstavit tak, Ze mame ne tfi nezndmé x, y a z, ale Ctyfi, pfiCemZ posledni je rovna
jedné, tj. x, y, z a 1. Tedy napt. u apq stoji y - 1 au ayy stoji 1 - 1.

Matice piislusejici kvadrikdm hraji pfi jejich hlubsim studiu klicovou roli. ProtoZe nds budou zajimat
jen zdkladni vlastnosti kvadrik, nebudeme s nimi pracovat. Pouzijeme je pouze pro zavedeni nasledujictho
pojmu, ktery umozni kvadriky klasifikovat do dvou skupin (podobné¢ jako kuzelosecky).

Definice 9.3. Kvadrika se nazyva nedegenerovand (reguldrni), jestlize det A # 0. V opacném piipadé,
tj. kdyz det A = 0, se nazyva degenerovand (singuldrni).

Priklad 9.4. Rozhodnéte, zda nasledujici kvadriky jsou degenerované nebo ne.
a) 2x2—3z2+4xy—2yz+2y—6z+420,
b) x2—2y?—222—xy—xz+5yz—x—4y+57—-2=0.

Reseni. Urcime nejprve koeficienty a;; a z nich pak sestavime matici kvadriky a ur¢ime jeji determinant.

a) aj] = 2,a33 = —3,a44 =4, a1 = 2,a33 = —1, a4 = 1, azg = —3, zbyvajici koeficienty jsou
nulové, tj. ax, = a;3 = a4 = 0. Tedy

o
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2 2 0 0 Soa g2
detA=|. | _5 _,|=2/-1 -3 -3|-2/0 -3 -3 =820
-3 4 0 -3 4

0 1 -3 4

Pritom jsme det A rozvinuli podle prvniho fadku. ProtoZe det A # 0, jde o nedegenerovanou kvad-
riku.

1 5 1
b)ann =l,an = -2, a3 = =2,a14 = =2,a1p = —3,d13 = —3,d23 = 5,d14 = —5, o = —2,
5
azy = 5. Tedy
1 1 1
I =3 =3 =
1 _9 3 _9
detA=| 2 2 =0,
1 5 _op 3
2 2 2
1 5
—7 2 3 —2
protoZe determinant ma dva stejné fadky. Jde tedy o degenerovanou kvadriku. A

Privodce studiem

Dalsim nasim cilem bude sezndmit se s jednotlivymi typy kvadrik a jejich rovnicemi. Pfitom se budeme snaZzit
(podobné jako u kuZelosecek) zvolit soufadny systém tak, aby rovnice byly co nejjednodussi.

Lze ukdzat, Ze otoéenim souradného systému kolem pocdtku je mozné docilit, aby koeficienty u smisenych
nebudeme se ucit rovnice tohoto oto¢eni hledat. Zdjemce odkazujeme napf. na [21, str. 88], kde je uloha tzv. or-
togonalni transformace kvadratické formy na kanonicky tvar popsdna. Jind moznost je pouZiti tzv. invariantll —
viz napfk. [15].
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AZIRINA
V dal$im budeme predpokléddat, Ze rovnice kvadrik nebudou obsahovat smiSené kvadratické ¢leny v o7
(presnéji, koeficienty u nich budou nulové), takZe jejich podoba bude "3:,% \“f
KA g\
anx® + any® + asz + 2a1x + 2ayy + 2a34z + ay = 0. (9.10)
ZAPADOCESKA
Nyni si uvedeme piehled rovnic kvadrik v tzv. normdlnim tvaru. Rozdélime ho do ti{ casti. VSude D > UNVERZITA
v dal$im ptedpokladame, ze a, b, ¢, p, q,r > 0.
2y 42 = kulové plocha 9.1 a)+A] 9.11)
X2y 2
—t+t-+== 1 elipsoid 9.1 b)+A] (9.12)
a b c
X2y 2
S +5-5=1 jednodilny hyperboloid 9.2 a)+/A | (9.13)
a b2 2
2oy 2
-+ -5 =-1 dvojdilny hyperboloid 9.2 b)+A| (9.14)
a b2 2
X2y 2
—+5-—5=0 kuzel 9.1 c)+A] (9.15)
a b c
X2 2
I=—4+— elipticky paraboloid 9.3 a)+A] (9.16)
2p  2q
%2 2
z= 5 — Z hyperbolicky paraboloid 9.3 b)+A| (9.17)

Predchozi kvadriky jsou zndzornény na obr. 9.1, 9.2 a 9.3.
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Obr. 9.1: Kvadriky — prvni ¢ast
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a) Jednodilny hyperboloid b) Dvojdilny hyperboloid

Obr. 9.2: Kvadriky — druha ¢ast
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a) Elipticky paraboloid b) Hyperbolicky paraboloid

Obr. 9.3: Kvadriky — tfeti ¢dst

Vsechny tyto kvadriky kromé kuZele jsou nedegenerované. Kulova plocha, elipsoid, oba hyperbo-
loidy a kuZel jsou tzv. stfedové kvadriky. (Nékdy se tento pojem zavadi jen pro nedegenerované kvadriky
—srv. [17, str. 18].) StFedem je v tomto piipad€ pocatek O = (0, 0, 0). To znamena, Ze s kazdym bodem
kvadriky o soufadnicich (x, y, z) také bod soumérné sdruzeny vzhledem k pocatku, tj. bod o soufadni-
cich (—x, —y, —2), je rovnéZz bodem téZe kvadriky. U kuzele se bod O = (0, 0, 0) také nazyva vrchol.
Vrchol tohoto typu maji pouze degenerované kvadriky.

Z rovnice kulové plochy je ziejmé vidét, Ze 1/x2 + y2 + z2 = r, coZ fik4, Ze tato kvadrika je tvofena
body, jejichz vzdélenost od pocétku je konstantni, a to r. Jde tedy o kulovou plochu se sttedem v pocétku
a polomérem r — viz obr. 9.1 a).
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Cisla a, b a ¢ v rovnici elipsoidu se nazyvaji (obdobn& jako u elipsy) poloosy elipsoidu. Protoze
body (+a, 0, 0), (0, £b, 0) a (0, 0, £c) zfejmé vyhovuji rovnici (9.12), jsou to délky tsek, které tento
elipsoid vytind na kladnych a zdpornych ¢astech os x, y a z — viz obr. 9.1 b). JestliZe je néktera dvojice
poloos stejnd (a treti poloosa je jind), bude elipsoid rotacni s osou rotace v souradné ose odpovidajici
odlisné poloose. Napt. jestlize bude a = ¢, bude osou rotace y. JestliZe a = b = ¢ = r, je vidét, Ze
rovnice (9.12) prejde po uprave v rovnici (9.11). Kulova plocha je tedy specidlnim pripadem elipsoidu.

Rovnéz u hyperboloidi se ¢isla a, b a ¢ nazyvaji poloosy, geometricky vyznam uz ale nenf tak na-
zorny. U jednodilného hyperboloidu protind rovina z = 0 tuto kvadriku v elipse o rovnici Z—; + ij—i =1,
coz zjistime dosazenim nuly za z do rovnice (9.13). Cisla a a b jsou tedy poloosami této elipsy — viz
obr. 9.2 a). U dvojdilného hyperboloidu ziejmé bod (0, 0, £¢) vyhovuje rovnici (9.14), takze &islo ¢ je

2 Xz

délka tdseku, ktery tato kvadrika vytind na kladné a zaporné ¢asti osy z — viz obr. 9.2 b).
JestliZe v rovnicich hyperboloidd nebo kuZele je a = b, jde opét o rotaéni kvadriku s osou rotace z.

Paraboloidy jsou nestfedové kvadriky. Pro bod O = (0, 0, 0) se také pouziva nazev vrchol, ale jeho
vyznam je zcela jiny nez u degenerovanych kvadrik (napt. kuzele). Pokud je u eliptického paraboloidu
P = ¢, je to rotacni kvadrika s osou rotace z.

Pokud je n€ktera z uvedenych kvadrik rotacni, 1ze ji vytvorit rotaci kuzelosecky leZici v roving, pfi-
¢emZ rotace se provadi kolem nékteré osy symetrie této kuZelosecky. V pfipadé nedegenerovanych kuze-
losecek tak z kruZnice ziskame kulovou plochu, z elipsy rotacni elipsoid, z hyperboly rotacni jednodilny
nebo dvojdilny hyperboloid a z paraboly rota¢ni elipticky paraboloid.

V rovnicich hyperboloidi, kuZele a paraboloidt figurovala nezndma z asymetricky. Cyklickou zamé-

nou x, y a z dostaneme tytéz typy kvadrik, jen je musime na obr. 9.2 resp. 9.3 v nékterém sméru o 90°
otocit.
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Pomtickou pro zapamatovani pfedchozich rovnic jsou ndsledujici skutecnosti:
1) Ve vSech téchto rovnicich se vyskytuji s nenulovym koeficientem vsechny tfi nezndmé.

2) V rovnicich kulové plochy, elipsoidu, obou hyperboloidd a kuzele se vyskytuji s nenulovym koefici-
entem vSechny tfi kvadratické ¢leny.

3) V rovnici kulové plochy jsou vSechny tfi koeficienty u kvadratickych ¢lenti stejné.

4) V rovnici elipsoidu maji vSechny tfi koeficienty u kvadratickych ¢leni stejné znaménko (ale nejsou
obecné stejné).
5) V rovnicich hyperboloidti a kuZele maji dva koeficienty u kvadratickych ¢lenti stejné znaménko a treti

ma opacné znaménko.

6) V rovnicich paraboloidi jsou jen dva koeficienty u kvadratickych ¢lenti nenulové. U eliptického para-
boloidu maji koeficienty u té€chto kvadratickych ¢lenti stejnd znaménka, u hyperbolického paraboloidu
opacna.

Dalsi skupinou budou tzv. kvadratické vilce.

x4+ y2=r2 rotaéni vélec 9.4 a)+/A] (9.18)
X2y

— t = 1 elipticky valec 9.4 b)+A] 9.19)
a

X2y

S 1 hyperbolicky vélec 9.4 c)+HA] (9.20)
a

y2 =2px parabolicky vélec 9.4 d)+/A] 9.21)

Tyto kvadriky jsou zndzornény na obr. 9.4. Jsou vSechny degenerované.

Zdénlivé jde o rovnice kuZelosecek. Nesmime v§ak zapomenout, Ze jde o rovnici se tfemi nezndmymi,
pouze u ¢lentdl s nezndmou z jsou nulové koeficienty. Jestlize néjaky bod (xg, Yo, 0) vyhovuje takové
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b) Elipticky valec

c) Hyperbolicky valec d) Parabolicky vélec

Obr. 9.4: Kvadratické valce _
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rovnici, pak této rovnici vyhovuje také bod (xg, yo, z) s libovolnym z € R, protoZe na z neklade rovnice
74dné podminky. To znamena, Ze tyto kvadriky s kazdym bodem soucasné obsahuji pfimku rovnobéznou
s osou z a prochdzejici timto bodem. KuZeloseCka odpovidajici dané rovnici, kterd leZi v roviné z =
= 0, se nazyva Fidici krivka. (Takto se definuji obecné valcové plochy i v pripadé, Ze fidici kfivka neni
kuZelosecka. Samoziejmé to nejsou kvadriky.)

V piipadé rovnic (9.18)—(9.21) je tedy nutné diisledné rozliSovat, jestli je uvazujeme v R? nebo v R,
V prvnim piipadé jde o kuZelosecky (tedy kiivky), v druhém piipad€ o kvadriky (tedy plochy).

Jak uZ jsme poznamenali, typickym znakem téchto rovnic je, Ze jedna nezndmd (zdanliv€) chybi.

V nasem piipadé je to z, ale cyklickou zdménou dostaneme dalsi varianty. Povrchové piimky kvadriky
jsou rovnobézné se soufadnou osou odpovidajici chybéjicimu pismenu.

vvvvvv

birat dvojny a trojny integral, budeme pocitat objemy a povrchy téles omezenych kvadrikami apod. S né-
kterymi jsme se setkali i v pfedchdzejicich kapitolach tohoto textu (lokdln{ extrémy, Taylordv vzorec).
Pro dplnost v§ak uvedeme i zbyvajici (neprazdné) kvadriky. Obrazky neuvadime, protoZe jsou ziejmé.

2y 2

— 5 + 2= 0 dvojnasobny bod, (9.22)
22

5 7= 0 dvojndsobnd primka, (9.23)
a

X2 y?

2 0 dvojice riiznobéZnych rovin, (9.24)
a

x? = a? dvojice rovnobéZnych rovin, (9.25)
x2=0 dvojnasobnd rovina. (9.26)

Vsechny tyto kvadriky jsou degenerované. Nazvy kvadrik jsou vystizné. Rovnici (9.22) vyhovuje
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pouze bod (0, 0, 0). Rovnici (9.23) vyhovuji body tvaru (0, 0, z), z € R, coZ je osa z. Rovnici (9.24) 1ze

y y b

upravit na tvar (’ai — Z) (% + Z) = 0. Musf tedy platit bud'y = ~ x nebo y = —g X, COZ jsou rovnice
dvou riiznobéznych rovin, prochazejicich osou z. Rovnici (9.25) lze upravit na tvar (x —a)(x +a) = 0,
tedy bud’ musi platit x = a nebo x = —a. To jsou rovnice riznych rovnobéznych rovin, kolmych k ose x.
Koneéné rovnici (9.26) vyhovuji body tvaru (0, y, z), y, z € R. Jde tedy o soufadnou rovinu x = 0.

Vice se t€émito kvadrikami nebudeme zabyvat.

Pokud kvadrika neni v normalnim tvaru, ale ma rovnici (9.10), staci posunout souradnou soustavu
o vhodny vektor u = (xg, Yo, 2Z0). Tedy pocatek nové soufadné soustavy umistime do bodu (xg, yo, 2o)
staré souradné soustavy. Smér a orientace souradnych os se nezméni. Oznacime-li staré souradnice x, y
a z a nové soufadnice x’, y’ a z/, bude platit
2=z +2zo. 9.27)

x = x"+ xo, y=Y+yo,

Po této transformaci bude mit kvadrika (v ¢arkovanych soutfadnicich) normélni tvar. V ptivodnich sou-
fadnicich dostaneme jeji rovnici tak, Ze v odpovidajicim normdlnim tvaru nahradime postupné x’, y’ a z’
vyrazy x — Xo, ¥y — Yo a 2 — 2. Bod (x, Yo, 20) prejde v novych soufadnicich do pocatku. Napt. — viz
(9.11) resp. (9.16) —

(x = x0)* | (=)’
Z—20= +

(x — xo) L O ¥0)? e 20)°
2p 2q

e 2 = =1 resp.

jsourovnice posunutého elipsoidu resp. eliptického paraboloidu. Stied elipsoidu (ve starych soufadnicich)
bude (xg, yo, Z0), vrchol paraboloidu bude tentyz bod.

Praktické nalezeni tohoto posunuti je dobfe zndmad tiloha — tzv. doplnéni na Gplny ¢tverec. Obdobné
se postupuje u kuZelosedek. Vyraz u” + au se s vyuzitim vzorce (a + b)> = a® + 2ab + b* upravi na
tvar u’ + au = (u ol %)2 = 0‘72. Postup bude nejlépe zifejmy z prikladi.
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Priklad 9.5. Najdéte normaln{ tvary ndsledujicich kvadrik a urcete, o jaké kvadriky jde.

a) x>+y?+22+4x—6y—2z+12=0,

b) 2x%—y? 4472 —12x — 2y — 162+ 29 =0,
) x>4+y’4+2x —6y—3z+4=0,

d) 9x? 4922 + 54x — 127 +49 = 0.

Reseni. Ve viech piikladech se pokusime dopfedu odhadnout, o jakou kvadriku by mohlo jit. K tomu

vyuZijeme poznamky na str. 386.

a) Rovnice obsahuje vSechny tfi proménné a vSechny ve druhé mocniné, pricemz koeficienty jsou u v§ech
kvadratickych Clend stejné. Mohlo by jit o kulovou plochu. To zjistime azZ po upravé. Vysledek bude
zaviset na ¢isle, které bude v (9.11) na pravé strané. (Pro nulu by Slo o dvojndsobny bod, pro zdporné
¢islo o prazdnou mnoZinu.)

Doplnénim na ¢tverec postupné dostaneme:

x2+4x = (x +2)% -4, y:—6y =(y—3)?—09, 2—-27=(@z—-1)>—-1.
Dosazenim do zadané rovnice vyjde
+22 =44+ -32-94+GE@—-1)2—-1+12=0 = x+2>+(H -3 +z-1*=2

Jde tedy o kulovou plochu se stiedem S = (—2, 3, 1) a polom&rem r = ~/2.

b) Rovnice obsahuje vSechny tfi proménné a vSechny ve druhé mocniné, pficemz koeficienty u dvou
kvadratickych ¢lent jsou kladné a jeden je zaporny. Dostaneme tedy jednu z rovnic (9.13), (9.14)
nebo (9.15), takZe musi jit o néktery z hyperboloidti nebo kuZzel.

Pokud vyraz, ktery dopliiujeme na ¢tverec, ma u druhé mocniny koeficient rtizny od 1, je vhodné
tento koeficient nejprve vytknout. Vyhneme se tim zbyte¢nym numerickym chybdm (i v pfipadg, Ze
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jde o —1). Dostaneme:

2x2 — 12x =2[x2 — 6x] =2[(x — 3)> = 9] = 2(x — 3)> — 18,
— ¥ =2y =+ 2=l + 1)’ -11=-@+D*+1,
472 — 167 = 4[z% — 4z] = 4[(z — 2)* — 4] = 4(z — 2)* — 16.

Dosazenim do zadané rovnice vyjde
26 =3 — 18— (y+ 1> +14+4(z—-2)>—164+29=0 =
20 =3’ —(y+ 1> +4(:z—-2>%=4 =

(=37 (+1?
2 4

+(z=2)2%=1.

Jde tedy o jednodilny hyperboloid se stiedem S = (3, —1, 2), jehoZ poloosy jsou a = ~/2,b = 2
ac = 1 a jehoZ osa je rovnobéznd s osou y (oproti (9.13) je zaménéna role y a z).

¢) Rovnice obsahuje v§echny tfi proménné, ale pouze dvé ve druhé mocning, pticemz koeficienty u obou
kvadratickych ¢lend jsou kladné. MiZe jit tedy pouze o rovnici (9.16). Dostaneme:

X2H2x=(x+1D>—1, yP—6y=(y—3)%*-09.
Dosazenim do zadané rovnice vyjde

+1D)?2—14(y—-3%-9-3z44=0 =
(x )+(V )'

324+6=@x+1)2+@3-32 = z42= 3 .
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Jde tedy o elipticky paraboloid s vrcholem V = (—1, 3, —2), jehoZ osa je rovnobéZznd s osou z.
Parametry jsou p = g = % Protoze jsou stejné, je rotacni.

Upozornéme, Ze pokud by oba koeficienty u kvadratickych ¢lenti byly zdporné, byl by elipticky para-
boloid prevracen vzhiiru nohama oproti obr. 9.3 a).

d) Rovnice obsahuje pouze dvé proménné, ptjde tedy o valcovou plochu. Protoze chybi proménnd y,
bude fidici kiivka leZet v roviné urcené osami x a z. Obé nezndmé jsou ve druhé mocniné. Koeficienty
u kvadratickych ¢leni jsou stejné, proto miiZe jit pouze o kruznici — viz rovnice (9.1). Zda tomu tak je,
zjistime azZ po Upravé (na pravé stran¢ rovnice musi vyjit kladné ¢islo; pro nulu by to byl dvojnasobny
bod a pro zdporné ¢islo prazdnd mnozina). Muze jit tedy o kruhovy vélec (9.18). Dostaneme:

0x? + 54x = 9[x? + 6x] = 9[(x + 3)* — 9] = 9(x +3)> - 81,
92 —122 =92 —$2] =9[(z - 3) - §] =9(z - §)" -4

Dosazenim do zadané rovnice vyjde

9x +3)7—814+9(z—2)°—4+49=0 =
9x+32+9(:-2=36 = @+3’+(z-2)’=4

Jde tedy o kruhovy vilec. Stred fidici kruZnice je S = (—3, 0, %), polomér r = 2 a osa vilce, pro-
chézejici bodem S, je rovnobéznd s osou y (oproti (9.18) je zaménéna role y a 7). A

Teorie kvadrik patfi ke klasickym partiim geometrie. Souvisi Gzce s tzv. kvadratickymi formami a je-
jich rdznymi transformacemi na kanonicky tvar. My se nebudeme vénovat jejich podrobnéjSimu studiu.
Zijemctim doporucujeme napf. [14] nebo [ 7], kde najdou nejen vysledky v R? a v R?, ale i v R” pro li-
bovolné n € N. V téchto pracich jsou kvadriky rovnéz studovany obecnéji v tzv. projektivnich prostorech,
coZ je prirozené prostiedi pro vySetfovani jejich vlastnosti.
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V zévérecné poznamce uvedeme jest€ nekolik daleZitych vlastnosti kvadrik.

Poznamka 9.6.

1) Lze ukdzat, Ze fezem libovolné kvadriky rovinou dostaneme vzdy kuzelosecku. Napf. u elipsoidu je
to elipsa, u hyperboloidu elipsa, parabola, hyperbola, dvojice riiznobéZnych piimek (u jednodilného)
nebo bod (u dvojdilného), u eliptického paraboloidu elipsa nebo parabola, u hyperbolického parabo-
loidu hyperbola, parabola, dvojice riznobéznych piimek nebo piimka atd.

2) Neékteré kvadriky maji tu vlastnost, Ze obsahuji celé piimky. Takovym piimkam se fika tvorici. Kvad-

riky obsahujici pfimky se nazyvaji primkové, zatimco ostatni jsou bodové. Mezi pfimkové kvadriky
patii ziejmé kvadratické vélce a kuzel. Ale také nedegenerované kvadriky mohou byt piimkové — viz
predchozi bod této pozndmky o fezech rovinami. Takovymi jsou jednodilny hyperboloid a hyperbo-
licky paraboloid. Na obou existuji dvé soustavy piimek.
Napf. protneme-li jednodilny hyperboloid o rovnici x> + y? — z? = 1 rovinou o rovnici x = 1, ma
priise¢nice v této roviné rovnici y?> — z? = 0, coZ je dvojice riiznob&znych piimek y = za y = —z.
Podobné priisecnice hyperbolického paraboloidu o rovnici z = x2
v této roviné rovnici x> — y? = 0, coZ je dvojice riiznob&znych piimek x = y a x = —y. Viz téz
cviceni 6 a 7 na konci této kapitoly.

— y?% s rovinou o rovnici z = 0 ma

3) Vétsina kvadrik nepfedstavuje grafy funkci dvou proménnych. L.ze vSak na n€ pouzit vétu 7.11 o im-
plicitné zadané funkci a pomocf totdlniho diferenciélu sestrojit te€né roviny v bodech, v nichZ existuji.
Nékdy bude tieba ve vét€ 7.11 zaménit role proménnych x, y a z.

4) Tkdyz jsme fikali, Ze se nebudeme zabyvat kvadrikami obsahujicimi smiSené kvadratické Cleny s nenu-
lovym koeficientem, jednu vyjimku uc¢inime. Jde o velmi Casto se vyskytujici kvadriku majici rovnici
z = xy. Otocenim kolem osy z o 45° lze ukdzat, Ze je to hyperbolicky paraboloid, jehoZ rovnice

x2 y2

v normdlnim tvaru je z = 5 — 5.

5) Kulova plocha je specidlnim pfipadem elipsoidu a rotacni vélec je zase specidlnim pfipadem elip-

@
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tického vélce. Nejde tedy o samostatné typy kvadrik. Pro nase dcely je ale vhodné&jsi uvazovat je

samostatné, protoZe se s nimi setkavime nejcastéji.

6) Pominuli jsme prazdné kvadriky, které nemaji Zddné redlné body (maji ale body v komplexnim rozsi-

fenf prostoru R?). Jejich rovnice v normélnim tvaru jsou:

Pojmy k zapamatovani

— kvadrika

— nedegenerovand (reguldrni) kvadrika
— degenerovand (singuldrni) kvadrika
— stfedova kvadrika

— nestfedova kvadrika

— rotacnf kvadrika

— matice koeficientt kvadriky

— normdlni tvar rovnice kvadriky

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem kvadrika?

2. Kterou kvadriku nazveme nedegenerovanou (reguldrni)?
3. Kterou kvadriku nazveme degenerovanou (singuldrni)?
4. Udejte priklad nékterych stfedovych kvadrik.
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5. Vyjmenujte nékteré nestfedové kvadriky. ® =
6. Jaké kvadriky nazyvame rotacni? %”% “\j’
7. Co to je matice koeficientli kvadriky a k ¢emu ndm slouZ{?
8. Napiste normadlni tvar rovnice kulové plochy, elipsoidu, kuZele, jednodilného a dvojdilného hy-
perboloidu eliptického a hyperbolického paraboloidu. D > 'ZJ:LE‘Z{';.JZL::“

. Co jsou to kvadratické valce? Uvedte jejich rovnice.

Priklady k procviceni

1. Rozhodnéte, které z nésledujicich kvadrik jsou degenerované a které nejsou.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)}
k)
1)

m)

n)

x2+4y? 4972 —4xy + 6xz7 — 12y =0,

Ox2 4+ 4y? + 22 + 12xy — 6xz7 —4yz 4+ 12x + 8y — 4z +4 =0,

2x2 —3y2 — 22 —xy —xz+4yz+3x—Ty+3z-2=0,

2x2 42y — 5xy 4+ 3xz — 6yz + 6x —3y + 9z =0,

8x2 — 27y% + 3572 — 44xy + 60xz + 6yz = 0,

14x2 — 40y2 + 5372 — 68xy 4+ 92xz + 8yz — 6 = 0,

23x2 4 9y2 4 98z% — 46xy 4+ 92xz7 — T2yz +4 =0,

21x? + 8y? + 5z% + 24xy + 6xz7 + 8yz — 6x — 8y — 10z + 5 =0,
9x2 4+ 5y% — 772 + 36xy + 30xz — 4yz = 0,

xy—z=0,

25x2 4+ 9y? 4+ 922 + 20xy — 2xz + 12yz + 12x +2y + 4z + 17 =0,
16x2 + 5y% + 872 4+ 8xy — 8xz + 8yz —22x — 2y + 14z + 11 =0,
x2 +4y? +972 —4xy 4+ 6x7 — 12y7 —2 =0,

17x2 4 19y% + 5672 — 18xy + 44xz — 56yz — 22x + 22y — 32z + 11 = 0.
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2. Najdéte rovnice v normdlnim tvaru nasledujicich kvadrik a urcete jejich typ.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)}
k)
1)
m)
n)
0)
p)
Q
r)
s)
t)
u)
V)

2x2 —5y2 — 22 4+ 12x + 20y — 2z — 13 =0,
3x2 —4y? —6z%2 —6x — 16y — 122 — 19 =0,
x24+2y* 43722 —4x +4y +12: + 12 =0,
3x2 +4y> + 224+ 6x — 16y — 2z +8 =0,
x?+y?+3z22 - 6x +4y + 10 =0,

202 +y2+322 —12x + 4y —62+24 =0,
4x% +9y% + 1672+ 8x — 18y — 32z +28 =0,
x>+ y2+224+6x —6y—8z+30=0,

2x2 4+ 2y2 + 272 —2x — 10y + 122+ 27 =0,
X2 4+y*+ 2 —4x+2y—62+5=0,

3x2 4+ 2y% — 622 — 12x + 4y 4+ 36z — 46 = 0,
3x2 42y — 67> — 12x + 4y + 36z — 34 =0,
3x2 4+ 2y% — 622 — 12x + 4y 4+ 36z —40 = 0,
3x2 — 2y + 672 — 12x —4y — 36z +58 =0,
3x2 —2y2 4+ 67> — 12x — 4y — 367+ 70 = 0,
x24+y?— 72— 4x+2y+62—5=0,
W24y -2 —4x+2y+67-3=0,
x24y?2 -2 —4x4+2y+6z—4=0,

2x%2 + 5y + 224+ 12x — 20y + 2z +29 = 0,
2x2 +5y2 — 22+ 12x — 20y — 2z +27 =0,
202 +5y2 — 22+ 12x — 20y — 2z + 47 =0,
2x2 +5y2 — 22 + 12x — 20y — 27+ 37 =0,
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w) 2x2—5y2 — 724+ 12x +20y — 2z +7 =0, ‘.7
X) 2x2—5y2+zz—|—12x+20y+2z—1=O. Q"&, &{S

3. Najdéte rovnice v normdlnim tvaru ndsledujicich kvadrik a urcete jejich typ.

B x4 y?42r—2y—z4d=0, D S

V PLZNI

b) x2—y>+4+2x+2y—z+2=0,

) x24y24+2x—2y+z=0,

d) 2x24+3y2—8x+6y—67—7=0,
e) 2x2—3y2—8x—6y—6z—13=0,
) 2x24+y2+8x—4y—2z+10=0,
g) 2x>—y?>4+8x+4y+27+8=0,
h)y y24z22—x+6y—27+11=0,

i) y>?-22—x+6y+2:+9=0,

j) x2422-2x—2y+4z7-5=0,
kK x2—22—2x4+y—2z4+4=0,

) 4y? —3z2+12x+ 16y + 187 —5=0.

4. Najdéte rovnice v normélnim tvaru nasledujicich kvadrik a urcete jejich typ.

a) x24+y*4+6x—2y4+9=0, b) x2+4y2—4x+2y+2=0,
) x24yr—2x—2y—7=0, d) x24+722—6x—2:+8=0,
e) y24+z24+4y+274+1=0, ) 22424+ 12x+2y+15=0,
g 2x24+3y2+16x — 12y +38=0, h 2x24+y24+4x—2y—1=0,
i) 2x2—5y2—12x —10y+3 =0, i 2xr—y2412x —2y+13=0,

k) 4x?—y2—16x —4y+16=0, ) 4y*—3z22+16y — 12z + 16 =0,
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AZIRIVA
1849
m) 2y?—z2+4y+47—-8=0, n x2—z2—6x—4z+3=0, ‘_7
0) y>—3x—-2y—-5=0, P Y —2x+6y+5=0, “39% “&{5
RS
qQ 22—2x+27=0, ) x2—4dx+4z—4=0. -
5. Rozhodnéte, které kvadriky z pfedchozich cviceni 2, 3 a 4 jsou degenerované a které nejsou. D ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

2 2
6. Zjistéte, které roviny o rovnici y = kx +r, k,r € R, protnou hyperbolicky paraboloid z = ;—p = g—q, kde
p,q > 0, v pfimce. Napiste parametrické rovnice této tvorici pfimky.
2

7. Uvazujme jednodilny hyperboloid Z—i— + Zﬁ- — i—; =1, a,b,c > 0. Rovina z = 0 jej protne v elipse. Necht
2

2
(x0, Yo, 0) je bod této elipsy, tj. plati ;‘—3 + i—o = 1. Ovéite, Ze piimky p prochdzejici timto bodem, jejichz
parametrické rovnice jsou

pix =x0+ azyot, y =y — bzxot, 7 = Fabct, t eR,

jsou tvorici.
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KIli¢ k piikladim k procviceni

V nasledujicich vysledcich D znaci degenerovanou a N nedegenerovanou kvadriku. Déle je pouZito toto oznaceni:

KP  kulova plocha E elipsoid

JH  jednodilny hyperboloid DH  dvojdilny hyperboloid
EP  elipticky paraboloid HP  hyperbolicky paraboloid
RV rotacni vélec EV  elipticky valec

HV  hyperbolicky vilec PV parabolicky vélec

K kuZzel

R pred oznacenim elipsoidu, hyperboloidi, kuZele a eliptického paraboloidu znaci, Ze jde o rota¢ni kvadriku.

1. ay D, b) D, c) D, d) D, e) D, f)y N, g N,
h)y D, iy D, ) N, k) N, D N, m) D, n) D.
2. a) _<x+53>2 + (y—22>2 + (ZT&)Z — —1, DH, b) _(x—41>2 + <y§2>2 + <z+21>2 =0, K,
) (x—62)2 + (ngn2 + (z+22)2 —1. E, d) (xJZnZ + (y—32)2 + (zT;>2 —1. E
e G 04DE 2y gE, D 26-32+G+22+3-12=1, E
g 4x+D?+9(y—D?+16(z—1)*=1, E, h (x+3)?+ (0 -3+ c—4?=4, KP,
i) (x—%)2+(y—%)2+(z+3)2:2, KP, D =22+ +D2+(z—-3)?2=9, KP,
R G524 04D 32— gn, p o G2y 0 32— 1 pH,
my G524 04D 32 k, I (o iy R S )
0) %—%Ll)zﬂz—sﬂ:—l,DH, P (x—=22+@+D>-(z-3)?%=1, JH,
9 ¢-2*+0+D*-(z—3)?=-1, DH, D x-2+@G+1)*-(-3?%=0K,
9 (ng3)2 + (y—22)2 + (Z-{-&)z — 1. E, 0 (ng3>2 + (y—22)2 _ (zJ{éﬁ —1, JH,
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1) (ng3)2 + (y—22)2 _ (sz&)Z —_1. DH, V) <x4g3>2 + <y—22>2 _ <zJ1r01)2 =0, K, ‘_7
w) -G OB @ g gy ) G OBty @) g g %hok; \.m‘*”\&
3.a) z —2=(x+ 1%+ (y—1)2, REP, b) z —2=((x+D?—(y—1)7? HP, B
©) z —2=—(x+1)*—(y—1)? REP, d) 7 +3=3204 04D pp D > ez
e z+43=02_ 0D pp H z4l=@+22+92 gp
9 z4+2=—(+22+ 952 pp, h) x—1=(+3)>%+@&-1? REP,
D x—1=@+3)?- -1 HP, D oy+a=l 4 @+12 EP,
K y+4=—(x—12+ @+ 1> HP, D x+4i=—042 4 @ pp
4. a) (x+324+(y-D*=1, RV, b) (x—2%+(y+1)2=3, RV,
¢ (x—D*+@»-12=9, RV, d (x—=324+@E—-1D*=2, RV,
) (y+22+@+1D*=4, RV, f) %+%:1, EV,
g WL 0Dy gy hy @Dy 0-D_ g gy,
p G OH g, gy, j EEE R gy,
K - —22+ &2 py, N Ve~ I i #174
my QD _ @D g gy, ny G2 @ gy,
0 (y—D*=3(x+2), PV, P +3)?=2(x+2), PV,
9 @ +D*=2(x+3). PV, N (x—272=-4(z—2), PV.

5. Kulova plocha, elipsoid, hyperboloidy a paraboloidy jsou nedegenerované kvadriky, kuZzel a rotacni, elipticky,
hyperbolicky a parabolicky vilec jsou degenerované kvadriky.
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6. Musi platit k = £ % (po dosazeni rovnice roviny do rovnice hyperboloidu musi vypadnout kvadraticky ¢len

s x). Parametrické rovnice pfimek jsou napf.

2
q r r
X =t, y=+,/=t+r Z=F == t eR.
V p VPq 2q

7. Libovolny bod pfimek p vyhovuje rovnici daného jednodilného hyperboloidu.

O

N
STRAY &s
&
Zxg ynis
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Autotest 1

1.
2.

. Vypocitejte limitu funkce f: z =
. Najdéte parcidlni derivace prvniho fadu funkce f: z = x? y2 — x%sin y+27.

. Vypocététe parcidlni derivace druhého fddu funkce f: z = In

Naértnéte a popiste definiéni obor funkce f: z = /y —x - In (x? y).
Najdéte a nakreslete vrstevnice v, funkce z = 1/ 1 — x2 — y2 a naértnéte fezy rovinami x = 0, y = 0.

Xy =
m v bodé (0, 0)

X241
y -1

. Nahradte funkci f: z = 3x? y+ sin® x+5 ¥y —2 Maclaurinovym mnohoclenem (tj. Taylorovym mnoho¢lenem

v bodé€ (0, 0)) tfetiho fadu.

7. Vysetfete lokdln{ extrémy funkce f: z = x4+ y3 — 18xy + 215.

8. Najdéte rovnice te¢ny a normdly v bodé A = (1, 1) ke grafu funkce y = f(x) dané implicitné rovnic{

xy +Iny — 1 =0 v okoli bodu A.
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Autotest 2 — ..‘ ;; ' —
‘ A,

1. Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce z = arctg v/ x7.
2. Vysetfete lokdln{ extrémy funkce z = (x + y2) e*/2.
3. Aproximujte funkci f(x, y) = x4 x2 y —xy + 2y vbodé A = (1, 0) Taylorovym mnohoclenem prvntho D

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

a druhého fadu.
X
4. Urcete rovnici te¢né roviny 7 a normdly n plochy z = sin — vbodé T = (m, 1, ?).
y
5. Vypoctéte vazané lokalni extrémy funkce f(x1, x2) = x1x2 za podminky xlz + x% =

2
X
6. Terén je plocha uréend rovnici z = 20 — 7 y2. V bodé A = (2, 1) urCete gradient a jeho velikost.

Insin(x + y)
x—y2
8. Urcete druhou derivaci funkce y = f(x) dané implicitné rovnici x2+ Xy + y2 = 3 v okoli bodu (0, V3 ).

7. Urcete definiéni obor funkce z =
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Autotest 3
x* + y4 51 &

1. Vypocitejte limitu lim —_.
YPOCHiE) ()= (0,0) xZ + y2

2. Na grafu funkce f(x,y) = x4 y3 najdéte bod, v némyz je te¢nd rovina rovnobézna s rovinou p: 12x +3y —
—z=0. e
V PLZNI
3. Ovéfte, Ze rovnice x> + Xy + 2y2 +x —y — 1 = 0 zaddva v okoli bodu (0, 1) implicitné funkci y = f(x),

a vypoctéte f/(0).

4. M4 se zhotovit nddrZ daného objemu V ve tvaru rotacniho vélce bez horni podstavy. Pfi jakém poméru jeho

wev s

a,b>0?

5. Transformujte diferencidlni vyraz V: zyx + S5zxy + 6zyy — 22y — 4zy = 0, kde z = f(x, y) md spojité
vSechny druhé parcidlni derivace, do novych soutadnic u, v, je-liu =y — 3x,v =y — 2x.

6. Naleznéte lokdln{ extrémy funkce z = 3xy — x? y—X y2.

7. Je ddna kvadrika 4x> — 9y2 — 367> — 8x — 18y + 144z — 185 = 0. Urcete jeji typ, souradnice stfedu
a velikosti poloos.

8. NapiSte a nakreslete defini¢ni obor funkce z = arcsin[2y (1 + xz) —1].
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IRV
KIi¢ k autotestu 1 v I!V!I 5
1. Nadrtnéte a popiste defini¢ni obor funkce f: z = /y — x - In (x*y). c:,%“ ““\«v@

Reseni. Pod odmocninou smi byt pouze nezdporné &islo a prirozeny logaritmus je definovan pro
kladna ¢isla, proto musi byt splnény nésledujici dvé podminky:

ZAPADOCESKA
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A4

y—x20 N x2y >0
y2x A y>0 A x#0

D(f)={(x,y)eR*>: x #0Ay>0Ay = x}.

Obr. A.1: Definini obor funkce f: z = /y — x - In (x%y)
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2. Najdéte a nakreslete vrstevnice v, funkce z = /1 — x? — y? a nalrtnéte fezy rovinami x = 0, ® =
- NS
y = 0. «}% §

Z Xz

Reseni. ProtoZe odmocnina je vzdy nezéporné &islo, pro ¢ < 0 je v. = @. Pro ¢ = 0 bude

z=c: c=1-22-7 D b o

V PLZNI

A=1-x%—»?2

ey 2N 2

Z posledni rovnice je ziejmé, Ze hodnota parametru ¢ musi byt z intervalu (0, 1), aby v, byla ne-
prazdna. Pro ¢ = 1 je v, = {(0,0)} apro ¢ € (0, 1) bude v, kruZnice se stfedem v pocatku a polo-
mérem \/1 — ¢2 — viz obr. A.2 a).

Nyni ur¢ime fezy rovinami x = 0, y = 0.

zm+y = MnoZinou feseni je pilkruznice — obr. A.2 b).

3\l
\Y
=]
N
S
Il
—
|
=
]

x?+2z2 =1 MnoZinou feseni je pilkruZnice — obr. A.2 c).

>
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a) Vrstevnice b) Rez rovinou x = 0 ¢) Rez rovinou y = 0

Obr. A.2

X
3. Vypoditejte limitu funkce f: z = % v bodé (0, 0).
x“+y
Reseni. Zkusime se piiblizovat k po&atku po pifmkach y = kx, tj. po bodech (x, kx), x — 0. Pro
k # 0 vyjde:

. kx? i _
xlir(l) x2 +k4x4 o xli% 1+ k*x2 o

Limita dané funkce tudiZ neexistuje, nebof zdvisi na smérnici k, tj. na pfimce, po které se k bodu (0, 0)

Py

bliZime. A
4. Najd&te parcidlni derivace prvniho ¥adu funkce f: z = x>y? — x%siny + 2.

Reseni. z, =3x*y* —2xsiny, z, =2x’y —x?cosy +2”In2. A
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2
+1
5. Vypoctéte parcidlni derivace druhého fddu funkce f: z = In xz 1"
y —_—
Reseni. Definiéni obor je D(f) = {(x,y) € R* : |y| > 1}. Na této mnoZin& budou existovat
i parcidlni derivace.
_y2—1 2x  2x _y2—1 —2y(x2+1)_ —2y
ST -1 x2+1’ R 02—  yr-1’
_2(x2+1)—2x-2x_ 2 —2x? _—2(y2—1)+2y'2y_ 2 4+ 2y?
FET@H @R YT P P
Zxy = Zyx = 0. A

6. Nahradte funkci f: z = 3x?y + sin’x + 5y — 2 Maclaurinovym mnoho¢lenem (tj. Taylorovym
mnohoclenem v bodé (0, 0)) tfetiho fadu.

Reseni. Nejprve uréime funkéni hodnotu v bod& (xo, yp) = (0, 0), tedy z(0, 0) = —2. Poté spoci-
tadme veSkeré potiebné derivace a opét do nich dosadime bod (0, 0).

Zy = 6xy 4+ 2sinx cosx = 6xy + sin2x, = 2,(0,0) =0,
zy = 3x* +5, = 2,(0,0) =5,
Zxx = 6y + 2 cos 2x, = Z2:x(0,0) = 2,
Zyy = 07 :> Zyy(o, 0) - O,
Zxy = 6x, = Zxy(0,0) =0,
Zxxx = —4sin2x, = Zxxx(0,0) =0,
Zxxy = 6, = Zxxy 0,0) =6,
Zxyy = 0, = Zxyy (0,0) =0.
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o
Dostaneme:
"7
1 2, 1 2 2 2 s
Tg(x,y)=—2+5y+§~2x +8~6~3xy=—2+5y+x + 3x°y. N 1L
7. Vygetiete lokdlni extrémy funkce f: z = x° + y* — 18xy + 215. D P Iarapocesch
V PLZNI
Reseni. Nejprve si spo¢itame prvni parcidlni derivace dané funkce.

Ze = 3x% — 18y,
Zy = 3y? — 18x.

Protoze existuji v R?, mohou lokéln{ extrémy nastat pouze ve stacionarnich bodech
Prvni parcidlni derivace poloZime rovny nule a ur¢ime staciondrni body.

3x2—18y =0

3y —18x =0
x2

Y6

x4

6 6=

x(x* =6 =0

x1 = 0, x, = 6, dalsi dva kofeny budou komplexni.

Vi = 02/6 =0ay, = 62/6 = 6. Mame tedy dva stacionarni body A = (0, 0), B = (6, 6). Pro
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ovéfeni, zda v nich nastdv4 ¢i nenastava extrém, potiebujeme spocitat druhé parcidlni derivace.

Zxx = 6x, = 2,x(0,0) =0, Zxx (6, 6) = 36,
Ixy = —18, = ny(oa 0) = —18, ny(6’ 6) = —18,
lyy = 6y, = Zyy(oa 0) = 07 Zyy(6a 6) = 36.
0 —18 2 oy ( o -
J(A) = 18 0l= —18 <0 ... lokéln{ extrém v bodé A neexistuje,
J(B) = ‘ _?g _;2 ‘ =36>— 182 >0 ...vbod& B je lokdlni extrém.
ProtoZe z,, (B) > 0, nastdvd v bodé B lokalni minimum. A

8. Najdéte rovnice te¢ny a normdly vbodé A = (1, 1) ke grafu funkce y = f(x) dané implicitné rovnic{
xy +1Iny —1=0v okoli bodu A.

Reseni. Oznaéme F(x,y) = xy + Iny — 1. Plati F(A) = 0, Fy=x4+1/y,t. F;,(A) =2 # 0,
takZe rovnice zadava v okoli bodu A implicitng jistou jednoznac¢né uréenou funkci y = f(x).
Pro urcenf tecny i normdly potfebujeme znat hodnotu prvni derivace v daném bodé¢.

1 1 r_
y+xy +;y =0,

y/_ -y
- 1
x+;

= Y1) =-1/2.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Nyni jiz jen dosadime do vzorce a obdrzime:

1
t:y—1=—§(x—1), n:y—1=2x-1),

t:x+2y—-3=0, n:2x—y—-1=0.
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Kli¢ k autotestu 2

1

. Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce z = arctg v/ x7.

Reseni. Definiéni obor je D(f) = {(x,y) € R?:x > 0}.

Ly =1 _ yx> __ve
B = co () yexT = = )
1+xy 2 2x(1 4+ x)/x¥ 2x(1 +x7)
7y = 1 _1_(xy)—1/2.XY.1nx=—‘xylnx'
T l4xy 2 2(1 + xY) A

. VySetiete lokdln{ extrémy funkce z = (x + y*) e*/2.

Reseni. Funkce je spojitd v IR? a ma zde spojité parcidlni derivace viech fadii. Lokalni extrémy mohou
byt pouze ve stacionarnich bodech.

Nejprve nalezneme staciondrni body, tj. vypocteme prvni parcidlni derivace funkce z a poloZime je
rovny nule. V naSem piipadé tedy plati:

2 =21+ 1/2x +1/2y%), z,=2ye">
Resenim soustavy rovnic
1 1
x/2<1 i 4 2) -0
€ 5
+ 2x s 2y
2ye? =0

dostaneme z druhé rovnice y = 0 a po dosazeni do prvni rovnice x = —2, tj. jediny stacionarni bod

A= (=2,0).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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O tom, zda ve staciondrnim bodé je extrém, rozhodneme pomoci znaménka determinantu

fxx(-xvy) fxy(x’y)
Ty y) e, vl

Dile tedy vypocteme druhé parcidlni derivace v bodé A:

J(x,y) =

oy = Cx/Z(l + lx + 1y2> = Zxx(A) = i ’
4 4 2e

ny = eX/Zy :> ny(A) = 0,
2
Zyy = 2eX/2 = Zyy(A) = E 5

Po dosazenije J(x,y) =1/ e?>0,a proto v bod€ A nastane extrém. ProtoZe z,,(A) > 0, jde o ostré
lokalni minimum. A

3. Aproximujte funkei f(x, y) = x> 4+ x%y — xy + 2y vbodé A = (1, 0) Taylorovym mnoho&lenem
prvniho a druhého fadu.

Reseni. Pro néhradu funkce Taylorovym mnoho&lenem v bodé A potiebujeme znit hodnotu funkce
a hodnoty prvnich a druhych parcidlnich derivaci funkce f(x, y) v bodé A.

z:x3+x2y—xy—|—2y = z(A) =1,
o — 3x2 + 2xy —y = zx(A) =3,
Zy=x—x+2 = z,(4) =2,
Zex = 6x + 2y = Zu(A) =6,
ey =2x — 1 = Zy(A) =1,
oy = (U = Z,,(A)=0.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Po dosazeni do vzorce (4.7) obdrzime
S v7
%, S

Ti(x,y) =1+3(x —1)+2y, 22
Th(x,y) =143 — 1) +2y +3(x — D>+ (x — Dy. A
x UNERZTA
4. Urcete rovnici te¢né roviny T a normaly n plochy z = sin — vbodé T = (m, 1, 7). D v Rz
y

ReSeni. Te¢nd rovina md rovnici T: z = 2o + fx (X0, o) (x — X0) + fy(x0, y0)(y — Yo), normdla n
md parametrické rovnice

X =xo+1 fx(xo0, yo0),
y=yo+t fy(x0,y0), €R,
Z=290—t.

V nasem pripade tedy plati:

zo=sint =0,

1 X
2y = — COS — = Z(m, D) =-1,
y y
X X
Zy=——cos— = zy(n,1)=m.
y y
Te¢nd rovina m4 po dpravach rovnici t: z = —x + 1y, normdla m4 parametrické rovnice

n:x=m-—t,
y=14+m7t, teR,
z = —1. A
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5. Vypoététe vazané lokdlni extrémy funkce f(x1, x) = x1x; za podminky x12 + x22 =
Reseni. Jak funkce f(x), x»), tak funkce g(x1, x2) = x% +x22 — 2 z vazebné podminky maji derivace
viech Fadii v celé R?. Lagrangeova funkce md tvar

L(x1, %2, Yo, Y1) = Yox1x2 + y1(x] + x5 — 2).

Budeme piedpoklddat, Ze yo = 0 pro minimum i maximum. Nezévislost gradientu g’'(x, x;) =
= (2x1, 2xp) znamend, Ze je nenulovy. Soustava rovnic 2x; = 0 a 2x, = 0 m4 vsak jediné feSeni
x1 = xp = 0, které nevyhovuje vazebné podmince. To tedy znamend, Ze y, je nenulové, a lze volit
yo = 1. Derivace Lagrangeovy funkce pak je

L (x1, x2, 1, y1) = (x2 + 211, X1 + 2y122).
Podle véty 8.2 mohou lokdlni extrémy nastat pouze ve staciondrnich bodech, které ur¢ime z rovnic

2x0 4+ 2x1y1 =0,
2x1 4+ 2x1 =0,
x12 + x22 —-2=0.
Odtud dostaneme, Ze y; # 0. V opaéném piipadé bychom dostali x; = x, = 0, ale toto feSeni

nespliiuje vazebnou podminku. Z nenulovosti y; plyne, Ze x; # 0 a x, # 0. Kdyby totiZ napf.
x1 = 0, vyslo by z prvni rovnice, Ze x, = 0, coZ je opét spor s vazebnou podminkou. Plat{ tedy

X2
yi=——

X1 2

x| = X=X
yi=——

X2

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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Odtud mame x, = =£x,. Tento vysledek dosadime do vazebné podminky a dostaneme v =
) S
R S

D x=x = =2 = x=%x1 = y=-1, x>
M x=-x = 2I=2 = x=+1 = y =1
ZAPADOCESKA
Celkové tedy mame Ctyfi staciondrni body,ato A = (1,1), B = (—1,—-1),C = (1,—-1)a D = D > Ve
=(—1,1).

Déle vypocteme druhou derivaci. Dostaneme

2y1 1
gx/fx(-xth’l,yl): ( 1 2y1)

Nyni uréime vektory spliiujici podminku (g’(x1, x2), k) = 0. V nafem piipadé plati
g (x1, x2) = 2x1, 2x2).

Nejprve vysetifme body A a B, jimZ odpovidd taZ hodnota multiplikdtoru y; = —1. Je g'(A) =
= (2,2) = —g'(B). Pro h = (hy, h») obdrzime

(g'(A),h) =2h +2hy =0=> h; = —hy, tj.h = (h, —h), h € R.

Pro B maiji vektory spliiujici (g'(B), h) = O stejny tvar. Tedy

(L0011, 1), k) = (h, —h) (‘f _; ) (_hh> — _6h% < 0proh £0.

Vysledek pro B je stejny. V obou téchto bodech je proto podle véty 8.6 lokdlni maximum. Jeho hodnota
je f(A)=f(B)=1




Autotes 421
L <

Podobné pro body C a D, jimZ odpovida tatdz hodnota multiplikdtoru y; = 1,je g'(C) = (2, =2) = ® =
/ 2 5

(g (C),h) =2h; —2hy =0 = hy = ha, Gj. h = (h, h), h € R.

ZAPADOCESKA
Pro D maji vektory spliiujici (g’ (D), h) = 0 stejny tvar. Tedy D P umvenzira

V PLZNI

(LA, =1,1,1),h) = (h, h) G ;) (Z) =6h>> 0proh # 0.

Vysledek pro D je stejny. V obou téchto bodech je proto podle véty 8.6 lokdlni minimum. Jeho hodnota
je f(C) = f(D) =—-L A

2
X
6. Terén je plocha uréend rovnici z = 20 — T y2. Vbod& A = (2, 1) uréete gradient a jeho velikost.

Reseni. Pro vypocet gradientu stali vypoéitat parcidlni derivace funkce z a ovéfit, Ze jsou spojité
v bodé A.

X
G=—7 = Ld)=-1

Zy=-2y = z,(A)=-2,

tedy
gradz = (—1, —2).

Pro jeho velikost plati || grad z|| = v/ (—1)* + (—2)? = V5. A
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Insin(x + y) l.
—— ey
%,

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=

7. UrCete defini¢ni obor funkce z = >
X —y

ReSeni. Prirozeny logaritmus je definovadn pouze pro kladnd ¢isla, druhd odmocnina je definovdna

pro nezaporna c¢isla, jmenovatel zlomku musi byt nenulovy. Odtud dostdvame pro urceni defini¢niho
- . ZAPADOCESKA
oboru dvé podminky: UNIVERZITA

V PLZNI

L

x—y>>0 A sin(x + y) > 0,
x> y? A 2kn <x+y<mn+2kn, kelZ,
x> y? A 2kt —x <y < —x+7n(l+2k), k € Z.
D(f)={(x,y) eR*:x > y*A2kn—x <y < —x +7(l +2k), k € Z}.
Defini¢nim oborem jsou plochy spoleéné vnitikiim pdst mezi dvojicemi pifmek y = —x + 2k,
y = —x + 1(1 4 2k) a vnitiku paraboly y* = x.

Obr. A.3: Definiéni obor funkce z = 210ty
x—y
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8. Ur¢ete druhou derivaci funkce y = f(x) dané implicitné rovnici x? +xy+ y2 = 3 vokolibodu A = " 7
< N
o &

= (0, V3).

ReSeni. Oznacme F(x, y) = x> +xy +y*> — 3. Plati F(A) = 0, F, = x +2y, F,(A) = 2+/3 #0,
takZe rovnice implicitné€ zadava v okoli bodu A jistou jednoznacné uréenou funkci y = f(x). D
e

V PLZNI

Urc¢ime prvni derivaci:
x4+ xy+y? =3,
2x +y+xy +2yy =0,
Y'(x+2y)=-2x -y,
2x+y
Cx42y°

/

Pii vypoctu druhé derivace vyjdeme z rovnice 2x + y + xy’ + 2yy’ = 0, kterou jesté jednou zderi-

vujeme.
24+ +Y +xy" +20))° +2yy" =0,
Y'x +2y) = =2 -2y —20/)%,
"_ —2— Zy/ - 2()”)2
X+ 2y ’
Po dosazeni za y’ obdrZime:
(x +2y)3 A
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Kli¢ k autotestu 3 ..‘%'
( e & 7
)(4 —+ )}4 4’4. &

1. Vypocitejte limitu ~ lim ———. XxTS>
yPoerd] @.9)—0.0) x2 + y2
Reseni. Pro vypocet pouZijeme poldrnich soufadnic, tj. x = p cos @, y = p sin ¢. Dostaneme: D  ramnces
UNIVERZITA
V PLZNI
x4yt pHeosto + sin® @)

= p?(cos* ¢ + sin* p).

x24y2 02
ProtoZe lim+ p> =0a0 < cos* p+sin* ¢ < 2, . je to ohraniend funkce, plati podle lemmatu 1.27,
p—>0
Ze
x*+ y4
im ———=0.

(x.9)—0,0) x2 4 y? A
2. Na grafu funkce f(x,y) = x> + y° najddte bod, v ném? je te¢nd rovina rovnob&zna s rovinou

p:12x 43y —z=0.

Reseni. Oznaéme T hledanou te¢nou rovinu, jeji normalovy vektor ma soufadnice n, = (3x%,3 y2,
—1). Normdlovy vektor roviny p md soufadnice n, = (12, 3, —1). ProtoZe je rovina T rovnob&zna
s rovinou p, jsou také rovnobézné jejich normalové vektory, tj. n, = kn,, kde k € R, k # 0.
Tedy (3x2, 3y2, —1) = (12k, 3k, —k), z ¢ehoz dostaneme k = 1. Porovnanim prvnich dvou sloZek
dostaneme 3x% = 12 a3y*> = 3,t. x = £2 a y = +1. ReSenim budou &tyfi body A = (2, 1),
B=2,-1),C=(-2,1)aD=(-2,-1). A
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3. Ovéite, Ze rovnice x> + xy + 2y*> +x — y — 1 = 0 zadévé v okoli bodu (0, 1) implicitn& funkci
y = f(x), avypoctéte f(0).

ReSeni. Oznaéme F(x,y) = x> +xy+2y>+x —y—1.Plati F(0,1) =0a Fy=x+4y—1,4.
Fy(0,1) = 3 # 0, takZe rovnice zaddva v okoli bodu (0, 1) implicitn€ jistou jednoznacné urcenou
funkci y = f(x).

Postup vypoctu derivace si ukdZzeme obéma dvéma moZnymi zpisoby. Nejprve ,,pfimou derivaci
dané rovnice, poté za pomoci vzorce (7.1).

2x +y+xy +4yy' +1-y =0,
Yx+4y—-1D=-1-2x—y,
—1-2x—y
x+4y—1
Y = 14+2x+y ,
1—x—4y
, 1+42-0+1 2
YO= T Ty
Postupujeme-li pfi vypoctu podle vzorce, musime si nejprve spocitat prvni parcidlni derivace dané
funkce F(x, y) = x> 4+ xy + 2y* + x — y — 1 a vypoitat jejich hodnotu v bod& (0, 1).

/

k]

Fo=2x+y+04+1-0-0=2x+y+1 = F.(0,1) =2,
Fy=04+x+4y+0—1-0=x+4y—1 = F,0,1) =3,
. F 2x4y+1
YTTER T x4y -1

(0) = : A
y =73

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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4. M4 se zhotovit nddrZ daného objemu V' ve tvaru rota¢niho vélce bez horni podstavy. Pfi jakém poméru

N 24

dnabKe,a,b > 0?

ReSeni. Obsah plasté rotadniho vélce je dén vztahem S; = 27rh, obsah podstavy je S, = 7r?.
Néklady na nadrZ jsou tedy C = 2mrha + mr’b pti podmince V = wr’h. Z této podminky lze

vyjadtit proménnou h = —5 a hledat minimum funkce jedné proménné C(r) = 2mr —Sa+
r r
2V
+rrib="a+ Trrzb, r > 0. Ur¢ime staciondrni body této funkce:
r
2V —2Va +2nrb
C'(r)= ——a+2nrb=———F——=0.
r r
. . o A Tl ;/aV
Tato rovnice md na intervalu (0, +00) jediny kofen ro = 4/ b
T

Dile je C'(r) < 0 na intervalu (0,7r9) a C’(r) > 0 na intervalu (rg, +00), tedy C(r) klesd na
intervalu (0, ry) a roste na intervalu (rg, +00), tudiZ r( je bodem absolutniho minima.
Uréime vztah mezi proménnymi % a r. Po dosazeni za ry do vztahu

h 14

r mr3

dostaneme

hy V. wb b
o n aV  a’

Nejmensi ndklady na vodni nddrz tedy budou v piipadé€, Ze pomér vysky A k poloméru dna r bude
b:a. A

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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. Transformujte diferencidlni vyraz V: z, + 5z¢y + 62y, — 22, — 4z, = 0,kde z = f(x,y) md
y T By T LLe T Ry = J O 57
spojité vSechny druhé parcidlni derivace, do novych soufadnic u, v, je-liu =y —3x,v =y — 2x. N 7S
/0"4- ““\‘\

Reseni. Ziejmé plati f(x,y) = f(v —u,3v —2u) = F(u,v) = F(y — 3x,y — 2x). Derivace

vnitfnich slozek jsou:
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
w=3 =30 = wp==2y @yl B = gy = By =0 VPN
W=y =y = U= el U = U = Uy =0

Odtud po dosazeni do vztahii (3.13) a (3.17) pro prvni a druhé parcidlni derivace sloZené funkce
dostaneme:

Zxy = —3F, — 2F,,
zy=F,+F,,

Zxx = 9F,, +12F,, +4F,,,
Zey = —3Fu — 5Fyy — 24Fy,
Ko = Wiy A= By 2 oy,

Po dosazeni do zadaného vyrazu V obdrzime —F,, + 2F, = 0. A

. Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = 3xy — x%y — xy°.

Reseni. Funkce md parcidlni derivace vSech fadi v RR?, takZe lokalni extrémy mohou nastat pouze ve
staciondrnich bodech. Vypocteme prvni parciélni derivace z, a z,.

Zx =3y—2xy—y2,

s = 3 — x% = 2xy.
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1849
Prvni parcidlni derivace poloZime rovny nule a spoc¢itdme staciondrni body.
AL\ 7

y3—2x—y) =0, xS
x3—x—2y)=0.
’ ZAPADOCESKA
Resenim soustavy obdrzime &tyfi staciondrni body A = (0,0), B = (1,1),C = (3,0)a D = (0, 3). VT

Pro ovéfeni, zda v nich nastdva ¢i nenastdva extrém, potiebujeme spocitat druhé parcidlni derivace.
o = =2y gy = O = 230 = A, gy = =25,
Hodnoty druhych parcidlnich derivaci v bodech A, B, C, D jsou

2xx(0,0) =0, z,x(1,1) = =2, 2z, (3,0) =0, 7xx (0, 3) = —6,
ny(ov 0) =5 39 ny(la 1) = _17 ny(37 0) == _3’ ny(o’ 3) = _37
Zyy(oa 0) = 05 Zyy(ls 1) = _25 Zyy(3a 0) = _67 Zyy(oa 3) = 0.

Hodnoty determinantu J (X, y) = Zyx2yy — (zxy)2 jsou ve staciondrnich bodech

J(A) = -9 < 0 ... lokélni extrém v bod¢é A neexistuje,
J(B)= 3>0... vbodé B je lokdlni extrém,
J(C) = -9 <0 ... lokélni extrém v bod¢ C neexistuje,
J(D) = -9 <0 ... lokdlni extrém v bod¢é D neexistuje.
ProtoZe z,, (B) < 0, nastdva v bod& B ostré lokalni maximum. A
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7. Je ddna kvadrika 4x% —9y? — 367> — 8x — 18y + 144z — 185 = 0. Urcete jeji typ, soufadnice stiedu " 5
a velikosti poloos. '5% 4

Reseni. Pokusime se odhadnout typ kvadriky. Vzhledem k tomu, Ze rovnice obsahuje viechny tfi
neznamé v druhé mocniné s riiznymi koeficienty a znaménky u druhych mocnin, ptijde bud o kuzel D

ZAPADOCESKA

nebo o néktery hyperboloid. Rovnici tedy upravime na stfedovy tvar a o vysledku rozhodneme podle P univerzia

hodnoty absolutniho ¢lenu.

V PLZNI

4x% —9y? — 36z — 8x — 18y + 144z — 185 = 0,
4(x? — 2x) — 9(y* + 2y) — 36(z> — 4z) = 185,
4(x — 1)> = 9(y + 1)> — 36(z — 2)* = 36,
-1 G+ @-2°

1,
9 4 1
GRS VN k) S
32 oz T
Jde tedy o dvojdilny hyperboloid se stredem v bodé S = (1, —1,2) a poloosami a = 3,b = 2
a c = 1, jehoz osa je rovnob&Zna se soufadnicovou osou x. A
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8. Napiste a nakreslete defini¢ni obor funkce z = arcsin[2y(1 + x2) —1]. .

=

Reseni. Funkce arkussinus je definovana na intervalu (—1, 1). Odtud dostdvame nésledujici nerov-
nosti:
—152y14+xH-151,

0=<2y(1+x% =2,

0yl +xH) =1,
1

1+ x2’

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

0sy< protoze 1 + x> > O prox € R.

Tedy D(f) = {(x,3) € R*:0S y < |

Defini¢nim oborem je plocha ohranic¢end osou x a grafem funkce y =

1
1+x2°

Obr. A.4: Definiéni obor funkce z = arcsin[2y(1 + x?) —1]




Z.avérecné interaktivni testy

Test 1

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

1. (1b.) Ktery ptedpis nepiedstavuje redlnou funkci dvou redlnych proménnych?
zZ(x,y)=In|x|+y,x e RN {0},y e R z(t) =Injt| +e +3,t e R {0}

z(u, v) = u - arctg \/E, uelR" velR" z(x,y) =sin(x +y),x,y € R
v

1
2. (1b.) Lze funkci f(x, y) = 252 dodefinovat v pocatku tak, aby byla spojitd?
X2ty

Ano. Ne.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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x —y? l.

3. (1b.) Ktery obrazek zndzoriiuje defini¢ni obor funkce k(x, y) = m ? A%%vmm:&
Ki y\S

&
S

=

y y

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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AZIRINA
4. (1b.) Vyberte, které z ndsledujicich tvrzeni je pravdivé. \ =
KuZelova plocha je grafem Kulové plocha neni grafem Kulova plocha je grafem ‘“‘1»,,/0'{_ \“5
funkce dvou proménnych. funkce dvou proménnych. funkce dvou proménnych. )
5. (1b.) Ktera z nasledujicich podminek zarucuje, Ze za predpokladu existence druhych smiSenych par-
cidlnich derivaci funkce f(x, y) v n&akém okoli bodu (xo, yo) plati fiy(xo, yo) = fyx (X0, Y0)? D P Inaooseskh
V PLZNI
Funkce fy, a fy, jsou spojité v bodé Funkce f,, a fy. jsou nezdporné.
(*x0, Y0)-
Funkce f,, a fyx jsou rostouci. Funkce f,, a fy. jsou neklesajici.

6. (1b.) Te¢nd rovina 7 ke grafu funkce f v bodé (xo, yo, f (xo, yo)) ma pfi oznaceni zg = f (X0, Yo)
rovnici

Z 4 zo = d f (xo0, Yo)

z — 20 = —d f(xo0, Yo)

2+ 20 = fi(x0, yo)(x — x0) + fy(x0, y0)(y — Yo)

z = fx(xo0, yo)(x — x0) + fy(x0, y0)(y — yo0) + f (x0, yo)

7. (1b.) Prvni parcidlni derivace funkce f(x, y) = x°/2 + y* — x3y* podle x je
3x5 — 3x2y* 3x° —3x?

3x° +4y3 — 12x%y° 3x° +4y3 — 3x%y* + 4x3y?
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VIRV

82 2
8. (1b.) Druh4 parcidlni derivace —f funkce f(x,y) = V je T7
ay? 1+ 5x ) 4

2 2+ 10x 2 . x>
5 (14 5x)* 14 5x
9. (1b.) Totéln{ diferencial prvniho fadu funkce f: z = x In(7y) je v obecném bod¢€ (x, y) € D(f): D p ZAPaboceskh
1 V PLZNI
In(7y) dx + —— dy ~dx
Ty X
x
In(7y)dx + —dy In(2x)
y

10. (1b.) Bod S je staciondrnim bodem dvakrat spojité diferencovatelné funkce f (x, y). Druhé parcidlni
derivace v tomto bodé€ jsou: fiy =2, fy, = 2a fy, = 1. Pak ve staciondrnim bodé¢ S

je ostré lokalni minimum. je ostré lokalni maximum.

je neostry lokalni extrém. extrém nenastava.

Spravné zodpoveézené otazky:

Ziskané body:

Procento dspéSnosti:
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Test 2

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

1. (1b.) Vyberte, na kterém obrazku je znazornén defini¢ni obor funkce f(x, y) =

2. (1b.) Lze funkci f(x, y) = % dodefinovat v pocatku tak, aby byla spojita?
Xty

Ano. Ne.

X+Yy

o

{ ISTRAVS, ’
%, &,
Q ‘*}
@E

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

&
S

=

L
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3. (1b.) Necht v néjakém okoli &'(xg, yo) bodu (xg, yo) pro funkci f(x, y) plati: " 5

1. existuji smiSené druhé parcidlni derivace fy, a fy.,

/0‘,‘1. ““\Q’v
2. fyy a fyx jsou spojité v bod€ (xo, yo).
Pak plati: ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
Soy(xo, ¥0) # fyx(x0, y0) smiSené parcidlni derivace nejsou zaménitelné v pLznl

Sy (xo0, yo) < fyx (X0, yo) Sry (X0, y0) = fyx (X0, Yo)

2
4. (1b.) Vypoctéte derivace funkce f: z = 3 + 16 — y%2, vbodé¢ A = (0, 3) ve sméru vektoru
b = (0, —-3).
9

9
fo(A) = VG fo(A) = —— fo(A) = 7 fb(A) =0
2

5. (1b.) Druhad parcidlni derivace Il funkce f(x,y) = x° 4+ x*y? je
y

6y 20x° 4 6y
20x° + 6xty 6xty
6. (1b.) Bod S je stacionarnim bodem dvakriat spojité diferencovatelné funkce f (x, y). Druhé parcidlni
derivace v tomto bodé¢ jsou: fy, = —2, fy, =3 a f,, = 1. Pak ve staciondrnim bod¢ §
je ostré lokalni minimum. je ostré lokalni maximum.
je neostry lokalni extrém. extrém nenastava.
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7. (1b.) Rozhodnéte o pravdivosti ndsledujiciho tvrzeni:
Geometricky vyznam Taylorova vzorce je nahrada funkce f jednodus$sim typem funkce — mnoho-
¢lenem — v okoli bodu (xg, yo). Pfi ndhradé dochdzi obecné k jisté chybé.

Ano. Ne.

8. (1b.) Rozhodnéte o pravdivosti ndsledujiciho tvrzeni: Bod § je izolovanym bodem mnoZiny M.
M

Ano. Ne.
9. (1b.) Rozhodnéte, zda je obdobné jako u parcidlnich derivaci moZné zavést derivace ve sméru vyssich
rada.
Ano. Ne.

10. (1b.) Urcete typ kvadriky, jejiZ rovnice je

x—=D>+ 43>+ z+67> =4

kulové plocha se stfedem (—1, 3, 6)
kulové plocha se stfedem (1, —3, —6)
elipsoid se sttedem (—1, 3, 6)

elipsoid se stfedem (1, —3, —6)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 3

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

sinxy

1. (1b.) Vyberte obrazek, na kterém je znazornén defini¢ni obor funkce g(x, y) = 2y
xXeTy

439 Py 5 oS
R

{ SR\ TRAVS ’
%, &,
Q ‘*}
@E

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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L
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(1b.) Je ddna funkce f(x, y, z) = In(Jx| + |y| 4 |z|). Jeji defini¢ni obor je mnoZina:
D(f) ={(x,y,2) € R’ | xyz # 0} D(f) =R~ (0,0,0)

D(f) =R’ D(f) =R?
(1b.) Je spojitost prvnich parcidlnich derivaci nutnou podminkou existence totdlniho diferencidlu?
Ano. Ne.

(1b.) Bod S je staciondrnim bodem dvakrdt spojité diferencovatelné funkce f (x, y). Druhé parcialni
derivace v tomto bod¢ jsou: f,, = =2, f,, = —3a f, = 1. Pak ve staciondrnim bod¢ S

je ostré lokdlni minimum. je ostré lokdlni maximum.

je neostry lokdlni extrém. extrém nenastava.

3

X
(1b.) Lze funkci f(x,y) = ﬁyz dodefinovat v pocatku tak, aby byla spojita?
Xty

Ano. Ne.

(1b.) Vyberte, které tvrzeni je spravné. Bod, ve kterém nastava lokalni extrém funkce dvou promén-
nych,

musi byt vnitinim bodem jejiho defini¢niho oboru.
musi byt vnitfnim nebo hrani¢nim bodem jejiho defini¢niho oboru.

mize byt vn€jSim bodem jejiho defini¢niho oboru.

nemuzZe byt izolovanym bodem jejiho defini¢niho oboru.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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VIRV
7. (1b.) Rozhodn&te, zda rovnice f(x, y,z) = x> — 2y?> + z%> — 4x + 2z — 1 splituje v okoli bodu ® o7
A = (0, 1, 1) predpoklady véty o implicitni funkci. 3:,4' '3«5
Chi uwS
Ano. Ne. >
1
8. (1b.) Parcidlni derivace fy’ funkce f(x,y) = EXG +y* —x3ytje D p Zeasocesca
4y3 — 4)c3y3 4y3 — 12x2y3 o
3x0 +4y3 — 12x%y3 3x° +4y® — 3x%y* + 4x3y3

9. (1b.) Urcete typ kvadriky, jejiZ rovnice je

x—17% 43?7 @-2?>
, T4t g

1.

kulové plocha se stfedem (—1, 3, —2)

elipsoid se stiredem (1, —3, 2)

elipsoid se stfedem (—1, 3, —2)

kulova plocha se stfedem (1, —3, 2)

4
10. (1b.) Vypoctéte derivaci funkce z = —2x — gy v bodé A = (2, 3) ve sméru vektoru b = (2, 3).

1
=28 =4 p = —8 Zb:é_l
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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xR

Test 4 l.

v ISTRANS, 7
2 o P ] P %, &
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

1. (1b.) Vyberte, na kterém obrdzku je zndzornén defini¢ni obor funkce A (x, y) = v/x2 + y? — 4.

&
S

=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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AZIRINA
2. (1b.) Vyberte spravny zavér ndsledujiciho tvrzeni: Nechf v n&jakém okoli &'(xq, yo) bodu (xg, o) " 5
pro funkci f(x, y) plati: “% 4
/0‘,‘1. 5 “\Q’v
1. existuji prvni parcidlni derivace fy a f,,
2. existuje smiSend druhd parcidlni derivace f, (s pfipadnou vyjimkou bodu (xo, o)), exateet
3. existuje lim fxy (x, y) =K. > sl:ivziunlzm
(x,y)—(x0,0)

Pak plati, Ze

obé smiSené parcidlni derivace fy,(xo, yo) a f,x(Xo, yo) existuji a plati
Sy (X0, yo) = fyx(x0, yo) = K.

smiSend parcidlni derivace fy,(xo, yo) neexistuje.

obé smiSené parcidlni derivace fy,(xo, yo) a fyx (X0, Yo) existuji, ale obecné neplati
Sy (xo, y0) = fyx(x0, y0) = K.

smiSend parcidlni derivace fy,(xo, yo) existuje, ale neplati fy,(xo, yo) = fyx (X0, Yo)-

3. (1b.) Vyberte defini¢ni obor funkce f(x, y) = ; + ﬁ
D(f)={(x.»)eR [x#0Vy#1}
D(f)={@, N eR |x#£0ny#1}
D(f)={(x,y) eR*|x #0Ay #0}

D(f)y={G,»eR [x#0Ay#0Ay#1}
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4. (1b.) Rozhodnéte, zda se jedna o definici grafu funkce.
Necht z = f(x, ), (x, y) € D(f) = A C R?, je funkce dvou prom&nnych. Pak mnoZinu G C R?
definovanou vztahem G = {(x, y,z) € R* | (x, y) € A, z = f(x, y)} nazyvame grafem funkce f.

Ano. Ne.

7
5. (1b.) Vypoctéte derivace funkce f: z = 3 + /16 — y2 vbodé U = (2,3) ve sméru vektoru
b= (2,3).

1 2 9
U)=——— U)=— U)=0 U)=——
fo(U) 7 fo(U) 7 fo(U) fo(U) 7
cos x?
6. (1b.) Parcialni derivace funkce f(x, y) = podle y je
. 2 cos x?
—2x sin x -—
y
(—2x sinx?)y — cos x? sin x?
y? y?

7. (1b.) Jaky je geometricky vyznam totdlniho diferencidlu funkce dvou proménnych?
Nahrada grafu funkce te¢nou. Nahrada grafu funkce te¢nou rovinou.

8. (1b.) Totdlni diferencial funkce z = y*Insin x v obecném bodé (x, y) € D(f) je

, COS X i
Vo — + 2yInsinx 2ydx + Intgxdy
sin x
) ) COs X
y“cotgxdx + 2ylnsinx dy 2yIn ——dx
sin x

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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ARV
9. (1b.) Musi bod, ve kterém nastava lokdlni extrém funkce dvou proménnych, patfit do jejtho definic- v || o7
niho oboru? ’5% G
/ck,i ““\Q‘c
Ano. Ne.
. Xty .
10. (1b.) Je diina funkce 7(x, y) = ~—=. Pak pla D iesoocesia
y — UNIVERZITA
3%z 3%z 9%z 1 9%z 1+x
_=1,_=0 — e, e s
0x? dy? 0x2  y—1 0y2 2(y—1)3
9’z ; 9’z 2(1+x) %z 1 9%z  —2(1+x)
oxz Ty (y— 1) ax2 y—17 9y (y—1)7?

Spravné zodpoveézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:
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A7 RN

Test 5

5 8

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). 2 “N@

1. (1b.) Vyberte defini¢ni obor D( f) funkce f: z = 1/3x — y. D P Iarapocesch
D(f) ={(x,y) eR* |y > 3x) D(f)={(x,y) e R’ | y < 3x)
D(f) = {(x,y) e R? | y = 3x} D(f) = {(x,y) e R*| y < 3x}

: sin (x* 4 y?) o o

2. (1b.) Lze funkci f(x, y) = —2r2 dodefinovat v pocétku tak, aby byla spojita?

xXeTy
Ano. Ne.

3. (1b.) Vyberte, které z nasledujicich tvrzen{ je pravdivé.

Elipsoid nenf grafem funkce dvou proménnych.

Elipsoid je grafem funkce dvou proménnych.

9 2
4. (1b.) Parcidlni derivace a—f funkce f(x,y) = —je
y

§\<

2)’
4 7

e w

X
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AZIRINA
5. (1b.) Jak se nazyva bod (xq, yo) funkce f(x, y), pro ktery plati f, (xo, yo) = 0 a zdroven " || 7
fyGo, yo) = 02
L7
sedlovy bod staciondrni bod =

6. (1b.) Rozhodnéte, jaka kvadrika je na ndsledujim obrazku:
ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

V PLZNI

L

parabolicky vélec hyperbolicky vélec
elipticky paraboloid hyperbolicky paraboloid
7. (1b.) Taylortv mnoho¢len druhého fadu funkce f(x, y) = sin(x? + yz) vbodé A = (0,0) je
To(x,y) = x>+ Ty(x,y) =1+ x> +y*
Tr(x, y) = 2x* + 2y? Try(x,y) =1+ x+y+2x*+2y°
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8. (1b.) Rozhodnéte, zda ma funkce na ndsledujicim obrazku v bodé (xg, yo) ostry lokdlni extrém. ® =
; z=f(x,y) NS
D o
V PLZNI

<:: 0 (xo0, Yo)
Ano. Ne.
9. (1b.) Zarucuje spojitost druhych smérovych derivaci fyy (x, ¥) a fyu(x, y) v bodé€ (x, y) ve smérech
u av jejich rovnost?

Ano. Ne.
2
10. (1b.) Rozhodnéte, zda rovnice In v/x? + y? = arctg y_ splituje v okoli bodu A = (—1, 0) ptedpo-
by

klady véty o implicitni funkci.
Ano. Ne.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:
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AZIRINA
Test 6
v7
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). /o “m‘&
In(9 — X2 == 22 ZAPADOCESKA
1. (1b.) Vyberte defini¢ni obor D( f) funkce f(x, y,z) = ( J ), > o
VXi+yr+z22 -4

D(f)={(x,y,2) eR’ |4 <x*+y*+ 7> £ 9}
D(f) ={(x,y,2) e R’ |4 < x*+ )’ + 2> < 9}
D(f)={(x,y,0) eR |4 x*+y* + 22 £9}

D(f) ={(x,y,2) e R’ |4 Sx* +y* + 2> < 9}

2. (1b.) Lze funkci f(x, y) = sin 2572 dodefinovat v pocdtku tak, aby byla spojitd?
XeTy

Ano. Ne.

3. (1b.) Které tvrzen{ je postacujici podminkou existence totdlntho diferencidlu funkce f(x, y) v daném
bodé?

Existence prvnich parcidlnich derivaci v daném bod¢.
Spojitost prvnich parcidlnich derivaci v daném bodé&.

Existence prvni parcidln{ derivace podle x v daném bodé.

Existence a rovnost prvnich parcidlnich derivaci.
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AZIRINA
2
cos x
4. (1b.) Parcidlni derivace f, funkce f(x,y) = je A\ I;!:!jl <k
cos x? ’ 2x sin x? sin x?2 L™
9 2 -
f;:—szmx fjé:— 3 f;ZT fx/:_ y2
5. (1b.) Rovnice te&né roviny ke grafu funkce z = x> 4+ 4y? vbodé T = (3, —1, ?) je D éﬁi{{zﬁ“
6x —8y+z—-13=0 7+ 13 =—6x —8y
z—13 =6x — 8y 6x —8y—2z—13=0
6. (1b.) Bod § = (x¢, yo) je staciondrnim bodem funkce f (x, y), jestlize
Jx(x0, yo) = 0a fy(xo, yo) = 0. Sx(x0, yo) = O nebo fy(xo, yo) neexistuje.
Jy(x0, yo) = O nebo fy(xo, yo) neexistuje. Jx(xo0, o) # 0a fy(xo, yo) = 0.

7. (1b.) Rozhodnéte, jaka kvadrika je na nasledujim obrazku:

parabolicky vélec hyperbolicky vélec

elipticky paraboloid hyperbolicky paraboloid
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2 TR
1849
8. (1b.) Jaké jsou predpoklady Weierstrassovy véty, kterd zarucuje existenci globdlnich extrému funkce v o7
x,y)? R S
VACR)) N
Funkce f(x, y) je rostouci na mnoZzing M.
Funkce f(x, y) je spojitd na mnoZiné¢ M. D > T
V PLZNI

Funkce f(x, y) je spojitd na ohrani¢ené a uzaviené mnoziné M C D(f).
Funkce f(x, y) je spojitd na uzaviené mnoziné M C D(f).

Funkce f(x, y) je spojitd na ohrani¢ené mnoziné M C D(f).

14
9. (1b.) Vypodtéte derivaci funkce 7z = —2x — EY y3 vbodé A = (2, 0) ve sméru vektorua = (-2, 0).

4
Ja(A) = =2 Ja(A) = —3 Ja(A) =4 Ja(A) =2 Ja(A) =0

10. (1b.) Rozhodnéte, zda rovnice x siny 4+ e* cos y 4+ cosx = 1 spliiuje v okoli bodu A = (0, —7/2)
ptedpoklady véty o implicitn{ funkci.
Ano. Ne.

Spravné zodpovézené otdzky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:
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AZIRINA
Test 7
e
Vyberte spravnou odpovéd (pravé jedna je spravnd). 4,,/0“ ““\“&
1. (1b.) Vyberte defini¢ni obor D( f) funkce f(x, y,z) =In (x> — y* —z> — 1). D . Hrmocisus
D(f)={(X,y,Z)€R3|x2—y2;él} D(f)={(X,y,Z)€R3|x2—y2—z2>1} v PLZNI

D(f)={(.y.0eR|x*=y*~22 21} D(f)={(x, 2 eR |x*-y’ -2 <1
2. (1b.) Necht je bod A = (x¢, yo) staciondrnim bodem dvakrat spojité diferencovatelné funkce f. Je-li
Sfex(A) fiy(A) — fxzy(A) < 0a fy,(A) > 0, pak v bodé A

nenastava extrém. nastava lokalni maximum.
nastava ostré lokalni maximum. nastava lokalni minimum.

nastava ostré lokdlni minimum.
3. (1b.) Vypoctéte derivace funkce z = 16—+/x2 + y2vbodé T = (2, 3) ve sméru vektoruc = (2, 3).
ze(T) = —13 z2e(T) =0 ze(T) = V13

2e(T) = =13 2e(T) =1 2e(T) = 13
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xR

AZIRINA
4. (1b.) Vyberte ty obrazky, na kterych jsou zobrazeny ostré lokalni extrémy funkce f(x,y) v bodé ® || =
()C(), yO) «é% IsTRAYS, ééi"
2= f(x,y) gy
z=f(x,y)
D ZAPADOCESKA
_ OG0, y0) Z_ O, 30)
D S
a) b)
Z=f(X,)’) o sz(x,y)
<:i:)ﬁ(xo, o) eﬁ(xo, y0)
c) d) _
’ ! ! e
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IR
2 82 82
5. (1b.) Je d4na funkce z(x, y) = xr+y . Pak druhé parcidlni derivace LIPS jsou: > I%’!‘J 57/
y—1 ax2  dyox NS
O
92z 1 92z B Ve s ) 827 - - 327 B S
ox2  y—1 oyox  (y—1? ayox 0 T
ZAPADOCESKA
9%z _ 1 92z _ y2 —x -2 92z B 1 827 B D o
ax2 (y—1D? dyax  (y—1 dydx  (y— 1?2’ ax?

6. (1b.) Plati pro derivace ve sméru vSechna bézné pravidla pro derivaci souctu, rozdilu, soucinu a po-
dilu?
Ano. Ne.
7. (1b.) Rozhodnéte, jaka kvadrika je na ndsledujim obrazku:

%

X

parabolicky vélec hyperbolicky vélec

elipticky paraboloid hyperbolicky paraboloid




Zaveérecné interaktivni testy 456 Py 5 oS

A7 RINA
8. (1b.) Rozhodnéte, zda rovnice x> + y* + z> + xyz = 2 splifuje v okoli bodu A = (1, —1, 1) ¢ 5
podminky véty o implicitni funkci. 7“% ’§§'
Chi uwS
Ano. Ne. ZETS
9.(1b.) Namnozin& § = {(x,y e R2 | x S0Ay 2 0A y—x < 1)} naleznte globdlni extrém(y) onnateent
funkce f(x, y) =X — 2y — 1. > sn:’llvziunlzm

Maximum f (0, 0) = —1, minimum f(0, 1) = —3.
Funkce nema globalni extrémy.
Maximum f (0, 0) = —1, minimum f(—1,0) = —2.

Maximum f(1,0) = 0, minimum f(1, 1) = —2.

10. (1b.) Rozhodnéte o pravdivosti ndsledujiciho tvrzeni:
Tzv. pravidlo Lagrangeovych multiplikatora souvisi s hleddanim vazanych extrému funkce dvou pro-
ménnych.
Ano. Ne.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:
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Test 8

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd).

1. (1b.) Ktera z uvedenych mnoZin nemtzZe byt definicnim oborem redlné funkce dvou redlnych pro-
ménnych?

3 broat
2. (1b.) Ctvrté parcidlni derivace v a gy funkce f(x,y) = x° — 2x%y® 4+ 3xy? — y* jsou:
X y
3 a4 a4 9
—f:—120, —f:—24 —f:—120,—f:0
ax4 ay* ax* ay*
o o o4 o
_f=_24,_f=12()x —f=0,—f=120
ay* dx4 dx4 ay*

3. (1b.) Ze zadanych bodut vyberte ty, které jsou staciondrnimi body funkce:
fy) =xy+x+y—x>—y* +5.
(O’ O)s (051) (0’ _1)’ (0, O)

1, -1 1,1
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AZIRINA
4. (1b.) Nechf f(x, y) je funkce dvou proménnych a G je jeji graf. Vyberte, které z nasledujicich tvrzeni ® =
je pravdivé. “"%“ ““\‘«f
Nad resp. pod kazdym bodem defini¢niho oboru funkce f leZi pravé jeden bod grafu G.
Nad resp. pod nékterym bodem defini¢niho oboru funkce f leZi alespont dva body grafu G. D P Inaooseskh

Pl

Nad resp. pod nékterym bodem defini¢niho oboru funkce f neni Zadny bod grafu G.

Nad resp. pod kazdym bodem defini¢niho oboru funkce f lezi alespoii dva body grafu G.

5. (1b.) Rozhodnéte, zda rovnice y* — x? — 7 = 0 spliiuje v okoli bodu A = (3, —1) podminky véty
o implicitni funkci.

Ano. Ne.
sin x?2
6. (1b.) Parcialni derivace funkce f(x, y) = podle x je
—2x sin x? cos x? 2x cos x> sin x?
y y? y y?

7. (1b.) Dokoncete nasledujici tvrzeni: Je-li funkce f diferencovatelna v bodé€ (xg, yg), pak je v tomto
bodé

klesajici. nezapornd. rostouct. Spojita.
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8. (1b.) Rozhodnéte, jaka kvadrika je na ndsledujim obrazku: v l o7
2\ S
%,

»
STRAN (.\}
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parabolicky vélec hyperbolicky vélec
elipticky paraboloid hyperbolicky paraboloid

9. (1b.) Rozhodnéte, zda ve staciondrnim bodé (—1, 2) nastdva lokéln{ extrém funkce f(x, y) = x4
+ 3xy? 4+ 3y* — 15x + 2. Pokud ano, ur&ete o jaky typ extrému se jedna.

V daném bod¢ nabyva funkce lokdlniho maxima.
V daném bod¢ nabyva funkce lokalniho minima.

Extrém zde nenastava.

10. (1b.) Vypo&tste derivace funkce f(x, y) = x> — 5xy + y*> vbodd A = (1, 3) ve sméru vektoru
b= (2,-2).

fo(A) =0 fo(A) =5 fo(A) = =28  fp(A) =28 fb(A) = =5




Zaverecné interaktivni testy

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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STRAVY,
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). L

L
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1. (1b.) Vyberte defini¢ni obor D( f) funkce

fx,y,2) =1n(x2+y2+zz—4)—5xy+$.
D(f)={(x,y, 2 eR | xX* +y* + 22 S4A(x,y,2) # (0,0,0)}
D(f)={(x,y, 20 eR’ | x> +y*+ 2> >4 A (x,y,2) #(0,0,0)}
D(f) ={(x,y, 20 eR | +y* + 22 24 A (x,y,2) # (0,0,0)}

D(f)={(x,y,2 eR’ | x> +y*+ 22 <4A(x,y,2) #(0,0,0)}

e 2 16
2. (1b.) Ur¢ete limitu funkce  lim .
@)~ (0.2) y
o o (1 — 16€?) e — 16
0 limita neexistuje —_—
2¢? 32
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2

X+
3. (1b.) Je dana funkce z(x, y) = 2l . Pak prvni parcidlni derivace této funkce jsou:
y

— 10
Z/: 1 Z/:_yz_x_z Z/:(y_lo)—l Z/:yz_x_zoy
Ty T T G- 102 : C YT (102
2 2
_ y —x—2 _ y —x—2
/=_ _10 1’ /: /=_ _10 1’ /=
=010 5 =70 =010 &= 0e

4. (1b.) Funkce f md v bodé (xo, yo) € D(f) lokdlni minimum, jestliZe existuje okoli &'(xo, yo)
takové, Ze pro kazdé (x, y) € O(xo, yo) N D(f) plati

fGx, ) 2 f(xo, yo)- f@x, y) = f(xo, yo)-
5. (1b.) Vypoé&tste derivace funkce f(x, y) = x> —5Sxy+y*+17 vbodé A = (1, 0) ve sméru vektoru
b = (0, -2).

fo(A) =0 fo(A) =1 Jo(A)=—=10  fp(A) =10 fo(A) = —1
6. (1b.) Uréete typ kvadriky, jejiZ rovnice je (x — 1)* + (y + 3)* + (z + 16)* = 7.

kulové plocha se stfedem v bodé (—1, 3, 16)
kulové plocha se stfedem v bodé (1, —3, —16)
elipsoid se sttedem v bodé (—1, 3, 16)

elipsoid se stfedem v bodé (1, —3, —16)
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AZIRINA
7. (1b.) Rozhodnéte, zda ma funkce, jejiz graf je na ndsledujicim obrdzku, v bodé (xg, yo) ostry lokaln{ ® =
extrém. D \ és
~ 2= f(x, ) s>
D o
V PLZNI

—— 00, 30)

_

—
~

Ano. Ne.

8. (1b.) Rozhodngte, zda rovnice f(x,y,z) = x> — 2y* 4+ z2 — 4x + 2z + 3 spliiuje v okoli bodu
A = (0, 1, 1) ptedpoklady véty o implicitni funkci.
Ano. Ne.
9. (1b.) Necht S = (xq, yo) je staciondrni bod funkce f(x, y) a necht

fxx(S)fyy(S) - fxzy(S) > 0.

Pak nemize platit

Sfex(S) > 0, fyy(S) > 0. fix(S) <0, fyy(S) > 0.
fex(S) <0, fyy(S) < 0. fxy(S) =0, fyy(S) < 0.
fxy(S) # 0, fyy(S) > 0. fxy(S) # 0, fix(S) < 0.
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10. (1b.) Taylor&y mnohodlen druhého tdu funkee f(x, y) = sinx sin y v bods A = <Z’ —) je = i
%

= 13- D30~ 3 - I e D09 -10-3)

Ty(x,y) = 1 + ~x? 4 52
2 ,J’— 4 4y

B =5 (=35 0= 2)= 3= 3 365"

Ty(x,y) =1 +x +y+2x% +2y°
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:
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AZIRINA
Test 10
v7
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). /o ““\ﬂ‘&
1. (1b.) Vyberte defini¢ni obor D( f) funkce f(x, y) = \/8 —x2+ \/y2 — 1. D P Inaooseskh

D(f) = {(x,y) eR*| x| > VB Ayl > 1}
D(f) = ((—2«/5, 2V/2) x (~00, —1>) U ((-2«/5, 2V2) x (1, oo))
D(f) = {(x,y) eR* | x £ V8 Ay # 1}

D(f) = ((-2v2,2v2) x (=00, =1)) U ((-2v/2,2v2) x (1,00))

e . In(2x + e*77)
2. (1b.) Urc¢ete limitu funkce  lim

G0\ /x2 —5y2

0 limita neexistuje 2+4e’ In2+e7)
2
3. (1b.) Parciélni derivace funkce f(x, y) = 1 jj A podle x a podle y jsou
X
a 0 2 a 8y? a
F _ —8y2(1 + 8x) 2%, of _ %y of _ >y F _ 2y
0x dy 148x dx  (1+8x)?" 3y
af 8y af 2y

ax _ (1+802 3y 1+8x
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4. (1b.) Definice grafu funkce dvou proménnych je: v 57
Nechtz = f(x, y), (x,y) € D(f) = A C R?, je funkce dvou proménnych ac € R je konstanta. 2 5

Pak mnozinu G = {(x, y) € D(f) | f(x,y) = c} nazyvame grafem funkce f.

Nechf z = f(x,y), (x,y) € D(f) = A C R2, je funkce dvou proménnych. Pak mnoZinu D > éﬁi{r«?ﬁ“
G C R? definovanou vztahem G = {(x, y,2) € R? | (x, y) € A, z = f(x,y)} nazyvame
grafem funkce f.

3
5. (1b.) Vypodtéte derivace funkce f : z = ?x — Vx2+ y2vbodé A = (0, 3) ve sméru vektoru
b =(1,0).

3
0 _=

—1
5
6. (1b.) TaylorGv mnohoclen druhého fadu funkce f (x, y) = 5 + sin(x? + y?) v bodg
A= (y/7/2,0) je
2

Th(x,y) =6— n(x — \/7[/2)

To(x,y) = 6 — n(x — \/7/2)° — my?

Tr(x,y) =2m(x — \/3'5/2)2 +2my?

Ty(x,y) = 6+ (x — /7/2) + y +2(x — /7/2) + 2

| W
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7. (1b.) Rozhodnéte, jaka kvadrika je na ndsledujim obrazku: v .. o7
’é}. IsTRN S

S
6'4,/ <

&
S

=

Y
Cri ““\‘\*’
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y b
parabolicky vélec jednodilny hyperboloid hyperbolicky vilec
elipticky paraboloid paraboloid hyperbolicky paraboloid

3
8. (1b.) Rozhodnéte, zda rovnice f(x, y, z) = —3x° — 3 y + 2> — x + 3y — 2z + 2 spliiuje v okoli
bodu A = (2, 5, 0) pfedpoklady véty o implicitni funkci.
Ano. Ne.
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9. (1b.) Napite rovnici te¢né roviny ke grafu funkce x> + y> + z> — 169 = 0 vbodé T = (3, 4, 12). " I!V!I 7
1 1 ’Qé‘ Isranst IS
3x4+4y+4+12z-169=0 z—12=Z(x—3)—§(y—4) ”"c;,”“\ﬂ“é
1 1

74+ 12 = —7 x—-3)— 3 (y—4) 3x +4y 4+ 122 +169 =0 D zhrapuCearh

10. (1b.) Rozhodnéte o pravdivosti nasledujictho tvrzeni: Bod S je vnitfnim bodem mnoZiny M. e

M

Ano. Ne.
Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento dspésnosti:
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Rejstrik

adherence mnoZiny, 26

Bernoulliova lemniskéata, 317

bod

hranicni, 21
hromadny, 26
izolovany, 26
stacionarni, 247, 341

vnéjsi, 21
vnitini, 21

defini¢ni obor, 28
derivace

funkce dané implicitng, 304
parcidlni, 320

mnoZziny, 26

parcidlni, 89
druhé, 99

n-tého radu, 100

slozené funkce, 163, 168

smiSena, 103
tieti, 99
ve sméru, 109
druhd, 112
derivace funkce, 245
diferencial, 134
Fréchettv, 134
silny, 134
totalni, 133
druha derivace funkce, 245
dvojice

rovnobéznych piimek, 370

N

rovnobéznych rovin, 392
rtiznobéZnych piimek, 370
rtiznobéznych rovin, 392
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473

dvojnésobna
pfimka, 370, 392
rovina, 392
dvojndsobny bod, 370, 392

elipsa, 369

elipsoid, 374

extrém
absolutni, 268
globdlni, 268
lokdlni, 212, 244

ostry, 212, 244

vazany, 285

funkce

diferencovatelnd, 133
dvakrat, 246
dvakrit spojité, 246
spojité, 245

Dirichletova, 299

hladka, 212

inverzni, 338

Lagrangeova, 337
reguldrni, 337

spojitd, 44

zadand explicitné, 297

zadand implicitné, 297
dvou proménnych, 319
jedné proménné, 299
funkce redlnd
dvou redlnych proménnych, 28
n redlnych proménnych, 40
tif redlnych proménnych, 40

gradient, 133
graf funkce, 33

hessian, 245

hladina, 34

hranice mnoziny, 22

hyperbola, 369

hyperboloid
dvojdilny, 374
jednodilny, 374

jednoclen, 237

koeficient kvadratické formy, 237
kruznice, 369
kulova plocha, 374
kuzel, 374
kuzelosecka, 369
degenerovand, 369
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nedegenerovand, 369
kvadraticka forma, 237
kvadraticka plocha, 371
kvadraticky vélec, 386
kvadrika, 371

bodova, 397

degenerovand, 372

nedegenerovand, 372

pfimkovd, 397

regularni, 372

singularni, 372

stredova, 382

Lagrangetiv multiplikétor, 337
limita

dvojnd, 60

dvojnasobna, 60

limita funkce dvou proménnych, 41

linearizace, 152
linedrni ¢ast piirastku, 152

Maclaurindv mnohodlen, 202
matice
indefinitni, 238
kladné definitni, 238
kladné semidefinitni, 238

negativné definitni, 238

negativné semidefinitni, 238

pozitivn€ definitni, 238

pozitivné semidefinitni, 238

uréité definitni, 238

urcité semidefinitni, 238

zaporné definitni, 238

zdporné semidefinitni, 238
matice kvadriky, 371
maximum

absolutni, 268

globdlni, 268

lokélni, 212, 244

ostré, 212, 244

metricky prostor, 18
metrika, 18
minimum

absolutni, 268

globdlni, 268

lokalni, 212, 244

ostré, 212, 244

minor, 238

hlavni, 238

hlavni rohovy, 238
mnohoclen

i o
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homogenni, 237

n proménnych, 237
mnozina

ohranicend, 22

oteviena, 22

uzaviena, 22

nelinedrn{ ¢4st piirtstku, 152
norma, 19

normala, 148

normovany vektorovy prostor, 19

okoli bodu
v prostoru R tfi, 27
v prostoru R n, 28
v roving, 20
omezeni
funkcionalni, 336
pfimé, 336

parabola, 369
paraboloid

elipticky, 374

hyperbolicky, 374
podminka

vazebna, 336
polérni soufadnice, 53

poloosa, 385
pramér
aritmeticky, 279
geometricky, 279
pramér harmonicky, 279
prirastek
nezdvisle proménné, 132
zévisle proménné, 132

rovnice v normdalnim tvaru
kuzelosecky, 369
kvadriky, 374

fidici kiivka, 392

sedlo, 215

skalarni soucin, 17
stacionarni bod, 215
stfed kvadriky, 382

Taylortiv
mnohoclen, 192
vzorec, 193

te¢nd rovina, 147
rovnice, 148

totalni diferencial funkce
druhého tadu, 187
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m-tého fadu, 187
tretiho fadu, 188
tvorici ptimka, 397

uzaveér mnoziny, 22

vélec

elipticky, 386

hyperbolicky, 386

kruhovy, 386

parabolicky, 386
vazebnd podminka, 285
vektorovy prostor, 17
véta

Lagrangeova, 96
vnéjsek mnoziny, 22
vnitfek mnoZiny, 22
vrchol

kvadriky, 382

paraboloidu, 385
vrstevnice, 34

zaménitelnost smiSenych derivaci, 103

zbytek v Taylorové vzorci, 193
zména

absolutni, 153

relativni, 153
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