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Predmluva

Tento dokument necht ¢tenar bere jako pracovni verzi vznikajiciho ucebniho textu,
ktery je neustéle doplnovan a modifikovan. Autor velice oceni pripominky, komentéare
a doporuceni ¢tenait.!

Témi by méli predevsim byt studenti technickych univerzit, kterym je tento text
uzpusoben a problematika je ¢asto popisovana na inzenyrskych aplikacich, zejména
frekvencni, casove-frekvencni a kepstralni analyze seismickych a zvukovych signéli,
digitalnim zpracovani obrazu, riznych technikach filtrace signali atd. I tento fakt
vedl autora k zptisobu vykladu (od Fourierovych fad pres diskrétni Fourierovu trans-
formaci k okenni Fourierové transformaci, waveletové transformaci a Z-transfor-
maci). Tento modul by mél obsahovat i ukdzkové implementace efektivnich algoritmu
- k tomuto icelu byl z divodu prehlednosti pouzit Matlab. Ackoliv ma tento mo-
dul nazev ,Disktrétni transformace® (DT), tak pro svou ucelenost obsahuje mnohdy
i zminku ¢i pripomenuti spojité integralni transformace (IT), kterd neni obsazena
v jinych modulech. Spojeni predstaveni konkrétni spojité IT a jeji efektivni nume-
rické realizace - tedy DT - se jevi autorovi jako idedlni a smétruje i k budoucimu
slouceni dvou predmétta I'T a DT v predmét jeden.

Tento i ostatni v ramci projektu Matematika pro inZenyry 21 stoleti pripravované
vyukové materidly lze najit na strankach http://mi21.vsb.cz/.

Rad bych na tomto misté vzpomenul a velké diky vyjadril pani doc. Ing. Niné
Castové, CSc., mé ucitelce, kterd mne jiz béhem myjch ranych studif s nadSenim
a laskou zasvécovala do taji a kras integralnich a diskrétnich transformaci, a tyto
materidly jsou tudiz i jejim dilem.

Rovnéz bych rad podékoval mému kolegovi Ing. Martinu Cermakovi za pomoc
pri prepisovani textl a cenné pripominky.

Za motivaci, vytvareni téch nejlepsich podminek a prostoru k tvorbé, starostlivost
a péci dekuji své Ivance a celé své rodiné.

V Rychvaldé, 2011 David Horak

'Komentafe, pfipominky a doporuceni, prosim, zasilejte na e-mailovou adresu:
david.horak@vsb.cz
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Kapitola 1

Uvod, zékladni pojmy, obecny
pohled na integralni transformace

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1. Vektorovy (linearni) prostor je neprazdnd mnozina V', na které
je definovdno sc¢itani prvka f + g a nasobeni skaldrem (C) spliujici: séitani je
komutativni a asociativni, existuje nulovy prvek a ke kazdému prvku prvek in-
verzni (opacny) a nasobenti je distributivni v obou proménnych vzhledem ke s¢iténi
a vzhledem k prvni proménné vzhledem k nasobeni a 1.f = f pro Vf € V.

Definice 1.2. Obecny skalarni soucin definovany na prostoru V je zobrazeni
(.,.): V xV — C, pro které plati (pro Ve € CaVf,g,h e V)

L (cf.9) = c(f.q).

2.(f+h,g) =(f9) +(hg),

3.{f.9) =9, /),

4.(f.f) > 0 pro f #0.

Definice 1.3. Norma ||.|| na vektorovém prostoru V' je zobrazeni |.|| : V — R,

pro které plati (pro Ve € Ca Vf,g € V):

LA 20,[Ifl =0 f=0,

2 Jef I = lel 171

3.+ gl S IfI+ llgll (tzv. trojihelnikovd nerovnost).

Poznamka 1.4. Pro Vf, g € V plati tzv. Cauchyho-Schwarzova-Bunakovského ne-
rovnost [(f, g)| = [f1l - llgll -
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Definice 1.5. Mnozina vektoru (prvki vektorového prostoru V) {f,,n € J} € V
je ortogondlni, plati-li: (f,., fn) = 0 prom # n, m,n € J. Plati-li navic pro
Vn € J, ze || fu]| = 1, je mnozina ortonormélni.

Definice 1.6. Mnozina vektoru {f,,n € J} € V je bazi vektorového prostoru
V' pravé tehdy, je-li linedrné nezéavisla (zdden vektor se nedd vyjadiit pomoci
ostatnich) a kazdy vektor v € V se d& vyjadrit jako jejich linearni kombinace,

tj. v = > a,fn. V pfipadé koneéné-dimenziondlniho vektorového prostoru V' di-
neJ
menze N vektor a se slozkami «,, nazveme souradnicemi v v dané usporadané

bazi. Baze je ortonormélni, pokud vektory baze vyhovuji definici 1.5.

Poznamka 1.7. J je mnozina indexi, napt. J = {0,1,.... N —1,...}
nebo J ={0,1,...., N — 1}.

Definice 1.8. Ortonormalni mnozinu, pro kterou neexistuje nenulovy prvek ve V'
na ni kolmy, nazveme uplnou.

Poznamka 1.9. Uplny prostor je takovy prostor, v némz kazda Cauchyovska po-

sloupnost m4 limitu. Uplny normovany prostor se nazyva Banachiv. Uplny prostor

s skalarnim souc¢inem se nazyva Hilbertiv - ma tplnou ortonormalni bazi. V Hil-

bertové prostoru pro ortonormélni posloupnost {f,} bude fada > (v, f,,) fn vzdy
n=0

konvergovat (pro v € V) a nazveme ji pozddji (zobecnénou) Fourierovou fadou (FR)

(podminkou konvergence je tedy tiplnost mnoziny {f,}).
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Definice 1.10. L'([a,b]) je mnozina vSech méfitelnych funkei (integrovatelnych
v Lebesgueové smyslu) na intervalu [a, b], tzn.

/ £ dt < oo.

L?([a,b]) je mnoZina vSech funkci integrovatelnych s kvadratem (v Lebesgueové
smyslu) na intervalu [a, b], tzn.

b
/ |F() dt < .

1? je mnozina vSech posloupnosti {f,} -, takovych, ze

oo

D o fal* < o0

n=0
N—-1
n

12(N) = C" je mnozina vSech kone¢nych posloupnosti {f,} ;. Prostor L?([a,b])
je isometricky isomorfni s prostorem 1.

Poznadmka 1.11. Kazda funkce po ¢astech spojita na intervalu [a, b] patii do pro-
storu L?([a, b]) C L'([a,b]). Prostory L*([a, b]) a L*((a, b)) mizeme ztotoznit, nebot
se jejich funkce lisi na mnoziné miry nula. U konecnych posloupnosti (vektorit){ fn}T]:[:_O1

N-1
je vidy 32 |fal? < 0o (séitdme konedné mnoho realnych &sel).
n=0

Poznamka 1.12. V p¥ipadé f(t),g(t) € L?(I) budeme v tomto textu pracovat se
skalarnim soucinem

(). g(t)) = / onor

v pripadé f, g € 12(V) pak se skaldrnim souc¢inem

=

0

i

a normami indukovanymi skaldrnim soucinem (., .), tj.

LFOI =V (F@), () resp. [[E]] = V/(E,£).

Priklad 1.13. DokaZte, ze systém funkci {f, = ¢ n € Z} € L*([0, 27]) je ortogo-
nalni a neni ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu.
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Reseni. f, = e™ nalezi prostoru L2([0, 27]) :

<fn, fm> e 027( einte—imtdt — 0’ n 7é m.

f027r ™2 dt = foﬁ eMe it = 2 =|| ™ ||= /2.

Systém funkci je v zadaném prostoru ortogonalni. Ortonormalni systém funkci
X f_n _ el:nt _ eint
bude: {ann }nez {nemtn }nez {m}nez' A

Priklad 1.14. DokaZte, 7e systém funkci {f, = ™, n € Z} € L*([0,7]) neni orto-
gonalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

Resend. <fn’ fm> = f()ﬂ ente=imt gt — % 75 0, n 7é m. A

Priklad 1.15. Rozhodnéte, zda funkce f(t) = % je integrovatelnd s kvadratem

na intervalu [1,2], tedy zda-li je prvkem L?([1,2]).

S v o2 ;2 .2 ) .
Regend. | % dt = 5lim Ih (t_allﬁ = 15. Funkce f(t) je na intervalu [1,2]
integrovatelnd s kvadratem, tj. f € L3([1,2]). A

Priklad 1.16. Ovérte, ze systém funkei
{1/2, cos(t), sin(t), cos(2t), sin(2t), cos(3t), sin(3t), ...} € L*([—7, 7])
je ortogondlni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

Reseni. Vypoc¢tem nasledujicich integrali se snadno presvédéime, ze tato soustava
(redlnych) funkci je ortogondlni:

J7_3sin(nt)dt =0, [7_3cos(nt)dt =0,

J7_sin(mt) cos(nt)dt = 0, ["_sin(nt) cos(nt)dt = 0,

[T _sin(mt) sin(nt)dt = 0, ["_cos(mt) cos(nt)dt =0 pro Vm,n (m # n).

Dané soustava funkei neni vsak ortonormélni, protoze jiz pro prvni funkei f; = 1/2

. T 1 1/2 1
je ll full= |7 4de] = var £ 1. A

Priklad 1.17. Zjistéte, zda systém tvofeny funkcemi { f,, = e™ . n € Z} € L*([—~, 7|)
je ortogondlni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

Resend. Zde na rozdil od piedchoziho piikladu pfi vytvoreni skaldrniho soucinu dvou
funkci musime vzit v iivahu druhou funkci komplexné sdruzenou:

(fr, fm) = f:r eMte=midt =0, n # m.

Posloupnost funkei {e™} _, € L*([—,7]) tvori ortogondlni systém.

™

9

3 .
Protoze || e™ ||= [ I ei”te_mtdt] * = /27, potom posloupnost funkci { e }
nez

tvori systém ortonormalni. A



1.2 Obecny pohled na integralni transformace 5

1.2 Obecny pohled na integralni transformace

Integralni (disktrétni) transformace, dale I'T (DT) jsou néstrojem pro analyzu, zpra-
covani a uchovéani informaci z rozsédhlych souboru spojitych (diskrétnich) dat pred-
stavujicich zkoumané veli¢iny z rtiznych inzenyrskych aplikaci.

Spole¢nym principem IT je obecné ,,poméieni* zkoumaného vstupu f(t) € L?(1)
s mnozinou testovacich funkef tvoticich jadro transformace @ = {x,(t) = x(¢,¢),q € A}
na mnoziné I, kde A je vybrand mnozina indexti. Chceme-li pii analyze odlisit dvé
funkce, musi byt mnozina ) nekonecna. Zasadni otazkou je vybér vhodného systému
testovacich funkci pro danou aplikaci. Pres riiznorodost pristupii existuji spolecné
pozadavky a to:

1. jednoduchost algoritmiti pro vypocet piimé i zpétné transformace,
2. dostatecna univerzalnost algoritmu,

3. jednoznacnost a stabilita algoritmu (malym zménam ve vstupnich datech od-
povidaji malé zmény v datech vystupnich).
Je samoziejmé, ze se tyto pozadavky prenasi i na diskrétni troven. Jejich splnéni
umoznuje pouziti tzv. multiplikativniho integralu, pro analyzu ve smyslu dekompo-
zice tzv. primou IT ve tvaru

T{f} = (T)g) = fla) / £(0) (11)

pro analyzu ve smyslu syntézy tzv. zpétnou IT ve tvaru
1P} = (TR)0 = 50 = [ Fla s (1.2
T

kde mnoZina funke{ x(t, q) tvoii tzv. multiplikativni systém Q = {x(¢, ¢)} € L*(I).

Definice 1.18. Multiplikativni systém na I = [a,b] je uplnd ortonormalni
soustava funkci Q={x,(t),n =0,1,..} C L2(I) pro n&z plati, Ze pro kazdé
Xk, Xm € @,k # m soustava () obsahuje jak jejich soucin x..x., € @, tak po-
dil Xik €qQ.

Poznamka 1.19. Priklady diskrétnich ortonormalnich systémii: Rademacherova,
Haarova, Walshova a Fourierova soustava (detailnéji viz. nize).

Diskretizaci IT je tfeba vidét na dvou trovnich. Prvni diskretizace (prechod od
prostoru L?(7) k prostoru 12) spociva ve formélnim nahrazeni integralu integralnim
souctem s délenim uréenym vzorkovaci frekvenci X 7 (1" je perioda vzorkovani)

k=0
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fo= ZFan,k, (1.4)
=0

kde {f,} =, je vstupni posloupnost vznikld vzorkovanim f(t) (f(nT) = f(t,) = fn)
posloupnosti o-funkei a {F,} ° je vystupni obrazovd posloupnost a {Xi.},, je
diskretizovand k-t& funkce multiplikativniho systému. Vztah (1.3) nazveme diskre-
tizovanou primou IT a vztah (1.4) diskretizovanou zpétnou IT.

Druh4 diskretizace (prechod od prostoru 12 k prostoru 12(INV)) majici jiz vyznam
pro praktické vyuziti pri numerickém pocitani spociva v tzv. konecnosti sumace, tj.
sumace probihd v mezich od 0 do N — 1, kde N je pocet vzorku (% ~ T). Obdrzime
takto

N-1
k=0
N-1
fn= Z FrXonk (1.6)
k=0

kde { fn}nj\[:_o1 je vstupni kone¢nd posloupnost (vektor f), {Fn}ivgol je vystupni obra-
zova konecnd posloupnost (vektor F) a {xn}fgol je diskrétni multiplikativni systém
(mnozina vektori x,,). Vztah (1.5) nazveme pfimou DT (pfimou zobecnénou
DFT) a vztah (1.6) zpétnou DT (zpétnou zobecnénou DFT). (Pozor! DT -
diskrétni transformace neni totéz co diskretizovand IT).

Snaha o efektivni vycisleni DT vede k maticovym zapistim

c=F = Mf,

f=M'F=M"c,

kde f je vektor vstupnich dat, F je vektor vystupnich dat (obrazu) a M je transfor-
macni matice, obsahujici jakozto fadky diskretizované bézové (ortonormélni) funkee,
tj. n-ty radek odpovida x,.

Véta 1.20. Necht f(t) € L2(I), potom rozvoj f(t) podle multiplikativniho (iplného
ortonormdlniho) systému {x,(t)} = {on(t)}

+00 +o0
f(t) = Z CnXn(t) = Z cnn(t), cn = (f, ¢n) (1.7)

konverguje k f(t) skoro vsude na intervalu I. Vztah (1.7) nazgvime zobecnénou
FR. Plati, Ze kaZdy prvek f Hilbertova prostoru (zde L?(I)) lze vyjddrit ve tvaru
zobecnéné FR.
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+oo
Poznamka 1.21. Konvergence > ¢,,(t) k f(t) skoro vSude na intervalu I zna-
n=0

mena, ze existuje mnozina M C [_miry nula takova, ze proVi € I ~ M a N — o0
plati

1
2

1> (F@),en(®)) en()=F (1) 1= /] y (Z (F(2),on (1)) @n(t) = f(t)> dt|  —0.

Z (1.7) plyne dalsi pohled na IT jako na hledani soutadnic funkce f(t) z vektorového
prostoru L2(1) v ortonormalni bézi tvofené funkcemi ¢, (). Ctenar zajisté vi, Ze pro
nalezeni souradnic vektoru v ortonormalni bazi staci spocitat jen ptislusné skalarni
souciny ¢, = (f, ¢n) (jednoduchost algoritmi).

Relace mezi zobecnénou FR a zobecnénou DFT je pak ziejma ze vztahit (1.7)
a (1.5) - n-ty koeficient diskrétni zobecnéné FR je totozny s n-tym koeficientem
zobecnéné DF'T.



Kapitola

Konvoluce jako IT

Konvoluce je velmi dilezity pojem v teorii IT. Tento nastroj se pouziva k filtraci
vstupnich signalt, ptfi analyze prenosovych jevil, pfi Tfeseni inverznich tloh apod.
Lze ukdzat (vhodnou substituci v konvoluénim integralu), ze kazda IT (Laplaceova,
Fourierova, Hilbertova, Stieltjesova) je specidlnim pripadem konvoluce. Zaroven na
konvoluci dvou funkei 1ze nahlizet jako na nejobecnéjsi IT, kde funkce f(7) je origi-
nalem a g(t — 7) jadrem IT.

2.1 Konvoluce funkci

Definice 2.1. Necht f(t) a g(t) jsou alespon po ¢astech spojité komplexni funkce
realné promeénné t € (—oo, +00) . Konvoluci téchto dvou funkei nazyvame funkei
h(t) definovanou konvergentnim integralem

/f gt —7)dr = (fxg)(t) = [ % g. (2.1)

Integral (2.1) se nazyva konvoluc¢ni resp. konvolutorni.

Poznamka 2.2. Pokud ¢ € (0, +00), pak konvoluce téchto funkci je dana konver-
gentnim integralem s proménnou horni mezi

:70]0(7) t—TdT_/f g(t —7)d (2.2)

kde pro 7 > t v dusledku principu kauzality integrand f(7)g(t — 7) = 0, tzn.
0<7<t.

Postacujici podminkou pro konverenci konvoluéniho integralu je prislusnost funkci
f(t) a g(t) do prostoru L*(R) resp. L*(R™).
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Vlastnosti konvoluce:

1. konvoluce dvou spojitych funkei f(t) a g(¢) na R je funkce h = f x g spojitad
na R,

2. linearita (distributivita vzhledem ke s¢itani a nasobeni konstantou): f (g1 +
tg2) =fxgq+frgrafx(cg)=c(f+g)

3. komutativita: fxg=g=* f,
4. asociativita: fx (g1 % go) = (f % g1) x g2 = f * g1 * g2,

5. |fxgl = |f1*1gl,

6. jsou-li funkce f(t),g(t) origindly a existuji-li jejich integralni obrazy (Lapla-
ceuv, Fourieriv, apod.) F'(s),G(s), pak i konvoluce h = f * g je originél, jejiz
integralni obraz se rovna soucinu jejich obrazt, tj. H(s) = F(s)G(s) - tzv.
konvoluéni teorém.

Poznamka 2.3. Dilezitou vlastnosti konvolu¢niho integralu pii vhodné volbé jadra
g(t) je redukce oscilaci funkce f(t), vysledna konvoluce h(t) méni své znaménko na
intervalu (—oo,+00) resp. (0,+00) nejvice tolikrat, kolikrat méni své znaménko
funkce f(t). Konstrukce a vlastnosti jednotlivych jader jsou probirdny v kapitole
5.2.

2.2 Konvoluce posloupnosti
Vychézejme ze dvou funkei f(z) a g(z) reguldrnich (holomorfnich) na mnoziné €,

které lze rozvinout na mezikruzi M = {z € C:ry < |z — 29| <12} C Q se stfedem
v bodé zy v konvergentni mocninné Laurentovy rady

F2)= ) anlz—2)" = A(2), g(z) = Y bu(z—2)" = B(2).

{a,} 2 b, }2° _ jsou posloupnosti tvorené koeficienty mocninnych fad a na
funkce A(z), B(z) mizeme nahlizet jako na obrazy téchto posloupnosti pfi tzv. Lau-
rentové transformaci s jadrem (z — z9)". V oboru konvergence, tj. pro Vz € M lze

vytvorit soucin téchto rad

h(z) = f(2)9(z) = A()B(2) = D anlz—20)" Y balz —2)" =

n=—0oo n=—oo

+o0o

= Z cn(z — 20)" = C(2),

n=—oo
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kde koeficienty ¢,, jsou porovnanim koeficienti u stejnych mocnin (z — zp)" dany
vztahem

Cp = Z Qp_tbp, n € 7. (23)

k=—o00

Definice 2.4. Necht {a,}>° | {b,};>°__ jsou posloupnosti. Posloupnost
{Cn}n—foo urcenou vztahem (2.3) nazveme konvoluci dvou posloupnosti

{an R }n__oo a zapisujeme ji {cn o =1laxb),}, 2 .

Poznémka 2.5. Posloupnost {¢,}=° | ktera je konvoluci posloupnost{ {a,} 7> _ .

{bn, n__oo, mé za obraz C'(z), ktery se rovna souc¢inu obrazu ptislusnych posloupnosti
A(z), B(z), tj. C(z) = A(2)B(%).

Poznamka 2.6. Redukuje-li se Laurentova rada na svou regularni ¢ast, tzv. Taylo-
rovu fadu se stfedem v bodé zy = 0 a konvergentni na mnoziné M = {z € C: |z] <y}

F2) =Y ane" = A(2), g(z) = 3 ba" = B(2),

pak soudin téchto fad, obraz konvoluce posloupnosti {a,} " 220 {bn }:cxa, bude

h(z) = f(2)g(z) = A(2)B(z) = Zanz”. Z b,z" = chz” = C(2),

kde koeficienty ¢, jsou dany vztahem

+oo
= aniby, n—k20,n=0,1,2,... (2.4)
k=0

Tenty7 vztah uréuje konvoluci posloupnosti {a, } 125, {b,}, 2%, jejichz obrazy A(z), B(z)
jsou bez absolutniho ¢lenu hlavnimi ¢astmi Laurentovych rozvoji se stredem v bodé
zp = 0 a konvergentni na mnoziné M = {z € C:ry <|z|} (viz. jednostranna Z-
-transformace)
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2.3 Konvoluce vektoru

Definice 2.7. Necht vektor a ma N; slozek (ag, ..., an,—1)7, vektor b ma Ny sloZek
(boy -y bn,—1)T, pak vektor ¢ majici Ny + Ny — 1 slozek (co, ..., cny1n,-1)7, které
vypocteme jako

Cp = Zakbn_k = Zan_kbk, n—k=20 n=0,1,... N+ Ny —1 (2.5)

k=0 k=0

nazveme konvoluci vektoru a a b.

Poznamka 2.8. Necht a, b, ¢ jsou sloupcové vektory. Konvoluci vektorti a a b lze
vyjadrit maticové
c=axb=Mpb = Mgsa,

kde matice M a tadu (N1 + Ny — 1, N3) je tvofend komponentami vektoru a, matice
Mg tadu (N + Ny — 1, Ny) je tvorend komponentami vektoru b:

[ ao 0 0 O 0 [ b 0 0 0 - 07
aq Qo 0 0 0 b1 bo 0 0O --- 0
Q9 aq Qo 0 0 bQ bl bo O --- 0
M, = : : 1 |[,Mp= : : S
an,—1 an,—2 -+ ap ag 0 bny—1 Ony—2 -+ b1 by O
0 an,—1 - Q2 a; Qo 0 bN2,1 cee b2 b1 b(]

Vektor a casto reprezentuje vstupni signdl, ¢ vystupni signdl a b diskrétni casovou
charakteristiku zvanou diskrétni filtr, ze kterého vétsinou sestavujeme matici Mg
pro jeji vypocet ¢ = Mpga.

Diskrétni dekonvoluci, tj. nalezeni vstupu a pri zadaném filtru b a vystupu -
konvoluci ¢, nelze vyjadiit ve tvaru a = ¢ x b, nybrz v maticovém tvaru a = Mg'c.

Priklad 2.9. Necht vektor a md N, = 8 slozek (1,3,6,2,7,8,4,5)7 a vektor b
ma N, = 3 slozky (6,1,3)T, pak konvoluce ¢ bude mit 8 +3 — 1 = 10 slozek
(6,19, 42, 27,62, 61,53,58,17,15).

Poznamka 2.10. V ptipadé vypoctu pomoci periodické (cyklické) konvoluce upra-
vime oba vektory na stejnou délku N = Ny + Ny — 1 vloZenim nul

[ an, n=01.., N —1 y L b m=01 Ny -1
=10, n=N,N,+1,.,N—1"""770, n=NyNy+1,...N—1
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255x2

3 225 165 15_5,255;5.&15"“'{_,_,_# 1651

225 165 255 255 259 255255
5 255 255 255 255 255

165 16
Obr. 2.1Princip dvourozmérné konvoluce [10]

2.4 Konvoluce dvourozmérnych vektoru

Diskrétni 2D konvoluce ¢ = a x b vyuzivana pri zpracovani dvourozmérného obrazu
v pocitacové grafice ma tvar

k k
Cmn = E E am—i,n—jbi,j-

i=—k j=—k

Jadro b lze chépat jako konvoluéni masku, kterou pokldddme na ptislusnd mista
v obrazu. Kazdy pixel prekryty touto maskou vynéasobime koeficientem v prislusné
bunice a provedeme sec¢teni vSech téchto hodnot, vysledek ulozime do jednoho nového
pixelu, ktery je jakymsi vazenym prumérem okolnich pixeld, viz. obr. 2.1 [10].
Specidlni konvolu¢ni masky mohou slouzit k rozostfeni obrazu (Gaussovskému
zasumeéni), jeho zaostreni (filtraci) ¢i detekei hran (maska aproximuje derivaci):

2 4 5 4 2

L4912 94

Byouss = 755 | 5 12 15 12 5 |,

4 9 12 9 4

2 4 5 4 2
1 4 6 4 1
e L2 L |4 16 24 16 4
bran =g [ 1 1 1| bruz=1-12 4 2|, brug=-| 6 24 36 24 6
111 121 4 16 24 16 4
1 4 6 4 1
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C d

Tab. 2.10brazek originalni(a), zasumény(c), odsumény(d) a s detekovanymi hra-
nami(b)

0 1 0 1 1 1
bedgel = 1 -4 1 5 bedgeZ = 1 -8 1
0O 1 0 1 1 1

Priklad 2.11. Na obrazku 2.1-a zavodni Tatry demonstrujte efekt vyse uvedenych
konvoluc¢nich masek.

Resend. Je na obrazku 2.1-b,c,d. A

Cviceni 2.12. Nactéte si do Matlabu sviij obrazek a provedte jeho Gaussovské
zasumendi, filtraci a detekci hran pomoci vyse uvedenych masek a nahradte Matla-
bovskou funkci conv2() Vasi implementaci 2D konvoluce.
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Algoritmus 2.1 konvoluce2d.m

—————————————————————— Gauss.zasumeni --————————————————————————
a=imread(’Tatra.jpg’);
b=[24542; 49129 4; 512 15 12 5; 4 9 12 9 4; 2 4 6 4 2]/159;
c(:,:,1)=conv2(a(:,:,1),b);
c(:,:,2)=conv2(a(:,:,2),b);
c(:,:,3)=conv2(a(:,:,3),b);
for k=1:size(c,3)
for j=1:size(c,2)
for i=1:size(c,1)
c(i,j,k)=double(c(i,j,k))*195/255+120* (rand(1,1)-0.5);

end
end
end
imwrite(c,’TatraGauss. jpg’, ’Quality’,100);
———————————————————————— Filtrace-—————————-—--"-"—-""-"-----—-
=c;
%b=[111; 1 ;011 11/9;

11
%b=[1 2 1; 24 2; 12 1]/16;
b=[14641; 4 16 24 16 4; 6 24 36 24 6; 4 16 24 16 4; 1 4 6 4 1]/256;
c(:,:,1)=conv2(al:,:,1),b);
c(:,:,2)=conv2(a(:,:,2),b);
c(:,:,3)=conv2(a(:,:,3),b);
imwrite(c,’TatraFilt. jpg’,’Quality’,100);

a=imread(’Tatra. jpg’);

b=[010; 1 -41; 01 0];
%b=[111;1-81; 11 1];
c(:,:,1)=conv2(a(:,:,1),b);
c(:,:,2)=conv2(a(:,:,2),b);
c(:,:,3)=conv2(a(:,:,3),b);
imwrite(c,’TatraEdge. jpg’,’Quality’,100);
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Kapitola 3

Diskrétni ortonormalni systémy,
zobecnéna diskrétni Fourierova
transformace

3.1 Rademacheriv systém

Definice 3.1. Rademacherova ortogonalni soustava je posloupnost funkei
{rn(z)}>2, € L*(0,1) definovana na intervalu z € [0, 1]:

1 pro Bl <2< £ [ jeliché
ra(wy =4 PO e R T T N 1)
—1 pro G <x < g, k jesudé

S vyjimkou bodi z = & pro tuto soustavu plati vztah: r,(z) = sgnsin(2"rz).
Podélime-li kazdou funkci r,(z) hodnotou ||r,(x)||, ziskdme soustavu ortonor-
malni.

Konstrukce: Rozdélime interval = € [0, 1] na N = 2" stejnych dilki, v prislusnych
dil¢ich intervalech polozime r,(z) stfidavé rovno +1 a -1.

Definice 3.2. Diskrétni Rademacheriiv ortogonalni systém v 12(N), N = 2™ je

tvoren
ro = ]-a {rn}:le ) r, = [_1]pm—n+1 )

kde pr jsou vektory tvoreny Kkoeficienty p. z dvojkového rozkladu c¢isla
z = > pp2F 1 kde z = 0,1,2,..., N — 1. Podélime-li kazdy vektor r,, hodno-
k=1

tou vV N, ziskdme soustavu ortonormalni.
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|z [ps|pe|pi]ro]ri[r]rs]
0 O/0]0]1]1]1]1
1T (o001 11|11
2 o101 ][1 [T
3 |01 |1 ]1]1[-1]1
4 1001 [a]1]1
5 |10 11 ]1]1]1
6 | 1|10/ 1][-1]-1]t1
7 | 1|11 |1|-1]|-1]-1
Mocn. | 22 | 2t | 20

Tab. 3.1Rademacherova baze

Algoritmus 3.1 rad.m
function [R,P]=rad(n)

P=[1;

N=2"n;

for i=0:N-1
p=dec2bin(i,n);
P(:,i+1)=bin2dec(p’);

end

P=[zeros(1,N);P];

R=(-1).7P;

Pro N = 8 pak ziskdme ortonormalni bazi

11 1 1 1 1 1
1 1r 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1 1 -1

=~
T e B
Rl Dl s
|
5
o0
— = = =

Rademacherova soustava je tvorena stochasticky nezavislymi funkcemi a v di-
sledku své jednoducosti je velice rozsitena a pouziva se v teorii pravdépodobnosti
pri analyze ndhodnych procesii. Velkou vyhodou této baze je, ze index radku matice
souvisi s poctem nulovych bodua v radku, tj. 2" — 1.
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To(x) i)
3 4
1 1
0 L & T T 1 1
1 23 4 5 6 7 8 x EEW I r s
-1 _1
I2ix)
.
1 S ——
1 | I — 1 1 :
1 3 4 5 6: 7 B X X
-1

Obr. 3.1Graficka reprezentace ortogonalni Rademacherovy baze

3.2 Walshtiv (Walsh-Paleyho) systém

Definice 3.3. Diskrétni Walshitv ortogondlni systém v 1?(N), N = 2™ je tvofen
souc¢inem Rademacherovych funkci

{Wn}q]zvz_ol ;o W, = H [rn]pn )
n=0

kde pg jsou urceny z dvojkového rozkladu ¢isla z = P21 py = 0, kde
k=1
2=0,1,2,..., N — 1. Podélime-li kazdy vektor W,, hodnotou v/N, ziskdme sou-

stavu ortonormalni.

Walshova baze Mw je tvorena vektory W, pro N = 8 tedy obdrzime ortonor-
malni matici

Mw =

Sl
[0)e)
—_ = e e e e e

2~
3
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’ Index bodu \ Dvojkovy rozklad \ \ \ ‘ ‘ ‘

2 p3 | P2 2} e’ | ot b ek | W, ()
0 010 0 1 1 1 1 1

1 010 1 1 |y 1 1 r;

2 011 0 1 1 |rp | 1 Iry

3 0|1 1 1 | r; | ry 1 r; rs
4 110 0 1 1 1 | r3 r3

5} 110 1 1 | g 1 | r3 ryr3
6 11 0 1 1 | ry | 13 ry I's
7 1|1 1 1 |r; |ry | T3 |1r]ryrs

Tab. 3.2Walshova baze pro N = 2™ = 8

Algoritmus 3.2 walsh.m
function [W,P]l=walsh(n)

N=2"n;

[R,Pl=rad(n);

P=flipud(P);

P=[P(size(P,1),:)
P(1:size(P,1)-1,:)];

W=ones (N,N) ;
for i=1:N
for j=1:size(P,1)
Wi, )=W(i,:).*x(R(,:)."P(j,1));
end
end

Vyhodou této baze je, ze je iplna, nevyhodou vsak je, ze index radku nekoresponduje
s poc¢tem nulovych bodu, coz ztézuje jeji vyuziti pri analyze nahodnych procesu.

3.3 Walshiiv modifikovany systém

Definice 3.4. Diskrétni Walshova modifikovana baze vznikne rekurentné z dis-
krétni Walshovy baze preusporadanim podle vzorce

—_~

W, =Wy, =W, + (—1)/PW,, p=0,1;j=0,1,... . k; N = 2.

Pro N = 8 modifikovany ortonorméalni Walshtiv systém vypada nasledovné
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Algoritmus 3.3 walshm.m

function [Wm]=walshm(n)

N=2"n;

[W,P]=walsh(n);

for i=1:size(W,2)-1
SC:,i)=W(:,1)+W(:,i+1);

end
for i=1:N
Z(i)=N-nnz(S(i,:));
end
for i=1:N
Wm(i,:)=W(Z==1i,:);
end
e ] )
YVV(% 1 1 1 1 1 1 1 1
Wi 11 1 1 -1 -1 -1 -1
W7 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
Mo wi| 111 -1-11 1 -1 -1
W UN | WT V811 -1 -1 1 1 -1 -1 1
W7 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
Wi 1 -1 1 -1 -1 1 =1 1
— 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
| W7 - -

3.4 Haarudv systém

intervalu z € [0,1] :

hn(7) = hpi(x) =

n=2"+k m=0,1,2,..., k

V2m,
—V2m,

0

1,2,...

Definice 3.5. Haartv ortonormdln{ systém{h,(z)} >, € L*(0,1) je definovan na

2k—1
2m+1

2k
2m+1 b

2k—2
2m+1
2k—1
2m+1

pro jind z € [0, 1]

<x <
<xr <

,om.,
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Algoritmus 3.4 haar.m
function [H]=haar(n)

N=2"n;
k=1/N;
H=zeros(N);
H(1,:)=1;
x=k/2:k: (1-k/2);
for m=0:n-1

for k=1:2"m

H(2 m+k, : )=sqrt (27m) * (((2xk-2) /(27 (m+1) ) <x&x<(2%k-1) /(2" (m+1)))-. ..

((2¥k-1) /(27 (m+1) ) <x&x<(2*k) /(2" (m+1))));
end
end

H=H/sqrt (N) ;

Definice 3.6. Diskretizaci funkei h,(z) sestavime diskrétni Haarovu ortogonélni
soustavu h,, € 1*(N),. Podélime-li kazdy vektor h,, hodnotou v N, ziskdme dis-
krétni soustavu ortonormalni - matice Myg.

Pro nézornost zvolme délku intervalu 8, coz pfedstavuje 23subintervalt. Diskrétni
ortonormalni Haarova baze pak bude

h! 1 1 1 11 1 1 1
h! 11 1 1 -1 -1 -1 -1
h¥ V2 V2 V2 V2 0 0 0 0

Mu— 2 | B _ L]0 0 0 0 Vv2v2-v2 V2
H=UNIR |8 2 -2 0 O 0 0 0 0
h? o 0 2 -2 0 0 O 0
h! 0 0 0 0 2 -2 0 0

| hi | L0 0 0 o 0 0 2 =2 |

3.5 Diskrétni zobecnéna FR a zobecnénia DFT

Véta 3.7. Necht {@n} . je ortonormdini bazi prostoru 12(N) a necht {a,}>— je
libovolnd ciselnd posloupnost (v R nebo v C), pak plati

N-1
= Z |an|” < 0.
n=0

N-1 2

> anpn

n=0
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+ Hoo Ho1
1 1
T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 X 1 2 3 4 5 6 Fi 8 X
-4 -1
H11 H
1 1 12 P
T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 ] 7 8 X 1 2 3 4 2 G 7 8 X
-1 S — -1 —
t Hoq H
1 — 1 22
l T T T T T T T - T T T T T T -
H 2 3 4 5 6 7 8 x 1 2 £ 5 6 Fi 8 x
_1 | — _1 —
' H H
1 23 1 24
N N 12 3 4 5 6 7T B x
g L 1 —

Obr. 3.2Graficka reprezentace ortogonalni Haarovy baze
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Diikaz. Ziejmy, plyne z ortonormality {gon}ilvz_ol :

N-1 2 N-1 N-1 Nolo
D Unpn| = < > Py D an90n> = > lan|” < oc. [
n=0 n=0 n=0 n=0

Véta 3.8. Necht {gon}ggol je ortonormdling bazi prostoru 12(N), N € N, pak kaZds

prvek £ € 12(N) lze rozvinout v konvergentni konecnou tadu zvanou diskrétni

zobecnénd FR
N—1

f=> cupn, kde c,=(f on), (3.1)
n=0
vektor ¢ koeficienti ¢, nazveme zobecnénou DF'T vektoru f. Tento mnohoclen
s Fourierovskymi koeficinety md ze vsech mnohoclent v bdzi {gon}nN;OI nejmenst
stredni kvadratickou odchylku od £, tj. je nejlepsi aprozimaci funkce £ v normé 12

N-1 N-1
f— g Cnn|| = min ||f — E anPn
an

. N-1 2 N-1 N-1 N-1
Diikaz. ’ f— Zo anpn||l = <(f - Zo anpn), (f — 20 ancpn)> = (f,f)— Zo an (£, )
N-1 N-1 ) N-1 N-l o
- 2_30 Qp, <Sona f> + Z:O ‘an‘ <‘10n> Qon> = <f7 f> -2 2—30 Qn, <f7 (Pn> + Z—:O ’an| =

9 N-1 9 N—-1 N-1 9 N—-1 9
= HfH + Z cn|” — 2 Z anCp + Z |an|” — Z |Cn| =
n=0 n=0 n=0 n=0

, N-l , N=lo
= EI7+ X2 (an —cn)” = > feal™
n=0 n=0
N-1 )
Minima je dosazeno pro a, = ¢, tj. > (a, —¢,)” = 0, pak
n=0
N—1 2 ,  N=lo ) NoLo
min [|f — > ayen|l = |If]7 = X leal” 2 0 = |If]]” =2 > |ca|”...Besselova
Qn n=0 n=0 n=0

o
nerovnost piechazejici pii N — oo v Parsevalovu rovnost |[f]* = 3 |e,|*. O
n=0
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. on JofJ1] 2 | 3 [4]5]6]7]
f=MIc[ 3] 1 6 2 377915
Cwash | 36 [ -12| -8 0 6 |6]-10]6
Cuwash | 36 |-12] 0 8 [-10]6] 6 |6
CHaar 36 [-12 | -4v2|-4v2] 4 |8] -8 |8

Tab. 3.3Zobecnéné DFT

Definice 3.9. Necht {gon}nN;01 tvori ortonormdlni bazi 1*(N), N € N (Walshovu,
modifikovanou Walshovu, Haarovu, Fourierovu) a f € 1?(N). Pak p¥iméa zobec-
néni DFT je definovana maticové vztahem

c=F=Mf (3.2)
a zpétna zobecnéna DFT
f=M"'F=M"lc, (3.3)

kde n + 1. fadek (indexovéno od 1) transformaé¢ni matice M je tvoren hodnotami
@n. Navic plati, ze M~! = M7T.

Poznamka 3.10. Spoctenim soucinu matice a vektoru se Vyéisli N skalarnich

soucint - v pripadé diskrétntho ortonormalniho systému (f, ¢ > Z fkgon r vek-

torii £, ¢, z 12(INV) odpovidajicich skaldrnim soucintim (f(t) f ;
funkce f(t) a funkce tiplného ortonormélniho systému ¢, (¢ ) z L (I ).

Priklad 3.11. Zvolme vektor o 8 slozkach f = (3,1,6,2,3,7,9,5)7. Najdéte jeho
Walshovu, modifikovanou Walshovu a Haarovu transformaci.

Resend. Postupné vytvoiime jednotlivé transformacni matice M (Walshovu M = Myy,
modifik. Walshovu M = Mg, Haarovu M = Mpy) a provedeme transformaci ¢ = Mf
a inverzni transformaci f = M~!c = M7c, viz. Tab. 3.3.

A

Poznamka 3.12. Rademacherova soustava tvori neiplny systém, pak vypocet ko-
eficientii a rekonstrukce funkce je netuplna. V dalsim textu budeme uvazovat jen
uplné ortonormalni béze.

Cviceni 3.13. Vygenerujte si signal, spoctéte jeho Walshovu, modifikovanou Wal-
shovu, Haarovu a Fourierovu transformaci, koeficienty zasumeéte a analyzujte fil-
tracni uc¢inek Tichonovovy regularizace v zavislosti na parametrech a a e. Zakladem
Vam budiz Algoritmus 3.5.
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Algoritmus 3.5 transform.m
n=input(’Zadej n pro 2°n bodu:’);

N=2"n;
T=input(’Zadej transformaci: ’);
if(T=="R’) M=rad(n); end

if (T=="W’) M=walsh(n); end

if(T=="Wm’) M=walshm(n); end

if(T=="H’) M=haar(n); end

if (T=="F’) M=four(n); end

% Vygenerovani vektoru

x1=0%pi:2*%pi/N:2%pi; x2=2%pi:2*pi/N:4%*pi; x3=4*pi:2*pi/N:6%pi;
f=sin([x1 x2 x3])’; f=f(1:N);

% £=[sin(13*x1)+0.8*sin(23*x1)+0.6*sin (33*x1)

A sin(13*x2)+0.8*sin(23%x2)+0.6*sin (33*x2)

% sin(13*x3)+0.8*sin(23*x3)+0.6*sin(33*x3)] ’;
% f=[sin(13*x1) 0.8%sin(23*x2) 0.6*sin(33*x3)]’;
figure; plot(f); title(’Signal’)

% Transformace
c=Mxf ;
figure; plot(abs(c(1:N))); title(’Spektrum’)

% Porovnani s fft
cf=fft(f);
figure; plot(abs(cf(1:N))); title(’Spektrum-fft’)

% Zaneseni 10-procentni chyby
cerr=c+0.1*max(abs(c))*(rand(N,1)-0.5);
figure; plot(abs(cerr(1:N))); title(’Spektrum zatiz. chybou’)

% Zpetna transformace(rekonstrukce) chybou zatiz. koef.
ferr=M’*cerr;
figure; plot(real(ferr)); title(’Signal-chyb. koef.’)

% Tichonovova regularizace

e=2;

for i=1:N
alfa=0.01; cregl(i,1)=(cerr(i,1))/(1+alfa*x(i"e));
alfa=0.001; creg2(i,1)=(cerr(i,1))/(1+alfa*x(i”e));
alfa=0.0001; creg3(i,1)=(cerr(i,1))/(1+alfa*x(i”e));

end

fregl=M’*cregl; freg2=M’*creg2; freg3=M’x*creg3;

figure; plot(real(fregl)); title(’Signal-fregl’);
figure; plot(real(freg2)); title(’Signal-freg2’);
figure; plot(real(freg3d)); title(’Signal-freg3’);
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Kapitola 4

Diskrétni Fourierova transformace
(DFT) a jeji rychla verze (FFT)

4.1 Pripomenuti spojité FT

Spojita priméa a zpétnd FT F(w) funkce f(t) , kterd byla publikoviana Josephem

Fourierem r. 1822 v Parizi, jsou dany formulemi

~

+o0o
Flw) = (w):\/% /_ F(t)e ™, (4.1)

(1) = \/% /_ " Fw)et d, (4.2)

Tyto vztahy lze odvodit z Fourierovy rady skrz limitni proces zvétSovani periody
T — 00, coz umozni vyuzit tuto metodu i pro neperiodické signaly. Co se poza-
davku kladenych na funkei f(t) pro FT tyce, staci jeji absolutni integrovatelnost
nebo jeji rozvinutelnost ve FR na kazdém intervalu [a, b] dana tzv. Dirichletovymi
podminkami. Integrél pak vyjadiuje funkci f(t) ve vSech bodech spojitosti. Obecné
vsak FT muze existovat k funkcim, které uvedené podminky nesplnuji, a dokonce
i k distribucim (reguldrnim, temperovanym).

4.2 DFT

V sekei 1.2 byl zminén obecny pohled na IT a DT (jakozto koneénou diskretizaci
IT). V této sekci probereme detailné nejrozsitenéjsi a nejpouzivanéjsi z nich a to
DFT. Vétsina vlastnosti spojité FT plati po nahrazeni integralt sumami i pro DFT.
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{Son = (¢n,05Pn1, -~-74Pn,N—1)T}n:0 y Pk =
prostoru 12(N). P¥ima DFT (klasickd, trigonometrickd) vektoru f je
definovdna jako vektor ¢ =(cy,cy,...,cy—1)7, jehoZ n-t4 komponenta (koeficient
n-té harmonické) je ddna vztahem

27

Definice 4.1. Necht f = (fo,fi,...fv-1)T € 1}N) a systém
\/Lﬁeifvnk tvorl ortonormadalni bézi

a zpétna DFT vektoru c je definovana jako vektor f, jehoz n-ta komponenta je
dana vztahem

1 - 2T 1 .2
fn= Z e N = N7 e R (4.4)

Poznamka 4.2. DFT je vlastné numericky vypocet koeficientt FR obdélnikovou
metodou pii ekvidistantnim vzorkovani.

Definice 4.3. Necht ¢ je DFT signdlu f. Posloupnost |c,,| nazveme Fourierovskym
amplitudovym spektrem a posloupnost argc,,n = 0,1, ..., N — 1 Fourierovskym
spektrem fazovym.

Poznamka 4.4. Ze vztahu (4.3) miZeme uréit pouze N hodnot spektra, nebot

\/Lﬁei%ﬁ”k je periodicka s periodou N. Pomoci DFT tedy ziskame vektor o N slozkach

nebo periodickou nekonec¢nou posloupnost.

Navic spektra vektoru f = (fo, f1, ..., fv—1) a funkce f(t) = { Je, t=FKT

0, t#kT
rozdilnd, to prvni obsahuje N c¢lent, to druhé nekone¢né mnoho, pricemz prvnich N
se shoduje s N slozkami spektra prvniho.

jsou

» . _q2m  _gon . . . .
Oznacime-li w = e7'¥ a e "™ = w"* pak transforma¢ni matice Mg ma tvar
pro razna n a k:
w’ W’ w” o w®
w’  w! w? . wh—1
w’  w? w? oo wiN-D

-

wN-D(N-1)

Mgy je tvofend ortonormalni soustavou funkei na intervalu [0, (N — 1)At], kde
At =ty — tg. Piima DFT je pak dédna vztahem:

F = Mgf (4.5)
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Algorithm 4.1 four.m
function [F]=four(n)

N=2"n;
w=exp (2i*pi/N);

for i=1:N
for j=1:N
F(i,j)=w((1-1)*(j-1));
end
end

F=F/sqrt(N);

a zpétna DFT:
f =Myp 'F = Mg'F. (4.6)

Cviceni 4.5. Vyberte si spojitou funkei (napt. obdélnikovou funkei), k niz snadno
naleznete spojitou FT. Analyzujte vliv diskretizace funkce v kombinaci s uzitim
spojité FT a vliv diskretizace funkce v kombinaci s uzitim diskrétni FT (DFT) na

Fourierovské spektrum. Jaky vliv ma volba vzorkovaci frekvence % na jeho tvar?

4.3 Vlastnosti matice Mg
1. Mg jeregularni, symetricka, tj. IMp ! MpMp ! = Mg Mg = I, Mg = Mg".

2. Mg 'lze vyjadiit pomoci vztahu My ~' = Mg*, wp, = W = Wk

3. Mg je unitarni tj. (MFT)* =Mz L

4. k-ty tadek wy, = \/—% (0O, wh, w, . wWVIR) k=23 N-1je \/LN nasob-
kem k-té mocniny vektoru vV Nw; = (wo,wl,wz, e ,wal) tvoriciho druhy
5. Prvky w*, k = 0,1,2,...,N — 1 jsou kofeny rovnice z¥ — 1 = 0. Cisla
27 1.,
2 = wP = e~ lezi v komplexni roviné na kruznici o poloméru 1 a plati
N1 N ron=>0 _
Sutt=qy o e IS e = () =
k=0 0 pron#0

6. Pron = %,k’:O,l,...,N—lresp. k= %,nzO,l,...,N—lplati, ze nk = %/{
resp. nk = n, pak w*" = e~ iNRY = 7k = (—1)k resp. wh" = IR NT = ¢~ = (—1)"
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Obr. 4.1Komponenty baze DFT

7. Funkce w*" je periodicka s periodou mN,m € Z tzn., 7ze

wkn+mN _ e—i%r(kn+m]\f) _ e—i%kne—i%mN _ e—i%kn‘l _ wkn.

8. Mp je permutacni periodickd matice 4. stupné: Mg? =P, Myg* =1, kde P
je permutacni matice fadu N a PP =1.

Priklad 4.6. Necht f = (1,3,6,2,7,8,4,5)7. Nalezni DFT signalu f a ovéf jedno-
znacnost transformace zpétnou DFT.

Resend.
2 2
w’=1=—w* w'= g(l—z) = —w’, w'=—i=—-u’ W= —g(l—i—z’) = —w'
(wo,wl,wQ,w3,w4,w5,w6,w7) = (1,w1,w2,w3,—1,—w1, w2,—w3)
Ortonormalni transformacni matice pro N = 8 je
[ 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
1w W wr -1 —w! —w? —uw?
1w -1 —w? 1 w -1 —w
1 |11 v —w? w -1 —w® w —w
Mg = —
Jsl1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 —w' w —w -1 wt —w? W
1 —w? -1 w 1 —w? -1 w?
1 —w? - —w' -1 W w? w!
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f1(t) = sin(13t)

f1(t) = sin(13t)

fi(t) =

sin(13t)

f2(t) = 0.8sin(23t) fa2(t) = 0.8sin(23t) f2(t) = 0.8sin(23t)
f3(t) = 0.6sin(33t) f3(t) ? (().g)'sin(?z?)t) ; f3(t) ? ((].?sin(i’;{it) ;
0,2m t),t € (0,2m
TR0 TP | = { le( Diteanin | 50 = { Fi(t) + fa(t).t € (2, 4m)
T (4, 67) F1() + fa(t) + f3(t), t € (47, 67)
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Obr. 4.2Ukazka funkci majicich stejna amplitudova Fourierovska spektra

Ptima DF'T a zpétnd DFT je

1
F=Mgpf = —
F N

36
—7,4142 + 3,6569i
2 4i
—4,5858 + 7, 6569i
0
—4,5858 — 7,6569i
—2 + 4

| —7,4142 — 3,65697 |

f = MLF =

Druhéa polovina vektoru F je komplexné sdruzena k té prvni.

I 1
UL 0 I DN O W =
1 ]

A

Priklad 4.7. DFT nam poskytuje informaci pouze o zastoupenych harmonickych

a jejich amplitudach -

tzn. pro tfi odlisné funkce obsahujici stejné frekvence, ale

rizné lokalizované v c¢ase, obdrzime identické amplitudové spektrum viz. obr. 4.2.
Lokalizaci jak v Casové, tak ve frekvencni oblasti pak umoznuje okenni FT (WFT)

nebo waveletova transformace (WT) -

4.4 Dvoustranna DFT

viz. nasledujici kapitoly.

Poznamka 4.8. Nékdy se miizeme setkat s dvoustrannou DFT definovanou
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N
2 5
~ 1 2Tk N ]‘ —i2Znk
n=Cp, = p——e 'N resp. fon=20¢, = r——€ 'N
! 2. w ! 2w
k:*?‘i’l k=—~—
v zavislosti na tom, zda celkovy pocet vstupnich hodnot N funkce f je sudy (pak
k:—ﬂ—o—l,...,%,n————l—l . —) resp. lichy (pak k = —%,...,%,
n— N1 TNy
2 12

4.5 Dvourozmérna DFT

Definice 4.9. Necht Q@ € R?, D € N, x € Q a necht {¢,(x)}y,, , pn(x) € L2 (Q)
tvoif tplny ortonormdlni systém. Pak pro kazdou funkci f(x) € L? () existuje
na mnoziné 2 jednoznany rozvoj v konvergenti fadu (v normé L?)

o

f(x)= Z Cnon(x), kde ¢, = (f, ¢n) :/.../GQ f(x)@, (x)dx...dxp.

n=—oo

Tuto fadu nazveme D- rozmérnou zobecnénou FR. Numericky vypocet ¢, pak
vede na D—rozmérnou zobecnénou DFT.

Priklad 4.10. Napt. pro D = 2, index n € Z

f (Pn = // f 561,132 gon l’l,xQ d$1dx2 // f x y Son xz y)dl’dy
x17x2 EQ 7y GQ

Pro funkce ¢, (z,y) = puw(z,y) = mei(“‘E*”y) obdrzime klasickou dvourozmér-

nou FR.

Definice 4.11. Necht Q je obdélnik diskretizovdin v matici RM>*N
iom(ku g v .

f,00 = Puw = ﬁez Gr+¥) € 2(M x N), kde k = 0,1,....M — 1 je tzv.

radkovy index charakterizujici prvni proménnou, [ = 0,1,..., N — 1 je tzv. sloup-

covy index charakterizujici druhou proménnouan =0,1,..., (M —1)(N —1). Pak

dvourozmérni DFT je definovina jako matice ¢ € RM*N jejiz prvky ¢, jsou

dany vztahem

i
T
2
D
T

A oni(ku 1 oni(ku
= <f’ 90n> = fuv = fk;l e (3TN = fkle 2mi( 37+

1
! 0 VMN VMN =5 =

kde tadkovy index u = 0,1,..., M — 1 a sloupcovy index v = 0,1,..., N — 1.

Il
o
=
Il

~—
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B3
o
<

o =4 N W B~ N

22}
[=1

0 0

Obr. 4.3Dvourozmérna DFT - amplitudové spektrum R slozky obrazu 2.1a

Poznamka 4.12. Vypocet dvourozmérné DFT lze provést ve dvou krocich:
1. jednorozmérnd DFT fadki matice f: MLy =(Mgyf?)T
2. jednorozmérnd DFT sloupcii vzniklych po 1. kroku: Mgy ML,
nebo v opac¢ném poradi.
Vyslednou dvourozmérnou DFT mutzeme tedy psat ve tvaru

C = MFMfM’_}Z;N = MF]W(ﬂVI:}Z;N) = (MFMf)MgNy
nezavislost na poradi transformaci plyne z asociativity nasobeni matic.
Priklad 4.13. Aplikujte dvourozmérnou DFT na R-slozku obrazu 2.1a.

Resend. Amplitudové Fourierovské spektrum je vykresleno na obrazku 4.3. A

4.6 Rychla DFT - FFT

Vypocet DFT majici za vstup i vystup vektor hodnot dle vztahu (4.5) neni pro
praktické ulohy ptilis vhodny zejména pro svou znac¢nou ¢asovou naroc¢nost rostouci
se ¢tvercem délky vektori, tj. O(N?). Vypocet n-té slozky DFT vektoru délky N
je srovnatelny s vycislenim hodnoty polynomu stupné N — 1 v bodé emiNn, pres
pouZiti optimalniho Hornerova schématu je potieba 2N (N — 1)~ N? operaci. Tento
fakt vedl k vypracovani algoritmu zalozeného na ,,péknych* vlastnostech diskrétnich
exponencialnich funkci a redukujicitho vyraznym zptisobem vypocetni dobu skrz mi-
nimalizaci po¢tu ndsobeni a to navic komplexnich ¢isel - tzv. FFT algoritmus (Fast

Fourier Transform).
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Algoritmus FFT byl publikovan 1965 J. W. Cooleyem a J. W. Tukeyem pod
nazvem ,Butterfly® (motylek) nebo téz ,Splitting method“ pro pocet vstupnich
hodnot N = 2™, m € N. Vyjdéme z DFT dané vztahem

N-1
1 - 27 1
FnZ—E frem W = == fru™, w=wy=eV,
VN 2 VN

\_/

Rozdélenim vektoru f = ( fos f1, -y fn—1)T majictho N slozek na 2 vektory o % sloz-
kich y = (fo, fo, .., fv_2)l az = (fl, f3, s fn—1)T a to tim zptisobem Ze vezmeme
¢leny se sudym indexem y; = for a ¢leny s lichym indexem z, = fori1, pak lze F),
obrazu F = (Fy, I}, ..., Fy_1)" rozepsat

F, = (fou® + frw™ + ...+ fy_w™ D) =

2=

[(fowo + fow™ 4+ ..+ fN_gw(N*Q)") +w" (flwo + faw™ 4+ .+ fN_lw(N’Q)")} =

2=

S

-1

1
VN S

V disledku symetrie komplexnich ¢isel (koeficientt na kruznici):

[ysw™™ + zpw*+") o =0,1,.., N — 1.

_j4m —i2% nk
,w2nk — w?\?k — w]’l’(sz}Q —e ink _ e TiNEn

(obecné whf = wN/q) plati

N
1 -1 X1

1
Fp=——

nk
Wiy + ——=
N & NN

vl

N
Wy k.wN/2 Y, +wnZy, n:0,1,2,...,§—1,
k=0
(4.7)
kde Y = DFT(y) a Z = DFT(z). Prvni polovinu koeficientu F,, tedy obdrzime

pomoci DFT vektort polovi¢éni velikosti. Druhou polovinu ziskame

n N N
Fopx = Yotw +QZ = Yotwjwy Zy = Yo—wiZy, n=0,12... 5 -1, (48)

+

N om , .
nebot wy = e~iN 2 = 7™ = —1. Uvedené stépeni vektort lze opakovat do doby,

dokud nedostaneme dva vektory o jedné slozce

0

0
DFT(y) = Yo = Zyow?v =yo, DFT(2) = Zy = Zzow?v = 2.
k=0 k=0
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< . v T, /v , viv ; 2 2
Casova naroc¢nost vychézejici ze sekvence vyse popsanych Stépeni (2 (%) = N <

2
< N?) je O(N1n N). Maticovy zapis FFT dany vztahy (4.7), (4.8) bude

I~ Dxw Y Y
F = Mg nf = [IZV —D}]{Z}:BN{Z}’

N_
kde I% je jednotkova matice, diagonalni matice Dn = \;Wdiag (1, wi Wi, W 1),
2

5
obé radu % X % Dalsi krok bude

Iﬂ Dﬂ Y’ Y’ Iﬂ Dﬂ Y Y
Y:[L} —D}] {Z’}ZBQ[Z’]’Z:[I{; —D}] [Z”}ZBQ[Z”}’

N_
kde Iy je jednotkovd matice, diagonalnf matice Dy = \}Tdiag <1, W3 W, Wk 2),
T

obé fadu % X %. V dalsim kroku vektory Y’, Z',Y",Z" znovu rozdélime na vektory
se sudym a lichym indexem, preindexujeme a nékolikerym dalsim zopakovanim do-
staneme

By 0 0 0 o B o o . o
4
By 0 0 By 0 O 2
F=By| .2 4 0 0 By O 0 | Py,
0 By 0 0 By O
’ o 0o o0 B T 0
T 0 0 0 O B,
(4.9)

kde P je permutacni matice vytvorena pri vykonavani postupného sudo-lichého
preskupovani sloupcti jednotkové matice. Vstupni sekvence f je nejprve preskupena
pomoci permuta¢ni matice P7a pak prochdzi jednotlivymi kombina¢nimi stupni.
Napt. pro N =8

100 000O00O0 fo fo
00001O0O0O0 fi fa
0010O0O0O0®O0 f2 f2
pPlf 000O0O0O0OT1F®O0 I3 _ fs
01 000O0O0®O fa fi
0000O0OT1O0O0 I5 VB
0001O0O0O0O0 fo fs3
0000000 1] | fr] | f7 ]
Navic plati, ze transformacni matice DFT vektroru o 8 slozkadch bude rovna produktu

B, 0 0 O
B4 0 0 B2 0 0
0 BJ 0 0 B, 0
0 0 0 B,

Mg, = Bsg { P’
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Algoritmus 4.2 Implementace algoritmu ptimé FFT
function X=myfft(x);

N=length(x); n=log2(N);
% Vytvoreni permutacniho vektoru

pt=(1:N)’;
i_odd=(1:N/2)*2-1; % liche koeficienty
i even=(1:N/2)*2; % sude

for i=1:n-1
m=2"(i-1) ;K=N/(2*m) ;
pt_odd=reshape (pt(i_odd) ,K,m)
pt_even=reshape(pt (i_even) ,K,m)
pt=reshape([pt_odd;pt_even] ,N,1)

end;

% Prenasobovani dilcimi maticemi

X=x(pt);

for i=1:n

K=2"i; m=N/K; % m je pocet bloku B na diag., K je rad B
w=exp (2i*pi/K);
D=sqrt (2/K)*diag(w.”(0:-1:-(K/2-1))); %Diag. matice s prvky w

I=eye(K/2); % Jednotkova matice
B=[[I,D];[I,-D]]; % Blok B

V=diags(B,m) ; % Matice sestavena z m bloku B
X=VxX;

end;
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Algoritmus 4.3 Implementace algoritmu zpétné FFT

function x=myifft(X);

N=length(X) ;
n=log2(N);

% n

...pocet urovni

% Vytvoreni permutacniho vektoru pt

pt=(1:N)’;
i_odd=(1:N/2)*2-1;
i_even=(1:N/2)%2;
for i=1:n-1
m=2"(i-1);
K=N/(2*m) ;

% i_odd..liche indexy
% i_even.. sude indexy

pt_odd=reshape(pt(i_odd) ,K,m); % preusporadani prvku
pt_even=reshape(pt(i_even) ,K,m) ;
pt=reshape([pt_odd;pt_even] ,N,1);

end;

% Prenasobovani dilcimi maticemi

x=X;

for i=n:-1:1
K=2"1;
m=N/K;
w=exp (21*pi/K);

D=sqrt (2/K)*diag(w.”(0:

I=eye(K/2);
B=[[I,D];[I,-DI1];
V=diags(B,m);
x=V’*x;

end;

x=x(pt) ;

% m je pocet bloku B na diagonale, K je rad B

-1:-(K/2-1))) ;% Diag. matice s prvky w
% Jednotkova matice

% Blok B
% Matice sestavena z m bloku B
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Poznamka 4.14. Existuje celd fada velmi rychlych a efektivnich implementaci
DFT jako je napt. algoritmus s redukeci kmitoc¢tu, slouceny algoritmus, modifikace
algoritmu FFT s prvociselnym rozkladem, algoritmus v konecnych kruzich a jiné.

Poznamka 4.15. DFT ma obrovské vyuziti v rtuznych oborech, za zminku stoji
jeji pouziti ve fyzice pri feSeni prenosovych soustav (charakterizace chovani dyna-
mické soustavy pomoci prenosové funkce a prevod konvoluce na nasobeni), ilohach
difrakce, v krystalografii pti feseni reciproké mrizky, v optice pii zobrazovani ¢cockami
v tzv. Fraunhofferové aproximaci, v kvantové mechanice v relaci neurcitosti a digital-
nim zpracovani obrazu (restaurovani, zkvalitnovani, segmentace a komprese obrazu)
a zvuku. U posledné zminéné aplikace bych rad upozornil na zcela novy typ tzv.
kepstralni analyzy spocivajici v aplikaci FFT na upravené Fourierovské spektrum
majici hlavné vyuziti v analyze feci.
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Kapitola 5

Okenni Fourierova transformace
(WFT)

5.1 Motivace

Svét je plny signali - zvuku (hudba, tec), obrazu (fotografie, televize), datovych
fetézcu (Cisel, znaki), zemétieseni, elektromagnetickych vinéni atd., které musi byt
analyzovany, syntetizovany, komprimovany, prenaseny nebo vyhlazovany. Metody
pouzivané k tomuto zpracovani signalti jsou Fourierova rada, Fourierova, okenni
a waveletova transformace. Cilem této kapitoly je seznamit studenty s problemati-
kou okenni Fourierovy transformace a jejtho vyuziti pro c¢asové-frekvencéni analyzu
signali a jejich filtraci.

Uvazujme analyzu c¢asti skladby “Kocka leze dirou, pes oknem, nebude-li prset,
nezmoknem” (viz obr. 5.1). Skladba mtze byt modelovana funkei f(¢) , reprezentujici
tlak vzduchu na usni bubinek jako funkce casu (viz. obr 5.2) - tato , klavirni skladba*“
trva 17.63 sec a byla vzorkovana 44600 Hz na 777492 bodu a prevzorkovana na 16384
bod.

Jestlize se hudba sklada z jednotlivych ténu s frekvenci wy , pak f(t) je perio-
dickd s periodou T' = 1/w; a jejim prirozenym popisem bude Fourierova rada - tzv.
harmonicka analyza funkce f(¢) splnujici Dirichletovy podminky. Frekvenéni cha-
rakteristiky, tj. Fourierovy koeficienty urcuji amplitudy jednotlivych harmonickych
wp = nwy v f(t) . Jestlize je hudba Tadou takovychto ténu a melodii, pak obecné
tato fada neni periodicka a Fourierova rada nemtze byt pro jeji analyzu pouzita.

Teoreticky existuje moznost spocitat Fourierovu integralni transformaci F'(w)

Ko-cka le-ze di -rou, pes ok - nem, ne-bu-de-li pr - 3et, ne - zmo - knem EQI

/ e | it el =t Ty T o=l gl =
éi — :p' a = B e e P e e e e e )
— ! N—— .. - - — G 1 ST —B.__._ + p— e — — - + + "

¢ __' =7 4 1 = B I . '._'.._._0_ gt g o TR

ﬁ"

Obr. 5.1Cést skladby reprezentovana notami
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Obr. 5.3Jednostranné amplitudové Fourierovské spektrum funkce f(t)

funkce f(t) podle (4.1). Tento pfistup mé vsSak z praktického hlediska jednu vadu.
Abychom spocitali F'(w) , musime integrovat f(¢) na celé asové ose t € (—00, 4+00).
Potom F'(w) obsahuje celkové amplitudové spektrum (viz obr. 5.3) v celé skladbé
a nikoliv rozdéleni harmonickych v kazdém ténu - tzn. chybi ¢asova lokalizace.

Dalsim prikladem je obr. 4.2, kde tfem zcela odlisnym funkcim odpovida podobné
amplitudové spektrum.

Jestlize skladba trva urc¢itou dobu, musime pred vypoétem F(w) pockat az do-
zni. Tedy Fourierovou transformaci jsme schopni analyzovat pouze frekvenéni obsah
signalu, nikoli zacatek ¢i konec zkoumaného déje, tj. délku jeho trvani.

Navic informace o skocich a singularitach je rozlozena do celého frekvencéniho
spektra, tj. pri libovolné malych zménach funkce f(¢) v okoli libovolného bodu t
dochazi ke zméné celého frekvencniho spektra, coz vede k obtizim pri rekonstrukei.
P¥{¢inou je periodicita bazovych funkci e | které nejsou lokalizovany v ohrani¢eném
intervalu proménné ¢ .

Uvazujme nyni model slySeni, z néhoz bere okenni transformace inspiraci. Lidské
ucho miize vnimat zmény melodie aniz by rozkladalo signal na tony. Ponévadz ucho
analyzuje rozdéleni frekvenci daného signdlu f(t) v redlném case, musi soucasné
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Obr. 5.4Princip okenni transformace

podat informaci o f(t) ve frekvenéni i casové oblasti. Popisme tedy vystup funkce

~

f(w, T) v zavislosti na frekvenci w a posunuti 7 .

__ Ponévadz ucho nemuze analyzovat to, co uslysi pozdéji, mohou byt pro vypocet
f(w, T) pouzity pouze hodnoty f(t) , kde t < 7+ T/2 . Ucho mé také kone¢nou
pamét - existuje Casovy interval takovy, ze pouze hodnoty f(¢) prot = 7—T/2 maji
vliv na vysledek v case t . Tedy f(w, T) muze zaviset jen na f(t) pror —T/2 =t <
< 74 T'/2. Hodnoty signalu blizko koncu intervalu maji mensi vliv na anlyzu nez
hodnoty uprostred intervalu.

5.2 Definice okenni funkce a spojité WFT

Jednou z moznosti, jak odstranit tento problém, je pouziti okennich (véhovych)
funkei g(t — 7) , které jsou dobre lokalizovany kolem hodnoty 7.

Spojita funkce g(t) , kterd je finitni a nenulova na intervalu —7/2 < t < T/2
a nulova vné tohoto intervalu, bude pouzita k lokalizaci signalu v case. Pomoci
funkce g(t) definujeme funkci f;(t) = f(t)g(t — 7) , kterd ma obecné stejny nosi¢
jako funkce g(t) a nazyva se lokalizovana ¢ast funkce f(t) - viz obr 5.4. Funkce ¢()
je funkce komplexné sdruzend k g(t) . Funkce g(¢) "klouze" podél ¢asové osy. Okenni
transformaci lze interpretovat jako lokdlni Fourierovu transformaci s posunutim.
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Definice 5.1. Necht f(t),g(t),tg(t) € L*(R) , f.(t) = f(t)g(t —T) , pak pro
V7 € R definujme okenni Fourierovu transformaci (Window Fourier transform -
WFT) jako Fourierovu transformaci funkece f,(t) :

1 +oo

—iwt _ 1 oo —_Te—iwt
P = T L+ L SO

FT je provadéna pro kazdou polohu okna urcenou parametrem 7 .
Zpétna (inverzni) okenni Fourierova transformace je dana formuli:

+o0

FY(w,7) = f(t) = m / :O ( /  Flomglt- T)eiwtdw> dr. (5.2)

Generovani okenni funkece g(t) je zaloZeno na:

e filtracnich vlastnostech jadra v konvoluci (f % g)(t) , g(t) je jadrem konvoluce,
jestlize g(t) € L%(R), f_Jr;o g(t)dt =1 a g(t) lze psat ve tvaru

1 y+ioco
g(t) = — / E~1(s)eds
y

210 S oo

s v znacicim vertikalni prfimku v oboru absolutni konvergence Fourier-Lapla-

ceova integralu a
st S s
E(s) = e 1—— )en
(s)=¢e H ( @k> ear

k=1
[o.¢]
7’ ’ o0 N e s /v
s b € R a redlnou posloupnosti {ay } rey Vytvarejici konvergentni fadu > é ,
k=1

e reprezentaci ,,0— funkce” majici tvar

B AK (At)
9(t: ) = 2f0+oo K(T)dT7

pricemz A\ — oo a K (t) je suda funkce s K(0) #0 ,
e lokélnich FR - zobecnénd kosinova okna majici tvar

kt

g(t) = KZ(—l)kAkcos (QWT) |t € (0,7/2) .

Prehled nejcastéji pouzivanych okennich funkei jak v ¢asové, tak ve frekvencni oblasti
(pri sifce okna 20 bodi) je uveden na obr. 5.5 - kazdé z oken ma své specifické
vlastnosti dané jeho FT a propousti jen urcité frekvence (vice viz [1]).
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Nézev Vzorec Okenni fce v oblasti
c¢asové frekven¢éni
gt) = K 3 (—1)* Aycos 257t
Obdélnik ) T

K=1,A0=1,A =0,A2 =0,
A3 =0,A44=0

Blackmann-Harrison

g(t) =K Z( 1)"Akcos2k”t

K=1 Ao—l A1—1361 Az = 0.394,
A3 =0.033,44 =0

4
g(t) = K 37 (—1)F Apcos 257t

Hammin, k=0
& K=1,40=1,A; =0.84, A2 = 0,
A3 =0,As =0
g(t) = K z( 1)* Ajcos 2Et
Hannin
& 71A071A171A270
A3 =0,4A4=0
gt) =K Z (—1)* Aycos 2Ert
Flat-top

K=1 Aofl A17193A27129
Az = 0.388, A4 = 0.032

Kaiser-Bessel

g(t) = KZ( 1)k Ay cos 2kmt

K=1 Ao—l A1—129A2—0244
A3z =0.003,A4 =0

4
g(t) = K 3 (~1)k Ajcos 25t

Tukey K =1, Ao = 0.54, Ay = 0.46, Ay = 0,
A3 =0,4, =0
Radar g(t) =1+ coswt, t € (—1,1)
Bartlett g(t) = { 9 2_t/2f/’T7 tfé?’TT/f%
Trojthelnik g(b) :{ 22_t/27t“ /’T,tfé?’TT/f)m A
Cebysev Matlab. funkce chebwin-hyperbol.fce
Gauss g(t) = (2a)/4e~mat* |t| € (0,T/2)

I
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Obr. 5.5Pfehled okennich funkci v ¢asové a frekvencni oblasti I
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Néazev Vzorec Okenni fce v oblasti
c¢asové ‘ frekvencni

Sinuscardinalis g(t) = =27t ¢ € (0,T/2) R/w ﬂ :
Parsenl g(t) =1— (M)q,q >2 |t| € (0,T/2) — JL

T

Parsen2 g =[1- (M)q]fl qZ2 |t €(0,T/2) N Jt ,

T

Obr. 5.6Pfehled okennich funkci v ¢asové a frekvencni oblasti 11

Prikopnikem okenni transformace byl Gabor se svou spojitou transformaci (1946)
zalozenou na rozkladu na casové-frekvencéni atomy generované jako casové a frek-
vencni posuny Gaussovské funkce.

Interval T" (sitka okna) a posuv 7 jsou zde konstantni a nezévisi pfimo na prubéhu
funkce ani na jeji frekvenci. Zvolend okenni funkce minimalizuje vztah (kritérium
vyhodnoceni) A(7t) = ||f — f-|l;,, 7 € [0,T] jak uvnitt zvoleného okna, tak i na
celé ¢asové ose.

5.3 Diskrétni WFT (DWFT)

Jak jiz bylo zminéno, principem WFT je napocitavani FT jednotlivych lokalizova-
nych casti f, vstupniho signdlu f pomoci okenni funkce g. P¥i numerickém vypoctu
budeme tedy vycislovat sekvenci DFT resp. FEF'T vektoru £, = f.eg,, , kde nenulové
hodnoty okenni funkce doplnime nulami na stejnou délku jako ma vektor f a mohl
byt vycislen soucin element po elemetnu. Z maticového zépisu DFT : ¢, = Mgf,,
obdrzime k-ty sloupec matice c

C:[CTO Cr, - CTK:I:MF[fTO fT1 fTK]a

kde K je celkovy pocet okennich lokalizaci. Absolutni hodnoty jednotlivych sloupcu
c,, tak budou tvorit ,fezy* casové-frekvencniho spektra jejichz ,sesklddanim® resp.
projekci do jedné roviny dostaneme klasické amplitudové Fourierovské spektrum, tj.
ozna¢ime-li F=DFT(f), pak pro n-tou komponentu plati:

[Pl = maX{‘Cn,‘ro‘ ) ‘Cn,n‘ REEP ’Cn,TK|}'

Priklad 5.2. S vyuzitim DWFT provedte ¢asové-frekvencéni analyzu hudedni skladby

=

5.2.
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Resend. Casové-frekvencéni spektra hudedni skladby 5.2 zpracovand pomoci DWFT
jsou vyobrazena na obr. 5.7 - grafy v sloupci predstavuji vyhlazeny signal, jed-
nostranné amplitudové spektrum, casové-frekvencéni spektrum v 3D a pii pohledu
shora (777492 bodu / 17.63 sec => 44600 bodi / 1 sec => max. frekvence 22300
Hz, pfi pouziti oken délky 20 bodi => 10 frekvencnich hladin => 2230 Hz / 1
frekv. hladinu). A

Priklad 5.3. S vyuzitim DWFT provedte ¢asové-frekvenéni analyzu trech signalt
z obrazku 4.2.

Reseni. Casové-frekvencéni spektra pii pohledu shora funkei majicich podobna am-
plitud. spektra ziskand pomoci Hammingova okna jsou pro ilustraci vyobrazena na
obr. 5.8. Ukazka programu v Matlabu generujicitho vyhlazené signdly, jejich ampli-
tudova spektra, casoveé-frekvencni spektra a casové-frekvenéni spektra pri pohledu
shora funkce f(t) je uvedena v Algoritmu 5.2. A

Poznamka 5.4. WF'T potlacuje vyssi frekvence - v zavislosti na pouzitém okné,
¢ehoz se vyuziva pri vyhlazovani signali. WFT mize byt také uzita pro analyzu
nestacionarnich signali. Mezi nevyhody WFT lze tadit neadaptivitu okna - tj. kon-
stantni sifku okna jak v ¢asové, tak i ve frekvencni oblasti (tento nedostatek odstra-
nuje az waveletova transformace) a podle Heissenbergova principu neurcitosti také
nemoznost presné lokalizace v ¢asové a ve frekvencéni oblasti soucasneé.

Implementace vzorového prikladu obsahuje tyto c¢asti

e generovani vstupniho signalu f obsahujiciho 3 frekvence - 13, 23, 33 Hz, které
nastupuji postupné po nasobcich 27 s diskretizacnim krokem 27 /100 a vykres-
leni namodelovaného signalu

e FT namodelovaného signalu za pouziti matlab. funkce fft a vykresleni jedno-
stranného Fourierovského amplitudového spektra

e generovani okenni funkce - podle vyse uvedeného prehledu je mozno vygenero-
vat kteroukoliv okenni funkci - pro ukazku byla zvolena funkce Hammingova
a Gaussova délky N = 20 a posun okna byl zvolen 7 = 2

e vypocet koeficienti DWET - podle definice (integrace je nahrazena sumaci)
- koeficienty jsou ukladany do matice ¢ po fadcich - pro do danou pozici
okna jsou spocteny koeficienty DWFT na jednotlivych frekvenénich hladinach
v zavislosti na délce okna urcujici rozsah propousténych frekvenci (Neyquistova
frekvence - nejvétsi mozna zachytitelna frekvence), vysledna matice je nakonec
transponovana tj. ¢’
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Obr. 5.8Casové-frekvencni spektra signali majicich podobna Fourier. spektra pfi
pohledu shora

e vyhlazeni signalu - pro ukazku je uvedena aplikace DWFT pro vyhlazeni na-
modelovaného signdlu - pro kazdou pozici okna je vypocten fo,u(7) = fIg,
nasleduje vypocet DFT takto vyhlazeného signalu a zobrazeni jeho spektra -
v porovnani s puvodnim amplitud. spektrem namodelovaného signalu je pa-
trné, které frekvence byly oknem propustény a které naopak byly potlaceny

e zobrazeni amplitudového ¢asové-frekvenéniho spektra (CFS) - interpolace hod-
not a jejich vykresleni opét s pouzitim matlab. funkci

Cviceni 5.5. 1. Namodelujte signal podobny tomu na obr. 4.2 napt. s prvociselnymi
frekvencemi.

2. Vykreslete tento signal a jeho jednostranné amplitudové Fourierovské spek-
trum.

3. Vyberte z prehledu okennich funkei jednu, kterou vygenerujete podle ptislus-
ného vzorce.

4. Vykreslete toto okno jak v casové, tak ve frekvenéni oblasti (jednostr. amplit.
Four. spektrum).

5. Podle vzorového prikladu pak vypoctéte DWFEFT namodelovaného signalu a pro-
vedte jeho vyhlazeni s uzitim tohoto okna.

6. Analyzujte propusténé a odfiltrované frekvence na zakladé Four. spektra.
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Algoritmus 5.1 Generatory okennich funkci

function g=gcw(N,k,a0,al,a2,a3,a4) 7 generalized cosine window
t=2*pi/(N-1);
for i=1:N
g(i)=k*(a0-al*cos(t*(i-1))+a2*cos(2xt*x(i-1))...
-a3*cos (3xtx(i-1))+ad*cos (4*xt*x(i-1)));
end)

function g=gauss(N,a)
krok=pi/(N-1);
for i=1:N+1
t(1)=(i-N/2-1) ¥krok;
g(i)=((2%a)~(1/4) ) *exp(-pi*xaxt (i) *t(i));
end

function g=parsenl(N,q)

t=(-N/2:N/2);

for i=1:N+1
g(1)=1-(abs(t(i))/(N/2))"q;

end

function g=parsen2(N,q)

t=(-N/2:N/2);

for i=1:N+1
g(i)=1/(1+(abs(t(1))/(N/2))"q);

end

function g=radar(N)

krok=2/(N-1);

for i=1:N+1
t(1)=(i-N/2-1)*krok;
g(i)=1+cos(pi*t(i));

end

function g=sincard(N)
t=(-3:(6/(N-1)):3);
g=sinc(t);
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Algoritmus 5.2 Implementace WE'T

% Generovani vstupniho signalu ------—--——————————————————————
x1=0:2%pi/100:2*pi;x2=2%pi:2*pi/100:4*pi;x3=4*pi:2*pi/100:6%pi;
f=[sin(13%x1) 0.8*sin(23%x2) 0.6*sin(33%x3)]; n=length(f); plot(f);
% Fourierova transformace vstupniho signalu ---------------————-
F=fft(f); figure; plot(abs(F(1:n/2))); axis([0 n/2 0 max(F)]);

% Generovani okenni funkce -——-----———-————————————————————————
N=20; tau=2; 7% delka okna a posunuti okna

cg=input (’Zadejte poradove cislo okna pro okenni transformaci: ’);

if (cg==1) g=gcw(N,1,1,0,0,0,0); nazev=’0bdelnikove okno’;end

if (cg==2) g=gcw(N,1,1,1.36109,0.39381,0.03256,0); nazev=’Blackmann-Harrisovo okno’;end
if (cg==3) g=gcw(N, ,0.84,0,0,0); nazev="Hammingovo okno’;end

if (cg==4) g=gcw(N, ,1,0,0,0); nazev=’Hanningovo okno’;end

if (cg==5) g=gcw(N,1,1,1.93,1.29,0.388,0.0322); nazev="Plochy vrch’;end

if (cg==6) g=gcw(N, ,1.29,0.244,0.00305,0) ; nazev=’Kaiser-Besselovo okno’;end
if (cg==7) g=gcw(N,1,0.54,0.46,0,0,0); nazev=’Tukyovo okno’;end

if (cg==8) g=radar(N-1); nazev=’Radarove okno’;end

if (cg==9) g=bartlett(N); nazev=’Bartlettovo okno’;end

if (cg==10) g=triang(N); nazev=’Trojuhelnikove okno’;end

if (cg==11) g=chebwin(N-1,30); nazev=’Chebyshovo okno’;end

if (cg==12) g=gauss(N-1,1); nazev=’Gaussovske okno’;end

if (cg==13) g=sincard(N); nazev=’Sinus-cardinalis okno’;end

if (cg==14) g=parsenl(N-1,2); nazev=’Parsenovol okno’;end

if (cg==15) g=parsen2(N-1,2); nazev=’Parsenovo2 okno’;end

if (cg==16) g=transient(N); nazev=’Transient okno’;end

if (cg==17) g=exponent(N); nazev=’Exponencialni okno’;end

if (cg==18) g=radar(N); nazev=’Radarove okno’;end

g=g/norm(g,2); figure; plot(g); ' Normovani okna
G=fft(g); fwin=abs(G(1:N/2)); % Fourieruv obraz okna
fw=[]; for i=1:N/2 fw=[fwin(i) fw fwin(i)]; end; figure; plot(1:N,fw);
% Vypocet matice Four. koeficientu ¢ ————————————————————-——
wl=2%pi/N; c=[];
for 1=1:n/tau
for j=1:N/2
c(1,j)=0;
for k=1:N
tk=(1-1) *tau-N/2+k;
if (tk > 0) & (tk < n)
c(1,j)=c(1,j)+f (tk) *g (k) *exp (-i*wl*j*tk)/sqrt (N);
end

o
-

s

-
B e e

end
end
end
c=c’;
% Vyhlazeni signalu a jeho ampl. spektrum -——-—----—-————-——————-
fvyhl=[];
for 1=1:n/tau
fvyhl(1)=0;
for k=1:N
tk=(1-1) *tau-N/2+k;
if (tk > 0) & (tk < n)
fvyhl(1)=fvyhl(1)+f (tk)*g(k) ;
end
end
end
fconv=interp(fvyhl,tau); figure; plot(fconv);
Fconv=fft(fconv); figure; plot(abs(Fconv(1:n/2)));
% Casove-frekvencni spektrum signalu --------—--—--—————————
for i=1:n/tau ctemp(:,2*i-1)=c(:,1i); ctemp(:,2*i)=c(:,1i); end;
[X,Y] = meshgrid(1:N:n,1:N/2); [x,y] = meshgrid(l:n, 1:N/2);
Z=interp2(x,y,abs(ctemp) ,X,Y); figure; surf(X,Y,Z); shading interp;
axis([1 n 1 N/2 0 max(max(Z))]);
xlabel(’time’); ylabel(’level’); zlabel(’amplitude’);
colorbar; view(0,90); % CFS pri pohledu shora
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Kapitola 6

Waveletova (vinkova)
transformace (WT)

Zobecnéné FT maji rizné vlastnosti dané pouzitou bazi a z toho plynouci aplikace.
Zatimco u fady téchto jednorozmérnych zobecnénych FT dochazi k transformaci
prostoru s ur¢itym fyzikalnim rozmérem (napt. [r] u klasické F'T') do prostoru s fyzi-
kalnim rozmérem jinym (napt. [r~!] u klasické FT), tak u waveletové neboli vinkové
transformace (W'T), vyuzivajici bazi odvozenou od zakladni funkce pomoci posunuti
a zmény métitka, dochéazi k transformaci jednorozmérného prostoru do dvourozmeér-
ného majictho vsak tentyz rozmér fyzikalni. Waveletova analyza je tudiz specidlnim
pripadem Fourierovy analyzy.

vvvvvv

tzv. vicetroviiovd analyza (multirozklad L?*(R) neboli multiresolution analysis -
MRA).

Pokusime se vysvétlit zaklady tohoto procesu na jednoduchém prikladu. Pred-
stavme si, ze v supermarketu méame regdl (nazveme jej Hilbertovym prostorem
L?(2)), ozna¢ime podlahu jako nulovou hladinu m = 0. Mame k dispozici zdsilku
zbozi (funkce f(t)), napr. zasilka mic¢a riazné velikosti, regél je sestaven z jednot-
livych polic, kazda police tvori jednu hladinu (V,,). Na kazdé polici jsou kulaté
otvory (jednotlivé bazové elementy ¢,,,,, m je index police, n je pocet otvori na po-
lici), pruméry otvort jsou stejné na jedné polici (na jedné hladiné), ale pfi prechodu
z jedné police na druhou se méni dle vztahu 2™, m = 0,1,2,..., tj. otvory na nizsi
polici tedy jsou 2x mensi nez o jednu vySe. Ukolem bude najit optiméln{ rozklad
zbozi na policich, tj. aby kazdy mic¢ byl uloZen na prislusné misto, odpovidajici jeho
praméru. ReSeni: Je-li mi¢ ménsi nez otvor, pak tento mi¢ spadne pies otvor na
prislusnou polici (na prislusnou hladinu), kde otvor bude mensi nez prumér mice.
Ulozit tento mic¢ na nizsi polici je ekonomicky nevyhodné - tam miize byt umistén
mi¢ o mensim diametru. Proceduru pravé tohoto rozlozeni nazyvame viceiroviiovou
analyzou. Divame-li se do dalekohledu, mikroskopu, fotoaparatu, snazime se zachy-
tit ostré a zaroven dostatecné velké zobrazeni naseho objektu, pritom automaticky
provadime podobnou analyzu.
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6.1 Multirozklad

Definice 6.1. Multirozkladem L?(R") (vicetroviiovou analyzou) budeme nazjvat
neklesajici posloupnost uzavienych skalovacich podprostort V;, € L%(R"), m € Z
pro néz plati nasledujici podminky:

l...cVocVicWycWVicVoC...tj. Viu CVpaq, VmeZ

2. Mz Vin ={0}

3. Uynez Vimie husty a predstajuje L*(R"), tj. U,,cz Vin = L*(R™)

4. ft) e Vi, e f(2t) € Vipgr, teR”

5. existuje funkce ¢ € V; takova, ze {¢(t —n)}, , je ortonormalni bazi Vj.
Funkce ¢ € Vj se nazyva skalovaci funkce nebo zékladni skalova funkce resp.
otcovsky wavelet.

Poznamka 6.2. Formalné bychom mohli MRA interpretovat nésledujicim zptso-
bem. Bod 1 predstavuje rozdéleni regalu na police, nékteri autori zapisuji V,,.1 C
C Vi, Ym € Z |, my této indexace vyuzijeme u DW'T. Bod 3 tik4, Ze sjednocenim
ziskdme cely regal, tj. Vo, = L*(R™) a V_,, = {0}, tzn. neexistuje zadné zobzi, které
by se udrzovalo na horni polici. Bod 4 znamena, ze funkce f € V,,,1 obsahuje 2x
vice bodi nez f € V,,, coz odpovida procedure prelozeni mice na nejblizsi nizsi
polici za podminky, Ze primér otvoru je 2x mensi nez na predchozi polici. ¢ € V}
v bodé 5 a slouzi pro analyzu jednotlivych skdlovanych podprostori V,, - police
v horizontalnim sméru vyplni cely prostor bez prekryvani a mezer, tedy bazi pro-
storu V; : {¢(2t — n)},, ., dostaneme z elementii baze prostoru Vg, : {¢(t —n)}
jednoduchym 2x zmensenim poslednich.

ne”L

Existuji dalsi definice, které se vztahuji k biortogonalizaci waveleti1, k waveletiim
v prostoru L, k wavelettim na distribucich apod. Zakladem pro vytvoreni diskrétni
waveletové transformace (DWT) je dilatac¢ni rovnice tzv. rovnice sobépodobnosti
- skédlovaci rovnice. Formalni feseni této rovnice mizeme sestavit ve tvaru Four.
integralu, avsak analyza vznikajicich funkci neni viibec jednoducha.
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6.2 Definice spojité WT

Definice 6.3. Necht f(t),%(t) € L*R). Waveletovou (vlnkovou) transformaci
funkce f(t) pak definujeme

W) = Flah) = flah) =~ = [ s ( b)dt (6.1)

kde a € R\ {0} je tzv. dilata¢ni skdlovy parametr, b € R je translacni parametr,
(1) je matersky wavelet nebo jen wavelet spliujici

—+o00

b(t)dt =

Zpétna (inverzni) waveletova transformace je pak dédna vztahem

WTHF) = f(t) = % /Z (/Z F(a,b)y (%) da) db. (6.2)

Poznamka 6.4. Zakladni mateisky wavelet si mizeme predstavit jako “vlnku”
nabyvajici kladnych a zapornych hodnot, ktera nemusi byt viitbec symetricka a mtize
byt vytvorena i pomoci nelinearnich kombinaci otcovského waveletu. Obraz F' je
skalarni soucin funkce f s dilatacemi a translacemi okna ), tj.

F(a,b) = <f<t>, e (t - b)> |

6.3 Vlastnosti WT

Koeficienty WT obsahuji informaci jak o analyzované funkci, tak i o waveletu po-
uzitém pri analyze. Necht WT'(f(t)) = F(a,b), pak nékteré vlastnosti WT jsou
nezavislé na typu waveletu:

1. linearita WT(afy + Bfa) = aWT(f1) + BWT(f2) = aFi(a,b) + fF5(a,b),
2. invariance vzhledem k posunuti WT'(f(t — by)) = F(a,b — by),

3. invariance vzhledem k dilataci WT' ( )) (alo, %) ,
4. derivovani origindlu WT (2 f) = I N0 O (Vap(t)) dt,

5. analogie Parsevalovy véty v pripadé ortogondlni waveletovské béaze

+oo _ +oo +o00 -
fi(t) fo(t)dt = C’Jl/ / Fi(a,b)Fy(a,b)a *da db =



6.4 W' - Konstrukce ortonormalnich waveleti 51

enerigie signdlu (funkce)

+00 +o0o
/ )t = ¢ / |F(a, b)%a~2da db.

o0

6.4 WT - Konstrukce ortonormalnich waveletu

Matematickd konstrukce ortonormalnich waveletii s kompaktnim nosicem byla pro-
vedena 1. Daubechies (1988) s pouzitim teorie MRA. Néstin tvorby baze pomoci
MRA je néasledujici:

e Necht P,, znamend ortogonalni projekci f do V,, a Dym dilatacni operator, tj.
f(.) € DamV,, & f(2™.) € Viygn. S rostoucim m pak P, f 1épe aproximuje f,
az nakonec

lim P.f = f.

m—0o0

Prostor V}, je tvofen skdlovymi funkcemi {¢,.,}y,, , Vm € Z.

e Jelikoz V,, je obsazen ve V,,.1, mizeme definovat W, jako m-ty waveletovy
prostor obsahujici waveletové funkce {¢n}y,, , ¥m € Z tak, aby byl ortogo-
nalnim doplnkem V,, do V,, 11, tj.

vm+1 = Vm s> me

Q. je projekéni operator do W, - skdlované verze Wy, kde f(.) € W,, <
f(27™.) € Wy. Tedy obdobné W, je tvofen waveletovymi funkcemi {¢,,,, }.,, , Vm € Z.
Pak

Pm—l—l:Pm@Qm

je projekéni operator do Vi, 1.

e Zékladni vlastnost MRA je to, ze umoznuje sestavit ortonormalni waveletov-
skou bazi {mn(t)}y,, , Ym € Z, kde thp,(t) = 2729 (27t —n), m,n € Z tak,
ze pro kazdou f(t) € L*(R) plati:

Pm—i—lf - me + me - Z amn¢mn + Z dmn¢mn =

nez neL

=3 Srn)brn + S (- o) omn:

neZ nez

Koeficienty a,,, nazveme aproximacnimi, trendovymi, skalovymi nebo nizko-
frekvencnimi, koeficienty d,,,, pak detailnimi, doplinkovymi, waveletovymi nebo
vysokofrekvenc¢nimi.
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e Hleddame funkci ¢ € Wy tak, aby {¢(t —n)}, tvofila ortonormalni bazi Wy,

Wins1 = DoWy, a {Dam1)(t — n)}, byla ortonormalni bazi W,,. Jelikoz W, LV,,,,
Vm+1 = Vm S Wm a L? = UmEZ Vma Wm-i-lJ—Wm a L? = 6577162“47% pak
{Dymip(t —n)}, . je ortonormdlni bazi L?. Ortonormalita je zde zarucena na
jednotlivych trovnich m:

1, k=1

<¢mk7 ¢ml> = 6kl = {07 L 7& l .

Pro skalarni soucin mezi sousednimi irovnémi plati

(Dmks Gms11) = Pi—ok, k1 € Z, Zhi = 1.
Vk

Konstrukce 1 je déna nésledujici procedurou. Necht 1? je diskrétni analog
prostoru L2(R). Je-li ¢ € Vy C V; a {¢(2t — n)} je ortonormélni bézi Vi, pak
posloupnost koeficientii h,, € 12 spliiuje dilataéni rovnici

O(t) = V2 had(2t —n).

nel

Vyfeseni této rovnice odstartovalo konstrukei ortonormalnich waveleti. Zde
hy, jsou skalovaci filtracni koeficienty zarucujici ortonormalitu, ma-li ¢(t) kom-
paktni nosi¢, pak pocet téchto nenulovych koeficientt je nenulovy.

Definujme
W(t) =V2)  gad(2t — n),
nez
pak pravé wavelety ¥, = 2~ 2 ¢(27™t—n), m, n € Z tvoif ortonormalni wave-
letové baze prostoru W,,, které nazyvame Daubechiesové (tyto wavelety nemaji
zaddné osy symetrie, ortonormalita waveletl je zarucena i mezi riznymi irov-

némi m). Pro ortogonélni béze ¢(t) = > h,d(2t —n), ¥(t) = > g.d(2t —n).

neL neL

Neékteré dalsi podminky pro sestaveni waveletu (nejsou nutné):

fj;o o(t)dt = 1, zde ¢ lze chapat jako prostorovou hustotu rozdéleni pravdé-
podobnosti ndhodné veli¢iny t za podminky, ze ¢(t) = 0, t € R. Uvazujeme-li,
ze stfedni hodnota ndhodné velic¢iny ¢ je 0 a jeji rozptyl 1, pak fj;o to(t)dt =0,

[ 2et)dt = 1,

. f_Jr;o thp(t)dt = 0, k= 1,2, ... nulovost momentt k-tého stupné,

e pro () 2 0: [*E ()t = 1,

e podminka na symetrii apod.

Budeme se snazit nalézt skdlovaci funkei tvorici ortonormalni multirozklad.
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Daubechies Wavelet db2 Discrete Meyer Wavelet dmey

Scaling function Wavelet function Scaling function Wavelet function
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Figure 6.1 Ukazka skalové a waveletové funkce neboli téz otcovského a materského
waveletu pro Db2 a Meyerovskou bazi

6.5 DWT

Od této kapitoly dale budeme pouzivat v multirozkladu indexaci V,, C V,,_;.
Nejdiive najdeme filtracni koeficienty, které prostrednictim dilatac¢ni rovnice budou
definovat skalovaci funkci s pozadovanymi vlastnostmi. Kromé ortogonality budeme
jesté pozadovat kompaktni nosi¢. Ciselné hodnoty filtra¢nich koeficientt jako prvni
spocitala Ingrid Daubechies (1988). Ortonormalni wavelety s 2M = N nenulovymi
filtracnimi koeficienty se zanéi DN(dbN) resp. D2M(db2M). Napt. wavelet D1 je
ortonormalni wavelet 1. fadu tzv. Haartiv wavelet.

Skalovaci filtra¢ni koeficienty h,, (koeficienty projekéniho operatoru P do pro-
storu skalovacich funkef) budeme znacit: h = (ho, hy, ..., hy_1)". Waveletové fil-
tracni koeficienty g, (koeficienty projekéniho operatoru @) do prostoru waveletov-
skych funkei) g = (90,91, - -, gN_l)T. V dusledku ortogonality vektoru h a g na
vSech hladinach i mezi hladinami rozkladu koeficienty g, vypocteme ze vztahu

gn = <_1)nhN—1—n-
Piiklad 6.5. Resenim dilatacni rovnice uréete hodnoty skélovacich a waveletov-
skych filtrac¢nich koeficient nejjednodussiho Haarova waveletu.

Re$end. Ortonorméalni baze L*(R) je tvorend translacemi a dilatacemi materského
Haarova waveletu

1 telo,3)
Y(t)=<4-1 te[i1).
0 te¢o,1)

Prvky této baze nejsou hladké krivky a maji rozptyl 1/w frekvencniho rozsahu. Pri
t >0 w— o0, piit - 00 < w — 0. Skilovaci filtra¢ni koeficienty jsou
h = (hg, h1)T, waveletovské filtracni koeficienty g = (g, 91)”, jejich hodnoty jsou
uréeny rovnicemi

hi+hi=1, (6.3)
9o+ g1 =0. (6.4)
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Rovnici (6.3) sestavime na zakladé podminky ortonormality na hladiné s indexem m:

|h||* = (h,h) = 1, rovnici (6.4) sestavime pouzitim pozadavku Jp (t)dt =0 v dis-

krétnim tvaru ) gx = 0. Jelikoz ma platit g, = (—1)"hy_1-n = go = h1,91 = —ho,
vk

pak dosazenim za g, g1 a doresenim soustavy obdrzime

A

Obecné pro vypocet skalovacich parametri lze sestavit nasledujici soustavu rov-
nic:

2M—1
1, m=0
e v dusledku ortogonality: >~ hphyiom = 0m =< .m=0,1,...,M—1
n=0 0, m 7é 0
2M—-1
e 7 hlediska normovéni: Y h, = /2,
n=0
2M—1
e nulovost momenti k-tého stupné zajistime: >° (—=1)"n*h, =0,k =0,1,..., M—1,
n=0
2M—1
e rovnice Y. (—1)"h, = 0 je linedrnich kombinaci vyse uvedenych.
n=0

V disledku ortogonality koeficienti pro vypocet doplitkkové informace pri danych
filtracnich parametrech vypocteme g,. Tyto koeficienty pouzijeme pro popis algo-
ritmu primé a zpétné DW'T, pti vypoctu casove-frekvenéniho spektra, pfi odSumo-
vani apod. Pri vypoctu budeme prechazet na hladiny s vyssim indexem - ¢im mensi
index hladiny, tim vétsi frekvence charakterizuje.

Nejcastéji pouzivané skdlové funkce (otcovské wavelety) jak v ¢asové oblasti, tak
jejich obraz v oblasti frekvencni jsou vyobrazeny na obrazku 6.2.

6.6 Mallattv algoritmus - rychla DWT - FWT

Mallatuv algoritmus (pyramiddalni, kaskddovy) je sestaven pro pripad ortonormél-
nich waveleti a ¢asto je nazyvan rychla DWT (FWT - Fast Wavelet Transform).
Algoritmus vyzaduje, aby vstupni vektor obsahoval pocet vstupnich hodnot N = 2"
nebo k2", k,n € N.

Necht vstupni diskrétni data jsou f = fy = ag = (fo, f1,-- .,fN,l)T. Pomoci
operatorti ortogonalnich projekci do diskretizovaného skélového podprostoru V,,
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—) |/ LA
.Db2 — ‘Db32‘ — Dmeyy
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Obr. 6.2Ptehled skalovych funkei (otcovskych waveletit) v ¢asové a frekvenéni oblasti

a do diskretizovaného waveletovského podprostoru W, reprezentovanych maticemi
P..,Q,, lze prvek f,,_; = a,,_1 € V,,_; rozlozit:

[gz]fm_lz[gﬂzcm,

a, =f, € V..dn € W,, pro m = 1,2, .... Radky téchto projekénich matic budou
tvofeny filtra¢nimi $kalovymi h” resp. waveletovskymi koeficienty g’ posouvanymi
o dva body, tedy

ho hi hy hy 0 0 --- 0
0 0 h() hl hg h3 - 0
P, =H, = 0o 0 - )
0O 0 --- -+ hg hy hy hs
-h2 h3 O A cte 0 ho h]__
(g0 91 g2 g5 0 0 - 0]
0 0 g9 g1 92 g3 -~ 0
0 0 - - g G 92 g3
92 935 0 - - 0 go g |

m-ty krok primé DW'T je dan vztahem

A Hm
Chn = |: dm 1 = |: Gm 1 Ap—1 — Mmfm—l' (65)
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Vysledkem této procedury jsou vektory a,,, d,,, d;m—1, .. .,d; (listy stromu multiroz-
kladu) tvorici waveletovské spektrum popisujici ¢asové-frekvenéni lokalizaci vstup-
niho signélu. Slozky aproximacniho vektoru a,, = (am1, @m2, - Gmar)’ jsou dany
skaldrnim soucinem a,,,, = (f,—-1, Gmn) a urcuji celkovy trend vstupnich dat (nizsi
frekvence, komprimovana ¢ast). Slozky doplitkového vektoru d,,, = (dyn.1, 2, oy dir)*
jsou dény skaldarnim soucinem d,,,, = (f,,—1, ¥mn) a obsahuji dopliujici informaci
o jemnostech (vyssi frekvence).

Z ortonormality plyne M1 = MZ  pak odpovidajici krok zpétné DWT je dan
vztahem

H, ] [a
a1 =fn 1= { G ] { 1 1 =M’c,,. (6.6)

Priklad 6.6. Necht vstupni vektor f = f, =a, = (1,3,6,2,7,8,4,5)T. Spoctéte
jeho DWT s uzitim Haarova waveletu.

Py
Qs
uroven, ktera bude tvorena pomoci skalovacich a waveletovskych filtra¢nich koefici-
entl posouvanych o 2 hodnoty a to tak, ze matice Py, 1, Qg1 vzniknou z Py, Qi
wylezanim“ horniho levého bloku (submatice) o poloviénim poc¢tu radku i sloupet.

Resend. Nejprve vytvoifme matice M, = k= 1,2,3 pro DWT na k-tou

11000000 1 =10 0 0 0 0 0
p_ L0001 10000, 1} 00 110000
'Y»L2lo0oo0o011o0o0|" A0 000 110 0|
00000011 00 0 0 0 0 1 -1
11100 1 -10 0
PQ_E[O 11]’(‘:32 l001—1]’

Piima DWT

S,_.
)
cocoo—~r o0 O
cocool coo~
—
corRr oo O RO
col ccor~o
—_
S e I e i e RS e i )
—Fo o O, OOO
cCoor~r o oo

U= 0 I N O W
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B [P, 1o o0 1 1| 1|8/
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12 6
Sl 24| 12| [a
ol 4| T =2 T |
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Zpétna DWT

I [1 1] 1718 6
32=f2:M§C3:—2[1_1]E _6 :[12]7
10 1 076 4
1|10 -1 0 12 1|8
—f = MFe, — ——
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0001 0 0 0 —1] | -1] |5]

A

Poznamka 6.7. Vedle uvedeného algoritmu (standardni DWT) existuje staci-
onarni DWT, kde nedochazi ke kompresi. Pti sestaveni algoritmu v matici M se
nepouziva posuv o 2 mista, ale posuv jen o 1 misto resp. vlozeni 0 mezi kazdé dve
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[d2a]  [doo]  [das]
| | | | |
C 1 1 1 ]

(23 J[ds[d52](dss |[daa][dss J|dse | [d7]

Figure 6.3 3-troviiovy multirozklad a paketovy rozklad

slozky vektoru. Matici M rozlozime na 2 matice H, G, které sestavime z filtracnich
koeficient s posunem jen o 1 misto resp. pri sestaveni matic H, G za kazdy filtracni
koeficient vlozime 0, pak provedeme posun o 2 mista. Pak a; = Hf, d; = Gf budou
vektory stejné délky jako vstupni signél f.

6.7 Paketovy rozklad

Necht m znadi index transformacni hladiny (vétsi index charakterizuje mensi frek-
vence a vetsi méritko, tedy hladinu s mensi rozliSovaci schopnosti) a a,, kompri-
movany signdl (aproximace signalu, trendova ¢ast) na hladiné m a d,, ortogonalni
doplnék (zachycujici odliSnosti, jemnosti) na hladiné m. Podstata paketového roz-
kladu je v tom, ze miizeme stejnym zplisobem jako s vektory a,, pracovat s vektory
d,,. Pri multirozkladu provadime sekvenci krokt

a, | _ | Hn
dm - Gm Am—1,

u paketového rozkladu budeme navic provadét v kazdém kroku pro k =1, ..., K,,_1,
kde K,, 1 je pocet doplnki na hladiné s indexem m — 1, nasledujici operace

dm,Qk - Hm d

d; 2041 G, | ™
tj. budeme provadét DWT kazdého doplinku na hladiné s indexem m — 1, ¢imz
budeme budovat strom paketového rozkladu symetricky do sitky, viz. obrazek 6.3.

Poznamka 6.8. Vybér waveletové baze je velmi dilezity a ovliviiuje vysledky zpra-
covani. Obvykle se waveletova baze voli tak, aby se co nejvice podobala zpracova-
vanému signélu - lépe zachycuje frekvence. Pti okenni transformaci jsou odstranény
vysoké frekvence (dochdzi k vyhlazeni), zatimco u waveletové transformace jsou za-
chyceny vsechny frekvence. WT se hodi jak pro stacionarni, tak pro nestacionarni
signaly.

Aproximacni vlastnosti wavelett - dnes existuje celd fada rtznych hledisek, dle
kterych lze wavelety délit na spojité, diskrétni, linedrni, harmonické, ortogonalni,
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biortogonalni, s kompaktnim nosi¢em a jiné. Lze vsak vyc¢lenit 3 zakladni parametry,
podle nichz lze hodnotit aproximacni vlastnosti waveletii: L - stupen lokalizace, C'
- poc¢et prvnich nulovych momentt, S - hladkost, tj. do které t¥idy funkci prislusna
skalova funkce patii.

Priklad 6.9. Provedte DWT vzorkovaného realného seismického signdlu na 2 hla-
diny pomoci Meyerovského waveletu a filtraci pomoci kvantilového prahovani.

Resend. Vysledek je zobrazen na obr. 6.4. A

1 L

i?( 107 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

L

Q407 50/ 100 150 200 250 300 350 400 450 500

T T T T T T T

L

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Obr. 6.4Realny seismic.signal, jeho DWT a rekonstrukce po kvantil. prahovani

Priklad 6.10. Pomoci DWT a multirozkladu naleznéte ¢asové-frekvenéni spektrum
hudebni skladby 5.2.

Resend. Pfi feseni byla provedena 3-tiroviiovd MRA analyza, ¢imz jsme obdrzeli 4
frekven¢ni hladiny odpovidajici koeficientim ag, ds, ds, d; , 1. hladina (a3 ) obsahuje
frekvence 0-2756,25 Hz, 2. hladina (d3 ) frekvence 2756,25-5512,5 Hz, 3. hladina (d,
) frekvence 5512,5-11025 Hz a 4. hladina (d; ) frekvence 11025-22050 Hz. Vysledné
multirozklady, jejich Fourierovska amplitudova a casové-frekvencni spektra i pti po-
hledu shora ziskand pomoci waveletu Db8 a Bior6.8 jsou vykreslena na obrazku 6.5.

A

6.8 Dvourozmérna WT

Triviadlni zptisob vytvoreni 2D ortonormalni waveletovské baze z ortonormalni 1D
waveletovské baze 1, ,(t) = m™/ ?1)(2™t—n) je zaloZen na jejich tenzorovém soucinu:

wml,m,mmnz (th t2> = wmhmﬁm,nz (5177 y) = wmhm,(x)wmz,nz (y)
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Algoritmus 6.1 Implementace piimé, zpétné DWT (Haaruv wavelet) a jeji pouziti
pri filtraci
function [ca, cd]l=mydwt(a)
N=length(a) ;
h(1)=1; h(2)=1; h=h/sqrt(2);
g(=1; g(2)=-1; g=g/sqrt(2);
for i=1:N/2
H(i, (i-1)*2+1: (i-1)*2+1length(h))=h;
G(i, (i-1)*2+1:(i-1)*2+length(h))=¢;
end
M=[H; GI;
b=M*a;
ca=b(1:N/2,1);
cd=b(N/2+1:N,1);

function [a]l=myidwt(ca, cd)
c=[ca; cd]; N=length(a);
h(1)=1; h(2)=1; h=h/sqrt(2);
g(1)=1; g(2)=-1; g=g/sqrt(2);
for i=1:N/2
H(i, (i-1)*2+1: (i-1)*2+length(h))=h;
G(i, (i-1)*2+1: (i-1)*2+length(h))=g;
end
M=[H; GI;
a=M’*c;
function [C,R]=wavdemo (f,M)
N=length(f); C=f;
for i=1:M
for j=1:27(i-1)
n=N/2"(i-1); Y%delka paketu na i-te hladine
% Vypocet komprim.,dopln. koef. pomoci komplex. waveletu
[ca, cdl=mydwt(C(i, (j-1)*n+1:j*n));
C(i+1, (j-1D)*n+1:j*n)=[ca(l:n/2), cd(1:n/2)];
end
end
% Vyhlazeni
R=C;
for i=1:N
if (abs(C(M+1,i))<=median(f)) R(M+1,i)=0; nvyhl=nvyhl+1; end
end
% Rekonstrukce vyhl.signalu
for i=M+1:-1:2
for j=1:2:27(i-1)
m=floor (N/2"(i-1));
fx=myidwt (R(i, (j-1)*n+1:j*n) ,R(i,j*n+1: (j+1)*n));
R(i-1, (j-1)*n+1:(j-1)*n+length(fx))==fx;
end
end

R=real(R); plot(C(1,:)); hold on; plot(R(1,:),’r’);
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Figure 6.5 Casové-frekvencéni analyza hudebni skladby pomoci DWT
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V nové bazi proménné x,y maji rizné koeficienty dilatace.
Jind konstrucke je, ze 2D wavelet je tvoren jako

77Dm,n(l'7 y) = 2m,¢(2mx —n, me - k)a

kde proménné x,y maji v nové bazi stejné koeficienty dilatace. Funkce ¢ v tomto
pripadé je tvorena 3 elemetnarnimi wavelety

2™y (2" x—n)e(2My—k), 2My(2Mx—n) (2My—k), 22" x—n)e(2™y—k).

Analyza se provadi v horizontalnim sméru, ve vertikalnim a po diagonéle.

Na obrazku 6.6 je znadzornéno rozlozeni waveletovskych koeficientt geometrickych
objektu pri riuznych trovnich rozkladu m = 1 a m = 2 ale pfi stejnych dilatacnich
koeficientech. Pti dekompozici f = f5 majici M radkd a N sloupcii na prvni droven
pouzijeme 1D DWT nejdfive na fadky (sloupce) a pak na sloupce (fadky), 2D DWT
na prvni hladinu rozkladu bude.

= HmemlemNT Hmemf1GmNT _ T _
fm - Gmem_leNT Gmem_leNT == Mmem_leN, m = 1, 2, ey

prom =1

M N
fe RMXNa MlM € RMXM? MlN S RNXN) H1M7 GlM S IR7><J\/Iv]:_]:l]V7 GlN € ]R?XN'
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Criginal Image

2

Image Selection |7

Decomposition at level 2

Obr. 6.6Dvourozmérna DW'T - Matlabovsky priklad
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Kapitola 7

Z-transformace

7.1 Definice primé a zpétné Z-transformace

P1i studiu spojité Laplaceovy transformace jsme u origindlu f(t) pozadovali tzv.
ohranic¢eny (omezeny) rist a po ¢astech spojitost f(¢) i f'(t), pak L-obrazem byla
komplexni funkce komplexni proménné F(s). V piipadé Z-transformace bude origi-
nalem posloupnost komplexnich resp. realnych ¢isel {f,} -, a Z-obrazem komplexni
funkce komplexni proménné F'(z).

Véta 7.1. Necht pro tadu > f,z""3dM € R*

n=0

Is € RVYn € NU{0} : |f,] < Me™, (7.1)

pak je tada konvergentni na mnoziné Q = {z € C: |z| > e®* = R} (tj. vné kruhu
o poloméru R).

Definice 7.2. Necht {f,},~, je ¢iselnd posloupnost v C resp. R spliiujici (7.1).
Jednostranna Z-transformace této posloupnosti je definovana

F(z) = Z{fa}ol) = an : (7.2)

Poznamka 7.3. V celém textu budeme mit pod pojmem Z-transformace na mysli
vzdy jednostrannou Z-transformaci.

Diikaz. Pro pripad jednostranné Z-transformace pii platnosti (7.1) dokazeme abso-
lutni konvergenci fady z niz plyne jeji konvergence

an _n<2|fn _n|_Z|fn||Z_n‘<MZ 5_1 %<OO> |Z|>68'
1—es|z]
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Véta 7.4. Z-transformace posloupnosti { f,} ~, dand vztahem (7.2) je v oblasti
requldrni (holomorfni) funkce F(z) komplexni proménné z. Bod z = oo je bodem
odstranitelné singularity, nebo v ném F(z) nend singuldrni. VZdy ale plati

lim F(z) = fo.

Z—00

Poznamka 7.5. Singuldrni body F'(z) lezi uvnitf nebo na hranici kruhu s polomé-
rem R.

Ke vSem posloupnostem {f,} -, vyhovujicim nerovnosti (7.1) podle véty 7.1
existuje jejich Z-obraz F'(z) na mnoziné ). Naskyta se otdzka, zda naopak ke vSem
funkeim F'(z), holomorfnim (reguldrnim) na mnoziné 2 odpovidd pravé jedna po-
sloupnost { f,,} , spliujici uvedené podminky a vztah (7.2). Na tuto otdzku odpo-
vida nasledujici véta.

Véta 7.6. Ke kazdé funkci requldrni (holomorfni) F(z) na P(co) a majici v oo
bud odstranitelnou singularitu, nebo Zddnou, tzn. lim F(z) # oo , existuje prdvé
Z—00

jedna posloupnost {f,} -, spliwjici (7.1).

Diikaz. Rada (7.2) reprezentuje reguldrni ¢dst Laurentova rozvoje funkce F(z) se
stfedem v bodé oo, tedy existuje prstencové okoli P(c0), v némz je F'(z) regularni.
7 jednoznacnosti Laurentova rozvoje plyne

1
n=— [ F n=1dq 7.3
=57 [P0 (73)
proVn € NU{0}, v(t) = Re®,t € [0,27], R € R tak aby obraz kiivky (v) C P(00).

K dukazu ohranicenosti rustu

/ F(2)2" 'dz

1
|fn| _% N

‘ 2R

z€(7)

O

Definice 7.7. Vztah (7.3) definuje zpétnou (inverzni) Z-transformaci.

< Q—MR”‘I = MR" = Me™™ 8 = Me™ M = max |F(2)].
m
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Poznamka 7.8. Pfi feSeni konkrétnich tloh je Z—obraz F(z) nejcastéji dén racio-
nalni funkci, jejiz citatel je nejvyse stejného stupné jako jmenovatel. Pak zpétnou
Z-transformaci lze provést nékolika snadnéjSimi zpusoby (obdobné jako v piipadé
Laplaceovy transformace):

1. F(z) rozlozime na funkce, k nimz zname vzory, vyuzivime vlastnosti Z-trans-
formace a postupné budujeme ,slovnik®.

2. ma-li F(z) koneény pocet singularnich bodu, pak pfi vypoctu integralu ve
vztahu (7.3) lze pouzit zakladni vétu o reziduich

P Sy = ZReS " (7.4)

27rz

kde k je pocet singularnich bodi.
3. vyuziti véty o obrazu konvoluce dvou posloupnosti v piipadé, ze F'(z) je sou-
¢inem dvou funkei.

Priklad 7.9. Urcete Z-transformaci posloupnosti {f,},—,, fo = a € C, f, = 0 pro
Vn € N.

Reseni. Z({fu}2y) =S fur "= %+ > 02" =a. R
n=0

n=1

Priklad 7.10. Urcete Z-transformaci posloupnosti { f,} >~ , fn = a € C pro ¥n € NU

u {0}.
Reseni. Z ({fu}oeo) = 2 oz ™" =D az " =a), 2" =125 =2 [z]> 1.
n=0 n=0 n=0

A

Priklad 7.11. Urcete Z-transformaci posloupnosti {f,} ., f. = €, ¢ € C pro
Vn € NU{0}.

n=0
> |ef. A

Resend. Z ({fu}og) =2 fuz =Y ez n=3" (i—f) =1 (1)-1 =2z |2 >
n=0 n=0 “\eC

Priklad 7.12. Dokazte, Ze origindlem Z-transformace k funkci F(z) = &%, k€N

0 kE=n
je posloupnost {f,},~ , f k {1 k#n

Reseni. Sestavime Z-obraz dy,,

0 0 1
({Okn Opnz " =0 it —t =t —+...=— >0
Z ({0 }22,) = Zkz ot gt gt aa T 1

NIO
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Piiklad 7.13. Najdéte zpétnou Z-transformaci funkce F(z) = ’(Zz(:)lg :

Reseni. Vypocet provedeme pomoci vztahu (7.4). F(z) ma v ¢itateli polynom 2.
stupné, v jmenovateli polynom 3.stupné. f, mizeme vypocitat jako

1 2(z—1) ., 1 2"(z—1)

= o0 L (z+ 1) T omi ), (24 1)

dz,

kde v je kruznice se stiedem 0 4 0z a polomérem R > 1. Integrovand funkce mé
v bodé —1 + 07 pdl tretiho fadu. Podle véty o reziduich plati

B Mz—-1) 1 .9, B
fn = RGSZ:_lm = 5 zli>n—11 @ (Z (Z 1)) =

7.2 Vlastnosti Z-transformace

Véta 7.14. (linearita Z-transformace) Necht posloupnosti { . }or o, {gn }req splriuji
podminky pro sestaveni Z-obrazi F(z), G(z). Necht a, b jsou komplexni (redlné)
konstanty, pak

Z ({afn +bgntay) = aF(2) + bG(2).

Dikaz. Plyne ptimo z definice:

[e.9]

n:0
]

Priklad 7.15. Pomoci véty o linearité uréete Z-transformaci posloupnosti { f,}—,
dané vztahem f,, = cos(cn) Vn € NU {0}, kde ¢ € C.

Resend. 7 pifkladu 7.11 vime, ze

. 0o A c
7 ({ewn}n:o) = Fl(z) = — i |Z‘ > ]e \,

z

Z({e ) = Fala) = = > e,
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Nyni vyuzijeme vétu o linearité

Z ({cos(en)}2 ) = Z ({%e" + %e—m}m ) = %Fl(z) + %Fz@) =

n=0

z(z — cos(c))

22 — 2z cos(c) + 1

|z] > max {|e°|, |e™¢|} .

Véta 7.16. (o podobnosti obrazi) Je ddna posloupnost {f,} -, jeji obraz F(z)

aC3a#0. Pak

n=0’

Z({a" .}720) = FC).

Diikaz. Plyne ptimo z definice

Z ({a" fn n= 0 Zanfn i_o:fn (2)_”:}7(2).

O

Véta 7.17. (ndsobeni origindlu exponencidlni funkci - tlumeni) Necht F(z) je Z-
-obraz posloupnosti { f,}.~,, necht a je komplezni konstanta, pak

an 0o o i
Z(e f) = F (5).
Dikaz. Plyne primo z definice:
an o8} - an —-n & Z\NT" z
Z({e™ fulolg) =) € fuz "= fu <€_a> _F (€_a> ‘
n=0 n=0

]

Véta 7.18. (Z-obraz konvoluce origindli (vzori), veta o soucinu obrazi) Méjme
posloupnosti { fn}— o, {gntoeq @ jejich Z-obrazy F(z), G(z). Pak

({(f*g) - ({Zfzgn z} > =7 <{anzgz} > = F(Z)G(Z)
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Diikaz. Méjme obrazy F(z), G(z) a jejich originaly { fn}— o, {gn},—o- Soucin F(2)G(z)
bude

Foo = (S (Lo = 3 (L) -

n=0 \1i=0

, ({z fign_i} ) U,

n=0

]

Priklad 7.19. Pomoci véty o soucinu obrazli urcete Z-transformaci posloupnosti
{fa}o2, dané vztahem f, =1+ e+ e* +... + e, ¥n € NU{0}.

Regeni. Protoze pro posloupnosti {a,}oe,, {bn}oe, dané vztahy a, = e, b, = 1,
Vn € NU {0} plati {(axb),} ~, = {fn},—o & protoze z piedchozich piikladi zndme
vysledky

Z({an};) = Z (™) = = 2> e,

Z (b)) = Z ({112 = 5 1ol > .

plyne z véty o konvoluci vzori

22

Z({fadi0) = 2 ({ax0),3720) = FRIOE) = mqyipmary 1l > max (e 1}

A

Definice 7.20. Necht {f,} ~, je posloupnost v C a necht & € N. Pod pojmem
“posloupnost {f,,},—, posunuta o k vpravo”, budeme znacit {f,_x} .., rozumime
posloupnost

{foi}treo =10,0,...,0, f1, fo, f3,.. .}

a pod pojmem “posloupnost {f,} -, posunutd o k vlevo”, budeme znafit
{fasr}—y s rozumime posloupnost

{fnJrk};O:o = {fo> frr1, frva, -}

Véta 7.21. (posunuti vzoru (origindlu) vpravo) Necht posloupnost {f,}.—, md
obraz F(z) a k € N. Pro posloupnost posunutou o k vpravo, tj. { fo—x} -, pak plati

Z ({fa-rtne) = 27"F(2).
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Diikaz. Posunutou posloupnost rozlozime na dvé posloupnosti, a provedeme prein-
dexovani

k—1 o 1 .
4 ({f”*k}zozo) = Z fnszin + Z fnszfn = Z 0z~ "+ Z fizf(iJrk) _
n=0 n=*k n—0 o

= Z fiz7h = 2R (2).
i=0
[

Priklad 7.22. Pomoci véty o posunuti vzoru vpravo urcete Z-transformaci posloup-
nosti {f,}°7, dané vztahem f, = e“"% V¥n e NU{0}, ke NaceC.

o0 7

Regend. Posloupnost { f,}>2, ziskdme z posloupnosti {g, }-, dané vztahem g, = e
VYn € NU {0} posunutim o k vpravo. Z piikladu 7.11 vime, ze

)

z

Z{e"}y,) = = G(z), > |ef|.
(eheo) = —— =G, Jal > |
Pouzitim véty o posunuti vpravo dostaneme:
00 _ c(n—k) _ 00 o o c
210 = 2 ({9 ) = 2 (oo = 50 = g ey 11> e

A

Véta 7.23. (posunuti vzoru vlevo) Necht posloupnost {f,} -, md obraz F(z)
a k € N. Pro posloupnost posunutou o k vlevo, tj. { fuir},—o pak plati

Z ({Faratozg) = 2° (F(Z) - i fnz"> .

Diikaz. 7 tvaru posloupnosti posunuté o k vlevo dostavame

> o0 oo k—1
Z ({fn-&-k}zo:g) = me_kz_” = Zfzz_(z_k) — Zk (Z fiz—i _ Zfiz_i) _
n—1 i=k i=0 =0

]

Priklad 7.24. Pomoci véty o posunuti vzoru vpravo urcete Z-transformaci posloup-
nosti {f,,}°7, dané vztahem f, = <% vVn e NU{0} , k€ NaceC.
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Resend. Posloupnost { f,,}°, ziskdme z posloupnosti {g,, } >~ , dané vztahem g,, = e
Vn € NU{0} posunutim o k vlevo. Z ptikladu 7.11 vime, Ze

z

Z ({gntnzo) = Z ({e™hl) = Y — et G(z).

eC

Pouzitim véty o posunuti vpravo dostaneme

Z{a1ol0) = Z §gnintory) = 2F <G(z) — igﬂ‘") = * <Z _Zec -y e‘”%‘") .

n=0

Definice 7.25. Necht {f,} ~, posloupnost v C a k € N. Dopfednou resp. zpét-
nou diferenci posloupnosti { f,} -, budeme oznacovat {Af,} >~ resp. {V f.}or .
rozumine posloupnost

{Afutozo = {fur1 = fatazo Tesp. {Vfulolo={fu — fu-1}io-

Dopfednou resp. zpétnou diferenci k-tého fadu posloupnosti {f,} o budeme
oznacovat {Ak fn}n:O resp. {V’“ fn}n:O definujeme rekurentné pomoci prvni do-
predné resp. zpétné diference

{an}f;o ={A (Ak_lfn) }20:0 1ESp. {kan}f;o ={V (Vk_lfn) }ZO:O

Véta 7.26. (obraz doprednych diferenci 1. rddu) Necht posloupnost { f,} —, md
obraz F(z). Pro obraz jeji pruni dopredné diference pak plati

Z({Afntaze) = (2 = DF(2) — foz.

Diikaz. 7 linearity Z-transformace a véty o posloupnosti posunuté o k vlevo dosta-
vame

Z({ A=) = Z ({fnir = fatnzo) = Z ({fani}azo) = Z ({fndoo) =

=2(F(2) = fo) = F(2) = (2 = D)F(2) = foz.
[l

Véta 7.27. (obraz doprednych diferenci k-tého tddu) Necht posloupnost {fn} —,
mda obraz F(z). Pro obraz jeji k-té dopredné diference pak plati

S
—_

Z({OFf7 ) = (= DFF(2) =) (2= 1AM,

7

Il
=)
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Druikaz. Matematickou indukei: pro k =1

1—

Z ({Alfn}zo: ) =(z—=1)F(2) = foz = (2 — 1) -z PIA £y,

z:O

,_.

predpokladame platnost vztahu pro k a z predpokladu dokazujeme platnost pro k+1

Z({AM 1) = (= DZ ({A ) — 20 fy =

k—1
= (z — 1) (2 _ 1)kF(z) _ ZZ(Z _ 1>k7i71AifO o zAkfo _
i=0
k—1
=(z=DMFR) —2) (z- 1)(k+1)—i—1Aif0 — AR (s — 1)(k+1)—k—1 _
i=0

k

_ (Z _ 1>k+1F(z) o ZZ(Z . 1)(k+1)7i71Aif0.

i=0
U

Véta 7.28. (obraz zpétngjch diferenci 1. tadu) Necht posloupnost { f,,}.—, md obraz
F(2). Pro obraz jeji pruni zpétné diference pak plati

z—1

Z({Vintnzo) = F(z).

Diikaz. 7 linearity Z-transformace a véty o posloupnosti posunuté o k vpravo do-
stavame

Z({Vintnzo) = Z{fn = faabnZo) = Z({FnhnZe) = 2 ({Fnadnte) =

:F(Z)—,2'_1F(z):Z_1

F(2).

z
0

Véta 7.29. (obraz zpétnych diferenci k-tého rddu) Necht posloupnost {f,} -, md
obraz F(z). Pro obraz jeji k-té zpétné diference pak plati

2w - () Fo

z
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Druikaz. Matematickou indukei: pro k =1

209150 = (F31) Fe

predpokladame platnost vztahu pro k a z predpokladu dokazujeme platnost pro k+1

—~

z Z z

Z({vk+1fn}?:0> _ Z;lz({kan}zoo) _z—1 (z— 1)kF(z) _ <z_ 1)k+1F

]

Véta 7.30. (derivace obrazu) Necht posloupnost {f,} —, md obraz F(z). Potom
plati
dF(2)

Z({n i) = =

Diikaz. Podivejme se blize na prvni derivaci F(2)

CRE) = > =3 g

n=0

- I L2 S G = 12 )

Vynasobime-li obé strany posledniho vyrazu —z, z # 0 dostaneme dokazovany vztah.
O

Priklad 7.31. Pomoci véty o derivaci obrazu urcete Z-transformaci posloupnosti
{fn};2, dané vztahem f, = n, Vn € NU{0}.

Regend. Posloupnost {f,,} 7, ziskdme z posloupnosti {g, } -, dané vztahem g, = 1,
Vn € NU {0} ndsobenim kazdého n-tého clenu posloupnosti ¢islem n. Z-obraz po-
sloupnosti {g,} -, (viz. piiklad 7.10, a = 1) bude

z

Z{gntizo) =Z2({1h20) = —7 = G(). [l > L

Pouzitim véty o derivaci obrazu dostavame

2N = 2 (kg = 9 = s (2] = Bl
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Véta 7.32. (integrace obrazu) Necht posloupnost {fn}.—y, fo = 0 md

n=0’
obraz F(z). Jako posloupnost {g,} -, oznacme posloupnost danou vztahem

go=0, g, = %,Vn € N. Pro tuto posloupnost plati

Z2Uoa = [ Faw

Priklad 7.33. Pomoci véty o integraci obrazu urcete Z-transformaci posloupnosti
n—1
(£} dané vztahem f, = 0, f, = CU wn e N,

Reseni. Pro Z-obraz posloupnosti {c,}>", dané vztahem ¢, = (—1)", Vn € N platf

Z({e2 ) = Z ({111, (-1)" ... . ) =Clz) =Y (~1)z " =

= /—1\" 1 2
- <) T Pt
n=0 z

Posloupnost { f,,} -, vznika z posloupnosti {¢, } -, posunutim o jeden ¢len doprava
a ma Z-obraz

|z] > 1.

Zaby -2 ({015 ) -

Véta 7.34. (derivace podle parametru) Necht posloupnost { f,}.~, md obraz F(z).
Potom pro derivaci f,, podle parametru w plati

() -

n=0
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Véta 7.35. (integrace podle parametru) Necht posloupnost { f,},._, md obraz F(z).
Potom pro integraci f,, podle parametru w plati

z({é?n@mm}:ﬁ>:143mawmw

Véta 7.36. (obraz cdstecnych soucti) Necht posloupnost { f,},—, md obraz F(z).
Potom pro posloupnost cdstecnyjch soucti {g,} -, posloupnosti { f,} ~, plati

{Zfz} = {gn}n 0:>Z({gn n— () <{Zfz} ) = Zi1F<Z) :G(Z)

Dukaz. Nechf ¢astecné soucty jsou

n+1

Gir =Y fir Gu=>_f
=0 i=0
Prvni doprednd diference a jeji Z-obraz (véta 7.26) bude

Agn = for1 = Z({Dgntnly) = (2 =1)G(2) =290 = 2 (F(2) = fo) = Z ({ far1}220) -
Pouzitim véty o posunuti doleva a z platnosti vztahu fy = gy dostaneme

(z = 1)G(z) = zF(2).

Cviceni 7.37.

Vysledky nékterych prikladi jsou uvedeny v hranatych zavorkach vzdy za textem
zadani.

1. Najdéte Z-obrazy danych posloupnosti f,, Vn € NU{0}:

a) fu=(=2" [F(2) =],

) o= (=3)" [F() =555,

(c) fn=(2")", a je konstanta [F(z) — +},
)
)

(@) fo=—=3n  |F(2) = ).




Z-transformace

76

| : I lo<u‘o="f1=9 | 91|
0=1 =1
92108 YOAUIO}SL) ZeI]() (2) g 52 As\ QNW ar
nijourered aypod nzeiqo 9oeISU] mp(m‘z) %% ou:ﬁsy% m)"f M% W il
nijotrered opod NZeIQO 90BALID(] % ouzﬁ Aaﬂwﬁm&mw €l
7 NZeIqO 90RIZOIUT : Sﬁ$ 8@ : ouoﬁ%u; : ¢l 7
7 NZRIQO dORALID(] : v : ouowﬁ:x:w : 1T 7
NPEL 09I~y PULIONp PAURAZ Z81q() ()1 ?|v EDN 01
| npe1 T pueloyip pAmedz ze1qQ | v : | YAl | 6|
Npel 079}~y PDULIJIP PAupaidop zeiq(y Of —y(T — 2 3 —(2)d4(1 — %) ARy 8
—
| uppt [ pwowpp piupordop zeiqo | 2of — A A(1—2) : ) |2 ]
OAS[A TLIOZA IIMUNSO ] A zuf W (2)d v ¥4 0y} 9
| oarIdA NIOZA [INUNSO] | ANVHTTN | {1} | ¢ |
7 LLIOZA QONJOAUOY] : () (2)q : 0= w6 x [)} : i 7
7 OYUN] [U[RIOUOUOAXO NIOZA TUSOSBN : A%v : 0= w2} : ¢ 7
7 rjuRISUOY Iuxo[dwoy of » NzeIQO }S0UqOPOJ : Amv : 0= v} : e 7
7 Auyejsuoy nosl q ‘v ‘gsourgaur] : (2)Dq + (2)d : 0= {ubq + v} : 1 7
ox =(2)4 ommﬁw RJOA TUIIT]
2t M AN z=@a | {(@)d} -z =T

eyureuzoq

: Gv J oounj zeiqQ)

| [euIsLIO

Tab. 7.1Pfehled vzorcu Z-transformace



7.2 Vlastnosti Z-transformace i

() fo=fi=0, fa= (=2 n =234, ... [F(z)=lz]

2. Najdéte originaly danych Z-obrazii, stanovte prislusSnou mnozinu proménné z:

:ﬁ 2] >2, fo=0, fa=(=2)", n=1,2, ..,
- z(z{l-2) [|Z| >2, fo=hH=0, fon= (_Q)H, n=2, 3,4, ]

(a) F(z) =2 [ >2 fu=(=2)",
(b) F(2) =325 [ldl>3 fa=(-3)"].
(¢c) F(2) = —%&, a je konstanta  [[z] > 2]e™|, f, = (—2¢%)"],
@ F() = = [l > 1, o=l
@ F(:)= =% [d>1, fu=—3n)
) F(2)
) F(2)

3. Reste nésledujici diferenéni rovnice Vn € N U {0}:

(a)

(b)

() N%n —yn = (=1)", yo=1 =0,

(d) A%y, + 2Ayn +2y, = (=1)", yo=0, Ayo =1,

(€) Ynt2 T Unt1 =2y =17 3% =0, y1 =1,

() 8yn+2 OYnt1+tyn =9, yo=1, y = 1.5,

(g) A% f(n) —2A4f(n)+ f(n) =2, f(0)=0, Af(0)=

(h) A%f(n) —8Af(n)+16f(n) = —16n*> +16n+6, f(0)=0, f(1)=

(i) A2f(n) +3A0f(n) +3f(n) =0, f(0)=1, Af( ):—2,
) ( f(0) =

(3) A%f(n) +6A%f(n) +8f(n) = cosna, f(0) =Af(0 2f(0) =0.

4. Reste diferencni systémy:

fln+1) = —f(n)+g(n)+h(n)

@ gln+1) = fm)—gm+hn) . F(0) =1, g(0) = h(0) =0,
hn+1) = (o) +(n) = hin)
fn+1) = g(n)+h(n)

() gln+1) = F)=hn)  f(0)=—1, h0) =1, (0) =0,
M+ 1) = )+ g(n)
fn-+1) = Tf(m) o) = 0 -

©) gln+ 1)+ fm) 590y = 00 OO
fn-+1) = 3(m) —g(n) = 0 -

D gt )+5fm) gln) = 00 SO0
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7.3 Vztah mezi diskrétni Laplaceovou a Z-trans-
formaci

Laplaceova integralni transformace je zobrazeni definované vztahem

-/ " e,

kde originél f(t) je komplexni funkce redlné proménné: f : R — C, obraz F(s) je
holomorfni (analytickd, regularni) funkce komplexni proménné F' : C — C a jadro
Laplaceovy transformace e %' = K(s,t) je zobrazen{ K : [R x C] — C.

Pti pohledu na Z-transformaci definovanou vztahem (7.2), tj. F(z) = > fuz~
n=0

se nabizi zavedeni nové nezavislé proménné substituci
z=e’. (7.5)

Pak
F(Z):F< :F\ an >

coz je obraz posloupnosti { f,,},—, pii diskrétni Laplaceové transformaci [9].

Kdyz budeme Zcela analogicky postupovat pri zpétné Z-transformaci dané vzta-
hem (7.3), tj. fu = 55 [, F(2)2""'dz, kde 4(t) = Re",t € [0,27] a (y) C P(c0),
pii substituci (7.5) se krlvka v transformuje na kiivku 7, kterou je tisecka spojujici
body p— mi a p+ mi, p > In R, tj. ¥(t) = p+it, t € [—m, 7|. Pak po dosazeni

dz = e°ds,
dostaneme
1 AT
Jn=5— F(s)e™ds,
2m0 J i

coz je vztah pro nalezeni originalu definujici zpétnou diskrétni Laplaceovu transfor-
macl.

7.4 Vyuziti Z transformace pii feSeni (soustav)
diferenc¢nich rovnic
Laplaceovu transformaci jsme pouzili pri feSeni linedrnich diferencialnich rovnic

s konstantnimi koeficienty. Z-transformaci pouzijeme pfti feseni diferen¢nich rovnic
s konstantnimi koeficienty.
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Definice 7.38. Linearni diferenc¢ni rovnice s konstantnimi koeficienty k-tého radu
je definovana

Akyn + alAkflyn 4+ ...+ ak,lﬂyn + aplYn = fn7 n c NU {0} > (76)

kde a1, as,...,a; jsou konstanty, f je pravd strana rovnice, {y,} _, je hledané
feseni diferencni rovnice, f, y nazyvame mrizkové funkce, které jsou dany ve tvaru
posloupnosti funkénich hodnot, A*y, je dopiedné diference k-tého fadu posloup-

nosti {yn }.—,-

Poznamka 7.39. Pouzijeme-li pro diference vztahy z definice 7.25 lze diferencni
rovnici prepsat ve tvaru

Yntk + 01Unsb—1+ ..+ 0k 1Yng1 + 0pyn = fo, n e NU{0}
zde by, bo, ..., by jsou konstanty. Oba vztahy jsou rovnocenné.

Pouziti Z-transformace prii feSeni diferen¢nich rovnic je obdobné jako pouziti
Laplaceovy transformace pti feseni diferencialnich rovnic:

Na zakladé podminek a predpokladii, ze k dané diferencni rovnici lze sestavit jeji
Z-obraz

1. sestavime Z—obraz diferenc¢ni rovnice s pouzitim véty o linearité,
2. vypocteme obraz feseni Y(z),
’ v 7 v v z (o]
3. pomoci zpétné Z-transformace nalezneme feseni {y,}, ~ .
Priklad 7.40. S vyuzitim Z-transformace urcete partikularni feseni diferenc¢ni rov-

nice

ANy, —y, =1, VneNU{0}
yOZOa A?/Ozl .

Reseni. Nejdrive ukazeme, ze danou rovnici lze prepsat do ekvivalentniho tvaru bez
pouziti diferenci

AQyn —Yn = A (yn+1 - yN) —Yn = Ayn—‘rl - Ayn —Yn =
(yn+2 - ynJrl) - (ynJrl - yﬂ) —Yn = Ynt2 — 2Unt1-

Diferenéni rovnici ted obdrzime ve tvaru:

Ynt2 — 2yn+1 = 17 Vn € NU {0}
Yo = Oa A?/O =1

Jak jiz bylo fe¢eno oba tvary jsou rovnocenné, popisuji stejny problém.
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1. Predpokladame, Ze existuje Z-obraz Y (z) = Z({yn},.,) TeSeni této diferencni
rovnice, pak na zakladé vét o posunuti vlevo nebo vét o obrazech diferenci sestavime
Z—obraz diferen¢ni rovnice, pricemz nezalezi na tom, jestli pracujeme s diferencni
rovnici v prvnim nebo druhém tvaru. Posloupnost {f,},—, = {1"},—, je ohrani¢end
a jeji Z—obraz je

Z ({1},%) 212_1 = U 2] > 1.

Z—obraz levé strany diferen¢ni rovnice bude
Z (D0 = yn) = Z Ynya = 2yns1) = Z (Yny2) = Z 2ynt1), n € NU{0}.
Jelikoz na zékladé vét o posunuti vlevo
Z (yns1) = 2(Y(2) =) = 2(Y(2) = 0) = 2Y (2),

Z (Yni2) = 2 (Z Ynr1) —11) = (Z (Y1) — 1) = ZQY(Z) —2, neNU{0},

potom Z-obraz diferen¢ni rovnice bude

Z (yn+2) —2Z (ynJrl) = L17 neNU {0} = ZQY(Z) - 2ZY(Z> —z= - 1
Z — z —
2. VyTesime transformovanou rovnici
+z2(z—1)
2 0\ V(s) = 2 Vis) — z z _ 2
(&2 =2)Y ()= 42 =Y = oy T s o)
z
Yiz)= ——— > 2.
&)= =he=y M
3. Hleddme origindl - feSeni diferen¢ni rovnice {y,} -, k nalezenému obrazu

Y(z):
a) rozkladem obrazu na funkce, k nimz zndme vzory (rozklad na parcidlni zlomky)

-1 z — 71 Z _ nln2\1° __ ny oo
4 (Z_Q)_Z (2_61112)_{6 oo = 1215
_ z _ z 10 50 -
g 1<Z_1):ZI(Z—€O>:{€ O}n:OZ{l}nzov
-1 z . z e z o z _ n -
“ (2—2 z—l)_Z (z_g) Z <z—1) {2" =1},

{yn}io:o ={2" - 1}n 0~ =(0,1,3,7,...).
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b) podle definiéniho vztahu (7.4), kde « je kruznice se stifedem v bodé 0 a po-
loméru R > 2, integrovana funkce méa v bodech 1+ 07 a 2 4+ 0¢ pély prvniho fadu,
proto

1 2"z 2" 2"
Yn = z_m/y oD TRy TR Ty gy T

Yo = —1+2" = {y.}, L = {2" - 1},
¢) pouzitim konvoluce dvou posloupnosti

z z 1
Y(Z>:(z—1)(z—2) T z-2z-1

- < — o nln2\ ny oo oo
Z ' (Z—2> :Z 1< _€1n2> = {6 : 2}n:():{2 }n:0: {gn}n:07

74 (55) =7 () = = o

Na zékladé véty o posunuti vpravo

1 z
1 I Y | _ _ 00
Z (z—1>_Z <z 2_1)_{0,1,1,1,...}_{}1”}”:0.

Partikuldrni feseni bude

7 () = 0xh) {Z’”g" }Oo

0
Y= hogo=0=1-1=2"—1,
k=0

{vntoss = {k; hkgnk}oo_ = {g 1.2"’f}oo_ - {2" > (%)k}m_ -
(e e -G - @

= {yn}zozo - {2n 1} n=1 "~ (07 17 3 7 )

3
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7.5 Dvoustranna Z-transformace

Véta 7.41. Necht pro tadu Y. f,2" IM € R

n=—oo

ds e RVn e NU{0} : |fn] S Me™ A (7.7)
HEeRVREN  :|fon] < Mem '

pak je Tada konvergentni na mnoziné Q = {z € C: r=e"> |z| >e* =R} (1.
v mezikruzi o polomérech R, 7).

Definice 7.42. Necht {f,} -, je ¢iselnd posloupnost v C resp. R. Dvoustrannd
Z-transformace této posloupnosti splnujici (7.7) je definovana

F( ) ZD {fn n= 0 Z fn anzin—FfonZn. (78)
n=0 n=1

n=—oo

Diikaz. Pro ptipad dvoustranné Z-transformace pii platnosti (7.7) dokdzeme ab-
solutni konvergenci dvou tad, z niz plyne konvergence jejich souc¢tu na mezikruzi.

Konvergence prvni fady byla dokazana vyse. Pro druhou fadu dokazeme absolutni
konvergenci, z niz plyne jeji konvergence

t

DIECIED WISSIES SUMIEEST) S BT
n=1 n=1 n=1 n=0

< oo, |zl <e”
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