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Uvodem

Tento text je zatim pracovni. Pivodné soubor obsahoval pfipravy na cviéeni a poznamky k predmétu
Diskrétni matematika pro zimni semestr 2006,/2007. Nyni je k dispozici také celd fada ptikladi k procviceni.
V planu je zafadit do kazdé kapitoly i fesené priklady.

Chtél bych podékovat studentim Pavle Kabelikové a Tomasi Kupkovi, kteri poméhali s pfipravou
nékterych prikladt a také Michalovi Kubesovi, ktery pozorné prosel fesené priklady. Podékovani patii i
Martinu Cermakovi a Oldfichu Vlachovi, ktefi odhalili celou fadu chyb a pfeklepi.

K pouzitym symbolim

Priklady oznadené ,* &jsi

rozbor. Pri FeSeni piikladil oznacenych ,,**“ je tfeba néjaky napad nebo vysledek z jiné oblasti matematiky.
Zduraznéme ale, ze hvézicka neznamena nutné ,to nikdy nevyfesim“.

Naproti tomu piiklady oznacené ,Y“ jsou tak lehké, Ze jejich FeSeni je mozné zpaméti jen s uzitim
zékladnich pojmu.
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0 Prvni cviceni — pred prednaskou
0.1 Podminky zapoctu
Oficialni informace o pfedmétu v Edisonu (http://edison.vsb.cz)

e hodnoceni v pribéhu studia,
e terminech pisemnych testi,
e terminy zkousky,

e moznost (zavazného) prihlaseni ke zkousce.
V tomto predmétu je 100b celkem, z toho 30b béhem semestru:

e 10b za projekt: projekty se nevraci k dopracovani (pozor na dead line)

e 20b za pisemky: kazdy tyden 0/1/2b ze zadanych piikladu

0.2 Zapoctové pisemky
e Kazdy tyden semestru se na cviceni bude psat kratka zapoc¢tova pisemka (10-11 pisemek).
e K vyreseni bude zhruba 2-10 minut, podle obtiZnosti ptikladu.
e Béhem pisemek neni mozno pouzivat literaturu, ani zapisky.
e Za kazdou pisemku miizete ziskat 0/1/2 body (NE/TEMER SPRAVNE/ZCELA SPRAVNE).
e Pii absenci se pisemka hodnoti 0 body.

e Celkem je za zapoctové pisemky az 20 bodi.

Na konci semestru se kazdému vezmou body osmi nejlepsich pisemek a jejich soucet se vynésobi koefi-
cientem 1,25.

e Témata pisemek najdete http://am.vsb.cz/kovar
e Alespon tyden predem budou k dispozici také zadani prikladi.

e Pii neticasti mate moznost zjistit, co bylo probrano a na jaké téma se bude psat dalsi pisemka.

0.3 Samostatny projekt
Béhem semestru budou zvefejnéna témata samostatnych pisemnych projekti.

e Kazdy student vypracuje jedno zadani podle ¢isla, které mu bude pfidéleno.

Pro ziskani zapoc¢tu musite mit prijaty referat, tj. kromé reseni musi vyhovét i formalnim pozadavktm.

Referat obsahuje cca 5 priklada

Pifklady se hodnoti bud za 0, 1 nebo 2 bodfi, (opét stylem NE/TEMER SPRAVNE/ZCELA
SPRAVNE).

V pripadé, Ze si student zvoli variantu ,,Projekt pro ty, ktefi se chtéji néco naucit®, tak v ptipadé
mimoradné kvalitniho referatu lze udélit az 5 bodu navic.

e Celkem je za samostatné referaty 10 (ve vyjimeénych pfipadech az 20) bodu.

Referat ma pevné stanoveny termin odevzdani, ktery musite dodrzet.

e Kazdy musi sepsat svij referat sim, zadna spoluprice na vysledném textu referatu neni dovolena.
e Je dovoleno o zadani referatu diskutovat se spoluzaky a vénovat prikladiim néjaky cas na cvicenich.

e Referat odevzdavate e-mailem nebo na papite ptislusnému vyucujicimu (kontakt je uveden u kazdého
zadani).

e Predepsany forméat je PDF nebo postscript.
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0.4 Zkouska
e Piedmét je zakoncen pisemnou zkouskou, az 70 bodt.
e Prihlaseni ke zkouskce je mozné pouze prostfednictvim Edisonu.
e Ke zkousce mohou jit pouze studenti, ktefi ziskali zapocet.

e Prihlasky jsou zévazné a v pripadé nepfitomnosti na zkousce je student hodnocen 0 body.

Podrobné informace jsou v Edisonu a také na strankéch http://am.vsb.cz/kovar/.

0.5 Dalsi poznamky

e pokud méa nékdo uznany zapocet z lonského roku, musi se rozhodnout, zda ho bude chtit uznat nebo
zda bude chodit znovu a vysledky v Edisonu mu zrusime

e 14 dni na pfesuny mezi skupinami
e pii presunu dat védét obéma vyucujicim
Literatura:

e P. Hlinény. Diskrétni matematika, vyukovy text on-line, FEI VSB — TUO, 2004.
e J. Matousek, J. Nesetfil. Kapitoly z diskrétni matematiky, Karolinum Praha 2000.
e prednasky jsou/budou dopfedu na webu http://am.vsb.cz/kovar/predmety_dm prubeh.php
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0.6 Motivacni priklady

0.6.1. Devét kamaradt si na Vanoce dalo darky. Kazdy dal darky tfem svym kamaraddtim. Ukazte, ze neni
mozné, aby kazdy dostal darky pravé od téch tii kamaradi, kterym darky sam dal. [dle véty 1.1.]

0.6.2. ,TTi domy a tii studny.“ Podle povésti zily v Temném hvozdu tii ¢arodejnice. Kazda bydlela ve své
vlastni sluji a kazda potiebovala k provozovani své zivnosti vodu ze tri studanek: s zivou vodou, s mrtvou
vodou a s pitnou vodou. Jenomze cestou ke studankam se ¢arodejnice nesmi potkat, ani zkiizit vyslapanou
cesticku jiné carodejnice. Jak mohla vypadat mapa lesa se slujemi, studnami a cestickami? Pokud feseni
neexistuje, peclivé zdivodnéte. [takova usporadani nemuze existovat, povést neni pravdiva]

0.6.3. ,,Sedm mosti mésta Kralovce* Méstem Kralovec (nyni Kaliningrad na tzemi Ruska) tece feka
Pregola, kterd vytvari dva ostrovy. V 18. stoleti byly ostrovy spojeny s obéma biehy i navzajem celkem
sedmi mosty. Otazka zni, zda je mozné vSechny mosty prejit tak, aby ten, kdo se o to pokousi, vstoupil
na kazdy most pouze jednou. [FeSeni nemuize neexistovat]

0.6.4. ,Dokonaly kompresni algoritmus“ Najdéte alesponi jeden pfiklad dokonalého kompresniho a dekom-
presniho algoritmu, (méte najit dva algoritmy):
1. postup, jak z libovolné posloupnosti bajtt b1, bo, .. ., b, sestavit kratsi posloupnost ci, co, ..., ¢, kde
m < n, a soucasné

2. postup, jak z posloupnosti c1, ca, ..., ¢y, sestavit zpét posloupnost by, bo, ..., by,.

Pokud takovy algoritmus neexistuje, peclivé zdivodnéte. [algoritmus nemiize existovat]

0.6.5. ,Lamani ¢okolady“ Tabulka ¢okolady se sklada z m x n Ctverecki. Chceme ji nalamat na jednotlivé
¢tverecky. Najdéte (a dokazte) jaky je nejmensi pocet zlomi, abychom ¢okolddu m xn rozdélili na jednotlivé
¢tverecky? [nejmensi mozny pocet lamani je mn — 1]

0.6.6. ,Handshaking problem“ Mame skupinu 7 lidi (n > 2) z nichz néktefi si podali ruce. Ukazte, ze
ve skupiné jsou alespon dva lidé, ktefi podali ruku stejnému poctu lidi ve skupiné. [rozborem a uzitim
Dirichletova principu]|



1 MNOZINY A VYBERY PRVKU

1 MnozZiny a vybéry prvku

Druhé cviceni je vénovano kapitole o kombinatorickych vybérech.

Resené priklady

Znamy vztah pro soucet prvnich n kladnych celych ¢isel je

Zi:g(n—i-l). (1)

<X 4 3+1
1.0.1. Vypoctéte > .5 °3*.
Pro ptrehlednost si sumu rozepiseme, coz zkusenéjsi pocétai délat nemusi.

24:3“ = 0+1+2+§+é+§+§+3
2 2 2 2 2 2 2 2

1=—3

Daéle postupujeme substituci j =i + 3 a s vyuzitim vztahu (1).

7
23“ fz G+i)=33i=5 50 +D =14

i=—3 i=—3 7=0

1.0.2. Upravte na celodiselny zlomek 31, 271.
Oznacime si a = 31, 271. Protoze se za desetinou ¢arkou opakuji éislice 71, vynasobime ¢islo a ¢islem 100,
dostaneme 100a = 3127,171. Nyni odeéteme &isla tak, aby se periodicky rozvoj odedetl. Dostaneme

100a —a = 3127,171 — 31,271
99¢ = 3095,9

990 = 30959
30959

990

Proto 31,271 = 30959

990

1.0.3. Vypocitejte, kolika zptisoby lze na klasické sachovnici (8 x 8 poli) vybrat

a)

b)

c)

trojici libovolnych policek,

Jedné se o neusporddany vybér (nezalezi na poradi, v jakém policka vybereme) tii poli¢ek z 64.
C(64,3) = (%) = 646362 — 3921 . 62 = 41664.

trojici policek tak, ze zadné dvé nelezi v témze sloupci,

Nejprve vybereme tii sloupce z osmi. Jedné se o neusporddany vybér C(8,3), protoze nezalezi ktery
sloupec vybereme nejdiiv a ktery pozdéji. Potom, podle principu nezavislych vybérd, v kazdém
sloupci vybereme jedno policko. Bude se jednat o uporadany vybér s opakovanim tii poli¢ek z osmi,
protoze v kazdém sloupci mtizeme vybrat libovolné z osmi poli¢ek. C'(8,3)-V*(8,3) = 8'6#-83 = 28672.
trojici policek tak, Ze zadné dvé nelezi v témze sloupci ani v téze rade,

Opét nejprve vybereme tii sloupce z osmi, coz je celkem C'(8,3) moznosti. Potom, opét podle principu
nezavislych vybéri, v kazdém sloupci vybereme jedno policko. Bude se jedna o uporadany vybeér

bez opakovani t¥i poliek z osmi, protoze v kazdém radku mtzeme vybrat nejvyse jedno policko.
C(8,3) - V(8,3)=810.8.7. 6 = 562 - 6 — 18816.

trojici policek, ktera jsou vsechna téze barvy.

Mame dvé moznosti, jaké barvy budou policka. Podle principu nezavislych vybért mizeme pro kazdou
barvu vybrat tii libovolna policka z mnoziny 32 policek stejné barvy. 2- (32) =2 w 32-31-10 =
9920.
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1.0.4. Kolika zptuisoby je mozné napsat ¢islo k jako soucet n séitanci 1 a 27 (pocet séitanct n je pévné dan)
Predpokladédme, ze rozlisujeme poradi s¢itanct.
Ze zadéani plyne, Ze [%W <n <k (neboli n < k < 2n). Hleddme pocet celociselnych Feseni rovnice

k=z1+x2+---+xp.

Predstavime si ¢islo k£ je soucet jednicek. do kazdé z n proménnych z1,...,x, pfifadime jednu jednicku a
zbyvajicich k — n jednicek rozdélime do rizngch proménnych

(")

1.0.5. Kolika zpiisoby muzeme na Sachovnici rozestavit vSech 32 figur? Zapocitame i ty moznosti, které
nemohou nastat béhem regulérni hry (péSec v prvni fadé, dva krélové na sousednich polich, dva bili stielci
na ¢ernych polich, ...).

Protoze se jedna o rozmisténi vsech figur na Sachovnici, lohu snadno vyresime pomoci permutaci s opa-
kovanim (usporfadany vybér, kde pocet opakovéani kazdé figury je pfesné dén). Na Sachovnici je

e 1 bily a 1 ¢erny kral,
e 1 bila 1 Cerna kralovna,

2 bilé a 2 cerné véze,

2 bili a 2 ¢erni stielci,
e 2 bili a 2 cerni jezdci,
e 8 bilych a 8 cernych pésci

a 32 neobsazenych poli. Sachovnici si mfizeme piedstavit jako posloupnost 64 poli (pole rozlisujeme podle
toho, kde se na Sachovnici nebo v posoupnosti nachazi). Sestavime v§chna mozna poradi z 32 figur a 32
neobsazenych poli. Nerozlisime poradi dvojice vézi, jezdcu ani stielctl, nerozlisSime poradi pésct stejné barvy
ani pofadi neobsazenych poli. Pro poiet rtiznych rozestaveni dostaneme vztah

64! 64! 64-63---33

P(,1,1,1,2,2,2,2,2,2,8,8,32) = (1D3(20)5(81)232! ~ 26(40320)232! 26403202

= 4634726695587809641192045982323285670400000 = 4.6347 - 1012,

1.1 Cisla, operace, mnoziny

1.1.1. Vypocitejte nasledujici sumy nebo produkty.

a) Vypoctéte 37, 5 m
X 5

b) Vypoctéte ijz % [17770}

c¢) Vypoctéte S5 i®. [100]

d) Vypoctéte [Ti_g 77 [0]

e) Vypoctéte [, # [n%rl]
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1.1.2. Najdéte obecny vztah pro soucet prvnich £ lichych ¢isel. [kQ]
1.1.3. Najdéte obecny vztah pro soucdet prvnich k sudych kladnych ¢isel. [k(k+1)]

1.1.4. Ukazte, ze aritmeticky primeér libovolného sudého poctu po sobé jdoucich ¢isel neni celé cislo.
[a—1+k+ %]

1.1.5.Y Zapiste funkci soucet prvki mnoziny A = {18,25, 31,67, 202, 301, 356} pomoci sumy. [Zz‘eAi =

Zz‘e{18,25,31,67,202,301,356} l}

1.1.6.°Y Vypoditejte

a) |2.7]. [2]
b) [—2.7]. [—3]
o) i) 2]
d) [-%). [=3]
e) [—m]. [—4]
£) [—el. [-3]
g) P= {"THJ, pron € Ny [pro n = 0 nemd smysl, pro n = 1 vyjde P = 2, jinak P = 1]
1.1.7.* Zapiste funkci | | pomoci []. [lz] = —[—x]]
1.1.8.*% Zapiste funkei [] pomoci | |. [[z] = —|—2z]]
1.1.9. Upravte na celoéiselny zlomek 1,23. [2]
1.1.10.* Ukazte, ze |1.9] =2 [apravou na celo¢iselny zlomek |
1.1.11.* Ukazte, ze [1.9] = 2 [Upravou na celo¢iselny zlomek |
1.1.12. Ukazte, ze [[z]] = [z] [[x] je celé &islo]
1.1.13. Jak vyjadrite klasické zaokrouhleni pomoci | |? [l +0.5]]
1.1.14.* Jak vyjadrite klasické zaokrouhleni pomoci []? [—]—0.5 —z]]
1.1.15. Nakreslete graf funkci |sinz], [cosz]| a [tanz].
1.1.16. Kolik prvki ma 2{1:2:34}? Rozepiste. [16 prvki, 24 =
{0,{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}, {1, 2, 3, 4}}}
1.1.17. Rozepiste potenéni mnozinu mnoziny B = {1, 2, 3}. [23 =

{0.{1},{2}, {3}, {1,2}.{1, 3}, {2,3},{1,2,3}} ]
1.1.18.Y Méame dany mnoziny A = {1,2,3}, B = {o, x}.

a) Kolik prvkia ma sjednoceni A U B? [5]

o

Kolik prvkd mé prinik A N B? [0]

c¢) Kolik prvka ma rozdil A\ B? [3]

Kolik prvki ma soucin A x 257 [12]

)

f) Rozepiste kartézsky soucin A x B. [Ax B={(1,0),(2,0),(3,0), (1,%),(2,%), (3, %) }]

Rozepiste kartézsky sou¢in B x A. [B x A= {(o,1),(0,2),(0,3), (%, 1), (%,2), (%,3)}]

o]

)
)
)
d) Kolik prvkt mé kartézsky souéin A x B? [6]
)
)
)
)

h) Rozepiste rozdil A\ B. [A\ B=A]



1.2 Vybéry bez opakovani 11

i) Rozepiste rozdil B\ A. [B\ A= B]

j) Rozepiste soucin A x 25. [A x 2B = {(1,0), (1,{c}), (1, {x}), (1, {0, %}), (2,0), (2, {o}),
(2, {*}), (2, {0, %}), (3,0), (3, {c}), (3, {x}), (3, {o, x}) }]

1.1.19. Uréete doplnék mnoziny B v mnoziné A, kde A=R, B={z € R:|z|>2}. [B=(-2,2)={z¢€
R:|z—2|<0}]

1.1.20. Urcete prinik a sjednoceni mnozin A =Ny, B={x €Z:|z| >3}. [AnNnB={zxe€eNp:2>3}=
No\{0,1,2}, AuUB={zx€Z:2<-3Vzx>0}=2Z\{-2,—-1}]

1.1.21. Urcete rozdily A\ B, B\ A, kde A=Ny, B={z €Z: |z| > -T7}. [A\ B =10,6],
B\A={z€Z: 2 < -7} ={-T—x:2€Np}|

1.1.22.Y Kdy plati

a) ANB=A? [je-i A C B]
b) AUB=A? [je-li B C A]
c) AUB=ANB? [pro A = B|
1.1.23.* Dokazte matematickou indukci, ze |24] = 2141, [Indukei vzhledem k |A].]

1.2 Vybéry bez opakovani

1.2.1. Mame prazdnou mnozinu (.
a) Kolika zpiisoby mtizeme sefadit prvky () do posloupnosti? [1]
b) Kolika zptisoby mtzeme vybrat () z néjaké mnoziny? [1]

c) Jak by se tyto poéty zménily, kdyby 0! # 17 [pocet vybéru stejny, nebylo by vSak mozno pouzit
vztahy pro kombinaéni ¢isla a faktorial

1.2.2.Y Pro jaké hodnoty n a k je vice k-prvkovych podmnozin z n prvkové mnoziny nez (n — k)-prvkovych

podmnozin? [stejné pro vSechny hodnoty n a k|
1.2.3. Pro jaké hodnoty n a k je vice k-prvkovych variaci z n prvkové mnoziny nez (n — k)-prvkovych
variaci? [pro k> %}
1.2.4. Vyjadiete bez kombinacnich éisel (%) [3n(3n —1)(3n —2)]

1.2.5. Tenisovy turnaj se hraje systémem kazdy s kazdym. Kolik se bude hrat zapast, jestlize

a) se turnaje zGcastni 8 hrac¢a? [28]

b) se turnaje zacastni 21 hraca? [210]
1.2.6. Tenisového turnaje se ticastni 8 hracd. Kolik je riiznjch poradi na stupnich vitéza? [336]
1.2.7. Upravte a porovnejte (6??) a (3(’;). [pro n=2,3,4 je vétsi (6;) a pron > 5 je vétsi (3(’;)]
1.2.8.Y Kolik zptisoby se miize postavit pét artist@ na sebe? [P(5) = 5! =120]
1.2.9. Kolika zptisoby miizeme postavit Sest artistti do pyramidy 3 + 2 + 1, pficemz rozlisujeme pouze kdo
stoji na zemi, kdo v prvni vrstvé a kdo nahote? [P(3, 2,1) = % = 60]

1.2.10. Mame Sest karet.
a) Kolika zptsoby muzeme vybrat dvé karty? [15]

b) Kolika zptisoby muZeme vybrat dvé karty, jestlize rozliuje potradi? [30]
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1.2.11. Hazime dvakrat kostkou a vysledky zapisujeme.

a) Kolik rtiznych vysledkti miuzeme dostat, jestlize rozliSujeme pofadi hodu? [36]
b) Kolik riznych vysledkt miizeme dostat, jestlize nerozlisujeme poradi hodu? [21]
1.2.12. Méame n lidi. Jak velké skupinky vybirat, aby byl poc¢et moznosti co nejvétsi? [k=1%]]
1.2.13. Ukaite nékolika zpiisoby, ze (}) = (,";) [upravou faktoridli nebo kombinatoricky jako pocet

k-prvkovych podmnoZin |

1.2.14. Ukazte nékolika zptisoby, ze (Z) =+ (kil) = (Zﬂ) [upravou faktoriali nebo kombinatoricky jako

pocet k + 1-prvkovych podmnozin s jednim vyznamnym prvkem |

1.2.15.* Hokejovy trenér ma k dispozici 13 uto¢nikt a 9 obranci. Kolika zpusoby vybereme pétku (2
obrance + 3 Gtoc¢nici), jestlize jeden konkrétni tto¢nik muze hrat i v obrané? [12276]

1.2.16. Vlajka ma byt sestavena ze tii rtiznobarevnych vodorovnych pruhi. K dispozici jsou latky barvy
bilé, Cervené, modré, zelené a zluté.

a) Kolik rtiznych vlajek mizeme sestavit? [60]
b) Kolik z nich ma modry pruh? [36]
c) Kolik jich ma modry pruh uprostied? [12]
d) Kolik jich nem4 uprostfed ¢erveny pruh? [48]

1.2.17. Urcete pocet vSech péticifernych pfirozenych cisel, v jejichz dekadickém zéapisu se kazda z deseti
¢islic vyskytuje nejvyse jednou. Kolik z nich je mensSich nez 50 0007 [27216, 12096 ]

1.2.18. Na konferenci vystoupi Sest prednasejicich: A, B, C, D, E, F. Urcete pocet

a) vSech moznych poradi jejich vystoupeni; [720]
b) vSech poradi, v nichz vystoupi A po E; [360]
c) vSech poradi, v nichz vystoupi A ihned po E. [120]

1.2.19. Kolika zptisoby mutzeme n lidi posadit

a) do rady [n!]
b) do fady, v niz je ¢lovék A na kraji; [2(n — 1)!]
c) do rady tak, aby lidé A a B nesedéli vedle sebe; [(n—2)-(n—1)!]

d) kolem kulatého stolu (zalezi jen na tom, jakého méa kdo souseda, nikoli na které zidli sedi). [(n —1)!]

1.2.20. Kolika zptisoby miizeme ze sedmi muzi a ¢tyt zen vybrat Sesti¢lennou skupinu, tak aby v ni byly
a) pravé dvé Zeny; [210]
b) alespon dvé Zeny; [371]

c) nejvyse dvé Zeny; [301]
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1.3 Vybéry s opakovanim

1.3.1. Kolik existuje anagramu slova MISSISSIPPI? [34650]
1.3.2. Kolik existuje anagramu slova MISSISSIPPI, které neobsahuji IIII? [33810]
1.3.3. Kolik existuje anagrami slova MISSISSIPPI, které neobsahuji 117 [7350]

1.3.4. Kolik existuje anagramii slova ABRAKADABRA,

a) vsech? [83160]
b) které zacinaji a kon¢i pismenem B? [1512]
c) které zac¢inaji nebo konéi pismenem B? [28728]
d) které zacinaji a konéi pismenem A? [15120]
e) které neobsahuji BB? [68 040]
f) které neobsahuji AA? [3780]
g) ve kterych pismeno K pfedchdza pismeno D? [41580]

1.3.5. Na patnéct stozart v fadé budou povéseny vlajky péti zemi, kazda tfikrat. Kolik existuje moznosti?
[168168000]

1.3.6. Kolik je tficifernych ¢isel délitelnych

a) dvéma? [450]
b) péti? [180]
c) tfemi? [300]
d) sedmi? [128]

1.4 Priiklady k procviceni
1.4.1. Existuje takova posloupnost (a;)"_,, ze > ;" a; < > i 1(—a;)? Pokud ano, uvedte piiklad!  [ano,
(ai)i~y = (—1), pron € Ng,n > 1]

1.4.2. Existuje takova posloupnost (a;)!"_1, ze Y i a; > 0a[[;_; a; < 0? Pokud ano, uvedte pfiklad! [ano,
napiiklad (a1, a2) = (—1,3)]

1.4.3. Existuje takova posloupnost kladnych ¢isel (a;)_, ze >y a; > [[;-, a;? Pokud ano, uvedte pfiklad!
[ano, naptiklad (a1,a2) = (0.1,0.2)]

1.4.4. Kolika zpusoby, je mozné napsat 7 jako soucet pravé ¢tyf pfirozenych sc¢itanct? (dovolime i nulové
s¢itance!) Predpokladame, Ze rozliSujeme potadi séitanc. [120]

1.4.5. Kolika zpusoby, je mozné napsat 7 jako soucet pravé ¢tyf kladnych prirozenych séitancu? Predpo-

kladame, ze rozlisujeme poradi s¢itanct. [20]
1.4.6. Kolika zptsoby, je mozné napsat k jako soucet n sc¢itancti? Predpoklddame, Ze rozliSujeme potadi
séitanci. [ (”Hlj_l) ]
1.4.7. Kolika zpisoby, je mozné napsat k jako soucet n kladnych s¢itancti? Predpokladame, Ze rozliSujeme
poradi s¢itanci. [ (flj) ]

1.4.8. Mame 10 stejnych figurek a ¢tyfi rtizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSechny figurky obarvit?
[286]
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1.4.9. Mame 7 ruaznych figurek a tfi riizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSechny figurky obarvit?
[2187]

1.4.10. Mame 10 stejnych figurek a ¢tyfi rizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak nékteré figurky obarvit?
[1001]

1.4.11. Mame 10 stejnych figurek a ¢tyfi riizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSechny figurky obarvit,
pricemz od kazdé barvy by méla byt alespon jedna figurka? [84]

1.4.12. Kolika zptusoby muzeme posadit n lidi kolem kulatého stolu? Ve dvou rozdilnych rozesazenich méa
néktery ¢lovék jiného souseda po levé nebo po pravé ruce. [(n—1)!]

1.4.13. Kolika zptisoby mtzeme posadit n manzelskych part kolem kulatého stolu tak, aby manzelé sedéli
vzdy vedle sebe? Ve dvou rozdilnych rozesazenich ma néktery ¢lovek jiného souseda po levé nebo po pravé
ruce. [2™(n — 1)!]

1.4.14. Dtive byly statni poznavaci znacky osobnich automobilli tvofeny uspoiddanou sedmici, jejiz prvni
tTi ¢leny byly pismena a dalsi ¢tyti ¢islice. Kolik poznavacich znacek bylo mozno sestavit, jestlize pro prvni
¢ast znacky bylo mozno pouzit kazdé z 26 pismen (kazdd moZnost povolena nebyla). [175760000 ]

1.4.15. Urcete pocet vSech nejvyse k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny. [Zf:o (")]

i
1.4.16. Kolik je vSech péticifernych prirozenych éisel? Kolik z nich je mensich nez 50 0007 [90000, 40000 ]
1.4.17. Urcete pocet vSech ¢tyfcifernych pfirozenych cisel délitelnych 9, v jejichz dekadickém zapisu mohou
byt pouze islice 0, 1, 2, 5, 7. [54]
1.4.18. V sacku jsou Cervené, modré a zelené kulicky (kulicky téze barvy jsou nerozlisitelné). Urcete, kolika
zpusoby lze vybrat pét kulicek, jestlize v sacku je

a) aspot pét kuliéek od kazdé barvy; [21]
b) pét Cervenych, ¢tyfi modré a Ctyfi zelené kulicky. [19]
1.4.19.Y Je néktera mnozina podmnozinou kazdé mnoziny? [ano, prazdnd mnozina]

1.4.20. Cemu se rovna

a) AN(BUC)= "7 [((ANB)U(ANC)]
b) AU(BNC) =7 [((AUB)N(AUQ)]
¢) ANB = ? (X zna¢i doplnék mnoziny X) [AUB]|

1.4.21. Kdy je poten¢ni mnozina 24

a) jednoprvkova? [pouze pro A = 0]
b) dvouprvkova [pouze pro |A| = 1]
c) triprvkova [nikdy |
d) prazdna [nikdy]
1.4.22. Kdy je kartézsky soucin dvou mnozin A x B prazdny? [pouze kdyz A = () nebo B = (]

1.4.23. Je mozno najit dvé takové mnoziny A, B, aby soucasné platilo A C Bi A € B? [ano, napiiklad
pro A=0, B={0}]

1.4.24. Je mozno najit dvé takové neprazdné mnoziny A, B, aby soucasné platilo A C Bi A € B? [ano,
napiiklad A = {a}, B = {a,{a}}]

1.4.25.* Kolika zpisoby je mozné napsat ¢islo k jako soucet s¢itanci 1 a 27 Predpokladame, Ze rozliSujeme
Mo 1w o k n
poradi s¢itancii. [Zn:(g] (k—n)]
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1.4.26.* Jaky je pocet vSech trojuhelniki, z nichz zadné dva nejsou shodné a kazda jejich strana ma velikost
vyjaddifenou nékterym z &isel n + 1,n + 2,n + 3, ...2n, kde n je pfirozené &islo. [%n(n + 1)(n+ 2)]

1.4.27. Kolik pfimek lze prolozit 7 body, jestlize zadné t¥i body nelezi v pfimce? [21]
1.4.28. Kolik pfimek lze prolozit 7 body, jestlize pravé tii body lezi v pfimce? [19]

1.4.29. Mame dany dvé mimobézky. Na jedné je m bodi, na druhé n bodi. Kolik lze sestrojit ctyrstént
s vrcholy v danych bodech? [(7’;) . (g)]

1.4.30. Kolika zptisoby miizete sefadit v poli¢ce pét ucebnic angli¢tiny, ¢tyii ucebnice matematiky a dveé
ucebnice Ceského jazyka, jestlize maji ztistat rozdéleny do skupin po jednotlivych pfedmétech?  [34560]

1.4.31. Na hlidku ptijdou 4 vojéci z ¢ety. Kolik vojakt ma Ceta, jestlize vybér je mozno provést 210 zpisoby?
[10 vojaki]

1.4.32. Palindrom je slovo, které se piSe stejné jako pozpatku. Anglickd abeceda ma 26 pismen. Kolik

existuje palindromu (i nesmyslnych) délky n z pismen anglické abecedy? [26%}]
1.4.33. Hazime trikrat kostkou. Kolik existuje takovych moznosti, kdy v kazdém dalsim hodu padaji vétsi
a vetsi ¢isla? [20]

1.4.34. Byli jsme ¢tyfi, sedéli v baru a popijeli. Trapilo nas $patné svédomi, ze misto abychom v zivoté délali
néco poradného, jsme zavisli na alkoholu. Tu k nam pristoupil rozjafeny barman a namichal ndm sedm
ruznych drinki tak, aby kazdy dostal alesponi jeden. Kolika zptisoby to mohl provést, jestlize rozliSujeme
poradi drink, které jsme vypili. [100800]
1.4.35. Hra Tic-tac-toe je hra s tuzkou a papirem pro dva hrace X a O. Hraci stiidavé zapisuji kiizky a
kolecka do ¢tvercové sité policek 3 x 3. Obvykle zac¢ind X, jako na Obrazku 1.1. Hrac, ktery jako prvni
umisti t¥i své symboly v jedné radé, sloupci nebo diagonale, vyhraje.

X

X

X

X

X

X

X

X

O

O

O

O

O

O

O

X

O

X

O

X

O

X

O

O
X

Obrazek 1.1: Jedna hra Tic-tac-toe.

a)“Kolik existuje riiznych rozmisténi kiizkti a kolecek (pét kifzkii a ¢ty¥i kolecka) na hernim planu?
9
[()]

b) Kolik existuje rtiznych rozmisténi kiizku a kolecek na hernim planu, jestlize rozliSujeme poradi tahu,

kiizky a kolecka se stiidaji? [362880]
c) Kolik existuje riznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v patém tahu? [1440]
d) Kolik existuje riznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v Sestém tahu? [5328]
e) Kolik existuje riuznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v sedmém tahu? [47952]
f) Kolik existuje rtiznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v osmém tahu? [72576 ]
g)* Kolik existuje rtiznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v devatém tahu? [81792]
h) Kolik existuje raznych her Tic-tac-toe, které konéi remizou? [46080 ]
i) Kolik existuje vSech rtznych her Tic-tac-toe? [255168 ]

1.4.36. Délové koule si d€lostrelci stavéli do pyramid.

a) Pyramida bud méla ¢tvercovou zdkladnu napt. 4 x 4 koule, na ni dali vrstvu 3 x 3 koule, pak 2 x 2
koule a na vrchol 1 kouli. Tato pyramida méla celkem 30 kouli. Kolik celkem kouli by méla pyramida
o zékladné n x n kouli? [tn(n+1)(2n +1)]
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b) Pyramida mohla mit zaloZenou podstavu ve tvaru rovnoramenného trojtihelniku z 15 kouli, na ni
byla dalsi vrstva 10 kouli, dalsi vrstva méla 6 kouli, pak 3 koule a na vrcholu byla 1 koule. Celkem
méla takova pyramida 35 kouli. Kolik celkem kouli by méla pyramida o zédkladné s hranou z n kouli?

[%n(n—i— 1)(n+ 2)]

1.4.37. Pocita¢ Kecalek ve filmu Rumburak dostal za kol najit vSechny dvojice slouv slozené z dvanacti
pismen (mezeru nepocitame). Kolik takovych slov z 26 pismen existuje? [11-26'2]

1.4.38. Zaklinadlo pro pfesun do fiSe pohadek ve filmu Rumburak zni HUBERO KORORO. Kolik existuje
anagrami tohoto zaklinadla slozenych ze dvou Sestipismenych slov? [3 326 400]

1.4.39. Zaklinadlo pro zménu pocasi ve filmu Rumburak zni RABERA TAREGO. Kolik existuje anagramu
tohoto zaklinadla slozenych ze dvou Sestipismenych slov? [6 652 800]

1.4.40. Na béznych dominovych kostkach se vyskytuji oka v poétu 0,1,...6. Kazda dvojice poctu ok se
s sadé vyskytuje na pravé jedné kostce. Vsechny kostky domina je mozné polozit do jediné fady tak, aby
navazujici kostky sdilely stejny pocet ok. Nyni n-dominem budeme rozumét takovou sadu kostek, ktera
obsahuje vSechny dvojice po¢ti ok z rozsahu 0,1,...,n. Pro jakd pfirozena cisla n lze vSechny kostky
n-domina polozit do jediné fady? [pro suda n > 0]

1.4.41. Mame ¢étvereckovanou sit m x n étvereckt. Kolik rtiznych obdélnikti najdeme v siti? [ (m; 1) . (”;1) }
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2 Diskrétni pravdépodobnost

Pokud nebude feceno jinak, tak budeme predpokladat, ze balicek obsahuje 32 karet, od sedmicky po eso
ve CGtyfFech riznych barvach (srdce, piky, kary a kiize). Klasickd Sestisténnéd kostka je vyrobena tak, zZe
soucet ok na protilehlych sténéch je vzdy sedm.

Vsimnéte si, ze i v pripadé, kdy mame zamichany cely balicek karet, nemusime nékdy uvazovat Sech
32! poradi. Pokud se zajimame o néjaky vybér, stac¢i pracovat s néjakym ndhodnym vybérem.

Resené priklady

2.0.1. Hodime soucasné sedmi kostkami. Jaké je pravdépodobnost, ze

a) padne soucet 127
Nejmensi mozny soucet je 7. Zbyva ,rozdélit pét jednotek” mezi sedm kostek. Jedné se o neuspofa-
dany vybér s moznosti opakovani. Existuje celkem C*(7,5) = (161) = (151) = 462 takovych moznosti.
Protoze uniformni pravdépodobnostni prostor ma V(6,7) = 67 prvki, hledan4 pravdépodobnost je

() 462 77
67 279936 46656

P=

b) padne soucet 137

Nejmensi mozny soucet je 7. Zbyva ,rozdélit Sest jednotek” mezi sedm kostek, nikoli vsak vSechny
do jedné ptihradky. Jedna se o neuspoiradany vybér s moznosti opakovani. Odecteme pocet takovych
moznosti, kdy vSechny jednotky jsou pfidany na jednu ze sedmi kostek. Existuje celkem C*(7,6) —
c(6,1) = (162) — (I) = 924 — 7 = 917 takovych moznosti. Protoze uniformni pravdépodobnostni
prostor méa V' (6,7) = 67 prvki, hledana pravdépodobnost je

L) e

67 279936

2.0.2. Hodme dvéma kostkami. Jsou jev padl soucet 6 a jev padl soucin 8 nezavislé?
Zavedeme pravdépodobnostni prostor

Q={(a,b):1<a,b <6}

Jev A, kdy padne soucet 6, je A = {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}. Jev B, kdy padne soucin 8, je B =
{(2,4),(4,2)}. Protoze se jedna o uniformni pravdépodobnostni prostor, mame
_Al_ 5 _ 1Bl _ 2 2

PUA) =g =30 PB) =g =35 PANDB)=PB) =g

Pokud jsou jevy nezavislé, musi podle definice platit
P(A)-P(B)=P(ANB).

Dosazenim dostaneme -

%567 5
proto jevy A a B nejsou nezavislé.
Jiné feseni:
Vyjdeme z alternativni definice nezavislosti jevu, kterd 1ika, ze A a B jsou nezavislé, jestlize pravdépodob-
nost jevu A nezavisi na tom, zda soucasné nastal nebo nenastal jev B:

P(A)  P(ANB)

P(Q) ~  P(B)
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Dosazenim dostaneme

5 2
36 36
Tz

36

a proto jevy A, B nejsou nezavislé (jsou zavislé).

2.0.3. V krabici je 5 kouli, 3 jsou bilé a 2 ¢erné. Vytdhneme postupné dvé koule. Jaka je pravdépodobnost,
Ze prvni je bild a druha ¢erna?

2.0.4. Mame dva sacky s kulickami. V prvnim sacku jsou dvé kulicky s ¢islem 2 a tii kulicky s ¢islem 3.
Ve druhém sacku jsou 3 kulicky s ¢islem 4 a 2 kulicky s ¢islem 5. Tahdme z obou sacki po jedné kulicce.
Jaky je primeérny soucet tazenych cisel?
Pro prvni sécek je P(2) = 2 a P(3) = 2. Pro druhy sacek je P(4) = 2 a P(5) = 2. Ozna¢ime X néhodnou
veli¢inu udavajici ¢islo tazené z prvniho sacku. Potom je

2 3 4+9 13

B(X)=2 - +3 2 =— -

Oznacime Y nahodnou veli¢inu udévajici ¢islo tazené z druhého sacku. Potom je

3 2 12410 22
EY)=4-- C— = ==
¥) 5 M 5 5 5
Pro soucet ndhodnych veli¢in plati
13 22 35
E(X+Y):E(X)—i—E(Y):?—k?:?:?.

Primérny soucet tazenych ¢isel je 7.
2.1 Motivacni priklady

2.1.1. Na jednom Americkém televiznim kanalu bézela Montyho Show. Soutézici méli moznost ziskat auto-
mobil, jestlize si vyberou ze t¥i dveri ty dvefe, za kterymi se automobil nachézi. Soutézici si jedny dvere
zvolil a potom Monty Sel a oteviel nékteré ze dvou zbyvajicich dvefi. Vzdy oteviel ty dvefe, za kterymi
nestal automobil, ale koza. Nyni mél soutézici moznost zménit svou volbu a vybrat si libovolné ze dvou stéale
zavienych dvefi. Pfedpoklddame, Ze poradatelé vyberou na zacatku ndhodné jedny ze tii dvefi, za které
zaparkuji automobil a za dalsi dvé postavi kozy. Je lepsi zménit svoji volbu, nebo ztistat u pivodniho
tipu a nebo je to jedno? S jakou pravdépodobnosti ziska soutézici vyhru jestlize zméni svoji volbu? Svou
odpovéd vysvétlete. [je lepsi volbu zménit |

2.2 Koneény pravdépodobnostni prostor

2.2.1. Hodime kostkou.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze padne sudé ¢islo? [%]
b) Jaké je pravdépodobnost, Ze padne prvocislo? (3]
c) Jaka je pravdépodobnost, ze padne jednicka nebo dvojka? [%]
d) Jaké je pravdépodobnost, ze soucet horni a spodni stény je 77 [1]
e) Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet horni a spodni stény je 37 [0]

2.2.2. Hodime kostkou, kterd neni spravedliva, rfizna ¢isla padaji s riznou pravdépodobnosti. Cisla 1, 2
padnou s pravdépodobnosti %, ¢sla 4, 5 a 6 padnou s pravdépodobnosti L. Pravdépodobnost ¢isla 3 neni

7
udéana.

a) Jsou uvedené pravdépodobnosti konzistentni? [ano]
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2.2 Konecny pravdépodobnostni prostor

b) S jakou pravdépodobnosti padne ¢islo 37 [1-2/5-3/T=L<]
c) Jaka je pravdépodobnost, ze padne sudé ¢islo? [%]
d) Jaké je pravdépodobnost, ze padne prvocislo? [%]
e) Jaka je pravdépodobnost, Ze padne jednicka nebo dvojka? [%]
f) Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet horni a spodni stény je 77 [1]
g) Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet horni a spodni stény je 37 [0]
2.2.3. Hodime dvéma kostkami.
a) Je pravdépodobnéjsi, Ze padne 5 a 6 nebo Ze padnou dvé 37 [pravdépodobnéjsi jsou dvé ruzna éisla)|
b) Jaké je pravdépodobnost, ze padne soucin 127 [%]
c) Jaka je pravdépodobnost, ze padne souéin 47 [%]
d) Jaké je pravdépodobnost, ze padne soudin 147 [0]
e) Jaka je pravdépodobnost, ze padne soucet 107 [%]

2.2.4. Sestavte funkci P(n), kterd bude udévat pravdépodobnost, ze pii souc¢asném hodu n > 1 kostkami
a) padne soucet n. [P(n) = & ]
b) padne soucet 3. [P(n) = é pron =1, P(n) = Tls pron =2, P(n) = 2—16 pron =3a P(n) =0 pro

n24.]

2.2.5. Hodime n-sténnou kostkou ocislovanou 1, 2,...,n. Jaka je pravdépodobnost, Zze padne liché ¢islo?
5]

]

2.2.6. Hodime n-sténnou prvoéiselnou kostkou (stény jsou o¢islované uzitim prvnich n prvocisel). Jaka je

pravdépodobnost, Ze padne liché ¢islo? [”Tfl]

2.2.7. Mame zamichany balicek 32 hracich karet. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) prvni karta v balicku je eso? [%]
b) tfeti karta v balicku je desitka? (5]
c) treti karta v balicku je desitka, vime-li, Ze prvni dvé karty jsou ddma a kral? [%]
d) treti karta v balicku je desitka, vime-li, Ze prvni dvé karty jsou sedmicka a desitka? [1—10]

2.2.8. Hazime dvéma kostkami: Sestisténnou a dvanactisténnou. Jaké je pravdépodobnost, Ze na obou padne
stejné ¢islo? [%]
2.2.9. Hazime tremi kostkami: étyfsténnou, Sestisténnou, desetisténnou. Jaka je pravdépodobnost, ze
na vSech padne stejné ¢islo? [%]
2.2.10. Hazime tfemi Sestisténnymi kostkami.

a) Je lepsi vsadit si, ze nepadne zadna Sestka, nebo Ze padne alespon jedna Sestka? [je lepsi si vsadit,
ze nepadne 7Zadna Sestka]

.—|
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b) Jaka je pravdépodobnost, Ze padne pravé jedna Sestka?

c) Jaka je pravdépodobnost, Ze padnou alespon dvé Sestky?



20 2 DISKRETNI PRAVDEPODOBNOST

2.2.11. Hazime desetisténnou kostkou.

a) Hodime jednou. Jaké je pravdépodobnost, Ze padne prvoéislo? [%]

b) Hézime dvakrat. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne lichy soucet? [%]

¢) Hézime dvakrat. Jaka jsou pravdépodobnosti jednotlivych souc¢ta? [P(z) = min{%, 2%9_"
pro i € [2,20]]

2.2.12. Hazime ¢tyrikrat minci. Jaka je pravdépodobnost, Ze

a

—

padne CtyTikrat za sebou hlava?

—

c) padne dvakrat hlava a dvakrat orel (v libovolném poradi)?

S5 e S-S
oo rs 2L 2L

)

b) padne nejprve hlava, potom orel, znovu orel a nakonec hlava?
)
)

d

—

padne alespon jednou hlava?

2.2.13. Hodime tfemi stejnymi kostkami.
a) Jaka je pravdépodobnost, ze padne 2,4, 67 [%]

1

72

b) Jaké je pravdépodobnost, ze padne 2,4,47? [

2.2.14. Ve tridé je 25 zaka. S jakou pravdépodobnosti budou alesponn dva spoluzaci slavit narozeniny
ve stejny den? Kolik nejméné musi byt ve t¥idé zakt, aby byla pravdépodobnost spole¢ného data narozenin
dvou spoluzaki vétsi nez %? Predpokladejme, Ze nikdo z zdkt nemd narozeniny 29. tinora (v pfestupném
roce). [ Pys = 0.5687, pro 23 zak]

2.3 Disjunktni a nezavislé jevy

2.3.1. Dva hraci héazi kostkou. Jsou jejich hody nezavislé? I kdyz nékdo hodi t¥i Sestky za sebou?  [ano]
2.3.2. Méjme dva ruzné elementarni jevy.
a) Jsou ruzné elementarni jevy vzdy disjunktni? [ano]

b) Jsou ruzné elementarni jevy vzdy nezévislé? [ne]

2.3.3. M¢jme dva disjunktni jevy.

a) Mohou byt dva disjunktni jevy nezavislé? [ano]
b) Je prazdny jev nezavisly s libovolnym jevem? [ano]

2.3.4. Udejte piiklad dvou rtznych jevi, které nejsou disjunktni. [Napiiklad pti hodu kostkou: jev padlo
liché ¢islo a jev padlo prvodislo. ]

2.3.5. Hodime dvéma kostkami.

a) Jsou jevy A: padl soucet 4 a B: padl soucin 4 disjunktni? [ne]

b) Jsou jevy A: padl soucet 6 a B: padl soucin 6 disjunktni? [ano]

2.3.6. Mégjme tii jevy A, B,C. Vime, Ze jevy A a B jsou nezavislé, jevy B a C' jsou nezavislé a jevy A a C
jsou nezavislé.

a) Jsou jevy A, B, C nezavislé jako trojice? [ne]

b) Mohou byt ve specidlnim pfipadé nezavislé? Kdy? [ano, je-li alesponi jeden z jevl prazdny |
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2.3.7. Mame zamichany bali¢ek 32 karet.
a) Rozddme dvéma hra¢im po tfech kartéch. Jsou vybéry karet nezavislé? [ne]

b) Dame prvnimu hréaci tfi karty a zbylé karty zamichdme. Potom druhy hra¢ dostane také tii karty.
Jsou vybéry karet nezavislé? [ne]

¢) Déame prvnimu hraci t¥i karty. On si je zapamatuje a vrati do balicku. Potom karty zamichame a
druhy hrac¢ dostane tfi karty. Jsou vybéry karet nezavislé? [ano|

d) Hrac¢ dostane pét karet, potom karty vrati a po zamichani dostane znovu pét karet. Jaka je pravdé-

podobnost, Ze mél pokazdé fullhouse (3+2 stejné hodnoty)? [%]

e) Hrac dostane pét karet, schova si je dostane dalsich pét karet. Jakd je pravdépodobnost, Ze mél
kralovsky poker (4 esa a dalsi karta stejné hodnoty) dvakrat za sebou? [0]

2.3.8. Hodime dvéma kostkami, jednou zelenou a jednou ¢ervenou. Jsou jevy A: ,na obou padne stejné
¢islo* a B: ,na zelené kostce padne Sestka“ nezavislé? [ano]

2.3.9. Méjme pravdépodobnostni prostor 2 = {1,2,3,4,5,6,7,8} s uniformni pravdépodobnosti (hazime
osmisténnou kostkou). Jsou jevy A ={1,2,3,4} a B = {5,6, 7,8} nezavislé? [jevy A a B nejsou
nezavislé]

2.3.10. Mé&jme pravdépodobnostni prostor Q = {1,2,3,4,5,6,7,8} s uniformni pravdépodobnosti (hazime
osmisténnou kostkou). Jsou jevy A = {1,2,3,4} (padlo malé ¢&islo) a B = {1,3,5,7} (padlo liché ¢&islo)
nezavislé? [jevy A a B jsou nezavislé]

2.3.11. Méjme pravdépodobnostni prostor 2 = {1,2,3,4,5,6} s uniformni pravdépodobnosti (hazime Ses-
tisténnou kostkou). Jsou jevy A = {1,2,3} (padlo malé ¢islo) a B = {1,3,5} (padlo liché ¢islo) nezavislé?
[jevy A a B nejsou nezavislé]

2.3.12. Hazime n-sténnou kostkou. Nadefinujeme jev A, ze padne malé ¢islo 1,2,...,[ 5] a jev B, Ze padne

liché ¢islo. Pro jakd n jsou jevy A a B nezéavislé? [jevy jsou nezéavislé jen pron =0 (mod 4)]
2.4 Podminéna pravdépodobnost

2.4.1. Jaka je pravdépodobnost pii hodu klasickou kostkou, Ze padne ¢islo vétsi nez 3 vime-li, ze padlo liché
¢islo. H
2.4.2. 'V krabici je 5 kouli, 3 jsou bilé a 2 Cerné. Vytahneme postupné dvé koule. Pocitejme: VSechny
moznosti, jak mohou dopadnout losovani jsou: bila-bila, bila-cernd, cerna-cerna a cerna-bila. Pouze jedna
z nich je prizniva: biléd-cerna. Dostaneme pravdépodobnost P = i. Co je spatné? Vysvétlete! [nelze uzit
vztah platny pro uniformni pravdépodobnostni prostor |

2.4.3. V krabici je 5 kouli, 3 jsou bilé a 2 ¢erné. Vytdhneme postupné dvé koule. Pocitejme: VSech moznosti,
jak mtze dopadnout losovani je (g) = 10. Pfiznivé jsou ty, kdy vybereme nejprve bilou a potom cernou:

GG _ 32 _

Dostaneme pravdépodobnost P = ] G % Co je spatné? Vysvétlete! [rozliSit neuspofadany a
uspofadany vybér]

2.4.4. 7 celkové produkce zavodu jsou 4% zmetkt. Z dobrych vyrobki je 75% standardnich. Urcete prav-
dépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek je standardni. [72%]

2.5 Stfedni hodnota

2.5.1. Hazime kostkou, kterd neni spravedliva, riizna ¢isla padaji s riiznou pravdépodobnosti. Cisla 1, 2

padnou s pravdépodobnosti %, ¢isla 4, 5 a 6 padnou s pravdépodobnosti % Pravdépodobnost ¢isla 3 neni

udana. Jaky je stfedni pocet poctu ok, kterd na kostce padnou? [E (X)= %]
2.5.2. Jaka je stfedni hodnota poctu Sestek, které padnou pri hodu péti kostkami? [%]

2.5.3. Mame Sestisténnou kostku.



22 2 DISKRETNI PRAVDEPODOBNOST

a) Jaky je prumérny soucet ¢isel na horni a spodni sténé kostky vyrobené tak, Ze 1 je naproti 6, 2
naproti 5 a 3 naproti 47 [7]

b) Jaky je primérny soucet ¢isel na horni a spodni sténé kostky vyrobené tak, Ze 1 je naproti 2, 3
naproti 5 a 4 naproti 67 [7]

2.5.4. Umeéli byste rozmistit ¢isla 1 az 6 na poctivou kostku tak, aby stfedni hodnota souc¢tu horni a spodni

stény byla jind nez 77 [pro poctivou kostku takové rozdéleni neni mozné|
2.5.5. Najdéte vhodna ¢isla aj,as,...,as a rozmistéte je na poctivou kostku tak, aby stfedni hodnota
souétu horni a spodni stény byla jind nez priimér hodnot a; az ag vynasobeny dvéma. [pro poctivou

kostku takové rozdéleni neni mozné]

2.5.6. Najdéte vhodna celd ¢isla ay,aq, ..., ag a rozmistéte je na poctivou kostku tak, aby stiedni hodnota
soucinu horni a spodni stény byla jind neZ primér hodnot a; az ag umocnény na druhou. [naptiklad
klasické kostka]

2.5.7.* Najdéte vhodna rizna celd &isla aq,as, ..., ag a rozmistéte je na poctivou kostku tak, aby stfedni
hodnota souc¢inu horni a spodni stény byla stejnd jako primér hodnot a; aZ ag umocnény na druhou.
[napiiklad kostka s dvojicemi protilehljch stén 1 a 6, —1 a —6, 0 a 12]

2.5.8. Kolik je tfeba primérné hodt minci, aby vysly dva stejné vysledky? [%]
2.5.9.% Kolik je tfeba primérné hodi minci, kde hlava ma pravdépodobnost p (p nemusi byt %), aby vysly
dva stejné vysledky? [2(1 +p— p2)]
2.5.10.* Kolik je tieba primérné hodt poctivou minci, aby padla prvni hlava? [2]

2.5.11.* Kolik je tfeba primérné hodu minci, kde hlava mé pravdépodobnost p (p nemusi byt %), aby padla

prvni hlava? {%]

2.5.12. Jaké je stfedni hodnota poétu policek, o které se vase figurka piesune v jednom kole hry , Clovéée,
nezlob se!“, pokud se

a) po tfeti Sestce za sebou jiz znovu nehazi? [%}
b) opakované hazi dokud padaji Sestky? [%]

2.5.13. Pfi objednavani obédd u terminalu vedle jidelny nevite, ktera jidla jsou k dispozici a ktera ne.
Jestlize tTi z péti jidel jiz neni mozné objednat. Jaky je stfedni pocet pokusi nez si objedname jidlo, které
se jesté vari? [2]

2.5.14. P1i objednavani obédi u terminélu vedle jidelny nevite, ktera jidla jsou k dispozici a ktera ne. Je-li
v menu vybér z n jidel a jestlize k < n je pocet jidel z péti, kterd je mozno objednat, jaky je stfedni pocet

pokusti nez si objedname jidlo, které se jesté vari? EX) = (”;!k)! Z?:_lk % . z]

2.6 Nahodné vybéry

2.6.1. Mame sedmiprvkovou mnozinu A.

a) S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné jednu konkrétni pétiprvkovou mnozinu mezi pétiprv-
.. " . 1

kovymi podmnozinami? [ﬁ]

b) S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné jednu konkrétni pétiprvkovou mnozinu mezi vSemi

podmnozinami? [ ﬁ ]

c) S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné nékterou pétiprvkovou mnozinu mezi vSemi podmno-

Zinami? [ % ]
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2.6.2. S jakou pravdépodobnosti vybereme nahodné jednu k-prvkovou podmnozinu n-prvkové mnoziny?

[l

2.6.3. S jakou pravdépodobnosti vybereme nidhodné k-prvkovou podmnozinu mezi vSemi podmnozinami

(i)

_ 7 Ve ‘? -
n-prvkové mnoziny? [ o ]

2.6.4. Jaké je pravdépodobnost, ze ndhodnad podmnozina n-prvkové mnoziny obsahuje jeden pevné zvoleny
prvek? [%]

2.6.5. Mame nahodnou posloupnost ¢tyt biti.

.—|
—
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a) S jakou pravdépodobnosti se jedna o ,,0011“?

—
ool
[E—

b) S jakou pravdépodobnosti obsahuje dvé jednicky a dvé nuly?

ﬁ
Sl
i

2.6.6. S jakou pravdépodobnosti obsahuje vice jednicek nez nul?

2.6.7. Mame nahodnou permutaci pétiprvkové mnoziny.

—
—
[y

Jakou pravdépodobnost mé jedna ndhodna permutace?

a) %)
b) Jakou pravdépodobnost ma permutace, kde ¢islo 1 nésleduje bezprostfedné za ¢islem 27 [%]
c) Jakou pravdépodobnost ma permutace, kde ¢islo 1 nasleduje za ¢islem 27 [%]
d) Jakou pravdépodobnost mé permutace, kde ¢isla 1, 2 jsou vedle sebe? [%]
2.7 Priklady k procviceni
2.7.1. Hazime opakované poctivou minci.
a) Jaka je pravdépodobnost, ze pfi Sesti hodech minci padne hlava i orel stejnékrat? [1%]
b) Jaké je pravdépodobnost, ze pii n hodech minci padne hlava i orel stejnékrat? [(2%1)]

2.7.2. Mame zamichany bali¢ek 32 karet. Vytdhneme postupné dvé karty. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) obé karty budou esa? [2%8]
b) obé karty budou devitka a desitka (v tomto pofadi)? [6%]
c) obé karty budou devitka a desitka (v libovolném potadi)? [37]
d) ani jedna karta nebude kral? [%]
e) obé karty budou stejné barvy? [%]

2.7.3. Kuchaf upustil omylem do polévky dva riizné prsteny. VSechna polévka byla rozdélena mezi 25 host,
z toho 8 Zen. Jaka je pravdépodobnost, Ze

a) oba prsteny dostane jedna osoba? [%]
b) prsteny budou mit v polévce dva muzi? [%]
c) prsteny budou mit v polévce jeden muz a jedna Zena? [%]
d) prsteny budou mit v polévce dvé zeny? [%]
e) Jak se pravdépodobnosti zméni, jestlize prsteny budou stejné? [pravdépodobnosti se nezméni |
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[#55"]

2.7.4. Hodime dvéma Sestisténnymi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze vétsi ¢islo bude m? 35

2.7.5. V supliku méme rozhézenych po 6 ponozkich od kazdé z barev cernd, Sedd a bilad. Kolik ponozek
musime primérné vytahnout (postupné a poslepu), abychom dostali jednobarevny par? NerozliSujeme
levou a pravou ponozku. [13?—41]

2.7.6. V Supliku méme rozhazenych po p ponozkéach od kazdé z b barev. Kolik ponozek musime priimérné
vytdhnout (postupné a poslepu), abychom dostali jednobarevny péar? NerozliSujeme levou a pravou po-
nozku.

2.7.7.% Magnet méa dva poly, které se pritahuji. Barevné détské magnetky maji na sobé umélohmotnou ce-
picku. Cepicka zakrjva cely jeden pél magnetu, proto pfitahovat se mohou pouze jednim pélem. Magnetky
jsou balené po 40 kusech, 10 od kazdé ze ctyt barev. Pfedpoklddejme, ze zakryté pdly téchto magnetkt jsou
zvoleny ndhodné s pravdépodobnosti % Jaka je pravdépodobnost, Ze téchto 40 magnetkt lze pospojovat
do 5 x 4 stejnobarevnych dvojic tak, ze kazda dvojice se navzajem pritahuje opaénymi nezakrytymi poly?

)

2.7.8. Hra Tic-tac-toe je hra s tuzkou a papirem pro dva hrace X a O, ktefi stiidavé zapisuji kiizky a
kolecka do ¢tvercové sité policek 3 x 3, viz Cviceni 1.4.35. Pfi feseni vyuzijte vysledku Cviceni 1.4.35.

a) Jaka je stfedni hodnota poc¢tu tahi do vitézstvi, jestlize remizy nebudeme uvazovat (pfedpokladame,
Ze remiza nemuze nastat). Pfedpokladejme, Ze kazda hra ma stejnou pravdépodobnost (coz nemusi

’ 11747
byt pravda). [557 ]

b)* Jaka je stfedni hodnota poc¢tu tahti do prvniho vitézstvi, jestlize remizy zapocitame jako 9 tahti a dalsi
hra pokracuje dalsim (desédtym) tahem. Pfedpokladejme, ze kazda hra méa stejnou pravdépodobnost
(coz nemusi byt pravda). [ 1627

2.7.9. Krabice dievénych détskych vlackt obsahuje jednu lokomotivu a tfi vagénky. Vagénky a lokomotiva

se spojuji pomoci magnetti. Lokomotiva mé jeden magnet a kazdy vagének ma magnety dva — na kazdém

konci jeden. Pdly magnetd jsou otoceny tak, aby bylo mozno zapojit do vlacku vsechny vagénky a to

v libovolném poradi.

a) S jakou pravdépodobnosti by se dal sestavit vlacek s vagénky v libovolném poradi, pokud by v tovarné
orientaci magnett pfifazovali ndhodné? [%]

b)* Uméli byste predchozi tlohu zobecnit pro n vagénka? [QH%]
c) S jakou pravdépodobnosti by se dal sestavit vldéek s vagénky v alesponi jednom potadi, pokud by

v tovarné orientaci magnett prifazovali ndhodné? [%]
d)* Uméli byste predchozi tlohu zobecnit pro n vagénka?

2.7.10. V balicku je 8 karet, dvé od kazdé barvy. Bali¢ek peclivé rozmichame. S jakou pravdépodobnosti

dostaneme takové rozmichani, ve kterém nejsou zadné dvé karty stejné barvy vedle sebe? [% = %]

2.7.11. Jaky je stfedni pocet hodt Sestistennou kostkou nez padne kazdé sténa alespon jednou?

2.7.12. Ctyficet sportovct bude rozdéleno na ¢tyfi stejné pocdetné skupiny. Jaka je pravdépodobnost, ze

dva konkrétni sportovci A a B budou ve stejné skupiné? [%]

2.7.13. S jakou pravdépodobnosti bude pfijato binarni slovo délky 8 znakt, které obsahuje ¢tyfi nuly, jestlize

zdroj signéalu generuje Tkrat vice nul nez jednicek? [Sgggggs}
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3 Kapitola 3 — Dukazy v diskrétni matematice
Resené piiklady

3.0.1. Kolik riznych bindrnich operatori existuje (muze existovat)? Sestavte jejich pravdivostni tabulky.
Podivejme se na operator A @ B. Jsou ¢tyfi rizné kombinace pravdivostnich hodnot proménnych A a B.
Pro kazdou existuji dvé moznosti, jaka bude vysledna logickd hodnota operatoru @. Dostavame tak celkem
V(2,4) = 2* = 16 riznych logickych binarnich operatort.

Oznacime si je @1, Do, ..., DP16. Jejich tabulky pravdivostnich hodnot jsou

AB|A®1B|A®3B | A®3B | A@ysB | AdsB | AdsB | A7 B | Adg B
00 0 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 1 1 1 1
110 0 0 1 1 0 0 1 1
111 0 1 0 1 0 1 0 1
Tabulka 3.1: Tabulky pravdivostnich hodnot operdtori &1 aZ Ps.
AIB|A®gB | A®1 0B | A®11B| A®oB | A®13B | AD1uB | A®15 B | AD1g B
00 1 1 1 1 1 1 1 1
0]1 0 0 0 0 1 1 1 1
110 0 0 1 1 0 0 1 1
111 0 1 0 1 0 1 0 1

Tabulka 3.2: Tabulky pravdivostnich hodnot operdtori @9 aZ P1g.

3.0.2. Dokazte Ze pro Va € Z, je-li a? liché, potom a je liché.

Tvrzeni dokdzeme nepiimo. Misto ptvodniho vyroku dokidzeme jeho obménu Va € Z, je-li a sudé, potom
a? je sudé. Vime, 7e existuje k € Z takové, Zze a = 2k. Potom a? = (2k)? = 4k? = 2(2k?). Vidime, Ze a? je
opét sudé, nebot existuje k' = 2k? tak, Ze a® = 2k’

3.0.3. Ukazte, ze kazdé postovné vétsi nez 12 K¢ miize byt zaplaceno uzitim znadmek v hodnoté 4 K¢ a
5 K¢.

Ukézeme matematickou indukci vzhledem k cené c.

Zaklad indukce: Nejprve ukazeme, Ze je mozno vyplatit ¢astky

o 12Kc¢ jako4+4+4+4=12
o 13Kc¢jakob+4+4+4=13
o 14 Kc¢jako5+5+4+4=14
e 15 K¢ jako5+5+5+4=15

Indukéni krok: Ukazeme, ze kdyz jde zaplatit poStovné v cené c, tak jde zaplatit také postovné o hodnoté
¢ + 4. Stac¢i nalepit o jednu ¢tyfkorunovou znamku navic.

3.0.4. Dva zlodéji ukradli ndhrdelnik. Nahrdelnik je sestaven z drahokami (rubint a diamanti) po Fadé
spojenych fetizkem. Svij lup by si chtéli rozdélit tak, aby kazdy dostal stejny pocet diamantt i rubind.
Ukazte, Ze pokud nahrdelnik obsahuje sudy pocet diamantt (2d) a sudy pocet rubini 2r, je vidy mozné
rozdélit nahrdelnik na dve ¢asti tak, aby kazda ¢ast obsahovala polovinu rubint i polovinu diamanti.
Tvrzeni ukdzeme ptimo. Navic ditkaz bude konstruktivni a poskytne névod, jak misto pro déleni najit.

Nahrdelnik rozlozime na stdl tak, abychom mohli uréovat smér po a proti sméru hodinovych rucicek.
Najdeme takové dva ¢lanky c¢; a co na ndhrdelniku fetizku (vZdy vedle diamantu, méfeno proti sméru
hodinovych ruciéek), ze pfi rozdéleni by v jednom i druhém dilu byl stejny pocet diamanti di = da.
Takové rozdéleni jisté existuje, nebot nahrdelnik obsahuje sudy pocet diamantti. Podivame se, jaky je
pocet rubintl r; a 72 v obou &astech. Je-li r1 = 79, tak je tvrzeni dokadzano. Jinak mtzeme bez Gjmy
na obecnosti predpokléddat, Ze rubinti je vice po sméru od ¢; a Ze plati 71 > ro (obé jsou sudé nebo obé
lich4 ¢isla).

Nyni rozlisime nasledujici pfipady:
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1. drahokam po sméru od ¢y (resp. proti sméru od cz) je rubin

posuneme misto déleni ¢; o jeden drahokam (rubin) po sméru (resp. ¢z proti sméru) na misto ¢}
(resp. ¢h);nynijerj =ri—lary=ro+1

2. drahokam po sméru od ci i proti sméru od co diamant

posuneme misto déleni ¢; o jeden drahokam (diamant) po sméru (resp. co po sméru) na misto ¢}
(resp. ch); jisté zustane d) = dy = dy = d}

Vsimneme si, ze pfi opakovani postupu se v piipadé prvnim rozdil r; — ro vZdy sniZzi o nejmensi moznou
hodnotu 2, zatimco v druhém piipadé se zlstane rozdil r; — ry stejny nebo se zvysi (o néjakou sudou
hodnotu).

Postup je jisté koneény, nebot nadhrdelnik obsahuje koneény pocet drahokamt a navic se urcité podaii
rozdélit ndhrdelnik na dvé stejné hodnotné ¢asti diive, nez se misto déleni ¢} dostane na ptivodni misto
¢2, nebot potom by muselo byt 7} — r5, = —(r; — ) zaporné. P¥i déleni snizujeme rozdil pouze v piipadé
prvnim a to vzdy o nejmensi moznou hodnotu, proto ziskdme vSechna mozna déleni s rozdilem mezi
hodnotou r; — r9 a hodnotou —(r; — ra).

Jiné reseni:

Nahrdelnik, ktery obsahuje 2d diamant@ a 2r rubind rozlozime na stil tak, abychom mohli ur¢ovat smeér
po a proti sméru hodinovych rucicek. Najdeme na ndhrdelniku takové dva protilehlé ¢lanky fetizku A a B,
Ze pii rozdéleni by v jedné i druhé ¢asti byl stejny pocet drahokamt: (2d 4 2r)/2 = d + r.

Pokud obsahuje jedna ¢ast vice diamantti d + = (a méné rubini d — x) nez druhé tak budeme posouvat
mista déleni o jeden drahokam ve sméru hodinovych ruci¢ek. V kazdém kroku se vyméni jedna dvojice
drahokami. Jsou-li vyménéné drahokamy stejné, nezméni se pocty diamantti ani rubind v kazdé casti.
Jsou-li vyménéné drahokamy riuzné, tak se pocet diamantii v jedné ¢asti o 1 zvysi (na d+ x + 1) nebo o 1
snizi (na d+z —1).

Postup je jisté konecny, nebot nahrdelnik obsahuje kone¢ny pocet drahokamu a navic se urcité podari
rozdélit ndhrdelnik na dvé stejné hodnotné c¢asti dfive, nez se mista déleni posunou o polovinu obvodu
(d + r), nebot potom by méla jedna ¢ast tolik diamantt, jako ptivodné méla druhé ¢ast: d — z. V kazdém
kroku se celociselnd hodnota d+ x méni o 1, proto dfive néz oto¢ime o d+ r drahokamt musi nastat x = 0.
Jakmile maji ¢asti v nékterém kroku stejny pocet diamant, musi mit i stejny pocet rubini, nebot obé
maji stejny pocet drahokamt.

3.1 Motivaéni priklady

3.1.1. Tabulka ¢okolady se sklada z m x n ¢tvereckti. Chceme ji naldmat na jednotlivé ctverecky. Najdéte a
dokazte jaky je nejmensi pocet zlomt, abychom ¢okolddu m x n rozdélili na jednotlivé étverecky? [pfimo
nebo silnou indukei |

3.1.2. Dokazte, ze pro kazdé n € Ny plati, Ze n pfimek rozdéli rovinu na nejvyse %n(n + 1) + 1 oblasti.
[indukci vzhledem k n]

3.2 Zakladni logické symboly

3.2.1. Sestavte negaci vyroku ,Vsechna auta jsou Cervena.“ [alesponl jedno auto neni ¢ervené|
3.2.2. Sestavte negaci vyroku , Kazdy student u zkousky uspéje.” [alesponl jeden student u zkousky
neuspéje |

43

3.2.3. Sestavte negaci vyroku , Jednou jsem vyhral ve sportce.“ [ve sportce jsem vyhrél alespon dvakrat

nebo nikdy]|

3.2.4. Sestavte negaci vyroku ,Kdo neskace, neni Cech.“ [kdo neskace, mtize byt i Cech]

3.2.5. Sestavte negaci vyroku Vn : 2" > n?. [Eln 2" < n2}

3.2.6. Sestavte negaci vjroku Vo > 1: 22 > z. [Elx >1:22< x]
]

3.2.7. Sestavte negaci vyroku 3z € R\ {0} : In|z| < 0. [Vx e R\ {0} :In|z| >0
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3.2.8. Pokud je to mozné, zapiste vSechny mozné rizné bindrni operdtory uzitim negace, konjunkce a
disjunkce.

3.2.9. Pokud je to mozné, zapiste vSechny mozné rizné binarni operatory uzitim negace, konjunkce a XOR.
3.2.10. Pokud je to mozné, zapiste vSechny mozné rizné binarni operatory uzitim NAND a XOR.

3.2.11. Vime, ze vyrok A a jeho negace nonA nemohou byt soucasné pravdivé nebo soucasné nepravdivé.
Oznacime A vyrok , Tato véta neobsahuje zapor,“ ktery je peravdivy. Avsak jeho negace , Tato véta obsahuje
zapor* je také nepravdiva. Vysvétlete! [A ani nonA nejsou vyroky, pro¢?]

3.2.12.* Najdéte podobné véty jako v predchozim piikladu tak, aby obé tvrzeni A a nonA byly pravdivé.
[FeSeni existuji, najdete je?]

3.3 Pojem matematického dukazu
Celé cislo a se nazyva sudé, existuje-li k € Z tak, aby a = 2k. V opa¢ném pfipadé se ¢islo a nazyva liché.
3.3.1. Dokazte Ze pro Va € Z, je-li a liché, potom a? je liché. [pfimo |

3.3.2. Najdéte chybu v nasledujicim diukazu. Ukazeme, Ze 13 je prvocislo. Predpokladejme, Ze vSechna licha
¢isla jsou prvocisla. Protoze 13 = 2 -6 4 1 je liché ¢islo, tak 13 je prvocislo. [implikace z nepravdivého
vyroku neni dikaz!]

3.3.3. Najdéte chybu v nasledujicim dtikazu. Mé&me vyrok V, ktery ¥ika Vz € R : 22 > z. Protoze jisté
0 > —1, tak pfi¢tenim z dostaneme x > 2 — 1. Nyni z nerovnosti 2> > z > x — 1 dostaneme x> > z — 1.
Nerovnice 2 —2+1 > 0 m4 feseni pro viechna realna ¢éisla (vyfeste si podrobné sami), proto nas predpoklad
je pravdivy pro vSechna redlné ¢isla. [implikace z nepravdivého vyroku neni dikaz!|

3.3.4. Najdéte chybu v nésledujicim dikazu. Méjme celé ¢islo a. Jisté€ plati a = a. Umocnénim predpokladu
a = a dostaneme a? = a?, neboli 0 = a®> —a® = (a+a)(a —a). Nyni0-(a —a) =0 = (a+a)(a —a) a

zkracenim vyrazem a — a dostaneme a +a =0, tj. a = —a. [neekvivalentni Gprava]

3.3.5. Najdéte chybu v nasledujicim diikazu. Mé&jme celd ¢isla a,b. Pokud plati a = b, tak umocnénim
dostaneme a? = b?, neboli 0 = a% — b?> = (a+b)(a —b). Nyni zkrdcenim vyrazem a — b dostaneme 0 = a +b,
tj. a = —b. [neekvivalentni Gprava]

3.4 Princip matematické indukce

3.4.1. Dokazte matematickou indukci, Ze soucet prvnich n lichych ¢isel je n?. [indukci vzhledem k n]

3.4.2. Dokazte kombinatoricky (jinak nez pifmo nebo indukci), Ze soudet prvnich n lichych é&isel je n?.

[rozkrdjenim Sachovnice]

3.4.3. Dokazte pfimo (jinak neZ indukci nebo kombinatoricky), Ze soudet prvnich n lichych ¢&isel je n2.

[sou¢tem posloupnosti]

3.4.4. Mame 8achovnici o rozmérech 2" x 2" polic¢ek (n > 1), na které chybi jedno (libovolné) policko.
K dispozici mame neomezeny pocet dilkd, z nich kazdy sestava ze ti poli¢ek Ssachovnice ve tvaru L. Ukazte,
ze Sachovnici je mozno pokryt dilky tak, aby se zadné dilky neptfekryvaly a pfitom byla celd Sachovnice
(az na chybéjici poli¢ko) pokryté.

Obrazek 3.1: Dilek se tremi policky sachovnice ve tvaru L.

[indukci vzhledem k n]
3.4.5. Dokazte, Y1 1 i? = In(n+1)(2n +1).



28 3 KAPITOLA 3 - DUKAZY V DISKRETNI MATEMATICE

Zaklad indukce: Pro 7 = 1 je tvrzeni snadné:
2 2 1 1
Y i=1"=1=—--1-2-3=_11+1)(2+1).
6 6
Indukéni krok: Déle predpokladédme platnost pro 1,2, ..., n, tj.
n
9 1
Zz = én(n +1)(2n+1).
i=1

Pro n + 1 chceme ukazat, ze plati

n+1 1
= s+ D +2)(2n+3).
=1

Pro n 4+ 1 dostaneme

n+1‘ n ‘ ) 1
;72 :;ﬂ—i—(n—i-l)? = 6n(n—l—1)(27”L—i—1)-i-(n—|—1)2 = 6(n+1)(n(2n+1)+6(n+1)) _

1 1
=s(n+1) (2n® + Tn +6) = g+ D +2)(2n +3).
[indukci vzhledem k n]
3.4.6. Dokazte > 1, i3 = (""2"1)2. [graficky nebo indukci]

3.4.7. Najdéte chybu v nasledujicim dtikazu. Indukci podle n dokazeme, ze kazdych n cisel je sobé rovnych:
T1 =Ty = ... = T, Pron =1 jisté plati 1 = x1. Nechf tvrzeni plati pro obecné n. Ukdzeme, Ze plati
ipron+1 ¢sel: z1,29,...,Tn, Tpy1. Dle indukéniho piedpokladu je 1 = 9 = ... = x,, a soucasné
Ty =...= Xy = Tpy1. Nyni z tranzitivity rovnosti vyplyva z1 = x9 = ... =z, = p41. [chybné zvoleny
zéklad indukce n = 1]

3.4.8. Najdéte chybu v nasledujicim dtikazu. Indukci podle n dokdzeme, ze kazdych n > 2 rtiznobéznych pii-
mek ma pravé jeden spoleény bod. Pro n = 2 tvrzeni jisté plati: dvé riiznobézky p; a po maji spoleény prave
jeden bod. Necht tvrzeni plati pro n primek. UkaZzeme, Ze plati i pro n + 1 ptimek: p1,p2, ..., Pn, Pnr1- Dle
indukéniho predpokladu maji pfimky pi, pe, .. ., pn jediny spoleény bod, a soucasné primky po, . .., Pn, Pnt1
mayji jediny spole¢ny bod. Oznacime P spoleény bod pfimek ps a p3. Podle indukéniho predpokladu je tento
bod spole¢ny pro prvnich n primek i pro poslednich n primek a je proto spoleé¢ny pro vSech n + 1 pfimek.
[chybné zvoleny zéklad indukce n = 2]

3.4.9. Ukazte, ze kazdé postovné vétsi nez (hy — 1)(he — 1) K& muze byt ziskdno uzitim znamek v hodnoté
h1 K¢ a hg Kec.

3.4.10. Dokazte Bernoulliho nerovnost: Pro kazdé pfirozené n a redlné = > —1 plati nerovnost (1 + x)™ >
1+ nzx. [indukci vzhledem k n

]
3.4.11. Dokazte, ze Vn € Ng : > 7" ji-il = (n+ 1) =1 [indukei vzhledem k n |

3.5 Vztahy s kombina¢nimi cisly

3.5.1. Upravte vyraz (nzfz) + (nZ_:”g) na jediné kombina¢ni ¢islo. {(27”1)
3.5.2. Upravte vyraz (i) + ("Jlrl) + (";rQ) + (";3) + (”14) na jediné kombina¢ni ¢islo. [("15)]
3.5.3.* Upravte vyraz Zf:o ("H) na jediné kombinacni ¢islo. )

7

3.5.4. Pro jakd n plati C(n — 1,3) + C(n + 2,3) + 10 = P(n,3)? [n = 3,8]



3.6 Diikazy pocitanim 29

() () () () - ()

[kombinatoricky (¢isla 1,2, ...,2n) nebo pfimo]
n n n
6 6(,)=n
(1) +62) +o(3) =
3.5.7. Zdavodnéte (kombinatoricky, bez vypoc¢tu kombinac¢nich ¢isel), ze plati

2n n 9
=2
[kombinatoricky (¢isla 1,2,...,2n)]

3.5.8.% Sectéte 1+2(7) +---+ (k+1)(}) +---+ (n+1)()). [(n+2)27 1]
3.5.9.% Ukazte, ze plati

(1) 55) ro() v m2) 2 vole)

1-2:3+2-3-443-4-54+--+(n—2)-(n—1)-n

3.5.5. Ukazte, ze plati

3.5.6. Ukazte, ze plati

[ pfimo |

3.5.10. Vypocitejte

[31("31)]
3.5.11. Vypocitejte > r_; (k* + 1)k! [(n+1)In]
3.5.12. Vypocitejte > p_; 2" *k(k + 1)! [(n+2)! —27]
3.5.13. Vypocitejte Zf:o (2;1:2.]“) (]:) kde k <n [(277)]

3.6 Dukazy pocitanim

3.6.1. Existuji na VSB dva studenti se stejnym poslednim ¢tyicislim rodného ¢isla? [Dirichletiiv princip]
3.6.2. Ukazte, Ze na Zemi ziji dva lidé se stejnym poctem vlast. [Dirichlettv princip]
3.6.3. V mistnosti je n lidi. Kazdy z nich mé v mistnosti nékolik znamgych (t¥eba i zddného). Predpokladame,
ze relace ,mit znamého“ je symetricka. Ukazte, ze nékteri dva lidé maji v ;mistnosti stejny pocet znamych.
[Dirichlettv princip, a kdyz nékdo n — 1 znAmych, nemize byt 0.]

3.6.4. Méte 4 ruzna ¢isel od 1 do n (n > 4). Ukazte, Ze nékterd dvé davaji sudy soucet. Kolik nejméné ¢isel
zarud¢i sudy soucet? [Dirichletiiv princip, min=3]
3.6.5. Mate k ruznych ¢isel od 1 do n (n > k > 2). Pro jaké nejmensi k¥ mame zaruceno, ze nékterd dvé
dévaji lichy soucet. [kzmm =3+ 1]
3.6.6. Na ctrnéactidenni dovolenou jelo 20 lidi. Kazdé odpoledne hraji stolni tenis. U kazdého ze dvou stoli
se hraje postupné Sest zapast, Ukazte, Ze nékteri dva lidé spolu béhem celé dovolené nehrali. [pocet
dvojic, Dirichletiv princip]

3.6.7. V Plzni se v méstsky dopravnich prostfedcich stipaji listky. Po Plzni jezdi 150 tramvaji, 90 trolejbusii

a 120 autobustu. Ukazte, Ze pokud se Stipe vzdy 3, 4 nebo 5 policek z deviti, tak musi byt v nékterych
vozech stejné kombinace. [336 < 360]

3.6.8.% Ukazte, ze vyfizneme-li z Sachovnice dva protilehlé rohy, potom neni mozné Sachovnici pokryt
dominovymi kostkami.

3.6.9.*% Ze sachovnice odebereme dvé policka rtizné barvy. Ukazte, Ze je moZzno pokryt dominem.

3.6.10. Ukazte, Ze neexistuje univerzalni bezztratovy kompresni algoritmus, tj. takovd kompresni funkce,
ktera libovolnou posloupnost n bajtti zkompresuje na posloupnost délky mensi nez n. [Neexistuje
injektivni zobrazeni VSTUP — VY STUP.]
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3.7 Priklady k procvic¢eni

3.7.1. Dokazte, 7e pro kazdé piirozené n je ¢islo n3 — n délitelné Sesti. [pfimo nebo indukei]

(0=

3.7.2. Dokazte, ze plati
1 2
() () ()
T r r

3.7.3. Dokazte, ze pro vSechna pfirozena n > 1 plati

[indukei podle n|

n

D (2i—1)-3 =(n—1)-3"" +3.
=1

[indukei vzhledem k n]

3.7.4. Najdéte vSechna FeSeni nerovnice () > (3). [n=3,4]

] n
= = 2

3.7.5.*% Dokazte, ze plati

[pfimo]
3.7.6. Ukazte, ze aritmeticky primeér dvou nezdpornych readlnjch ¢isel je nejvyse roven geometrickému
priméru, tj. /7y < LY. [pfimo]
3.7.7. Ukazte, ze pfi hodu n > 1 kostkami je stejna pravdépodobnost, Ze soucet bude sudy nebo lichy.
3.7.8. Ukazte, ze pocet vSech zobrazeni m prvkové mnoziny do n prvkové je n™. [indukci vzhledem k m ]
3.7.9. Ukaite, 7e /2 neni racionélni ¢islo. [sporem ]
3.7.10. Hra Tic-tac-toe je hra s tuzkou a papirem pro dva hrace X a O, ktefi stiidavé zapisuji kiizky a

kolecka do ¢tvercové sité policek 3 x 3, viz Cviceni 1.4.35.

a) Existuje vitézna strategie pro prvniho hra¢e? Pokud ano, najdéte ji, pokud ne, dokazte to. [vitézna
strategie neexistuje]

b) Existuje vitézna strategie pro druhého hrace, jestlize prvni tah prvniho hréce nesmi byt na prost¥edni
pole? Pokud ano, najdéte ji, pokud ne, dokazte to. [vitézna strategie neexistuje]

3.7.11. Ukazte indukci, Ze k kruznic déli povrch koule na nejvyse k? — k + 2 asti.

3.7.12. Mame fetéz s n ocky v fadé. Najdéte a dokazte jaky je nejmensi pocet ocek fetizku, které je tfeba
cviknout, aby potom bylo mozno bez dalsiho cviknuti odpocitat (ne nutné spojit) libovolny pocet ocek
od 1 do n. [nejmensf k takové, Ze n > (k + 1)2F1 — 1]

3.7.13. Ukazte, ze pro libovolnych n + 1 pfirozenych ¢isel z mnoziny [1,2n] existuji takova dvé éisla, ze
jedno je nasobek druhého.

3.7.14. Matematickou indukci ukazte, Ze pro kazdé celé ¢islo n > 3 existuje n takovych rizngch ptirozenych
éisel w1, x9,...,T, Ze rovnice i + i + 4+ ﬁ = 1. [pro kazdé dalsi n vezmeme dvojnasobné hodnoty|
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4 Relace a zobrazeni

Resené piiklady

4.0.1.

Jaké vlastnosti ma relace R = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),(3,1)} definovand na mnoziné A =

{1,2,3}7

R je reflexivni a neni ireflexivni, protoze (1,1), (2,2) a (3,3) patii do R. R je antisymetrickd. R neni
asymetricka, protoze (1,1) € R. R neni symetricka ani tranzitivni ((1,2),(2,3) € R % (1,3) € R). R je
uplnd, protoze pro kazdou dvojici prvkia (i dvakrat stejny prvek), najdeme alespon jednu usporddanou
dvojici, ktera do relace patfi.

4.0.2.

a)

Pro relaci R na mnoziné A definujeme symbol R" takto: R = R, R"*! = Ro R".
Ukazte, Ze je-li A koneénd mnozina, tak musi existovat takova r, s € Ny, r < s, ze plati R" = R®.

Uvédomme si, ze R" je zase relace na A. Protoze A je konecnd, tak na A existuje koneéné mnoho

. 2 C . , . .
relaci (2“4| ). Proto mezi vSemi relacemi R™ se musi relace opakovat, tj. 3r,s € Ny, r < s tak, ze
R" = R®.

Najdéte takovou relaci R na koneéné mnoziné A, ze R™T! # R" pro kazdé n € Ny.

Mnozina A musi byt alesponi dvouprvkové, napiiklad A = {z,y} (a pfipadné dalsi prvky). Potom
vezmeme R = {(z,v), (y,x)}. Pro n liché je R" = R, pro n sudé je R" = {(z,z), (y,v)}.

. Mame ddnu mnozinu A = {2,3,4,5,6, 7} s relaci délitelnosti |.

Nakreslete hasseovsky diagram relace | na mnoziné A. Najdéte vSechny minimalni, maximalni, nejvétsi
a nejmensi prvky.

Minimélni prvky jsou 2, 3, 5, 7, protoze zadné z téchto ¢isel neni délitelné néjakym jinym prvkem
mnoziny A. Maximalni prvky jsou 4, 5, 6, 7, protoze zadné z téchto Cisel nédéli néjaky jiny prvek
mnoziny A. Nejvétsi ani nejmensi prvek relace délitelnosti na mnoziné A nema.
4 6
@) @)
5 7
2 3

Obrézek 4.1: Hasseovsky diagram relace délitelnosti na mnoziné {2,3,4,5,6,7}.

Jaky prvek a € Ny je tfeba pfidat do A, aby relace délitelnosti méla nejmensi prvek?

Musime pridat délitele vSech ¢isel v mnoziné A. Takovym ¢islem v mnoziné Ny je pouze Cislo 1.

Jaky prvek a € Ny staci pridat do A, aby relace délitelnosti méla nejvétsi prvek?

Musime pridat délitele ¢islo, které je délitelné vSemi Cisly v mnoziné A. Takovym c¢islem v mnoziné
Ny je kazdy spoleény néasobek ¢isel z mnoziny A. Nejmensim je ¢islo 420, dalsi jsou napiiklad 840
nebo 4200. Kazdé z ¢isel 420k, kde k € Ny je pfipustné, dokonce éislo 0 (pro¢?).

Jaky nejmensi prvek a € Ny je tfeba ptidat do A, aby relace délitelnosti méla nejvétsi prvek?

Protoze kazdé prirozené ¢islo déli nulu, tak staéi pfidat nulu. Jisté to je nejmensi takové ¢islo.

Jaké nejmensi Cislo a € 7Z staci pridat do A, aby relace délitelnosti méla nejvétsi prvek?

Takovym c¢islem je kazdy spoleény nasobek ¢isel z mnoziny A. AvSak v mnoziné Z jsou i zdporna
¢isla a kazdé z cisel 420k, kde k € Z je ptipustné. Ke kazdému takovému ¢islu 420k najdeme mensi
¢islo —420(|k| + 1), které spliiuje podminky zadani. Proto neexistuje nejmensi celé ¢islo a, které je
nejvétsim prvkem A U {a} vzhledem k relaci délitelnosti.

4.0.4. Kolika zpiisoby je mozno vybrat pét karet z 52 tak, aby mezi nimi byla od kazdé barvy alespon jedna
karta?
Uzitim principu inkluze a exkluze. Od celkového poctu vybért péti karet (552)
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39
5):

)

e odec¢teme moznosti, kdy chybi alespon jedna barva: (411)(
e pri¢teme moznosti, kdy chybi alespon dvé barvy: (;1) (25
e odec¢teme moznosti, kdy chybi alespon tfi barvy: (3) (153)

Ctyfi barvy chybét nemohou. Dostaneme
52 39 26 13
—4 6 —4 0 = 685464.
Jiné feSeni:

Od celkového poctu vybéru péti karet (552) ode¢teme moznosti, kdy
e mame pravé tii karty néjaké barvy (le) . (133) . (329)
e mame pravé ctyti karty néjaké barvy (le) . (143) . (319)
e mame praveé pst karet néjaké barvy (111) . (153) . (103)
e mame pravé dvé karty jedné barvy a dvé karty jiné barvy (3) . (123) . (123) . (216)
Celkem mame
52 4 13 39 4 13 39 4 13 13 4 13 13 26
— . . — . . — : . _ . . . = 685464.
5 1 3 2 1 4 1 1 5 0 2 2 2 1
Jiné feSeni:
Vsimneme si, ze musi byt 2 karty jedné barvy a zbylé rtiznych barev. Vybereme jednu barvu (‘11) zplsoby
a v této barveé dveé karty (123) Celkem mame

3) ) (3) () oo

4.1 Motivacéni priklady

Na prvni pohled se mize pojem relace, ktery je zaveden jako podmnozina kartézské mocniny (kartézského
sou¢inu), zdat nezajimavy. Zkuste si vSak spocitat, kolik rtznych relaci na koneéné mnoziné je mozno
definovat. Uvidime, ze formalizace pojmu relace je nezbytna i pro velmi malé mnoziny (na ¢tyfech, na
deseti prvcich), nebot relaci je pfili§ mnoho na to, abychom mohli vSechny vypsat.

4.1.1.7 Kolik existuje relaci na kone¢né n prvkové mnoziné X? {2”2]

4.1.2. Mame strojecek na michéni karet. Kdyz do strojecku vlozime serazeny bali¢ek karet v poradi
1,2,...,32, balicek zamicha tak (udéld takovou permutaci karet), Ze vlozi sudé karty mezi liché. Do-
staneme potadi 1,17,2,18,3,19,...,16,32. Jaky je fdd permutace, neboli po kolika nejméné opakovanych
michéanich dostaneme opét sefazeny balicek? [5]

4.1.3. Patnécka, znaméa také jako Loydova patnactka!, je hlavolam, kterj obsahuje patnact kamenti s ¢isly
1 az 15. Kameny méame za tkol sefadit posouvanim kament.

1 2 3 4

9 10 11 12

13 14 15

Loydova patnéctka se nazyva podle jejiho popularizétora Sama Loyda. Loyd vypsal odménu $1000 tomu, kdo jako prvni
ukol vytesi. Loyd védél, ze iloha nemé Feseni a na prodeji hlavolamu vydélal nemalé penize.
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a)

b)

4.2

Obrazek 4.2: Loydova patndctka.

Ukazte, Zze neni mozné u klasické patnactky posouvanim sestavit ¢isla tak, aby byla prohozena dvé
sousedni ¢isla. [pocitanim inverzi|
Kolik existuje rtiznych rozmichani hlavolamu patndctka (uzitim legalnich tahti) s prazdnym polickem

v pravém dolnim rohu? [653837184000]

Pojem relace

Rekneme, ze (binarni) relace na mnoziné A je

reflexzivni pokud Vo € A : (z,z) € R,

ireflexivni pokud Vo € A : (z,z) € R,

symetrickd pokud Vz,y € A: (z,y) € R< (y,x) € R,
antisymetrickd pokud Vz,y € A : (x,y),(y,x) € R=z =y,
asymetrickd pokud Vx,y € A: (z,y) € R= (y,x) € R,
tranzitivnd pokud Vz,y,z € A: (x,y), (y,2) € R = (z,2) € R,
linedrni (uplnd) pokud Vz,y € A: (z,y) € RV (y,x) € R.

. Kolik existuje relaci na konec¢né n prvkové mnoziné, které jsou

symetrické? { 27 2
antisymetrické? [ 2"37 2
asymetrické? [ 372

4.2.2. Kolik existuje relaci na kone¢né n prvkové mnoziné X takovych, které jsou symetrické i antisymetrické
soucasné? [27]
4.2.3. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
a) Relace, kterd neni symetricka, je antisymetrickd. [nepravdivé tvrzeni]
b) Relace, kterd neni antisymetricka, je symetricka. [nepravdivé tvrzeni]
c) Relace, kterd neni symetricka, je asymetricka. [nepravdivé tvrzeni|
d) Relace, které je asymetricka, je antisymetricka. [pravdivé tvrzeni|
e) Relace, kterd je antisymetrickd, je asymetricka. [nepravdivé tvrzeni]
f) Relace je asymetrickd, pravé kdyz je antisymetrické a ireflexivni. [pravdivé tvrzeni]
g) Relace, pro kterou plati Vz,y € A: ((z,y) € RA (y,z) € R)V ((z,y) € RA (y,x) € R), je antisyme-
tricka. [pravdivé
tvrzeni |
h) Relace, kterd je symetrickd i antisymetrickd, je také reflexivni. [nepravdivé tvrzeni]
i) Relace, kterd je linearni, je také reflexivni. [pravdivé tvrzeni]
4.2.4. Popiste relaci Ro R, je-li R

13

relace rovnosti ,,=“ na Ny, [R]
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b) relace mensi nebo rovno ,<“ na Ny, [R]
c) relace mensi ,<“ na Nj. [RoR={(a,b):a+1<b,a,be Ny}]
4.2.5. Najdéte priklad relaci R a S na néjaké mnoziné X tak, aby Ro S # S o R. (X ={1,2},R=

{(17 2)}7 S = {(27 1)”

4.2.6.% Sestavte na mnoziné {1,2,3,4} relace

a) rovnosti R, [R={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)}]
b) menéi <, [<: {(172)7(173)7(174)7(273)’(274)7(374)}]
¢) mensi nebo rovno <. [<= RU <]

4.2.7. Jaké vlastnosti ma relace R = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),(3,1)} definovand na mnoziné A =

{1,2,3,4}7 [antisymetricka]
4.2.8. Jaké vlastnosti ma relace R = {(1,1),(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3),(3,4),(4,4)} na mnoziné A =
{1,2,3,4}7 [antisymetricka, reflexivni i tranzitivni]

4.2.9. Jaké vlastnosti ma relace soudélnosti R na N (dva prvky jsou v relaci, jestlize jejich nejvétsi spoleény
deélitel je vétsi nez 1)? [symetricka |

4.2.10. Muze na koneCné mnoziné existovat relace, ktera

a)"je symetricka i antisymetricka? [ano]
b)Y neni symetricka ani antisymetricka? [ano]
c) neni symetrickd ani asymetricka? [ano]
d) je symetrickd i asymetricka? [ano]
e) neni symetrickd, antisymetrickd ani asymetricka? [ano]
4.2.11. Je relace délitelnosti na Z antisymetricka? [neni]

4.3 Usporadani a ekvivalence

4.3.1. Nakreslete hasseovsky diagram relace podmnozin mnoziny A = {1,2,3,4}. Najdéte vSechny mini-

malni, maximalni, nejvétsi a nejmensi prvky. [nejmensi i miniméln{ (); nejvétsi i maximalni
Al

4.3.2. Sestavte relaci R= kongruence podle modulu 4 na mnoziné {1,2,...,10}. Je R= relaci ekvivalence?
Pokud ano, sestavte tfidy rozkladu. [R= =

{(1,5),(5,1),(1,9),(9,1),(5,9),(9,5), (2,6), (6,2), (2,10), (10, 2), (6, 10), (10,6), (3,7),(7,3), (4,8), (8,4)},
ano, A1 = {1,5,9}, Ay = {2,6,10}, A3 = {3,7}, Ay = A = {4,8}]

4.3.3. Vezmeme systém vSech t¥iprvkovych podmnozin mnoZziny A = {1,2,3,4,5,6,7}. Definujeme relaci
XpY, jestlize maji stejny nejvétsi prvek. Ovérte, zda se jedna o ekvivalenci. Pokud ano, kolik mé t¥id
rozkladu a ktera tfida méa nejvice prvka? [reflexivni, symetrickd, tranzitivni; 5 tiid rozkladu, nejvétsi
pfislusi hodnoté 7]

4.3.4. Popiste vSechny relace na mnoziné A, které jsou soucasné relacemi ekvivalence i usporadanim. [pravée
relace rovnosti|

4.3.5. Mé&me R a S libovolné relace ekvivalence na mnoziné A. Které nasledujici relace jsou také nutné
ekvivalence?

a) RNS [ano]
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b) RUS [ne]
c) R\S [ne]
d) RoS [ano]

4.3.6. Mé&jme R a S libovolné relace ¢astecného usporadani na mnoziné A. Které nasledujici relace jsou
také nutné ¢aste¢ného usporadani?

a) RNS [ano]
b) RUS [ne]
¢) R\S [ne]
d) RoS [ano]

4.3.7. Kolik usporadanych dvojic na mnoziné A = {1,2,3,4,5} patii do relace
a)“rovnosti? [5]

b) mensi? [10]

4.3.8. Kolik usporadanych dvojic na mnoziné A = [1,n], kde 1 < n € Ny, patii do relace
a) rovnosti? [n]

b) mensi? [3n(n—1)]

4.3.9. Je relace délitelnosti relaci ¢aste¢ného uspoiradani

a) na Np? [ano]
b) na Z? [ne]
c) na [a,b], kde a,b € Ng Aa < b? [ano]

4.3.10. M& smysl kreslit hasseovsky diagram relace R, kde pro dva rtzné prvky plati (z,y) € Ra (y,z) € R?
[relace neni antisymetrickd — neni jasné, ktery prvek zakreslit vys]

4.4 Funkce a zobrazeni

4.4.1. Rozhodnéte, zda nasledujici funkce f : R — R jsou injekce, surjekce, bijekce nebo zadnd z nich.

a) fy=at [Zadna |
b) g:y=Inzx [neni funkce |
c) h:y=e" [injekce]
d) k:y=tgx [neni funkce]
e) k:y=arctgx [injekce]
f) l:y=a3—2 [surjekce]
g) miy=(r—1)° [bijekee]

4.4.2. Najdéte priklad funkce f : R — R, ktera je

a) injekce, ale neni surjekci [f:y=arctgx]
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b) surjekce, ale neni injekci [f cy=1x° — x]

c) (netrivialni) bijekce [fiy=(z—1)?]

4.4.3. Najdéte priklad funkce f : Ny — Ny, ktera je
a) injekce, ale neni surjekci [f:y=2x]
x

b) surjekce, ale neni injekci [f : bH

c¢) (netrivialni) bijekce [ foy= {95 +1 pro z sudé

x—1 pro x liché
4.4.4. Je-li g o f surjekce,
a) musi byt g surjekce? [ano]

b) musi byt f surjekce? [ne]

4.4.5. Je-li g o f prosta,
a) musi byt g prosta? [ne]

b) musi byt f prosta? [ano]

4.4.6. Je-li g o f prostd, musi byt g prostd? Musi byt f prostd? [a)ne g:y =Inlz|, f:y=¢€", b) ano]
4.4.7. Ukazte, ze prirozenych ¢isel i celych ¢isel je stejné, tj. ze plati |[No| = |Z|. [Najdeme bijekci a
ukdzeme, ze se jedna o bijekei. |

4.5 Skladani zobrazeni a permutace

4.5.1. Ukazte, ze zobrazeni p pfifazujici ¢islu z z mnoziny 0,1,...,6 ¢islo 3z (mod 7) je permutace.
Zapiste permutaci p pomoci a) matice, b) pomoci cykli. Jaky je fad této permutace? a)

(01 2 3 45 6
“\0 36 25 1 4

4.5.2. Urcete fad permutace o, je-li

>, b) p = (0)(132645). R4d p je 6.

de-(1rrrieIe =
wa(12 T "
S F A E) "
wo-(123130TY) "

a) m= 12 3 45 6 7 8 9 -1 12 3 45 6 7 8 9
\2 315 47896 \3 1 25 49 6 7 8
b) 7= 1 2 3 45 6 7 8 I 1 2 3 45 6 7 8
~\6 4 1 8 2 5 37T ~\3 5 7 2 6 1 8 4

c) m = (147)(2685)(3) (71 = (174)(2586)(3) |
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d) 7 = (13742685) (71 = (15862473) |

4.5.4. Kolik existuje permutaci mnoziny {1,2,...,n} s jedinym cyklem? [(n —1)!]

4.5.5. Najdéte sloZzenou permutaci o o m, je-li

a)_123456 (1 23 45 6 ) 2 3 4 5 6
™\1 36 25 4)9“\2 145 3 6 79°T=\2 4 6 1 3 5
b)7123456 /123 45 6 o, 2 3 4 5 6
™\2 6 43 15)07 \5 1436 2 7T =t=\1 2 3 4 5 6

) (1 2 3 4 5 6 (1 2 3 4 5 [ istuje]
97T=\1 36 25 4)7" 214 5 3 neexistuje
d) 7= (134)(2675), o = (136)(47)(25) [0 0m = (164372)(5)]
e) m=(1243)(675), o = (1342)(576) [com=(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)]
4.5.6. Jakého nejvyssiho fadu najdete permutaci na mnoziné A, je-li
a) A=][1,9] [20]
b) A=[1,10] [30]
c) A=1[1,13] [60]
4.5.7. Mame danu permutaci 7 = (17485)(263). Uréete romo...om momo...om = (14578)(362)

542krat 542krat

4.5.8.* Méame strojecek na michéni karet. Navrhnéte takovou permutaci karet, aby pocet rtiznych rozmi-
chani, ktera dostaneme opakovanym pouzitim strojecku byl co nejvétsi.

4.5.9.%*% Mame strojeek na michéni karet. Kdyz do strojecku vlozime sefazeny balicek karet v poradi
1,2,...,n = 2t, bali¢ek zamiché tak (udéla takovou permutaci karet), Ze na sudé pozice po fadé vmicha
karty z druhé poloviny. Dostaneme poradi 1,¢t + 1,2,¢ 4+ 2,3,19,...,t,2t. Jaky je fad permutace, neboli
po kolika nejméné opakovanych michanich dostaneme opét sefazeny balicek?

4.5.10.** Méame strojec¢ek na michéani karet. Kdyz do strojecku vloZime sefazeny bali¢ek karet v potradi
1,2,...,n, bali¢ek zamiché tak (udéla takovou permutaci karet), Ze vlozi sudé karty mezi liché. Dostaneme
pofadi 1, [§]+1,2,[§]+2,3,19,...,n,[5]. Jaky je fad permutace, neboli po kolika nejméné opakovanych
michéanich dostaneme opét sefazeny balicek?

4.5.11. Oznac¢me 7(n) funkci, ktera kazdému ¢islu n prifadi nejvétsi fad permutace na n-prvkové mnoziné.
Ukazte, ze r(n) je neklesajici funkce. [ke kazdé permutaci n prvkové mnoziny najdeme permutaci n + 1
prvkové mnoziny pfidanim cyklu (n + 1)]

4.5.12. Jsou dany dvé permutace p a o. Mtzete urcit, jak vypada kazda permutace p a o, jetlize vite, jak
vypadd poo a oo p? [ne]

4.6 Princip inkluze a exkluze

4.6.1. Kolik ¢isel zistane v mnoziné ¢isel {1,2,...,1000} po vySkrtani vSech nasobkt 2, 3,57 [266]
4.6.2. Kolik ¢isel zistane v mnoziné ¢isel {1,2,...,1000} po vyskrtani vSech nasobku 2,3, 5,77 [228]

4.6.3. Na vecirku se sesly 3 manzelské pary. Kolika riznymi zpiisoby lze posadit téchto 6 lidi kolem kulatého
stolu tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe? [32]

4.6.4. Na vecirku se sesly 4 manzelské pary. Kolika riznymi zpiisoby lze posadit téchto 8 lidi kolem kulatého
stolu tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe? [1488]
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4.6.5.* Na vecirku se seslo n manzelskych pari. Kolika riznymi zpiisoby lze posadit téchto 2n lidi kolem
kulatého stolu tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe? Ve dvou rozdilnych rozesazenich ma néktery ¢lovék
jiného souseda po levé nebo po pravé ruce.

4.6.6.* Na plese se seSlo n manzelskych péart. Kolika riznymi zptsoby mitzZe spolu tancit vzdy vSech 2n
lidi tak, aby zadny manzelsky par netancil spolu?

4.6.7.* (Problém satnarky) Na shromazdéni piislo n hosti, v8ichni v kloboucich, a odlozi si své klobouky
do Satny. Pfi odchodu dostavaji své klobouky nahodné. Jakéd pravdépodobnost, ze zadny pan nedostane
sviyj klobouk zpét? [ o(-1) ~ 1]

4! e

4.6.8. Na shromézdéni ptislo 5 hosti, vsichni v kloboucich, a odlozi si své klobouky do satny. Pti odchodu

dostavaji své klobouky ndhodné. Jakéd pravdépodobnost, ze zadny pan nedostane sviij klobouk zpét? [%]

4.6.9. Mame dva zamichané balicky 32 karet. Z kazdého obratime shora vzdy jednu kartu. Jaka je pravdé-
podobnost, ze nikdy nebudou vytazeny dvé stejné karty? [~ 0.36788]

4.6.10. Kolika zptsoby rozmistime r objektti do péti schranek tak, aby alespon jedna byla prazdna? [ (i’) 47—
5 5 5

(2)3T + (3)2T - (4)1T + 0]

4.6.11. Kolik existuje n prvkovych posloupnosti ¢isel 0,1,...,9 takovych, které obsahuji vzdy ¢isla 1,2 a

3? Cisla se mohou opakovat. [10" —3-9" +3.8" —77"]

4.7 Priklady k procviceni

4.7.1. Kolik nul na konci ma
a) Cislo 5017 [12]
b) ¢islo 123417 [305]

4.7.2. Najdéte priklad dvojice takovych tranzitivnich relaci Ry a Ra, Ze Ry U Rg, Ry \ Rz ani Rj0R»
tranzitivni nejsou.

4.7.3. Pomoci vhodné kombinatorické interpretace a pouzitim principu inkluze a exkluze spocitejte nasle-
dujici sumu pro n,m, j pfirozend takova, ze n > j > (m + n), t.j. vyjadiete tuto sumu jako né&jaky vyraz,

ktery uz bude bez sumy:
- (n\ (m+n—1
—1)¢
S ()

4.7.4. Mame mnozinu X = {(z,y):a,b € Z,b # 0}. Ukazte, Ze relace R definovana tak, ze (a, b) R(c, d) pravé
tehdy, kdyZ ad = bc je relaci ekvivalence na mnoziné X. jakou zndmou mnozinu tvoii tfidy ekvivalence?
[tFidy ekvivalence jsou ekvivalentni zlomky |
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6 Uvod do teorie grafti
Resené piiklady

6.0.1. Pro jaké n je K, cyklem?
Musi se rovnat poCty hran, tj.

B(K,)| = n
n
= n
2
n(n—1
i S
2
n—1 =
n =
Pouze pro n = 3 je K,, cyklem.
Jiné feSeni:
Stupen kazdého vrcholu musi byt 2.
deg(z) =
n—1 =
n

Pouze pro n = 3 je K,, cyklem.

6.0.2. Jsou isomorfni K35 a cirkulant Cio(1,2,5) na Obrazku 6.17

\

(X
)

d
)

0
)

Q@
A
)’0
(%

Obrazek 6.1: Kompletni bipartitni graf K55 a cirkulant C19(1,2,5).

Ne, protoze graf K5 je bipartitni, ale cirkulant neni. Bipartitni graf obsahuje jako podgrafy pouze sudé
cykly, ale cirkulant Co(1,2,5) obsahuje jako podgraf cyklus Cs.

6.1 Motivacni priklady

6.1.1. Devét kamaradt si na Vanoce dalo darky. Kazdy dal darky tfem svym kamarddim. Ukazte, Ze neni
mozné, aby kazdy dostal darky pravé od téch tii kamaradd, kterym darky sam dal. [dle véty 1.1.]

6.1.2. Mame 6 hazenkatskych tymt, které maji odehrat 15 zapasi, kazdy s kazdym. Je mozné odehrat cely
turnaj béhem péti hracich dnti, kdy probihaji soucasné vzdy 3 zapasy? [uzitim vysledku o hranovém
barveni grafu]

6.1.3. Mame 7 hazenkaiskych tymu, které maji odehrat 21 zapast, kazdy s kazdym. Ukazte, Zze neni mozné
odehrat cely turnaj béhem Sesti hracich dnti, kdy probihaji souc¢asné vzdy 3 zapasy. [Dirichlettv princip
nebo uzitim vysledku o hranovém barveni grafu]
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6.2 Pojem grafu

6.2.1.Y Nakreslete graf G = (V, E), je-li dano

a) V ={a,b,c,d} a E = {ab,ac,ad}. [K13]

b) V ={k,l,m,n,o} a E = {kl,mn,mo,ln, ko}. [C5]

c) V={k,l,m,n,o,p} a E = {kl,mn,mp,lo,ok,np}. [2C5]

d) V =1{1,2,3,4,5,6,7,8} a E = {12,13, 14, 25, 26, 57, 68} [langusta L(2,1,1)]
6.2.2.Y Kolik hran a kolik vrcholii ma P, (dle znaceni ve skriptech)? [|[V(P,)| =n+1, |[E(P,)| =n]
6.2.3.Y Kolik hran a kolik vrcholéi ma K,,? V(K| =n, |[E(Ky)|=(5) = n(n2_1)]
6.2.4.Y Kolik hran a kolik vrcholtt m& K, ,,? [[V(Kmn)| =m+n, |E(Kmnn)| =mn]
6.2.5.Y Srovnejme grafy K77 a Kip.

a) Ktery ma vice vrcholi? [K77]

b) Ktery ma vice hran? [K77]

6.2.6.Y Srovnejme grafy Ks 12 a Kio.
a) Ktery méa vice vrcholu? [K512]
b) Ktery m4 vice hran? [K12]
6.3 Stupné vrchola v grafu

6.3.1. Jaky je nejvétsi a nejmensi stupenn vrcholu v grafu

a) P, [6(P,) =1, A(P,) € {1,2}]
b) Cy? [0(Crn) = A(Cr) = 2]
¢) Kn? [6(K,) = A(Kp) =n — 1]
d) Kpn? [6(Komn) = min{m,n} a A(Kpy.,) = max{m,n}]

6.3.2.Y Napiste stupiiovou posloupnost grafu

a) Ps, [1,1,2,2,2,2]
b) Cy, 2,2,2,2]
¢) Ku, (3,3,3,3]
d) Kss. [2,2,2,3,3]

6.3.3. Kolik existuje rtiznych grafii na n vrcholech. RozliSujeme pojmenovani vrchold, tj. naptiklad pro V =
{1,2,3} rozlisime grafy s By = {12} as Ey = {23}. [2(2)]

6.3.4. Kolik existuje riznych bipartitnich grafi na m 4 n vrcholech. Rozlisujeme pojmenovani vrcholil!
[2m"]

6.3.5. Pro jaké n je K, cestou? [n=0,n=1]
6.3.6. Pro jaké n je Ky, , cyklem? [n=m = 2]
6.3.7. Pro jaké m,n je K,,,, cestou? [pro m = n =1 nebo pro m = 2,n =1 nebo pro m = 1,n = 2]

6.3.8.Y Kolik hran mé graf



6.3 Stupné vrcholi v grafu

a) s deseti vrcholy stupné 57

o

s 11 vrcholy stupné 57

o,

)
)
c) se stupnovou posloupnosti (1,1,1,1,2,3,3,5,6,6,7)
) se stuptiovou posloupnosti (1,1,1,2,3,3,5,6,6,7)
)

e) se stupnovou posloupnosti (1,1,2,3,3,5,6,6,7)
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[25]
[takovy graf neexistuje]
[18]
[takovy graf neexistuje]

[takovy graf neexistuje]

6.3.9. Kolik vrcholi ma graf, ktery mé 15 hran, 3 vrcholy stupné 4 a zbyvajici vrcholy stupné 37 [9

vrcholii]

6.3.10. Urcete stupnovou posloupnost grafu G na Obrazku 6.2. Je to jediny graf s touto stupnovou po-

sloupnosti?

Obrézek 6.2: Graf G.

6.3.11. Nakreslete graf se stuptiovou posloupnosti
a)¥(1,2,3,4,5,6,7,8,9)

b) (1,1,1,2,2,5)
c) (0,0,1,1,2,2,3,3,4,4)
d
e) (1,1,3,3,3,4,6,7)
f)¥(1,1,1,1,1,1,1,1,5,5)
g)¥(1,1,1,1,1,1,5,5)

)
)
)
)
)
)
)
h)

(
(
(
(2,2,3,3,3,4,4,5)
(
(
(
(

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,5,5)

6.3.12. Najdéte velikost nejvétsi nezavislé mnoziny vrcholt v grafu K 5.

[(0,3,3,3,4,4,5,6), ne|

[takovy graf neexistuje]
[existuje]
[existuje]
[existuje]
[takovy graf neexistuje]
[existuje]
[takovy graf neexistuje]

[existuje]

[5]

6.3.13. Najdéte velikost nejvétsi nezavislé mnoziny vrchold v grafu na Obrazku 6.3.

Obrazek 6.3: Cirkulant C1o(1,2,5).
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6.4 Podgrafy a isomorfismus

Méjme dana kladna cela ¢éisla aq, ag, . .., ai. Cirkulantem C), (a1, ag, ..., ax) rozumime graf G = (V, E) nan
vrcholech vg,v1,...,v,—1, kde hranovd mnozina je

E:{Uiv(i+aj)modn:Ogign—l/\lgjgki}.

Piiklad cirkulantu C1o(1,2,5) je na Obrazku 6.1.
6.4.1. M&jme graf G na Obrazku 6.4.

Obrazek 6.4: Graf G.

a)¥Jaka je nejdelsi kruznice obsazena jako podgraf v grafu G? [Cs]
b)? Jaka je nejkratsi kruznice obsazena jako podgraf v grafu G? [Cs5]
¢)¥ Jaka je nejdelsi cesta obsazena jako podgraf v grafu G? [Pr]
d)¥ Jaka je nejkratsi indukovand kruznice v grafu G? [C3]
e)* Jaka je nejdelsi indukovana kruznice v grafu G? [C5]
£)* Jaka je nejdelsi indukovana cesta v grafu G? [P5]
g) Jaka je velikost nejvétsi nezavislé mnoziny vrcholu grafu G? [3]
h) Existuje néjaky neisomorfni graf se stejnou stupriovou posloupnosti? [ano]

i) Ukazte, ze graf G” na Obrazku 6.5 je isomorfni s grafem G.

Obrazek 6.5: Graf G” se stupriovou posloupnosti (2,3,3,3,3,3,3,4).

[najit isomorfismus|

6.4.2. M¢jme grafy G a H na Obrazku 6.6.

Us Vg U7 Ug Us Vg U7 Ug
) ) O) O
N N S S

(% (%) V3 (0 V1 Vo V3 V4

Obrézek 6.6: Grafy G o H.



6.4 Podgrafy a isomorfismus 43

a) Jaka je nejdelsi indukovana cesta v grafu G?7 [Py]

b) Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v grafu G7 [Cs5]
c) Jaka je nejdelsi indukovand cesta v grafu H? [Ps]

)
)
)
d)

Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v grafu H? [Cs]

6.4.3. Kolik existuje neisomorfnich 2-pravidelnych grafa

a) na b vrcholech? [1]
b) na 6 vrcholech? [2]

6.4.4. Jsou isomorfni grafy K7 — C7 a K7 — (C3 U Cy)?

5

Obrézek 6.7: Grafy K7 — C7 a K7 — (C3 U Cy).

[ne]
6.4.5. Jsou nésledujici dva grafy G a H isomorfni?
Obrazek 6.8: Grafy G a H.
[ne]
6.4.6. Kolik existuje neisomorfnich 5-pravidelnych grafti na osmi vrcholech? [tFi]
6.4.7. Existuji dva neisomorfni grafy se stupniovou posloupnosti
a) (3,3,3,3,3,3)7 Najdéte je nebo ukazte, ze takové grafy neexistuji. [ano, K¢ — Cg a Kg — 2C3]
b) (2,2,3,3)? Najdéte je nebo ukazte, ze takové grafy neexistuji. [ne]

6.4.8. Najdéte mezi grafy G1, Go, G3 a G4 na Obrazku 6.9 vSechny isomorfni dvojice. Peclivé zdtivodnéte.

] 56 Oy

Obrazek 6.9: Grafy G1, G2, G3 a Gy.

[G1:G4aG2:G3]

6.4.9. Najdéte vSechny neisomorfni jednoduché grafy na ¢tyfech vrcholech. [jedenact grafi]
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6.5 Orientované grafy a multigrafy

6.5.1.*% Dva hraci pfidavaji postupné 1, 2, nebo 3 centy na hromadku. Ten, kdo na hromadku pfidéa Sestnécty
cent, vyhral. Modelujte hru s uzitim orientovaného grafu a ukazte, ze druhy hra¢ mize vzdy vyhrat.

6.5.2. Najdéte vSechny neisomorfni orientované grafy na tfech vrcholech.

6.6 Implementace grafi

6.6.1.% Naprogramujte algoritmus, jak rozmistit 8 kraloven na Sachovnici tak, aby se navzajem neohrozo-
valy.

6.6.2. Naprogramujte algoritmus, ktery vygeneruje vsechny grafy na n vrcholech, jestlize rozliSujeme po-
jmenovani vrchold, tj. napfiklad pro V' = {1, 2, 3} rozlisime grafy s By = {12} a s Ey = {23}.

6.7 Priklady k procviceni

6.7.1.Y Srovnejme grafy Kep a Ky.
a) Ktery ma vice vrcholai? [Ke6]

b) Ktery ma vice hran? [stejné hran|

6.7.2. Srovnejme grafy Kog 29 a Kog.

a) Ktery méa vice vrcholu? [ K20,20]
b) Ktery ma vice hran? [Ka9]
6.7.3. Kolik hran a kolik vrcholti ma C,,? [|[V(Cp)| =n, |E(Cp)| =n]
6.7.4. Pro jaké m,n neobsahuje K, , zddnou kruznici? [pouze je-li m =1 nebo n = 1]
6.7.5.Y Kolik hran musime odebrat z grafu Kg, abychom dostali K33? [6 hran]

6.7.6. Pro kterd n je nésledujici stuptiova posloupnost grafova?

a) (1,2,...,n) [pro zadné n]
b) (0,1,...,n—1) [pouze n = 1]
c) (1,1,2,2,3,3,...,n,n) [pro kazdé n > 1]

6.7.7. Pro které hodnoty n a r existuje grafu na n vrcholech, kde kazdy vrchol je stupné r? Dokazte. [pro
n,r liché graf neexistuje, jinak ano]

6.7.8. Jsou grafy K33 a cirkulant Cg(1,3) isomorfni? [ano]
6.7.9. Jsou grafy Ky 4 a cirkulant Cg(1,2) isomorfni? [ne]

6.7.10. Jsou nasledujici dva grafy G a H isomorfni?

Obrazek 6.10: Grafy G a H.
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6.7.11.* Na jakém nejmensim poctu vrcholi najdete dva neisomorfni grafy se stejnou stupiniovou posloup-
nosti? [n=5]

6.7.12.% Strnuly graf ma pouze trividlni automorfismus. Najdéte strnuly graf s co nejmensim pocétem vr-

cholti. [nejmensi strnuly graf ma 6
vrcholit]
6.7.13. Kolik existuje grafi se sedmi vrcholy stupné 27 [dva]

6.7.14. Kolik existuje graf s deseti vrcholy stupné 27 [pét]
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7 Souvislost
Resené piiklady

7.0.1. Kolik nejvyse hran miize mit graf na deseti vrcholech, ktery ma dvé komponenty? Najdete takovy
graf?
Predpokladejme, Ze mame graf se dvéma komponentami H1 a Hs, ktery méa nejvétsi pocet hran. Nejprve si
v8imneme, Ze obé komponenty jsou kompletni grafy, jinak bychom mohli néjaké hrany ptidat (G by nebyl
a nejvétsim poctem hran).

Méame proto G ~ K; U K19—;. Vyjadifime si pocet hran v zavislosti na proménné i.

B(G)| = [B(K) [+ E(Kio_)| = (;)+<102‘ ) = Sl 45 (10-0)(9—i) = § (% — i+ 90— 19i +7) =

1
=5 (20 = 20i +90) = i* — 10i + 45 = (i — 5)* +20.

Najdeme (celoéiselné) maximum funkce E(i) = i? — 10i + 45 v z4vislosti na proménné i na intervalu
(1,9). K feSeni miuzeme pouzit diferencidlni pocet a nebo pozorovani, ze grafem kvadratické funkce je
parabola oteviend smérem nahoru. Minimum (vrchol) ma v bodé [5,20], maximum nabyva v krajnich
bodech intervalu (1,9). Vzhledem k symetrii tlohu je E,..:(G) = E(9) = E(1) = 1 — 10 + 45 = 36.
Maximalni pocet hran s danymi parametry ma graf G = K; U K.

Jiné FeSeni:

Vime (podle definice hranové k-souvislosti), ze graf Kjo je hranové 9-souvisly. Je proto nutno z celkového
poctu (120) = 45 hran vynechat alesponn devét, abychom dostali nesouvisly graf. Vynechame-li vSech 9 hran
incidentnich s nékterym vrcholem, dostaneme nesouvisly graf s celkem 45 — 9 = 36 hranami. Protoze Kjj
byl 9-souvisly, jedné se graf s nejvétsim poctem hran.

7.0.2. Mé&jme kompletni bipartitni graf K, .

a) Jaky je hranovy stupeti souvislosti K, ,,?

Pomoci Mengerovych vét snadno ukazeme, ze hranovy stupné souvislosti grafu K, , je min{m,n}.
Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpoklddat, ze m > n, proto min{m,n} = n.

Ozna¢me partity grafu K,,, jako U a W a jejich vrcholy wui,ug,...,um a wi,we,...,w,. Nyni
zkonstruujeme mezi libovolnymi dvéma riznymi vrcholy z, y grafu K, , n hranové disjunktnich cest.

1. Jsou-li z,y € U, muzeme vrcholy v U predislovat tak, aby * = u; a y = us. Nyni cesty
P = U1, Wi, U2, P2 = Ui, Wo, U, az pn) = U1, Wy, U2 jsou hranové disjunktni.

2. Jsou-li x,y € W, mlzeme vrcholy v W precislovat tak, aby * = w; a y = wa. Nyni cesty
P = wy, U, Wa, P2 = w1, U, Wy, A% pn) = w1, Uy, We jsou hranové disjunktni.

3. Jsou-liz € U ay € W (podobné naopak), mizeme vrcholy v U a W pfecislovat tak, aby = = u;
a y = wy. Nyni cesta (hrana) PW =y, wy a cesty, P@ = uy, wa, us, w1, PO = uy,ws, ug, wr,
az P = uy, wy, un, w1 jsou hranové disjunktni.

Protoze mezi libovolnymi dvéma vrcholy z,y grafu K,,, n existuje hranové disjunktnich cest a
protoze odstranénim vsech n hran z jednoho vrcholu partity U dostaneme nesouvisly graf, je hranovy
stupen souvislosti grafu K, ,, roven min{m,n}.

b) Jaky je vrcholovy stupeti souvislosti K, ,,?

Protoze cesty zkonstruované v predchozim piikladu jsou nejen hranoveé, ale i vrcholové disjunktni, je
dikaz i TeSeni stejné.

7.0.3. Ukazte, ze pro nesouvislé grafy nemusi platit, ze graf s 2¢ vrcholy lichého stupné je mozno nakreslit
t otevienymi eulerovskymi tahy.

Staci vzit nesouvisly graf K1 U Ky, pfipadné K3 U K3. Oba maji dva vrcholy stupné lichého a neni mozné
je nakreslit jednim otevienym tahem.
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7.1 Souvislost a komponenty grafu

7.1.1.° Kolik komponent souvislosti ma souvisly graf? [jedinou komponentu |
7.1.2.Y Kolik komponent souvislosti ma nesouvisly graf? [alespon dvé komponenty |

7.1.3.Y Kolik komponent souvislosti ma graf na Obrazku 7.1? Je souvisly?

Obrazek 7.1: Graf G.
[dvé komponenty, ne]

7.1.4. Kolik komponent souvislosti ma graf G na Obrazku 7.27 Je souvisly?

@)

Obrazek 7.2: Graf G.
[tFi komponenty, ne|

7.1.5.% Kolik komponent souvislosti ma graf na Obrazku 7.3? Je souvisly?

©)

Obrazek 7.3: Graf G.
[tFi komponenty, ne|
7.1.6. Kolik komponent souvislosti méa cirkulant C12(3,6)? [tF1]
7.1.7. Kolik komponent mé graf s deseti vrcholy stupné 57 Dokazte. [jednu komponentu|
7.1.8. Kolik komponent mé graf s deseti vrcholy a 25 hranami? Dokazte. [jednu, dvé nebo tfi komponenty |
7.1.9. Kolik existuje rtiznych graft s deseti vrcholy a 25 hranami? Dokazte. [5]
7.1.10.” Kolik komponent mé graf s patnacti vrcholy stupné 5?7 Dokazte. [zadnou, takovy graf neexistuje]

7.1.11. Kolik komponent muze mit graf s deseti vrcholy stupné 27 Dokazte. [jednu, dvé nebo tii
komponenty |
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7.1.12. Kolik nejvyse hran miize mit graf na deseti vrcholech, ktery ma dvé komponenty a zadny vrchol
stupné vétsiho nez 37 Najdete takovy graf? [graf K4 U K¢ — Cg nebo Kg — (C3 U C3) maji 15 hran ]

7.1.13. Kolik nejméné hran miize mit graf na deseti vrcholech, ktery ma dvé komponenty? [8 hran, 2P;]

7.1.14. Kolik nejméné hran muze mit graf na n vrcholech, ktery ma k komponent? [n — k hran,
P, 1U (k? — 1)K1]

7.2 Prohledavani grafu

7.2.1. Jaka je slozitost algoritmu (uvedeného na prednasce) pro prohledavani do sifky?

7.2.2. Jaka je slozitost algoritmu (uvedeného na prednasce) pro prohledavani do hloubky?

7.3 Vyssi stupné souvislosti
7.3.1. Mé&jme cyklus C,,.
a) Jaky je hranovy stuper souvislosti Cy,? [2]
b) Jaky je vrcholovy stupen souvislosti C),? [2]
7.3.2.Y Vite, 7e minimalni stupeni grafu G je 5.
a) Co muzete Fici o hranové souvislosti grafu G7 [hranovy stupeni souvislosti je mensi nez 5|

b) Co muzete Fici o vrcholové souvislosti grafu G? [vrcholovy stupen souvislosti je mensi nez 5]

7.3.3. Mame dén graf K33 bez jedné hrany, viz Obrazek 7.4.

Obrazek 7.4: Graf K33 — e.

a) Kolik hran musime z grafu vynechat, aby neexistovala cesta mezi vrcholy a, b? Zdavodnéte!  [dvé]

b) Kolik hran musime z grafu vynechat, aby neexistovala cesta mezi vrcholy z, y? Zdivodnéte!  [tFi]

7.3.4.° Kolik musime pfidat hran do grafu Ps (podle znaceni ve skriptech), aby byl 2-souvisly?  [jednu]
7.3.5. Kolik musime pfidat hran do grafu Ps (podle znaceni ve skriptech), aby byl 3-souvisly? [CtyTi]
7.3.6. Najdéte priklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné r a hranova i vrcholova souvislost je 1.

7.3.7. Najdéte priklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné r a hranova i vrcholova souvislost je 2.

7.3.8. Najdéte priklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné r a hranové i vrcholova souvislost je k < r.

7.3.9. Mé&jme libovolna pfirozena cisla a < b < c¢. Najdéte priklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné c a
hranova souvislost je b a vrcholova souvislost je a.

7.3.10. Najdéte priklad souvislého grafu, jehoz vrcholova souvislost je mensi nez hranova souvislost.
[motylek]

7.3.11. Najdéte priklad souvislého grafu, jehoz hranova souvislost je mens$i nez vrcholova souvislost.
[neexistuje]
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7.4 Eulerovské grafy

7.4.1. Je graf na Obrazku 7.5 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
U1

U2 U8

U3 U7

Obrazek 7.5: Graf G.
[ano, napiiklad tah vy, va, v3,v4, V8, V1, V3, Vs, Vs, V2, V4, Vg, U, U7, U1 ]

7.4.2. Je graf na Obrazku 7.6 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
U1

V2 (%)

V3 (%rd

Obrazek 7.6: Graf G.
[ne]

7.4.3. Je graf na Obrazku 7.7 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
U1

) Ug

U3 v

Obrézek 7.7: Graf G.
[ano, na‘pfikla‘d ta‘h 1, V3, Vg, U1, V2, 'U4,’U7,’U5,’Ug,'U2,’U3,’U4,U5,UG,U7,U8,U1]

7.4.4. Mame dan graf K33 bez jedné hrany, viz Obrazek 7.8.

Obrazek 7.8: Graf K33 — e.
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a) Je mozno graf K33 — e nakreslit jednim uzavienym tahem? Nakreslete nebo zdivodnéte, pro¢ to neni
mozné. [ne]

b) Je mozno graf K33 — e nakreslit jednim otevienym tahem? Nakreslete nebo zdivodnéte, pro¢ to neni
mozné. [ne]

c) Je mozno graf K33 — e nakreslit dvéma otevienymi tahy? Nakreslete nebo zdivodnéte, pro¢ to neni
mozné. [ano]

d) Kolik nejméné hran je tieba pfidat do grafu K33 —e, aby jej bylo mozno nakreslit jednim otevienym
tahem? [1 hranu ]

e) Kolik nejméné hran je tfeba piridat do grafu K33 — e, aby jej bylo mozno nakreslit jednim uzavienym

tahem? [2 hrany]
7.4.5. Je cirkulant Cg(1,2) s vrcholovou mnozinou V = {v; : i = 1,2,...,6} eulerovsky? Pokud ano, najdéte
uzavieny eulerovsky tah. [ano, napfiklad v1, vs, vs, v1, Ve, V4, Vg, V2, U3, Vg, Vs, Vg, V1 |
7.4.6. Je cirkulant Cg(1, 3) s vrcholovou mnozinou V = {v; : i = 1,2,...,6} eulerovsky? Pokud ano, najdéte
uzavieny eulerovsky tah. [neni eulerovsky |
7.4.7. Je cirkulant Cg(1,2) s vrcholovou mnozinou V = {v; : i = 1,2, ..., 8} eulerovsky? Pokud ano, najdéte
uzavieny eulerovsky tah. [ano, napfiklad vy, vs, vs, v7, V1, V2, V4, Vg, US, V2, U3, V4, Us, Vg, U7, Vs, VU1 ]
7.4.8.Y Pro kterd n je mozno K,, nakreslit jednim uzavienym tahem? [pro n liché

]
7.4.9. Pro kterd n je mozno K, nakreslit jednim otevfenym a nikoli uzavienym tahem? [pouze pro n = 2]
7.4.10. Pro ktera m,n je mozno K,, , nakreslit jednim uzavienym tahem? [pro m,n sudé]

7.4.11. Pro ktera n je mozno K, , nakreslit jednim otevfenym tahem? [pro m = 2, n liché nebo n = 2,
m liché nebo m =n = 1]

7.5 Priklady k procviceni

7.5.1.Y Muze existovat souvisly graf, kterj ma vice vrcholéi nez hran? Pokud ano, najdéte piiklad, pokud
ne, dokazte. [ano, K]
7.5.2. Najdéte vSechny souvislé grafy, které maji vice vrchol nez hran. [stromy |

7.5.3. Mtze existovat souvisly graf, ktery ma n vrcholi a méné nez n— 1 hran? Pokud ano, najdéte priklad,

pokud ne, dokazte. [takovy graf nemuze existovat |

7.5.4. Ukazte, Zze neni mozné putovat koném po celé Ssachovnici 3 x 3. [graf lohy neni souvisly]
. . oy . —1

7.5.5. Kolik nejvice hran muze mit graf s n > 2 vrcholy a 2 komponentami? [(n2 )]

7.5.6.% Kolik nejvice hran miZe mit graf s n vrcholy a k& komponentami? Piedpokldddme, Ze k < n.
n—k+1
(5]

7.5.7. Kolik nejméné hran musi mit 3-souvisly graf

a) na 6 vrcholech? [9]
b) na 12 vrcholech? [18]
¢) na 9 vrcholech? [14]
7.5.8. Je graf K, 4 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah. [ano]
7.5.9. Je graf K46 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah. [ano]
7.5.10. Pro které n je graf Ky, eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah. [n sudé]

7.5.11. Najdéte pfiklad souvislého grafu, ktery ma dva vrcholy lichého stupné a vSechny ostatni vrcholy
sudého stupné a do kterého
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a) staci pridat jedinou hranu tak, aby byl eulerovsky. Jaky je nejmensi takovy graf? [K5 — e, Py

b) neni mozné pfidat jedinou hranu tak, aby byl eulerovsky. Jaky je nejmensi takovy graf? [ Ky —e, K3]
7.5.12. Pro kazdé ¢ najdéte ptiklad souvislého grafu, ktery

a) je souvisly, obsahuje 2¢ vrcholi lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy. [ Ko ]

b) neni souvisly, obsahuje 2¢ vrcholi lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy. [tK5]

c) je souvisly, obsahuje 2t vrcholi lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy, ale neni
mozné pridanim ¢ hran ziskat eulerovsky graf. [Kot]

d)* je souvisly, obsahuje 2t vrcholu lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy, a pfidanim
t hran je mozné ziskat eulerovsky graf.. [ K1.2¢]

7.5.13. Pro libovolné sudé r a libovolné n > r najdéte priklad r-pravidelného eulerovského grafu na
vrcholech. [napfiklad cirkulant Cy,(1,2,...,5

7.5.14. Mame dén graf G na Obrazku 7.9.

)

U w

Obrézek 7.9: Graf G.

a) Je graf G eulerovsky? [ne]

b) Jak pfidat hrany pouze mezi vrcholy v mnoziné U nebo pouze mezi vrcholy v mnoziné W tak, aby
vznikl eulerovsky graf? Pokud to neni mozné, dokazte! [neni mozné]

c) Jestlize dovolime, aby alesponi jedna pfidana hrana méla jeden koncovy vrchol v mnoziné U a druhy
v mnoziné W, muze priddnim hran vzniknout eulerovsky graf? Jestlize ano, kolik nejméné hran je
tfeba pfidat? Pokud to neni mozné, dokazte! [staci pridat dvé hrany|

7.5.15. Definujme graf Zs(n) jako graf, jehoz vrcholy jsou vSechny dvouprvkové podmnoziny néjaké n
prvkové mnoziny, n > 2. Dva vrcholy jsou sousedni, jestlize odpovidajici vrcholy jsou disjunktni.

a) Pro ktera n je graf Za(n) souvisly? [n > 5]
b) Je graf Zs(n) pravidelny? [ano ]
c) Jaky je stupen souvislosti grafu Z(n)?

7.5.16. Definujme graf Z5(n) jako graf, jehoz vrcholy jsou vSechny dvouprvkové podmnoziny néjaké n
prvkové mnoziny, n > 2. Dva vrcholy jsou sousedni, jestlize odpovidajici vrcholy nejsou disjunktni.

a) Pro ktera n je graf Zs(n) souvisly? [vSechna n > 2]
b) Je graf Zs(n) pravidelny? [ano]
c) Jaky je stupen souvislosti grafu Zs(n)? [n— 2]

7.5.17. Ukazte, ze souvisly graf s 2¢ vrcholy lichého stupné je mozno nakreslit ¢ otevienymi eulerovskymi
tahy. [pfiddnim pomocného vrcholu]|

7.5.18.* Na mnoziné ¢tyf vrcholi konstruujeme ndhodny jednoduchy neorientovany graf (bez smycek) tak,
ze kazdou dvojici vrcholt spojime hranou s pravdépodobnosti p. Urcete pravdépodobnost, ze vysledny graf
bude obsahovat a) alespon jeden izolovany vrchol, b) alespon jeden trojuhelnik.
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8 Vzdalenost a metrika
Resené priklady

8.0.1. Jaka je nejvétsi vadalenost dvou vrchola v grafu W,?
Ukézeme, ze vzdéalenost dvou vrcholit nemtize byt vétsi nez 2. Vezméme dva libovolné vrcholy x,y € V(W),).

1. Je-li z =y, je dist(z,y) =0

2. Je-li z # y a je-li jeden z vrchold centralni vrchol kola vg, potom je dist(x,y) = 1, protoze centralni
vrchol je sousedni se vSemi.

3. Je-li z # y a neni-li ani jeden z vrcholu centralnim vrcholem, potom v pripadé, ze x a y jsou sousedni
je dist(z,y) =1

4. Jinak je dist(z,y) > 2. Soucasné ale vime, ze dist(z,y) < dist(x,vg) + dist(vg,y) = 1+ 1 = 2. Proto
je dist(z,y) = 2.

Celkem dostéavame, ze pro n = 3, kdy na vnéjsim cyklu kola nenajdeme dva nesousedni vrcholy (W3 = Ky),
je nejvétsi vzdalenost dvou vrcholid 1. Jinak je nejvétsi vzdalenost dvou vrchola 2.

8.0.2. Jaka nejvétsi vzdalenost mize byt mezi dvéma vrcholy v cyklu délky 9, ktery je ohodnoceny ¢isly
1,2,...,9 v néjakém libovolném poradi.

Jedno jak budou ohodnoceni rozlozend, vzdy je jedna cesta kratsi a druha delsi, nebot soucet Z?zl =45
je lichy. Zvolime ohodnoceni po fadé 9,6,5,2,8,7,4, 3, 1. Nejvétsi vzdalenost je min{9+6 +5+2,8 + 7+
4+ 3+ 1} = min{22,23} = 22. Véti{ vzdalenost neni moznd, nebot | %] = 22 a vidy jedna ze dvou cest
xy je kratsi a v souctu daji 45.

8.1 Motivaéni priklady

8.1.1.* Hlavolam znamy jako ,,Hanojské véze“? ma tii koliky a sadu osmi diskd riiznych velikosti. Na zacatku
je vSech osm diskii sefazeno podle velikosti na prvnim kiilu. Ukolem je piemistit vSechny disky na jiny kil
za dodrzeni nésledujicich podminek:

1. vzdy se presunuje pouze jeden disk,

2. nikdy nesmi lezet vétsi disk na mensim.
Namodelujte tlohu uzitim grafu a pro tii disky najdéte nejkratsi mozné feseni feSeni. [existuje Feseni na
7 taht]

8.1.2. Mame osmi litrovou nddobu s vinem a dvé prazdné nadoby — pétilitrovou a tfilitrovou. Rozdélte osm
litrti na ¢ty¥i a Gtyii litry jen s uzitim téchto nadob, bez pouziti odmérky. Uloha namodelujte grafem a
najdéte nejkratsi feSeni a popiste vSechna pripustna Feseni. [nejkratsi feSeni mé osm prelévani]
8.1.3. Mame osmi litrovou naddobu s vinem a dvé prazdné nadoby — pétilitrovou a tiilitrovou. Je mozno
odméfit libovolné (celoéiselné) mnozstvi vina? Pokud ne, zjistéte jaké. Pokud ano, dokazte. [ano]

8.2 Vzdalenost v grafu

8.2.1.Y Jaka je nejvétsi vzdalenost dvou vrcholi v grafu Ky? [1]
8.2.2.Y Jaka je nejvétsi vzdalenost dvou vrcholt v grafu K;? [0]
8.2.3.9Y Jaka je nejvétsi vzdalenost dvou vrcholt v grafu Cr? [3]
8.2.4.Y Jaka je nejvétsi vzdalenost dvou vrchold v grafu K7g? [2]

8.2.5. Jaka je nejvétsi vzdalenost dvou vrcholu v grafu G na Obréazku 8.17

?Hanojské véze vymyslel v roce 1883 Francouzsky matematik Edouard Lucas.
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Obrazek 8.1: Graf G.
[4]
8.2.6. Jaka je nejvétsi vzdalenost dvou vrcholt v grafu K7 [0 pro n =1, 1 jinak]

8.2.7.Y Jaké je nejvétsi vzdalenost dvou rtiznych vrcholt v grafu P,? [n (oba koncové vrcholy cesty P,.]

8.2.8. Jaka je nejveétsi vzdalenost dvou riznych vrcholi v grafu K, 7 [1 pro m = n =1, jinak 2]
8.2.9. Jaka je nejvétsi vzdalenost dvou riznych vrchola v grafu C,7 H%H

8.2.10. Najdéte priklad grafu na osmi vrcholech, ve kterém je minimélni i maximalni vzdalenost dvou
riznych nesousednich vrcholi 2. [K44]

8.2.11. Najdéte graf s co nejmensim pocétem hran na osmi vrcholech, ve kterém je minimalni i maximalni
vzdéalenost dvou rtiznych nesousednich vrcholi 2. [K17]

8.2.12. Najdéte graf s co nejvétsim poc¢tem hran na osmi vrcholech, ve kterém je minimélni i maximalni
vzdalenost dvou riznych nesousednich vrchola 2. [ Kg bez jedné hrany |

8.2.13. Najdéte graf s co nejvétsim poctem vrcholid, ve kterém je maximalni vzdalenost dvou riznych
nesousednich vrcholti 2 a nejvyssi stupen vrcholu je 3. [10 vrcholi]

8.2.14. Vypocitejte metriku (matici udavajici vzdalenosti mezi vrcholy) grafu K4 — e na Obrazku 8.2.
3 4
1 m 2
Obrézek 8.2: Graf Ky bez jedné hrany.

[matice 4 x 4, kde a;; = 0, policka az3 = as2 = 2 a ostatni prvky jsou 1]

8.3 Vazena (ohodnocena) vzdalenost

8.3.1. Mame dan graf GG na Obrazku 8.3. Jaka je nejvétsi vazena vzdalenost mezi vrcholy v grafu G?

Obrazek 8.3: Graf G.

[10]

8.3.2. Mame dan graf G na Obrazku 8.4. Jaka je nejvétsi vazena vzdalenost mezi vrcholy v grafu G?
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Obrazek 8.4: Graf G.

[10]
8.4 Dijkstrav algoritmus
8.4.1. Mame dan graf jako na Obrazku 8.5.
Obrazek 8.5: Graf G.
a) Jaké jsou vzdélenosti vSech vrcholt od vrcholu v;? [dist(vy,v1) = 0, dist(vy,v2) = 3,

dist(vy,v3) = 6, dist(vy,v4) = 5, dist(vy,v5) = 3, dist(vy,v6) = 7, dist(vy,v7) = 8, dist(vy,vg) = 2]

b) V jakém potadi budou zpracovany vrcholy pii béhu Dijkstrova algoritmu s vychozim vrcholem v;?
[U17 US) /U27 UB? /1)47 /1)37 /1)67 /1)7 nebo Ul’ Ug) U5) v2) U47 vg’ 1}67 U?]

c) Jaké jsou vzdalenosti vSech vrcholi od vrcholu vs? [dist(vs, v1) = 6, dist(vs, v2) = 3,
dist(vs, v3) = 0, dist(vs,v4) = 5, dist(vs,vs) = 4, dist(vs,ve) = 7, dist(vs,v7) = 11, dist(vs, vs) = 4]

d) V jakém poradi budou zpracovany vrcholy pfi béhu Dijkstrova algoritmu s vychozim vrcholem wv3?
[v3, V2, U5, Vs, V4, V1, V6, U7 NebO V3, V2, Us, U5, V4, VU1, Vg, U7 |

e) Jaké jsou vzdalenosti vSech vrcholi od vrcholu vs? [dist(vs,v1) = 3, dist(vs, v2) = 2,
dist(vs, v3) = 4, dist(vs, v4) = 4, dist(vs,vs) = 0, dist(vs, ve) = 6, dist(vs,v7) = 8, dist(vs,vg) = 1]

f) V jakém poradi budou objeveny vrcholy pii béhu Dijkstrova algoritmu s vychozim vrcholem wvs?
[U57 vg, U2, V1, U3, V4, Vg, U7 nebo U5, U8, V2, U1, V4, U3, Vg, U?]

g) Které dva vrcholy jsou nejvzdélenéjsi? Jaka je jejich vzdalenost? [ve a vr, dist(ve, v7) = 12]

h) Ze kterého vrcholu je maximalni vzdélenost do vSech ostatnich vrcholti nejmensi?

8.4.2. Ve kterém misté selze Dijkstriv algoritmus, jestlize pripustime i zdporna ohodnoceni hran?
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8.5 Priklady k procvic¢eni

Hyperkrychli radu n budeme rozumét takovy graf G(V, E) na 2" vrcholech, jehoz vrcholovou mnozinu tvori
vSechny binarni vektory délky n

V ={(a1,a2,...,a,) 1 a; € {0,1},i=1,2,...,n}

a hrana je mezi kazdymi dvéma vrcholy, jejichz vektory se lisi v jediné soufadnici
n
E={(a1,a2,...,an) (b1, bz, ... bn) : (a1,02,. .. an), (b ba, ... by) €V A |a; —by| = 1}.
i=1

Hyperkrychle fadu se znaci Q.

8.5.1. Mé&jme graf Q3 (hyperkrychle fadu 3). Kolik nejméné hran musime piidat, aby nejvétsi vzdalenost

mezi vrcholy grafu byla 27 [2]
8.5.2.Y Jaka je nejvétsi vzdalenost dvou vrcholtl v grafu @Q,,? Dokazte [n]
8.5.3.% Jak prevést tlohu hledani nejkratsi cesty i pro grafy s ohodnocenymi vrcholy? [nahradit vrchol

stupné d grafem K]

8.5.4. Kolik nejvice vrcholti mize mit graf, ktery ma nejvétsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy rovnou 27
[pocet vrcholi neni omezen |

8.5.5. Kolik nejvice vrcholi muze mit 3-pravidelny graf, ktery méa nejvétsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy
rovnou 27 Nakreslete pfiklad takového grafu. [10, naptiklad Petersentuv graf]

8.5.6. V jednom okrese je 15 velkych mést a kazdé meésto je spojeno silnici s alesponi sedmi jinymi.

a) Dokazte, ze z libovolného mésta do libovolného jiného se da dostat bud pfimou cestou nebo pres
jedno jiné mésto. [nepfimo nebo sporem ]

b) Jak by se uloha zmeénila, kdyby kazdé mésto mélo byt spojeno silnici s pravé sedmi jinymi? [takova
silniéni sit neexistuje]
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9 Stromy a les
Resené priklady

9.0.1. Kolik neisomorfnich lesti existuje na péti vrcholech?
VysSetfime moznosti podle po¢tu hran

e bez hran: 1 les 5K,

e s 1 hranou: 1 les K9 U3K;

e se 2 hranami: 2 lesy Ko U Ko U K, P, U2K)5

e se 3 hranami: 1 + 2 lesy K13 U K1, P3U K1, P, U K>
e se 4 hranami: 3 stromy Py, dvojhvézda DS(2,1), Kj 4

Celkem 10 lesu.

9.0.2. Najdéte takovy graf se dvéma kruznicemi, ze vynechanim jediné hrany vznikne strom.
Takovy strom neexistuje.

Nejprve ukazeme, ze pokud strom obsahuje dvé kruznice, tyto dvé kruznice nesdili zddnou hranu. Pokud
by kruznice Cj a Cy sdilely hranu zy, tak vynechanim hrany zy z cyklu C; ztstane v grafu cesta mezi
vrcholy = a y a podobné z cyklu Cy ztistane v grafu také (druhd) cesta mezi x a y. Spojenim téchto dvou
cest dostaneme uzavieny sled, ze kterého je mozno vybrat tieti cyklus C3, coZz neni mozné, nebot graf
obsahuje pouze cykly dva.

Nyni vime, Ze ob€é kruZnice v grafu nesdili Zzddnou hranu. Vynechanim libovolné hrany e; z C zistane
graf souvisly (vynechand hrana e; neovlivni souvislost grafu) a bude obsahovat jediny cyklus Cy. Graf
nebude acyklicky a proto takovy graf, ktery spliuje podminky zadani, neexistuje. Podobné vynechanim
libovolné hrany eg z Cy zistane graf souvisly (vynechand hrana es neovlivni souvislost grafu) a graf bude
bez cykld, tj. strom. O
Jiny dukaz:

Podle dusledku Véty 9.6 ve skriptech, vznikne pfidanim hrany pravé jeden cyklus. Existence grafu se zadani
by byla ve sporu s timto disledkem. O

9.0.3. Kolik hran je tfeba vynechat z kompletniho grafu K, aby ztstala kostra?
Z celkového poctu (g) hran m4a ztstat n — 1. Proto je tfeba vynechat pravé

(;L)—(n—l): (g)_(”_1):;”(n_l)—(n—l)z;(n—l)(n_g): <ng1>

Jiné reseni:

Protoze kostra grafu je stromem na n vrcholech, obsahuje kazda kostra stejny pocet hran. Vybereme jednu
konkrétni kostru. V kompletnim grafu K,, zvolime vrchol v a kostra grafu K,, bude tvofena vSemi hranami
incidentnimi s v. Ostatni hrany mezi zbyvajicimi n — 1 vrcholy odstranime. Odstranénych hran je (ngl)

hran.

9.1 Motivaéni priklady

9.1.1. MiZeme algoritmus hledéni centra pouzit i pro jiné grafy nez stromy? Vysvétlete! [ne]

9.2 Zakladni vlastnosti stromu

9.2.1. Kolik neisomorfnich lest existuje na ¢tyfech vrcholech? [1+1+2+2=6]
9.2.2. Kolik neisomorfnich stromt existuje na péti vrcholech? [1+1+1=3]

9.2.3.Y Najdéte centra nasledujicich stroma.
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a) Strom 7" na Obréazku 9.1.

Obrazek 9.1: Strom T

b) Strom 7" na Obrazku 9.2.

Obrazek 9.2: Strom T.

c¢) Strom 7' na Obrazku 9.3.

Obrazek 9.3: Strom T.

9.2.4. Mame déan strom se 17 vrcholy.

a) Kolik odebereme vrcholu (dle algoritmu z pfednasky), nez najdeme centrum? [15 nebo 16]
b) Kolik nejméné nastane takovych kroki, kdy odstranujeme listy? [jeden]
c) Kolik nejvice nastane takovych kroki, kdy odstranujeme listy? [osm ]

9.2.5.Y Mame dan strom se 4 vrcholy. Kolik odebereme vrcholi (dle algoritmu z prednasky), nez najdeme

centrum? [2 nebo 3]
9.2.6.Y Strom mé 56 hran. Kolik mtize mit vrcholt? [57]
9.2.7. Acyklicky graf ma 70 vrchold a 60 hran. Kolik ma komponent? [10]
9.2.8. Acyklicky graf ma 60 vrchold a 70 hran. Kolik ma komponent? [takovy graf neexistuje]
9.2.9.Y Najdéte graf se dvéma kruznicemi, ze kterého vynechanim dvou hran vznikne strom. [lehké]
9.2.10. Najdéte graf se dvéma kruZnicemi, ze kterého vynechanim t¥i hran vznikne strom. [neexistuje]
9.2.11. Najdéte graf se tfemi kruznicemi, ze kterého vynechanim t¥i hran vznikne strom. [existuje]
9.2.12. Najdéte graf se tfemi kruznicemi, ze kterého vynechanim dvou hran vznikne strom. [existuje]

9.3 Korenové a péstované stromy

9.3.1. Najdéte a zapiste kéd kofenového stromu (7', 7) na Obrazku 9.4.
T
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Obrazek 9.4: Korenovy strom (T, 7).

9.3.2. Najdéte a zapiste kéd kofenového stromu (7, 7) na Obrazku 9.5.

N

Obrazek 9.5: Korenovy strom (T,r).

9.3.3. Najdéte a zapiste kéd kotenového stromu (7, 7) na Obrazku 9.6.

i

Obrazek 9.6: Korenovy strom (T,r).

9.3.4. Najdéte a zapiste kéd kofenového stromu (7', s) na Obrazku 9.7.

KA

Obrazek 9.7: Korenovy strom (T, s).

9.3.5. Mame déan strom T na Obrazku 9.8

-
%
Obrazek 9.8: Strom T

a) Najdéte a zapiste kéd korenového stromu (77, 7).

b) Najdéte a zapiSte minimalni kéd kofenového stromu (7', r).

c) Najdéte a zapiste kéd kotenového stromu (7, s).

)
)
)
)

d) Najdéte a zapiste minimdalni kéd kofenového stromu (7', s).

9.3.6. Nakreslete péstovany kotfenovy strom dany nasledujicim kédem
a) 000000000111111111.
b) 00010110010110010111

¢) 000010110100111000110111

9 STROMY A LES

[00010110010110010111]

[000101100101100111]

[0000110110010110010111]

[00101000101100101111]

[0001001011100101001111]
[0000101101100011010111]

[00100101100101001111]
[0000011010111001011011 ]

[strom isomorfni s Pg]

[viz Obréazek 9.4]
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d) 00001011010011100011011 [toto neni korektni kéd]

e) 000010110110011100011011 [toto neni korektni kdd]

9.3.7. Je kéd péstovaného korenového stromu daného nasledujicim kédem minimalni?

a) 000000000111111111. [ano]
b) 00010110010110010111 [ano]
¢) 000010110100111000110111 [ne]

9.4 Isomorfismus stromu

9.4.1. Které kofenové stromy maji jednoznacné urceny kod i kdyz nejsou péstované? [takové, kde
v8echny vrcholy ve vzdalenosti d od kofene maji stejny stuper|

9.4.2. Rozhodnéte, které z nasledujicich stromd na Obrazku 9.9 jsou isomorfni.

Obrazek 9.9: Stromy T', S a R.

[isomorfni jsou T" a R

9.5 Kostry grafa

9.5.1. Kolik koster ma nasledujici graf W,?

Obrézek 9.10: Graf Wy.

[45 moznosti]

9.5.2. Mame déan graf G na Obrazku 9.11.

Obrazek 9.11: Graf G.

a) Najdéte minimélni kostru grafu G pomoci Kruskalova (hladového) algoritmu. Jaka je vdha minimdlni
kostry? [minimalni vaha je 13]
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b) Najdéte minimalni kostru grafu G pomoci Jarnikova (Primova) algoritmu. Vychozi vrchol je v;. Jakd
je vaha minimalni kostry? [minimalni vaha je 13]
¢) Najdéte minimélni kostru grafu G pomoci Bortuvkova algoritmu. Jaka je vdha minimélni kostry?

[nelze pouzit |

9.5.3. Jaké vlastnosti musi mit ohodnoceni grafu, aby vSechny tfi algoritmy (Boravkuv, Jarniktv/Primav
i Kruskalav (hladovy) nasly vzdy stejnou kostru? [ohodnoceni musi byt injekci]

9.6 Priklady k procvic¢eni

9.6.1.% Kolik rtiznjch koster méa cyklus C,,? [n]
9.6.2.Y Kolik rtiznjch neisomorfnich koster mé cyklus C,,? [jedinou|
9.6.3. Mame graf Kjy.

a) Kolik rtiznych neisomorfnich koster méa graf K4? [2]

b) Kolik riznych koster ma graf K47 [16]

9.6.4. Mame graf K.
a) Kolik rtznych koster ma graf K5? [125]

b) Kolik raznych neisomorfnich koster ma graf K5? [3]

9.6.5. Mame graf Kg.
a) Kolik rtznych koster mé graf K¢? [1296]

b) Kolik riznych neisomorfnich koster mé graf Kg? [6]

9.6.6. Kolik hran je tfeba vynechat z kompletniho bipartitniho grafu K,, ,, aby ztistala kostra? [(m —
1)(n—1)]

9.6.7. Kolik nejméné vrcholti musi mit graf, ktery ma dvé hranové disjunktni kostry? [4]
9.6.8. Najdéte priklad souvislého grafu, ktery ma 1001 koster. [spojeni tii cyklt C7, C11 a Cy3]

9.6.9. Zavedeme pojem inverzniho kédu. Mame strom 7T a néjaky jeho kéd C'. Inverzni kéd C’ dostaneme
tak, ze zaménime 0 a 1 a napiSeme kéd v opa¢ném poradi. Najdéte takovy netrividlni strom 7', ktery ma

a) stejny kéd i inverzni kéd, [cesta s kofenem v listu]

b

rizny kéd a inverzni kéd, piodemz strom 7" prislusny inverznimu kédu je isomorfni se stromem 7T,

¢) rizny kéd a inverzni kéd, pfoéemz strom 7" pfislusny inverznimu kédu neni isomorfni se stromem T,

d

inverzni kéd stejny jako minimalni kdd. [cesta s kofenem v listu]

9.6.10. Mame strom T a jeho kéd C. Cestou ve strom T budeme rozumimét podgraf, ktery je isomorfni
s cestou. Co mizeme fici o nejdelsi cesté ve stromu 7', je-li v kédu C pét po sobé jdoucich nul? [nejdelsi
cesta ve strom T je délky alespon 4]

9.6.11. Mame strom T a jeho minimdlni kéd C. Cestou ve strom T budeme rozumimét podgraf, ktery je
isomorfni s cestou. Co muzeme Tici o nejdelsi cesté ve stromu T, je-li v kédu C pét po sobé jdoucich nul?
[nejdelsi cesta ve strom T je délky alespori 4|
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10 Barveni a rovinné kresleni grafu
Resené priklady
10.0.1. Médme dany hyperkrychli fadu n, znacime ji @), (viz strana 55).

a) Jaky je pocet vrcholu @7
Vrcholy hyperkrychle jsou vSechny binarni vektory délky n. Téch je V*(2,n) = 2™.
Jiné feSeni:
Pocet vrcholt uré¢ime podle (rekurzivni) konstrukee: |V(Q1)| = 2. Déle plati [V (Qn+1)| = 21V (Qn)],
proto |V (Qn)| = 2".

b) Jaky je stupen vrcholu v grafu @,
Kazdy vrchol je spojen hranou se vSemi vrcholy, které se lisi v jediné soufadnici. Soufadnic je n,
proto je kazdy vrchol stupné n.

c) Jaky je pocet hran @Q,?

V hyperkrychli je podle predchozich piikladt 2" vrcholt a kazdy je stupné n. Podle principu sudosti
je dvojnasobek poctu hran roven souctu stupnt vsech vrchold

2E(Qn)| = n - 2",

Odtud snadno vyjadiime, ze |E(Qy,)| =n - 271,

Jiné feSeni:

@y, je regularni graf. V kazdém kroku konstrukce pfidame ke kazdému vrcholu jednu hranu a zvySime
stupeni vrcholu, proto degg v =n.

d) Jaké je chromatické ¢islo @Qy,?

Ukézeme, Ze chromatické ¢islo @)y, je 2, neboli Ze (),, bipartitni graf. Stac¢i obarvit vrcholy, které maji
sudy pocet jednic¢ek barvou 0 a vrcholy, které maji lichy pocet jednicek barvou 1. Toto barveni je
dobré, nebot hranou jsou spojeny pouze vrcholy, které se 1isi v jediné souradnici a tedy takové, jejichz
pocet jednicek se lisi o jedna.

Jiné reseni:
Indukci ukdzeme, ze @, je bipartitni graf.
Zaklad indukce: graf Q1 = K11 je jisté bipartitni.

Indukéni predpoklad: Predpokladejme, ze @, je bipartitni graf, ukdzeme, ze také ()41 je bipartitni.
Graf Qn+1 se sklada ze dvou kopii bipartitniho grafu @,. Kazdou z nich obarvime dvéma barvami,
jednu barvami 1, 2 druhou opac¢né barvami 2, 1. Q,,+1 vznikne spojenim hranami mezi odpovidajicimi
vrcholy (maji rizné barvy). Proto je x(Qn) = 2.

e) Pro které hodnoty n je graf @, rovinny?

Graf @, je bipartitni (viz d), proto neobsahuje zadny lichy cyklus ani trojuhelnik a podle Du-
sledku 10.9. obsahuje kazdy rovinny graf bez trojihelniki vrchol stupné nejvyse 3. Protoze podle c)
jsou v @, vSechny vrcholy stupné n, nejsou hyperkrychle @),, pro n > 4 rovinné. Rovinna nakresleni
grafi (01, Q2 a (Y3 jsou snadno k nalezeni.

10.0.2. Najdéte chybu v nasledujicicm dtikazu: Méjme takovy graf GG, Ze na jeho dobré vrcholové barveni
je potieba alespon 5 barev. V grafu G musi byt vrcholy stupné alespon 5, které jsou sousedni s vrcholy
CtyT ostatnich barev, jinak bychom je mohli pfebarvit a pouzit méné nez 5 barev. Jiste najdeme takovou
mnozinu péti vrchold rizné barvy, které tvori podgraf K.
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V roviném grafu podle Kuratowského véty neexistuje podgraf isomorfni s K5 a proto (podle pfedchoziho
zdiivodnéni) na obarveni roviného grafu budou staéit vzdy ¢tyfi barvy.
Chyba je v predpoklady, ze graf, na jehoz obarveni je potieba alespon 5 barev, musi obsahovat podgraf K.
Napriklad graf W7, do kterého pfiddme druhy centralni vrchol y a spojime ho hranami se vSemi vrcholy
cyklu C7 i s centrdlnim vrcholem x kola W7, neobsahuje K5 jako podgraf (zadné tii vrcholy na obvodu
kola nejsou navzajem sousedni) a pfitom je potfeba na obarveni grafu alespor 5 barev: dvé na centralni
vrcholy = a y a t¥i na vrcholy cyklu C7. Na zakladé tohoto neplatného tvrzeni je pak jiz snadné ,,dokazat“
vétu o Ctyfech barvach.

10.1 Motivaéni priklady

10.1.1. Skladovaci problém: Ve skladu potravin mame rtzné druhy zbozi. Podle hygienickych norem se
nesmi nékteré druhy potravin skladovat spolu v jedné mistnosti. Nasim tkolem je zjistit, kolik nejméné
mistnosti je potfeba ve skladu pronajmout, aby bylo zbozi uloZeno podle pfedpisti. Jak namodelujete
skladovaci problém pomoci teorie graft. [pfevedeme na barveni jednoduchého grafu|

10.1.2. Kolik nejméné barev je potfeba na obarveni 15 bilidrovych kouli v trojuhelnikovém postaveni tak,
aby zadné dvé dotykajici se koule nebyly obarveny stejnou barvou?

Obrazek 10.1: Bilidgrové koule v trojihelnikovém postavend.

[3]
10.2 Vrcholové barveni grafi
10.2.1. Jaké je chromatické ¢islo (barevnost) nasledujicich grafa?
Obrazek 10.2: Grafy Wg a Wr.
a) Graf Wg, viz Obréazek 10.27 [3]
b) Graf Wy, viz Obrazek 10.27 [4]

A A

Obréazek 10.3: Rovinnd nakreslent pravidelného ctyrsténu, Sestisténu a osmisténu.
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c) Grafu pravidelného ¢tyfsténu, viz Obrazek 10.3. [4]
d) Grafu pravidelného Sestisténu, viz Obrazek 10.3. [2]
e) Grafu pravidelného osmisténu, viz Obrazek 10.3. [3]

10.2.2. Jaké je chromatické ¢islo (barevnost) grafu G na Obréazku 10.47

Obrazek 10.4: Graf G.

10.2.3. Jaké je chromatické ¢islo (barevnost) cirkulantu Cio(1,2,5) na Obrazku 10.5?

Obrazek 10.5: Cirkulant C1o(1,2,5).
[4]

10.2.4. Kolik nejméné musime vynechat hran z grafu Wg (viz Obrazek 10.2), aby jeho chromatické ¢islo
bylo 27 [4]

10.2.5. Kolika nejvyse barvami obarvime kompletni bipartitni graf, jestlize mu pfiddme jednu hranu? [3]

10.2.6. Kolika nejvyse barvami obarvime kompletni bipartitni graf, jestlize mu pfidame dvé hrany? (3
nebo 4]

10.2.7.% Kolika barvami lze obarvit strom. [1 pro T = K3, 2 jinak]
10.2.8. Kolik barev je potfeba na obarveni (jaka je barevnost) K, — e? [n—1]

10.2.9. Kolik barev je potfeba na obarveni (jaka je barevnost) C), s jednou pfidanou hranou vqv;, i € [1,n]?
[2 pro n, i sudé, 3 jinak]

10.2.10. Mam dén graf G. Co mtzeme Fici o barvenosti grafu G, jestlize zname A(G)? [x(G) < 1+ A(G)]

10.3 Rovinné kresleni grafu

10.3.1. Pokud je to mozné, nakreslete graf G na Obrazku 10.6 tak, aby se hrany neprotinaly.
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Obrazek 10.6: Graf G.
[G je rovinny |

10.3.2. Pokud je to mozné, nakreslete graf G na Obrazku 10.7 tak, aby se hrany neprotinaly.

Obrazek 10.7: Graf G.
[G je rovinny |

10.3.3. Ukazte, ze po pridani libovolné hrany do grafu na Obrazku 10.7 vysledny graf jiz nebude rovinny.
[uzitim disledku Eulerova vzorce]

10.3.4. Pokud je to mozné, nakreslete rovinny graf pravidelného étyfsténu. |[graf pravidelného étyfsténu
je rovinny]

10.3.5. Pokud je to mozné, nakreslete rovinny graf pravidelného Sestisténu (krychle). [graf pravidelného
Sestisténu je rovinny|

10.3.6. Pokud je to mozné, nakreslete rovinny graf pravidelného osmisténu. [graf pravidelného osmisténu
je rovinny]

10.3.7. Nakreslete rovinny graf pravidelného dvanactisténu. [graf pravidelného dvanéctisténu je rovinny |

10.3.8. Nakreslete rovinny graf pravidelného dvacetisténu. [graf pravidelného dvacetisténu je rovinny]

10.3.9. Nakreslete rovinny graf osmisténu a najdéte odpovidajici dudlni graf. [dudlni graf pravidelného
osmisténu je graf pravidelného Sestisténu (krychle) ]

10.3.10. Nakreslete rovinny graf dvanactistény a najdéte odpovidajici dudlni graf. [dudlni graf
pravidelného dvanéctisténu je graf pravidelného dvacetisténu]

10.3.11. Mame né&jaké rovinné nakresleni pravidelného osmisténu. Stény pravidelného osmisténu jsou troj-
thelniky.

a) Kolik mé oblasti? [8]
b) Kolik ma hran? [12]
c¢) Kolik ma vrcholu? [6]
d) Kolik dalsich hran muzeme do roviného nakresleni osmisténu pfidat tak, aby graf ztstal rovinny?

[Zaddnou |

10.3.12. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného Sestisténu (krychle).

a) Kolik mé oblasti? [6]
b) Kolik mé hran? [12]
c¢) Kolik ma vrcholu? [8]
d) Kolik dalsich hran mtzeme do roviného nakresleni krychle pfidat tak, aby graf zistal rovinny?  [6

hran]

10.3.13. Mame né&jaké rovinné nakresleni pravidelného dvanactisténu. Stény pravidelného dvanactisténu
jsou pétithelniky.
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a) Kolik mé oblasti? [12]
b) Kolik mé hran? [30]
c) Kolik méa vrcholu? [20]

d) Kolik dalsich hran mizeme do roviného nakresleni dvanéctisténu pfidat tak, aby graf ztstal rovinny?
[24 hran ]

10.3.14. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného dvacetisténu. Stény pravidelného dvacetisténu jsou
trojahelniky.

a) Kolik mé oblasti? [12]
b) Kolik mé hran? [30]
c¢) Kolik ma vrcholu? [12]

d) Kolik dalsich hran mtzeme do roviného nakresleni dvacetisténu pfidat tak, aby graf zistal rovinny?
[Zaddnou |

10.3.15. Kolik mé souvisly rovinny graf stén, vite-li Zze ma

a) 20 vrcholi a 25 hran? [7]
b) 16 vrcholt a 15 hran? [1]
c) 25 vrcholu a 22 hran? [takovy souvisly graf neexistuje]
d) 5 vrcholi a 10 hran? [takovy rovinny graf neexistuje]

10.3.16. Nakreslete graf K4 tak, aby
a) se hrany neprotinaly [graf K4 je grafem pravidelného étyfsténu]

b) a navic aby byly usecky. [graf K4 je grafem pravidelného ¢tyfsténu|

10.3.17. Nakreslete graf K5 — e tak, aby
a) se hrany neprotinaly [ K5 — e je rovinny, nakresleni existuje]

b) a navic aby byly tsecky. [ K5 — e je rovinny, nakresleni existuje]

10.3.18. Nakreslete graf K33 — e tak, aby

a) se hrany neprotinaly [K33 — e je rovinny, nakresleni existuje]
b) a navic aby byly tsecky. [K33 — e je rovinny, nakresleni existuje]
10.3.19. Najdéte rovinny graf, ktery ma nejmensi stupen vrcholt 5. [graf pravidelného dvacetisténu]

10.3.20.* Najdéte nekone¢né mnoho neisomorfnich souvislych rovinnych grafii, které maji nejmensi stupen
vrcholt 5. [sikovné spojime vice pravidelnych dvacetisténi]

10.3.21. Do rovinného nakresleni stromu pfiddme dvé hrany, které se navzajem nekiizi a nek¥izi ani zadnou
puvodni hranu stromu. Kolik bude mit vysledny graf oblasti (stén)? [3]
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10.4 Rozpoznani rovinnych grafia

10.4.1.Y Pro ktera n je graf K, rovinng? Zdavodnéte. [pro 1 < n < 4, uzitim Kuratowského véty]
10.4.2.Y Pro kterd m,n je graf Ky, rovinny? Zdtvodnéte. [pouze pro m < 3 nebo n < 3]

10.4.3. Existuje rovinné nakresleni pro K¢ — C3? Zdtvodnéte.
[ne, podle Kuratowského véty |

10.4.4. Nakreslete néjaky rovinny graf s 12 hranami a 8 sténami. [graf pravidelného osmisténu|
10.4.5. Nakreslete n&jaky rovinny graf s 21 hranami a 16 sténami. [takovy graf neexistuje]

10.4.6.* Je graf G na Obrazku 10.8 rovinny? Zduvodnéte.

Obrazek 10.8: Graf G.

[ne, podle Kuratowského véty]

10.5 Barveni map a rovinnych grafa

10.5.1. Kolik nejméné barev je tfeba na dobré vrcholové barveni rovinného nakresleni grafi?

a) K 5 — € [4]
b) Kz3—e (2]
10.5.2. Najdete rovinny graf, na jehoz obarveni je potfeba alespon 5 barev? Zdavodnéte. [takovy graf

neexistuje podle véty o 4 barvach]
10.5.3. Kolik barev je tfeba na dobré obarveni hyperkrychle Q,,? [2 (je bipartitni) ]

10.5.4. Najdete graf s nejvétsim stupném 2 na jehoz dobré vrcholové barveni jsou potieba alesponi 3 barvy?
Zduvodnéte. [ano, takové grafy existuji]

10.5.5. Najdéte graf s nejvétsim stupném r na jehoz dobré vrcholové barveni je potfeba alespon 7+ 1 barev.
[Kr+1]

10.5.6. Najdete graf s nejvétsim stupném 3 na jehoz dobré vrcholové barveni je potfeba minimalné 5 barev?
Zdivodnéte. [takovy graf neexistuje]

10.6 Bonus — Hamiltonovské grafy

10.6.1. Necht V(G) grafu G je mnozina vSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny [1,5] a necht hrana
XY € E(G) pravé tehdy, kdyz jsou dvouprvkové podmnoziny X,Y disjunktni (X N'Y = ). Nakreslete
graf. [Petersentiv graf]

10.6.2. Je Petersentv graf hamiltonovsky? Své tvrzeni dokazte. [Petersentiv graf neni hamiltonovsky|

10.6.3. Je Petersentiv graf rovinny? Zduvodnéte. [neni rovinny |
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10.7 Priklady k procviceni

10.7.1. Podle pfedpisii se kdva nesmi skladovat spolecn€ s ryzi, ryze s moukou, mouka s jablky a jablka se
nesmi skladovat spolecné s tropickym ovocem. Kolik nejméné mistnosti je potfeba pro uskladnéni vSech
druht zbozi? [sta¢i 2 mistnosti]

10.7.2. Mame za tkol pronajmout skladové prostory, ve kterych se budou skladovat broskve, kukuftice, pa-
priky, pSenice, rajcata, svestky a konzervy. Podle predpisti se obiloviny nesmi skladovat spole¢né s ovocem,
rajCata ani papriky se nesmi skladovat s pSenici nebo kukurici a broskve se nesmi skladovat s rajcaty. Kolik
nejméné mistnosti je tfeba pronajmout pro uskladnéni vsech druht zbozi? [3 mistnosti|

10.7.3. Kolik hran staci ptfidat do cyklu C,,, aby vysledny graf nebyl rovinny? [pro n > 6 3 hrany,
pron =55 hran a pro n < 5 nelze]

10.7.4. Nakreslete graf K5 na torus.
10.7.5. Nakreslete graf Kg na torus.
10.7.6. Nakreslete graf K7 na torus.
10.7.7. Nakreslete graf K3 3 na torus.
10.7.8. Nakreslete graf K44 na torus.
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11 Kapitola 11 — Toky v sitich

11.1 Definice sité

11.1.1. Pro které vrcholy sité neplati zékony kontinuity? [zdroj a stok]
11.1.2. Jak v siti namodelovat neorientovanou hranu? [dvojici nesouhlasné orientovanych hran|
11.1.3. Muze pro (jediny) zdroj platit zakon kontinuity? [ano]
11.1.4. MuZe v siti néco pritékat do zdroje? [ano]

11.1.5. Muze byt tok na hranach vychézejici ze zdroje vétsi, nez tok na hranach pritékajicich do stoku?
[ano]

11.2 Hledani maximalniho toku

11.2.1. Mame danu sit S = (G, z, s, w) na Obrazku 11.1.

Obrazek 11.1: Sit (G, z, s, w).

a) Jaka je hodnota nejvétsiho toku v siti S? Najdéte jej! [6]
b) Jaké je kapacita minimalniho fezu v siti S? Najdéte minimalni fez. [6, {vsvy, V104, VoV4, V22 }]
c) Jak vypadd mnozina U po skonceni algoritmu? [U = {s,v1,v2,v3}]

11.2.2. Mame déanu sit S = (G, z, s, w) na Obrazku 11.2.

Obrazek 11.2: Sit (G, z, s, w).

a) Jaka je hodnota nejvétsiho toku v siti S? Najdéte jej! [4]
b) Jaka je kapacita minimalniho fezu v siti S? Najdéte minimélni fez. (4, {vsva, v42}]
c) Jak vypada mnozina U po skonéeni algoritmu? [U = {s,v1,v3,v4}]

11.2.3. Mame danu sit S = (G, z, s, w) na Obrazku 11.3.

Obrazek 11.3: Sit (G, z, s, w).



11.3 Zobecnéni siti a dalsi aplikace

a) Jaka je hodnota nejvétsiho toku v siti S? Najdéte jej!
b) Jaké je kapacita minimalniho fezu v siti S? Najdéte minimalni fez.

c) Jak vypadd mnozina U po skonceni algoritmu?

11.2.4. Méme déanu sit S = (G, z, s, w) na Obrazku 11.4.

Obrazek 11.4: Sit (G, z, s, w).

a) Jaka je hodnota nejvétsiho toku v siti S? Najdéte jej!

b) Jaka je kapacita minimélniho fezu v siti S? Najdéte minimélni fez.

c) Jak vypadd mnozina U po skonéeni algoritmu?

11.2.5. Mame dénu sit S = (G, z, s, w) na Obrazku 11.5.

Obrazek 11.5: Sit (G, z, s, w).

a) Jakd je hodnota nejvétsiho toku v siti S? Najdéte jej!

b) Jaké je kapacita minimalniho fezu v siti S? Najdéte minimalni fez.

c) Jak vypadd mnozina U po skonéeni algoritmu?

11.3 Zobecnéni siti a dalsi aplikace
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[7]
[7, {vsva, v42}]

[U = {371)1,1)3,1)4}]

[3]
[3, {sv1, svs, svs }]

[U = {s}]

[6]

[6, {v1v2, V504, V62 } ]

[U = {S,’Ul,’Ug,’Ug,,’Uﬁ}]

11.3.1. Najdéte nejvétsi parovani v nasledujicim grafu. Zdivodnéte, pro¢ neexistuje vétsi parovani.
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Obrazek 11.6: Bipartitni graf G.
[v208, V35, V4V6, V5V |

11.3.2. Existuje systém rtznych reprezentanti pro nasledujici systém mnozin? Pokud ano, najdéte ho,
pokud ne, dokazte to.

My, ={1,2,4}, My ={1,3,7}, M3 = {1,5,6}, My = {2,6,7}, M5 = {2,3,5}, Mg = {3,4,6}, M7 = {4,5,7}

[systém reprezentanti 1 = 1, x9 =7, 23 =5, x4 = 6, 5 = 2, x5 = 3, 7 = 4]

11.3.3. Existuje systém riznych reprezentanti pro néasledujici systém mnozin? Pokud ano, najdéte ho,
pokud ne, dokazte to.

M; ={1,4,5}, My = {1,4,6}, M3 = {1,5,6}, My = {2,3,5}, M5 = {4,5,6}, Mg = {4,5,7}, M7 = {4,6,7}
[systém reprezentantt: |[My U My U M3 U Ms U Mg U M7| =1{1,4,5,6,7}| =5 # 6]
11.4 Priklady k procviceni

11.4.1. Najdéte priklad sité, kde kapacity hran jsou celoéiselné a maximalni tok neni celoéiselny. [takova
sit neexistuje]
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