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Co studuje analyticka geometrie

Geometrie je dilezitym oborem matematiky. Jako kazdy védni obor, také geometrie
vznikla z praktickych potieb spolecnosti. Geometrickych znalosti bylo zapotiebi pri
vymeérovacich pracich, pti stavbach, v astronomii nebo morteplavectvi. Pozdéji byly
geometrické poznatky postupné zpracovavany, az se vyvinula samostatna védecka
nauka. O jeji rozvoj se zaslouzili hlavné staii Rekové. S geometrii se dnes setka-
vame prakticky vSude, nejen v matematickych oborech, ale i v jinych védeckych
a technickych disciplinach.

Existuji dva zptsoby, kterymi lze budovat geometrii: synteticky a analyticky.
Mluvime potom o syntetické nebo analytické geometrii. V syntetické geometrii se
pracuje primo s rovinnymi nebo prostorovymi utvary. Tento pristup byl péstovan
pravé ve starovéku. V analytické geometrii vyjadiujeme geometrické utvary pocetné
pomoci tzv. souradnic. Timto zplisobem prevadime dany geometricky problém na
problém pocetni, ktery pak feSime pomoci linearni algebry a vysledek zase vylozime
geometricky. Analytickd geometrie linearnich ttvart studuje objekty, které mtzeme
popsat rovnicemi, resp. nerovnicemi stupné nejvyse prvniho. K nim patii body,
primky, roviny a jejich c¢asti. Nelinearni utvary, napiiklad kuzelosecky, kvadriky,
specialni kiivky, jsou stfedem zajmu tzv. nelinearni geometrie.

Za zakladatele analytické geometrie je vSeobecné povazovan francouzsky filozof
a matematik René Descartes (1596-1650), ktery v roce 1637 publikoval své dilo
Discours de la Méthode, v jehoz treti casti zvané La Géométrie polozil zaklady
analytické geometrie jako matematické discipliny. O jeji sou¢asnou podobu se vSak
zaslouzil zejména Svycarsky matematik Leonhard Euler (1707-1783).



Cast I

Analyticka geometrie v prostorech
dimenze n



Prvni sezndmeni s analytickou geometrii na stfedni skole probiha zpravidla dosti
intuitivné. Spousta zakladnich poznatkt byva odvozovana nazornym zptisobem, coz
je zpravidla vhodny postup pri osvojovani si zakladnich pojmu a znalosti. V této
kapitole se pokusime zorganizovat nase pocatecni znalosti deduktivnim zptisobem,
tj. pomoci axiomu a vét. Predpokladame, ze z linearni algebry je vSem znam pojem
vektorového prostoru, specialné pak pojem n-rozmérného aritmetického vektorového
prostoru R". Nékteré jeho vlastnosti si v ivodu kratce pripomeneme. Od néj potom
prejdeme k n-rozmérnému afinnimu prostoru A,,, a nakonec k zavedeni n-rozmér-
ného euklidovského prostoru E,,. Neminime vsak vytvaret obecnou abstraktni afinni
a euklidovskou geometrii. Zamérime se pouze na zakladni pojmy tak, abychom ziskali
pottebné prostredky, které umozni budovat analytickou geometrii pomoci nastroju
linearni algebry.



Kapitola 1

Aritmeticky n-rozmeérny vektorovy
prostor R"

Aritmeticky vektorovy prostor R™ je mnozina vsech usporadanych n-tic realnych
c¢isel. Tyto n-tice nazyvame aritmetickymi vektory a zapisujeme je ve tvaru

u = (ug, Uz, ..., Uy). (1.1)

Nuloviym vektorem je n-tice o = (0,0,...,0), opacnym vektorem k vektoru (1.1) je

vektor —u = (—uy, —us, ..., —u,). Kanonickou (standardni) bdzi prostoru R™ tvori
vektory

er=(1,0,...,0), ea = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1), (1.2)

jeho dimenze je dana poctem vektoru baze. Kazdy vektor (1.1) miuzeme napsat jako
linedarni kombinaci vektori ey, ..., e,, tj.

u = uje; + uges + ...+ uye, . (1.3)

Cisla uq, ..., u, nazyvame souradnicemi vektoru u. Vektory vy, ..., v, jsou linedrne
nezavislé, jestlize rovnice
v+ -+ a,v, =0 (1.4)

mé pouze trividlni resent, tj. cy = -+ = a,, = 0. Ma-li rovnice (1.4) netrividlni
resent, tj. alespon jedno z c¢isel aq, ..., o, je nenulové, jsou dané vektory linedrné
2avislé.

Dvourozmérné nebo tfirozmérné aritmetické vektory znazornujeme v kartézské
soustavé souradnic jako orientované tsecky (Sipky) jdouci z pocatku do bodu, které
maji stejné souradnice jako prislusné vektory. Tyto sSipky se také nazyvaji polo-
hové vektory téchto bodu nebo wdzané vektory. Na obrazku 1.1 je zakreslen vektor
u = (3,4) jako polohovy vektor bodu A = [3,4].

Umluva 1.1. V celém textu budeme pro lepdi prehlednost zapisovat soufadnice
bodl do hranatych zavorek a souradnice vektori do kulatych zavorek.
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Obr. 1.1: K pojmu vektoru

Ze stiedni skoly vime, ze vektorem u je také definovano shodné zobrazeni, tzv.
posunuti. Bod A je tedy obrazem bodu O v posunuti urceném vektorem u. Toto
posunuti zobrazi také napiiklad bod C' = [5,1] do bodu D = [8,5]. Jelikoz je posu-
nuti urc¢eno libovolnou dvojici sobé odpovidajicich bod, tj. bodem a jeho obrazem,
muzeme tudiz kazdy vektor, ktery dostaneme rovnobéznym posunutim vektoru u,
povazovat za reprezentanta jednoho a téhoz aritmetického vektoru. Timto zplisobem
vlastné ztotoznujeme aritmetické vektory s geometrickymi vektory, které zndme téz
jako wvolné vektory z fyziky a geometrie. Dodejme jesté, ze mnozina vsech volnych
vektorti spolu s operacemi s¢itani vektorti a nasobeni vektoru cislem tak, jak jsou
obvykle definovany, je vektorovym prostorem ve smyslu definice vektorového pro-
storu.

Poznamka 1.2. Prostory bodiu a volnych vektorti jsou tedy velice tizce spjaty.
Tomu rozumime tak, ze kazdé usporddané dvojici bodu (A, B) muZzeme prifadit
pravé jeden vektor zﬁ . Navic ke kazdému bodu A a ke kazdému vektoru u existuje
jediny bod B takovy, ze

AB = (1.5)

a pro kazdé tri body A, B, C' plati
AC = AB + BC. (1.6)

Uvedené vlastnosti jsou znamé vlastnosti euklidovského prostoru, s nimz jsme
pracovali na stredni skole, at uz slo o rovinu nebo trojrozmérny prostor. Tento pro-
stor jsme intuitivné chapali jako spojeni dvou prostori: prostoru bodi a prostoru
volnych vektori. PTi budovani analytické geometrie je pravé vyhodné uvazovat pro-
story zahrnujici vektory a body. O jejich pfesné zavedeni se nyni pokusime.



Kapitola 2

Afinni n-rozmeérny prostor

Definice 2.1. Necht je ddna neprazdnd mnozina A,, (jeji prvky jsou tzv. body),
vektorovy prostor V,, dimenze n a zobrazeni

b Apx A, >V, (2.1)

téchto vlastnosti:

e Pro kazdy bod A € A, a pro kazdy vektor u € V,, existuje pravé jeden
bod B € A, tak, ze

¢ (A,B) =u. (2.2)
e Pro kazdé tri body A, B, C' € A, plati, ze

»(AC)=0¢(A,B)+¢(B,C). (2.3)

Potom uspotadanou trojici (A, V,, ¢) nazyvame afinnim prostorem dimenze n
a budeme jej strucné oznacovat A,,. Vektorovy prostor V,, nazyvame vektorovym
zamerenim afinniho prostoru A,. Dimenzi afinntho prostoru rozumime dimenzi
jeho vektorového zaméteni.

Obr. 2.1: K definici afinniho prostoru A,,



Poznamka 2.2. Nazornou ilustraci k definici afinniho prostoru mame na obraz-
ku 2.1. Vektor ¢ (A, B) budeme pro jednoduchost oznacovat 1@ nebo B — A.
Ve druhém pripadé pak mluvime o rozdilu bodi B, A. Piseme-li tedy u = B
nebo u = B — A, jednd se jen o ruzné zapisy jednoho a téhoz vektoru. Rovnost (2.2)
budeme tudiz zapisovat také ve tvaru

B=A+nu.

Priklad 2.3. Necht A, = R, je mnozina vSech usporadanych n-tic realnych c¢isel
(tzv. bod) zapisovanych v hranatych zévorkdch a necht V,, = R™ je n-rozmérny
aritmeticky vektorovy prostor. Jeho vektory budeme oznacovat jako v (1.1). Zobra-
zeni (2.1) definujme nésledovné:

¢<AaB) =B-A= (bl_al7b2_a2a"'7bn_an)>
kde
A:[al,ag,...,an], B:[bl,bg,...,bn].

Dokazte, ze (R,,,R", ¢) je n-rozmérnym afinnim prostorem, jehoz vektorovym za-
mérenim V,, je aritmeticky vektorovy prostor R™.
Reseni. Musime dokézat, ze plati obé vlastnosti z piedeslé definice. Mé&jme tedy
A =a;] € Ry, u= (u;) € R". Timto struénym zapisem budeme rozumét, ze kazdy
index probihd mnozinu ¢éisel {1,...,n}. Pro hledany bod B, ktery fesi rovnici (2.2)
plati

(bi — a;) = (ui),
resp.

bi—ai:ui, ZE{L,TL}

Soustava rovnic, kterou jsme obdrzeli ma pravé jedno teseni, existuje tedy jediny
bod
Necht A = [a;], B = [bi], C = [¢;] jsou libovolné tii body z R,,. Potom plati:

Také vlastnost (2.3) je splnéna. Usporddana trojice (R,,R"™ ¢) je tedy afinnim
prostorem. Nazyvame jej aritmetickym afinnim prostorem dimenze n a oznacu-
jeme A(R,). A
Poznamka 2.4. 7 axiomu afinniho prostoru 1ze odvodit nékteré rovnosti, které od-
povidaji nasi intuici. Napriklad pro libovolné body A, B, C' € A,, a vektory u,v € V,,
plati

A-—A=o

B—A=—-(A-DB)

(A+u)+v=A+(u+v)
(A+u)—(B+v)=(A—B)+ (u—v).

~—~ o~ —~
~N O Ot &~
N N N



8 Afinni n-rozmérny prostor

K ovéreni spravnosti danych rovnosti si nejprve napiseme axiom (2.3) ve tvaru
C—-—A=(B—-A)+(C-B). (2.8)

Spravnost prvni rovnosti odvodime, polozime-li ve vztahu (2.8) B = A. Jelikoz
ve \gktorovém prostoru existuje pravé jeden nulovy vektor, musi platit A — A = o,
tj. AA = o.

K dikazu rovnosti (2.5) staci zase do vztahu (2.8) dosadit C' = A. Vyjde

o=(B-A)+(A-B),

tj. vektory B — A a A — B jsou navzajem opacné. Jinak zapsano 1@ = —EZL
Ozna¢me B = A+u, C = B+v. Odtud C = (A+u)+v. Rovnost (2.8) mizeme
také napsat ve tvaru C — A =u+v, tj. C = A+ (u+v). Tim je dokdzéna tteti
rovnost.
Zbyvéa jesté dokazat posledni rovnost. Polozime u = X — A, v = Y — B, tj.
X =A+u,Y = B+ v apomoci vztahu (2.8) upravime postupné pravou stranu
v rovnosti (2.7)

(A-B)+(u-v)=(A-B)+ (X —A)+(B-Y))=(A-B)+ (X —A)+
+(B-Y)=(X-B)+(B-Y)=X-Y =(A+u)— (B+Vv).

Definice 2.5. Necht O je libovolny bod afinniho prostoru (A,, V., ¢) a necht
(e1, ..., e,) je libovolna baze jeho vektorového zamétreni V,,. Potom usporadanou
(n 4 1)-tici

S=(0,eq,...,e,) (2.9)

nazyvame afinni soustavou souradnic v A,. Souradnicemi bodu X € A, v sou-

stavé S budeme rozumét soufadnice vektoru OX v bazi (e, ..., €,).

Poznamka 2.6. K libovolnému bodu X existuje tedy prave jedna usporadana n-tice
redlnych cisel x4, ..., x, takova, ze

OX = 2161+ - + Tpen, (2.10)
resp.

X=0+uze1+ - +xpe,. (2.11)
Podobné souradnicemi vektoru u € V,, v soustavé S rozumime jeho souradnice
vzhledem k bézi (eq, ..., e,). Pro lepsi piehlednost se proto domluvme na tomto

oznaceni
(X|s = [z1, ..., xn], resp. [X]s =[x, (2.12)
uls = (ug, ..., up), resp. [uls= (u;). (2.13)

Souradnicové vektory (2.12) nebo (2.13) budeme také nékdy zapisovat jako aritme-
tické sloupcové vektory.



Véta 2.7. Necht X,Y jsou libovolné body a u libovolny wvektor afinniho pro-
storu A,,, pricemz vzhledem k pevné zvolené afinni soustave souradnic je

(X]s =[zi], [Ys=1[v], [uls=(w)
Potom plati

(X + uls = [z + wl, (2.14)
Y = Xls = (yi — @) (2.15)

Diikaz. Misto x1ey + - - - + x,e, budeme psat jednoduse z;e;, atd.

X+u=0+uxe +ue; =0+ (x; + u)e;, tzn. [ X +u|s = [x; + wl,
Y = X = (0 +yie;) — (O + mie;) = yie; — vie; = (y; — x;)e,
tzn. [Y — X|s = (y; — x;).

Obé rovnosti jsou splnény, tim je tedy véta dokazéana. O

Poznamka 2.8. V predeslé poznamce jsme kazdému bodu z A, priradili usporada-
nou n-tici souradnic. Stejné tak i kazdému vektoru z V,, jsme priradili usporadanou
n-tici souradnic. Tim jsme vlastné ztotoznili pti dané soustavé souradnic S body
afinntho prostoru A,, s body aritmetického afinniho prostoru A(R,) a vektory vek-
torového zamétreni V,, afinniho prostoru A, s vektory vektorového zaméreni R"
prostoru A(R,). Podle (2.14) a (2.15) mizeme navic vSechny operace mezi body
a vektory prostoru A, prevadét na operace s aritmetickymi body a vektory, nebot
si tyto operace odpovidaji i po soutadnicich.

V afinnim prostoru lze zvolit afinni soustavu souradnic zcela libovolné. Na ob-
razku 2.2 mame v afinnim prostoru Aj znazornény dvé afinni soustavy souradnic
S =(0,e1,e9,e3) a S = (0, €], €}, €;). Pro libovolny bod X pak plati:

[X]s = [21, 22, 3], resp. [X]s = [2], x5, x5].

Zajima nas samoziejmeé jaky je vztah mezi ,necarkovanymi® a ,carkovanymi® sou-
fadnicemi bodu X. O zméné souradnic bodu pfi zméné afinni soustavy soutradnic
pojednava nasledujici véta.

X

€3 /
€2 €,

O 61 O/ ell

Obr. 2.2: Transformace afinnich soutradnic



10 Afinni n-rozmérny prostor

Véta 2.9. Necht S = (O,eq, ..., e,) a S = (0,€), ..., €),) jsou dvé afinni
soustavy souradnic v afinnim prostoru A, jejichz vzdjemnij vztah je popsdn témito
rovnostma:

O'=0+be +---+be, (2.16)

!
€, = ape; +asex+ -+ ay€,

8,2 = a12€1 + a922€2 + - -+ + an9€, (217)

/
€, = a1n€1 + agp€2 + -+ - + appey .

Necht [ X|s = [x;], [X]s = [z}]. Potom pro souradnice bodu X plati tyto transfor-
macni vzorce:

T = CL11.T/1 + a12[E/2 + -+ alnx; + bl

/ / /
Ty, = Ap1 Ty + ApaThy + - + Qppx,, + by .

Diikaz. Ziejmé plati
X=0+uze + +x,e,, (2.19)

resp.

X=0+xej+---+ae,. (2.20)

S piihlédnutim ke vztahtm (2.16) a (2.17) muzeme rovnost (2.20) napsat ve tvaru

X =0+be+--+be,+2i(aner+ - +ame,) +- -+, (a1,€1 + - - + appey),
odkud s pouzitim axiomu vektorového prostoru dostaneme

X =0+ (anxi+ - +apx, +b)e + -+ (aumz) + -+ apnx), + by)e, . (2.21)

Porovnanim koeficientti u vektoru ey, ..., e, ve vztazich (2.19) a (2.21) ziskdme
postupné transformacni vztahy (2.18). O

Poznamka 2.10. Vzorce (2.18) lze také napsat prehledné v maticovém tvaru. Defi-
nujme matice X, X', B, A sestavené po sloupcich ze souradnic bodu X v soustavé S
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resp. ', bodu O’ a vektoru e}, ..., €,:
T x) by
) Z! bg
X = X =| "7, B= :
x x! b
! 8 ! (2.22)
ayj; a1 ... QAip
A— Q21 Q22 ... Q2
Ap1 Ap2 ... Qpp
Potom plati
X = AX' + B. (2.23)
Matice A je regularni, nebot vektory e, ..., €/, jsou linedrné nezavislé. Existuje k ni

tedy inverzni matice A~!. Ndsobime-li rovnici (2.23) zleva matici A~!, obdrzime po
upraveé vzorec

X' =A'X-AB, (2.24)
ktery umoznuje vypocitat souradnice bodu X v soustavé &’ pomoci ,puvodnich*

souradnic.

Priklad 2.11. V afinni soustavé souradnic S = (O, e, ey, €3) je ddn bod O’ a vek-
tory €], e}, e}, pricemz plati [0']s = [7,8,9], [e]]ls = (3,1,—2), [e}]s = (1,0,5),
les]ls = (2,3,4). Urcete soufadnice bodu X v soustavé &' = (0, €], €}, €}), jestlize
[X]s = [13,12, 16].

Resend. Matice (2.22) maji tvar

13 31 2 xh 7
X=(12], A= 103 |, X=|2|,B=]3
16 —2 5 4 ) 9

Matice A mé nenulovy determinant, (det(A) = —45), je tedy regularni. Mame tak
jistotu, ze vektory e}, e, e} tvorl bazi, a ma tudiz smysl mluvit o afinni soustavé
souradnic §’. Plati

L[ 15 —6 -3
—1:4— 10 —-16 7 |,
>\ 5 17 1
podle (2.24) pak
15 —6 -3 13 L[ 15 —6 =3 7 1
X'=| 10 -16 7 12 | == 10 16 7 8 | =111,
-5 17 1 16 -5 17 1 9 1

odkud [X]S’ = [1, 1, 1] A
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Definice 2.12. Necht A,, je afinni prostor a V,, jeho vektorové zaméteni. Vyberme
libovolny bod M € A,, a vektorovy podprostor V,, prostoru V,,, m < n. Potom
mnozinu

A,={XeA,: X=M+uueV,}

nazyvame afinnim podprostorem afinniho prostoru A, s vektorovym zamére-
nim V,,.

Afinni podprostor je definovam jako mnozina vSech bodu X afinniho prostoru,
pro které vektor M X € V,,.

€3

€1

Obr. 2.3: Rovina v afinnim prostoru
Poznamka 2.13. Necht (uy,...,u,,) je baze podprostoru V,,, potom afinni pod-
prostor A,, je mnozina vsech bodi X popsanych rovnici
X=M+tiu;+---+t,u,,, (2.25)

kde M € A, aty,...,t,, € R. Podrostor A,, se nazyva primka pro m = 1, rovina
pro m = 2, nadrovina pro m = n — 1. Na obrazku 2.3 je zakreslen pripad, kdy n = 3
am = 2.

V afinnim prostoru A,, zvolme afinni soustavu soufadnic S = (O, ey,...,e,),
vzhledem k niz

(Xls = [z1,. .., x0], [M]s=[ma,...,myu], [W]s = (us,...,un), i1 €{1,...,m}.
Rovnici (2.25) pak muzeme zapsat pomoci souradnic ve tvaru

[X]s = [M]s + ti[w]s + - + tw[tn]s (2.26)
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tj.
[T1, .y ) = [ma, oo mp] Ft(ugn, o ) o A (Ui, - Unm) . (2.27)
Porovnanim soutadnic v rovnici (2.27) dostaneme

1 =my + unty + -+ Umt,
To = Mo + u21t1 4+ -+ Ut (228)

Tp = My + Upity + -+ + Upnl,.

Libovolny bod X afinniho podprostoru muzeme tedy vyjadrit vektorové (2.25) nebo
pomoci souradnic (2.28). Soustavu (2.28) potom nazyvame soustavou parametric-
kych rovnic afinniho podprostoru A, s parametry ti,...,t,. Z linedrni nezavislosti
vektort uy, . .., w, vyplyva, ze hodnost matice U = [u;i|nxm je m.

Eliminaci parametru ¢y, ...,t,, ze soustavy (2.28) lze afinni podprostor A,, po-
psat také jako mnozinu vSech bodiu X, jejichz souradnice vyhovuji soustavé linear-
nich rovnic

a1y + -+ apT, + by =0
21T+ + G 1nTy + b2 =0 (229)

Ap1 Ty + - +ahnxn+bh - Oa

kde hodnost matice soustavy i hodnost rozsitené matice soustavy jsou rovny ¢islu
h =n—m. V pripadé nadroviny je hodnost h = 1, tj. nadrovina je popsana jedinou
linearni rovnici.

Priklad 2.14. Rovina o v afinnim prostoru A(Ry4) urc¢end bodem M = [1, -1, —1,4]
a vektory u; = (1,2,2,-3), uz = (1,1,0,2) ma vektorovou rovnici

o X =[1—1,-1,4+t (1,2,2,-3) +t2(1,1,0,2)
nebo parametrické rovnice

1 =141 +12
To = —142t1 + 15
r3 = —1+4 2t
xg =4 — 3ty + 2t
Z prvnich dvou rovnic miizeme vypocitat parametry t;, to a vyrazy, které tak zis-
kame, dosadit do zbyvajicich dvou rovnic. Timto zptsobem parametry ti, t vy-
lou¢ime a dostaneme rovnici dané roviny ve tvaru (2.29), tj. jako prusecnici dvou
nadrovin:
201 —2x9+ 23 —3=0
—Tx1+ 59+ 24, +8=0
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Poznamka 2.15. Nyni bychom uz mohli fesit rizné tlohy tykajici se bodi, primek
a rovin, jejich vzajemné polohy, tj. afinni ilohy. Nemame vsak definovany pojmy
jako vzdalenosti nebo velikosti 1hl, které umoznuji resit i tzv. metrické tlohy jako
naptiklad vzdalenost dvou bodi, odchylka dvou ptimek, apod. K feseni béznych
geometrickych tloh potrebujeme afinni prostor vybavit skaldrnim soucinem, coz
nam umozni v tomto prostoru zavést metriku a ,,mérit“.
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Kapitola 3

Euklidovsky n-rozmérny prostor

Afinni prostor A,, se zavedenou ,metrikou* budeme oznacovat E,, a nazyvat n-roz-
mérnym euklidovskym prostorem. V E, se nauc¢ime mérit vzdélenosti a odchylky
a pak uz se budeme vénovat afinni a metrické geometrii linedrnich utvari v eu-
klidovském prostoru Esz, v némz lze vse pékné nazorné demonstrovat. Nejprve si
v kratkém prehledu pripomeneme zakladni pojmy z linearni algebry souvisejici se
skalarnim souc¢inem. Podrobnéjsi informace 1ze najit ve vyukovém modulu ,,Linearni
algebra“.

Necht V je redlny vektorovy prostor a necht kazdé usporddané dvojici vektort
u,v € V je prifazeno pravé jedno redlné cislo, které budeme oznacovat (u,v).
Jestlize pro kazdé tii vektoty u,v,w € V a pro kazdé redlné ¢islo o plati axiomy

(u+v,w)=(u,w) + (v,w) (3.1)
(o, v) = a(u,v) (3.2)
(u,v) = (v,u) (3.3)
(u,u) 20 (3.4)

pricemz rovnost ve vztahu (3.4) nastane pravé tehdy, kdyz u = o, potom takovéto
zobrazeni nazyvame skaldrnim soucinem vektoru u, v. Vektorovy prostor, v némz je
definovan skalarni soucin, se nazyva vektorovy prostor se skaldrnim soucinem nebo
také unitdarni prostor.

Predpokladejme, ze V je opét redlny vektorovy prostor a ze kazdému vektoru
u € V je piifazeno pravé jedno nezadporné realné &islo oznacované |[ul|. Cislo |jul|
se nazyva norma (velikost) vektoru u, mé-li pro kazdé dva vektory u, v a pro kazdé
realné ¢islo a tyto vlastnosti:

lu+ v = flaf + v (3.5)
leu]] = |af - [lul] (3.6)
|lu =0 & u=o0 (3.7)

Poznamka 3.1. V kazdém vektorovém prostoru V konecné dimenze je mozno za-
vést skalarni soucin i normu nekonec¢né mnoha zptsoby. Naptiklad, je-li V vektorovy
prostor se skalarnim souc¢inem, mizeme normu vektoru u € V zavést predpisem
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[ul] = v/ (u,u). (3.8)

D4 se ukézat, ze redlné cislo ||u| stanovené rovnosti (3.8) ma skutecné vsSechny
vlastnosti normy (3.5)—(3.7). Tuto normu nazyvame normou indukovanou skaldrnim
soucinem.

Umluva 3.2. V dal$im textu budeme pouzivat pravé normu definovanou vzor-
cem (3.8).

Vektor u se nazyva jednotkovy, jestlize ||ul| = 1. Pfipomenme si, Ze pro libovolné
dva vektory u, v plati dulezita Schwarzova nerovnost

(0, v)[ = Jlulf- vl (3.9)

Jsou-li vektory u, v nenulové, mizeme Schwarzovu nerovnost zapsat také ve tvaru

-1 R St 1

Nerovnost (3.10) pak umoznuje definovat odchylku ¢ (strucné whel ¢) dvou nenulo-
vych vektor vzorcem
(u,v)

Tal 1 (3.11)

cos ¢ =
a podminkou ¢ € (0, 7). Vektory u,v nazyvame ortogonalni (kolmé), pravé kdyz
(u,v) = 0. Nulovy vektor o je zfejmé ortogonélni k libovolnému vektoru u, nebot

(o,u) = (Ou,u) =0(u,u) =0.

Pokud jde o nenulové vektory, ze vzorce (3.11) vyplyvd, Ze dva nenulové vektory
u, v jsou ortogonalni prave tehdy, kdyz jejich odchylka ¢ se rovnd 7/2, coz odpovida
nasi predstavé o kolmosti vektort. Nenulové ortogonalni vektory jsou vzdy linedrné
nezavislé. V kazdém vektorovém prostoru se skalarnim souc¢inem konecné dimenze
existuje alespon jedna ortogondlni baze. Tu vytvorime z neortogonalni baze pomoci
Schmidtova ortogonalizacniho procesu. Jsou-li vSechny vektory ortogonalni béze na-
vic jednotkové, nazyva se takova baze ortonormdini. Jestlize tedy oznac¢ime symbo-

lem £ = (e, ..., e,) ortonormalni bazi vektorového prostoru V, potom zfejmé
(es0) =4 1 Prot=J (3.12)
v 0, proi # j. '

Pro skalarni soucin dvou vektort u, v, jejichz souradnice vzhledem k ortonormaélni
bazi € jsou [ulg = (u1,...,uy), [V]e = (v1,...,v,), pak plati

(u,v) = (u1€1 + ugey + - -+ + upe,, v1€1 + v2€9 + - - - + V€, ,
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odkud vzhledem k vlastnostem (3.1)—(3.3) skaldrniho soucinu a rovnostem (3.12)
dostaneme jednoduchy vzorec

(U, V) = ugvy + ugva + - - - + Uy vy, . (3.13)

Definice 3.3. Afinni prostor, jehoz vektorové zaméreni je vektorovym prostorem
se skalarnim soucinem, nazyvame euklidovskym prostorem.

Poznamka 3.4. Euklidovsky prostor dimenze n znac¢ime obvykle E,. Kazdy afinni
podprostor euklidovského prostoru je zfejmé také euklidovkym prostorem. Mluvime
potom o euklidovskych podprostorech euklidovského prostoru.

Definice 3.5. Necht E,, je euklidovsky prostor. Vzddlenost bodi A, B € E,, ozna-
¢ujeme v(A, B) a definujeme ji vzorcem

v(A,B) =B — Al (3.14)

Véta 3.6. Bud A, B,C € E,,, potom plati

v(A,B)=v(B,A)
v(A,B) 20, pritomv(A,B) =0 A=1B (3.15)
v(A,C)=v (A B)+v(B,C), tz. trojihelnikovd nerovnost

Diikaz. S prihlédnutim k rovnostem (2.4), (2.5), (2.8) a axiomim (3.5)—(3.7) plati:
v(A,B) =B - Al =[l=(A=B)[|=[-1]-[[A =Bl =v(B,4)
v(A,B)=[B-A[z20, v(AA4)=|A-A]|=]o]=0
v(A,C)=C=Al=(B=A)+(C=B)|=[IB-Al+[IC~-B| =

=v(A,B)+v(B,C).

O

Definice 3.7. Necht E,, je euklidovsky prostor a V, jeho vektorové zameéreni.
Afinni soustavu souradnic

S=(0,eyq, ..., €,) (3.16)

v E,, nazveme kartézskou soustavou souradnic, jestlize

(e1, ..., ep)

je ortonormalni baze ve V,,.
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Véta 3.8. Necht (3.16) je kartézskd soustava souradnic v euklidovském pro-
storu E,,. Potom vzddlenost libovolngch dvou bodi X a'Y, kde [X]s = [z1, ..., =)
a[Yls=1[y1, ---, ya], je dana vzorcem

v(X,Y) = \/(y1 — )’ 4 (g —22) 4 - (Yo — ) (3.17)

Diikaz. Podle (2.15) je [Y —X]s = (y1—x1,Y2—22, ..., Yo—2T,). PoloZmeu =Y — X
tj. [uls = (y1 — @1, 92 — @2, ..., Yn — T,), takze

o (X,Y) = Jufl = VW) = /(1 — 21+ o+ (g — 20)”
]

Poznamka 3.9. Jako priklad afinniho prostoru jsme si uvedli aritmeticky afinni
n-rozmérny prostor A(R,) = (R,,R", ¢), kde R,, je mnozZina vSech usporadanych
n-tic redlnych cisel zapisovanych v hranatych zavorkach a R™ je aritmeticky vek-
torovy prostor. Jestlize v R™ definujeme skaldrni sou¢in rovnosti (3.13), dostaneme
euklidovsky prostor, ktery oznac¢ime symbolem £(R,,) a budeme nazyvat aritmetic-
kym euklidovskym prostorem dimenze n. Kanonické baze (1.2) prostoru R” je zfejmé
ortonormalni, takze soustava souradnic

S:(O,el, ...,en)

prostoru E(R,,) je kartézska. Zvolime-li v libovolném euklidovském prostoru E,, kar-
tézskou soustavu souradnic, mizeme jej véetné jeho zaméreni ztotoznit s aritmetic-
kym euklidovskym prostorem £(R,,) a vSechny priklady tykajici se E, fesit v E(R,,).

Na zavér prvni kapitoly si nyni nase poznatky kratce zrekapitulujeme. Body
a vektory euklidovského prostoru E,, mizeme na zakladé predeslé poznamky ztotoz-
nit s aritmetickymi body a vektory, a zapisovat je tedy ve tvaru

X =[zy,...,x,), u=(uj,us,...,u,), atd.

Skaldrni soucin libovolnych dvou vektorti u = (uqy,ug, ..., u,), v= (v1,0s, ..., vp)
je definovan vzorcem (3.13), tj.

(u,v) = ugv1 + ugvg + - -+ + Upvy, .

Tento skalarni soucin nazyvame euklidovskym skaldrnim soucinem. Normu (délku,
velikost) vektoru u definujeme vzorcem (3.8), ktery muzeme vzhledem k vzorci (3.13)
psat ve tvaru

lull = y/ud + g+ 4. (3.18)
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Norma definovana timto predpisem se nazyva euklidovskd norma. Odchylka ¢ dvou
nenulovych vektori u, v je pak definovana vzorcem

o= accos (1)

[[ul[ v

7 s MV

Zbyva jesté vzdalenost libovolnych dvou bodu X = [xq, ..., z,] a Y = [y, ..., ynl.
Ta je urcena rovnosti (3.17), tj.

v(X,Y) = \/(?/1 —w1)2+(y2 —$2)2+---+ (yn —:L‘n)2.
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Cast IT

Analytickad geometrie linearnich
utvara v E;g
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Uvazujme nyni trojrozmérny euklidovsky prostor E3, v némz je zavedena kartéz-
ska soustava souradnic

S = (0,61,82,63), e — (1,0,0) s €y — (0, 1,0), €3 — (0,0, 1) . (319)

Rekneme, Ze tato soustava je pravotocivd, jsou-li jednotlivé vektory orientovany tak,
ze pozorujeme-li vektory ey, es z koncového bodu vektoru es, musime vektor e; otocit
o thel ¢ = 7/2 proti sméru chodu hodinovych rucicek, aby splynul s vektorem e,
(obrazek 3.1). Soufadnicové osy xi, s, x3 prochazeji po¢atkem O a jejich kladné
casti jsou souhlasné orientovany s vektory ey, e, e3. Kartézskou soustavu souradnic
(3.19) budeme také oznacovat (O, +x1, +xa, +13).

At+x3

+x1

Obr. 3.1: Kartézska soustava souradnic v Eg

Poznamka 3.10. Euklidovsky prostor E3, v némz je zavedena kartézska soustava
soufadnic (O, +xy, +2, +23) (jiné oznaceni (O, +x, +y,+2)) je svymi vlastnostmi
nejblizsi nasemu redlnému prostoru. Myslime tim, Ze vzdalenost a odchylka tak,
jak jsme je definovali v E,,, maji v E3 vlastnosti, které maji ,,obvykla vzdéalenost‘
a ,obvykla odchylka® v redlném prostoru. V nasledujicich dvou ukazkach se o tom
miizeme presvedcit.

Na obrazku 3.2 je znazornén kvadr o rozmérech a,b,c. Pro délku jeho télesové
uhlopricky plati podle Pythagorovy véty

v=1vVa®+ b+ 2. (3.20)

Tentyz kvadr je umistén v kartézské soustavé souradnic. Pro délky jeho hran
ziejmé plati

a=|yo—x2|, b=|yn — 1|, c=|ys — x3],
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At+x3
| Y | Y = [y17y2,y3]
| |
| T
! c : ! Y3 — 3|
) | :
|

e e e
I_____ 'I:_____ +x2

b / Nyo — x2l| Ny — 21|
X a +a’;1 X - [l'l,flfg,ng]

Obr. 3.2: Vzdalenost dvou bodu v Eg

takze po dosasazeni za a,b, ¢ do (3.20) obdrzime pro délku télesové uihlopticky XY

v(X,Y) = \/(yl — 1)+ (g2 — 72)" + (y3 — w3)°,

tj. stejny vysledek, ktery udava vzorec (3.17) pro vzdélenost dvou bodi v Es.

Strany trojuhelnika na obrazku 3.3 maji délky |jul|, ||v] a ||u — v||. Polozime-li
u = (ug,ug,u3), v.= (v102,03), potom u — v = (u; — vy,us — vg,us — v3). Pro
odchylku ¢ vektorii u, v plati podle kosinové véty:

2 2 2
[[al|” + IvII" = fla = vl|

2 [lulf{lvl] ’

cos ¢ =

tedy

(u? +ud +ud) + (V2 + 03 +03) — [(wr —v1)* + (ug — v2)* + (uz — v3)°]
2 |[[ull |[v]| ’

cos ¢ =

odkud po upravé vyjde
U171 + UV + U3V3

cos ¢ =
[[al vl

Posledni rovnost pak uz predstavuje vzorec (3.11) pro odchylku dvou vektoru v Es.
Euklidovsky skalarni soucin vektori u, v v E3 ma totiz pravé tvar

(u,Vv) = uyv; + ugvy + uzvs .
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A+z3

+x

Obr. 3.3: Odchylka dvou vektori v Eg
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Kapitola 4

Afinni geometrie linearnich utvaru

v Es

V této casti se budeme vénovat studiu afinnich vlastnosti a feseni nékterych tloh,
které se tykaji bodiu, piimek a rovin v prostoru Es.

4.1 Primka

Jak vime, primka je ur¢ena dvéma riznymi body. Méjme tedy ptimku AB a libovolny
bod X, ktery na ni lezi, viz obrazek 4.1.

+x3

+x
Obr. 4.1: Primka v Ej
Vektory u = B— A ax = X — A jsou linearné zavislé, tzn. existuje redlné ¢islo ¢

takové, ze
X — A=tu.
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Tuto rovnost zapisujeme nejcastéji ve tvaru
X=A+tu (4.1)

a mluvime o vektorové rovnici primky. Vektor u se nazyva smerovy vektor primky
AB. Obecné kazdy vektor, ktery je rovnobézny s primkou AB, mizeme brat jako
jeji smérovy vektor. Redlné ¢islo ¢ se nazyva parametr. Je ziejmé, ze k libovolnému
bodu X primky AB existuje pravé jedno t € R takové, ze plati (4.1). Naopak,
kazdému ¢t € R je rovnici (4.1) prirazen prave jeden bod X piimky AB. Jinak feceno:
Jestlize parametr ¢ ,probéhne“ vsSechna realna cisla, potom bod X ,probéhne*
celou primku AB. Rozepsanim rovnice (4.1) do soufadnic ziskdme tzv. parametrické
rovnice primky. Je-li tedy A = [a1,a2,a3] a u = (ug,us,u3), pak pro souradnice
libovolného bodu X = [z1, x9, x3] piimky AB plati

T = a1+ tu1
Ty = ag + tuy (4.2)

x3:a3+tu3.

Piiklad 4.1. Je déna primka AB, kde A = [-2,3, 2|, B = [2,6, —3|. Napiste jeji
parametrické rovnice a urcete bod P, v némz protind souradnicovou rovinu Oxxs .

Reseni. Pro smérovy vektor u piimky AB plati: u = B — A, tj. u = (4,3, —1).
Prislusné paremetrické rovnice pfimky AB jsou

$3——2—t

Hledany prisec¢ik P = [py, p2, p3] musi mit druhou soufadnici nulovou, tj. p; = 0.
Po dosazeni souradnic bodu P do parametrickych rovnic dostaneme postupné: t = —1,Jj
p1 = —6, p3 = —1, tedy P = [—6,0, —1], obrazek 4.2. A

Vzajemna poloha dvou primek

O vzajemné poloze dvou primek rozhoduje pocet spolecnych bodu a také skutecnost,
jsou-li libovolné zvolené smérové vektory téchto primek linearné nezavislé nebo za-
vislé.

Na obrazku 4.3 mame nakresleny primky p, ¢ a r. Ptimky p, » nemaji zadny spo-
le¢ny bod, jejich smérové vektory u, w jsou linedrné zdvislé, primky jsou rovnobézné.
Také primky ¢, » nemaji zadny spolecny bod. Jejich smérové vektory v, w jsou vsSak
linedrné nezdvislé, primky jsou mimobéezné. Podobné i primky p, ¢ maji linedrne
nezdvislé smérové vektory, ale navic se protinaji v bodé P, jsou tedy ruznobéezné.
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Obr. 4.2: K prikladu 4.1

Podivejme se nyni na analyticky zptsob Teseni vzajemné polohy dvou piimek
v E3. Necht jsou dany primky p, q o rovnicich

p: X=A+tu
q: Y =B+ sv.

Hledame jejich spolecné body, hledame tedy takové hodnoty parametrii ¢ a s, aby
X =Y. Porovnanim pravych stran obou rovnic dostavame po upravé vektorovou
rovnici

tu—sv=DB—A,

ktera rozepsanim do souradnic ptrejde na soustavu tii linearnich rovnic o dvou ne-
znamych t, s:

tu1 — SU1 = b1 — ay
tU/Q — SUy = bg — Q9 (43)

tU,3—S’U3:b3—a3.

Z linearni algebry je znamo, ze kazda soustava linedrnich rovnic mtze mit prdve
jedno resent, Zidné reseni nebo nekonecné mnoho resent.

Ozna¢me h hodnost matice soustavy (4.3) a b’ hodnost rozsitené matice soustavy
(4.3). Podle Frobeniovy véty mé dand soustava FeSeni pravé tehdy, kdyz h = R/,
a nema TeSeni prave tehdy, kdyz h # h'. Odtud pak dostavame, Ze miize nastat
pravé jedna z téchto ¢ty moznosti:

(1) h = 1,k = 1: Soustava mé nekonecné mnoho feseni, smérové vektory u, v jsou
linearné zavislé. Primky p, g jsou rovnobézné spljvajici.

(2) h = 1,h' = 2: Soustava nemd zadné feseni, smérové vektory u, v jsou linedrné
zavislé. Primky p, ¢ jsou rovnobézné rizné.
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Obr. 4.3: K vzajemné poloze dvou primek

(3) h = 2,1/ = 2: Soustava mé pravé jedno feseni, smérové vektory u, v jsou linedrné
nezavislé. Primky p, ¢ jsou riuznobézné.

(4) h = 2,h' = 3: Soustava nema zadné Teseni, smérové vektory u, v jsou linedrné
nezavislé. Primky p, ¢ jsou mimobézné.
Jednou z tuloh v analytické geometrii je tloha najit pricku dvou primek, tj.

primku, kterd obé primky protina.

Priklad 4.2. Urcete souradnice bodi, v nichz pricka m rovnobézna s vektorem w
proting piimky p: X = A+4+tuaqg=CD, je-li

w=(0,2,1), A=[-1,-2-4], u=(1,2,4), C =[-5,7,5], D =1[5,1,—1].

Reseni. Ozna¢me v smérovy vektor piimky C'D, plati v = (10, —6, —6), a rozhod-
néme nejprve o vzajemné poloze primek p, q:

p: X =[-1,-2,—4]+t(1,2,4), q: Y =[-5,7,5]+s(10,—6,—6).

Prislusna soustava rovnic (4.3) pro primky p, ¢ mé tvar

t—10s = —4
2t+6s=9
4t +6s =9,

odkud zjistime, Zze hodnosti matice soustavy A a rozsifené matice soustavy A’, kde

1 —10 1 —10 —4
A=|2 6|, A=[2 6 9
4 6 4 6 9
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jsou h =2,/ = 3, tzn. ptimky p, ¢ jsou mimobézné.
Pokud pricka m existuje, potom protind mimobézky p, ¢ po fadé v bodech P, Q,
viz obrazek 4.4, takze plati

P=A+tu, Q=C+sv. (4.4)
Navic existuje nenulové cislo k takové, ze
Q — P =kw, (4.5)

nebot m || w. Rovnici (4.5) upravime pomoci (4.4). Po malé tpravé obdrzime pro
neznameé t, s, k vektorovou rovnici

—tut+sv—kw=A4-C.

Tato rovnice pak po dosazeni souradnic dava soustavu tii linearnich rovnic o tfech
neznamych

—t+10s =14
—2t —6s — 2k = -9
—4t — 6s — k= —9,

kterd ma pravé jedno Teseni: t = 1, s = 1/2, k = 2. Z rovnic (4.4) nakonec vypoc-
teme, ze P =0,0,0] a @ = [0,4,2]. A

Obr. 4.4: K prikladu 4.2

V dalsim vykladu se jesté podivame na primku v roviné E,. Za timto tcelem si
rovinu Ey predstavime jako soutadnicovou rovinu Oxyxy prostoru Es. Kazdy bod
roviny i vektor budou mit tfeti souradnici rovnou nule, takze ji mizeme vynechat
a popisovat je pouze dvéma c¢isly. Vétsina nasich ivah o piimce v E3 zlistane v plat-
nosti i pro E,. Vektorova rovnice piimky v Es; bude mit stejny tvar jako v Es,
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tj. (4.1). Prislusné parametrické rovnice primky uréené bodem A = [ay, as] a sméro-
vym vektorem u = (uy, us) budou

T = a; + tuq

Ty = ag + tusg,
kde t € R a z1, x5 jsou souradnice libovolného bodu X piimky.

Vynasobenim prvni rovnice ¢islem uy a druhé rovnice ¢islem u; ziskdme po ode-
¢teni obou rovnic novou rovnici

U2X1 — U1 T2 = A1U2 — A2U7,
v niz neni parametr. Tuto rovnici piSeme zpravidla ve tvaru
axry + bxy = c, (4.6)

kde a = ug, b = —uy, ¢ = ajus — aguy a ziejmé a # 0 nebo b # 0. DA se ukazat, ze
kazd4 linedrni rovnice (4.6) o proménnych 1, x9, kde a # 0 nebo b # 0, je rovnici
primky v roviné a obrécené kazdou primku v roviné lze popsat rovnici (4.6). Rovnici
(4.6) nazyvame obecnou rovnici primky.

Priklad 4.3. Stanovte prusecik primky p a tsecky AB, jestlize plati

p: 21 +52,—10=0, A=1[0,—4] a B=]I53. (4.7)
Reseni. Nejprve napiSeme parametrické rovnice pifmky AB:

T — —4 4 Tt.

Maji-li pfimka p a tsecka AB spole¢ny bod M = [x1, x5], pak jeho soufadnice w1,
o vyhovuji rovnici 2z; 4+ 5xy = 10 i obéma parametrickym rovnicim z; = 5t,
xe = —4 + Tt, kde t € (0,1). Musi tedy platit i rovnice, kterou dostaneme, jestlize
do rovnice piimky (viz (4.7)) dosadime za proménné z;, x5 z parametrickych rovnic,

tj. rovnice
2 (5t) + 5 (—4 + 7t) = 10.

Dané rovnice md feSeni ¢ = 2 € (0,1). Po dosazeni za t do parametrickych rovnic

usecky AB pak obdrzime hledany prusecik M = [%, %} A
Piiklad 4.4. Napiste obecnou rovnici primky, kterd je uréena body A = [-3,1],
B=[-23].

27
Reseni. Ulohu muzeme vyfesit tak, Ze si napiSeme parametrické rovnice pi{mky
a pak z nich vylou¢ime parametr. Zvolime vsak jiny postup. Protoze pfimka prochazi
body A, B, musi jejich souradnice splnovat rovnici (4.6), takze plati

—3a+b=c

3
—§a+3l7:c.
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Dostali jsme soustavu dvou rovnic o tfech neznamych, kterou vyresime tak, Ze ne-
znamé a, b vyjadiime pomoci neznamé c. Vyjde a = —%c ab= %c. Hledané primka
ma tedy rovnici

1
—1—50x1 + gcxg =c.

Ma-li se vSak skutecné jednat o rovnici primky, musi byt ¢ # 0. Polozime-li napf.
¢ = —15, bude mit primka rovnici

4271 —3$2+15 =0.

Priklady k procviceni

1. NapiSte parametrické rovnice ptimky, kterd prochézi bodem A = [2,0, —3] a je rovno-
béznd s primkou CD, je-li C' = [-1,5,-2], D =[1,2,3].

2. Najdéte prusecik primek p a q, jejichz parametrické rovnice jsou
p:rx=—t, y=—-5-"Tt z2=T+4t

q: x=—-1—-2s5, y=2, 2= -3 —6s.

3. Jsou dany ¢tyti body A = [0,0,0],B = [1,2,4],C = [0,4,2],D = [5,1,—1]. Jaka je
vzajemnd poloha piimek AB a CD?

4. Zjistéte vzajemnou polohu primek p, ¢:
p:rax=3+2t, y=—-14+4t, z2=2+3t

q: x=—-—1—4s, y=2—8s, z =—3 — 6s.

5. Urcete vektorovou rovnici pricky mimobézek p, ¢ prochazejici bodem M, jestlize

M=[1,3,-3], p: X=10,0,004+t(—3,2,4), q: Y =[4,6,15]+5(2,4,3).

Kli¢ k prikladim k procviceni
l.x=242t,y=—-3t,z = -3 + 5t.
2. M =[1,2,3].
3. Primky AB a C'D jsou mimobézné.
4.pllq
5.m: X =[1,3,-3] +t(—1,-3,3).
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4.2 Rovina

Rovina je urcena tfemi riznymi body, které nelezi na jedné primce. Predpokladejme,
ze mame takové tii body A, B, C, viz obrazek 4.5. Vektoryu=B—-Aav=C—-A
jsou tudiz linedrné nezavislé. Pro libovolny bod X roviny ABC' pak plati, ze vektor
X — A je linearni kombinaci vektort u, v. Existuji tedy takova realnd cisla t a s, ze

X — A=tu+ sv,
tj. pro libovolny bod X roviny plati
X =A+tu+sv. (4.8)

Rovnici (4.8) nazyvame vektorovou rovnici roviny. Reélnd ¢isla t, s jsou tzv. para-
metry, vektory u, v nazyvame smérovymi vektory roviny. Podobné jak tomu bylo
u piimky, jestlize dvojice parametri (¢,s) ,probéhne® mnoZzinu R? vSech uspoid-
danych dvojic redlnych ¢isel, odpovidajici bod X ,probéhne* celou rovinu ABC.
Rozepiseme-li vektorovou rovnici roviny do soutadnic, obdrzime parametrické rov-
nice roviny:

T1 = ay + tuy + svy
Ty = Qg + tug + SV (4.9)

T3 = ag + tug + svs.

+1

Obr. 4.5: Rovina v Eg

Poznamka 4.5. Vektorové rovnice primky a roviny jsou vlastné obdobou rovnice
(2.25) afinniho podprostoru. Je to dano tim, ze primka a rovina v Ej jsou speci-
alnimi pripady m-rozmérného afinniho podprostoru v n-rozmérném euklidovském
prostoru E,,. K této okolnosti se pozdéji jesté vratime.
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Pristupme nyni k eliminaci parametru ¢, s ze soustavy (4.9). Z linedrni nezavis-
losti vektort u, v vyplyva, Ze alespon jeden z determinanti

Uy Uz
V1 U2

Up us
V1 Vs

Uz Us
Vg U3

Y )

je rizny od nuly. Predpokladejme, ze je to napriklad prvni z uvedenych determi-
nanti. Potom muzeme z prvnich dvou rovnic jednoznacné vyjadrit parametry ¢ a s
pomoci x1, x9 a dosadit do treti rovnice. Ziskame tak obecné linearni rovnici o tfech
neznamych x, xo, x3, kterou miizeme psat ve tvaru

axi + bxy + cxs3 = d, (4.10)
jestlize polozime (ovérte sami)
a=|" U , b=— v s , c= vt ,  d=aja+ab+asc. (4.11)
Vg Vs U1 Uz V1 Uy

Rovnice (4.10), kde (a, b, ¢) # (0,0,0), se nazyva obecnd rovnice roviny. D4 se ukazat,
ze bod X lezi v roviné urcené rovnicemi (4.9) pravé tehdy, kdyz jeho souradnice
vyhovuji rovnici (4.10). Naopak také kazda rovnice (4.10), kde (a, b, c) # (0,0,0), je
vyjadienim néjaké roviny.

Obr. 4.6: K tsekovému tvaru rovnice roviny
Je-li v rovnici (4.10) roviny d = 0, pak je jasné, Ze rovina prochazi poc¢étkem sou-

stavy souradnic. Predpokladejme nyni, ze vSechny koeficienty a, b, ¢, d jsou nenulové.
Potom miuzeme obé strany rovnice (4.10) délit ¢islem d a napsat ji ve tvaru

S+ 24+ 2=, (4.12)
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kde

Rovnice (4.12) se nazyva usekovy tvar rovnice roviny. Vyznam koeficientt dy, do, d3 je
zfejmy. Dand rovina protind soutadnicové osy v bodech [dy,0,0], [0, d2, 0], [0, 0, d3].
7 toho duvodu také mluvime o ,isecich* vytatych rovinou na souradnicovych osach.
Zname-li usekovy tvar rovnice roviny, muzeme ji snadno znazornit, jak je patrné
z obrazku 4.6.

Priklad 4.6. Je dédna rovina ABC, kde A = [2,-3,4], B = [3,—6,6],C = [—1,3,2].
Napiste jeji vektorovou rovnici, parametrické rovnice, obecnou rovnici a isekovy tvar
rovnice.

Reseni. Nejprve vypoéteme smérové vektory roviny u =B — Aa v =C — A:
u=(1,-3,2), v =(-3,6,—-2).

Rovina ABC je nyni ur¢ena bodem A a smérovymi vektory u, v. Mtzeme tedy hned
sestavit jeji vektorovou rovnici

X =1[2,-3,4]+t(1,-3,2) +s(—3,6,—2)
a rozepsanim do soutadnic i prislusné parametrické rovnice
r1=2+1t—3s
Ty =—3—3t+6s (4.13)
r3 =4+ 2t — 2s.
Z prvnich dvou rovnic soustavy (4.13) lze jednoznacné vyjadrit parametry t, s:

3—3x1 —
t=1-—2x, — 29, s:#

Dosadime-li odtud do tfeti rovnice, ziskdme po tupravé obecnou rovnici
roviny a z ni jednoduchou tpravou jeji tisekovy tvar

I i) T3

2 3 4

Ulohu miiZeme vyfedit také tak, ze nejdifve odvodime obecnou rovnici roviny
a od ni pak prejdeme k rovnicim parametrickym. Souradnice boda A, B, C' musi byt
feSenim rovnice (4.10), a proto musi platit

20 —3b+4c=d
3a —6b+ 6¢c=d
—a+3b+2¢c=d.
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Dostali jsme soustavu tii rovnic pro ¢tyfi neznamé koeficienty a,b,c,d. Pomoci
Gaussovy eliminac¢ni metody ji upravime na schodovy tvar

—a+3b+4c=d
3b+ 8¢ = 3d
4e = d.

Dalsi postup je ted zfejmy. Nezndmou d zvolime libovolné jako parametr a ostatni
neznamé jsou uz pak jednoznac¢né urceny. Nechf naptiklad d = r, potom vyjde
c=r/4, b=r/3, a=r/2. Za parametr r mizeme dosadit jakékoliv redlné cislo.
Soustava ma totiz nekonecné mnoho teseni. Trividlni feseni, a = b = ¢ = d = 0, vsak
musime vyloucit, nebof v tomto pripadé bychom nedostali rovnici roviny. Obecna
rovnice roviny ma tedy tvar

gxl—l—gxg—l—%xg:r, r #0.
Polozime-li r = 12, obdrzime pfimo rovnici (4.14), pro r = 1 pak ziskdme jeji

usekovy tvar.

Nakonec jesté odvodime parametrické rovnice roviny. Za timto ucelem staci
z obecné rovnice roviny vyjadrit nezndmé x1, zo, x3. Jelikoz se jedna o jednu rovnici
o tfech neznamych, volime neznamé zo, x3 libovolné jako parametry a dopocteme
neznamou x. Z rovnice (4.14) pak dostaneme napriklad tyto parametrické rovnice

T =2—2a—20

To = 3 (4.15)
€T3 = 467
kde parametry a a f jsou libovolna realna c¢isla. A

Poznamka 4.7. Parametrické rovnice (4.15) jsou jiné nez parametrické rovnice
(4.13), nicméné predstavuji tutéz rovinu ABC. Z rovnic (4.15) dostavame sice jiné
smérové vektory

w=(-2,3,0), v =(-204),

plati vsak
u=u+v, v = 4u + 2v,

tj. u’, v/ jsou linearni kombinaci vektori u a v, takze patri do vektorového zaméreni
roviny. Podobné zjistime, ze body A, B,C lezi v roviné (4.15), jen parametry o,
£ musime zvolit jinak nez parametry t, s. Volime-li napiiklad « = —1 a g = 1,
dostaneme bod A = [2, -3, 4], atd.

Priklad 4.8. Jakou polohu méa rovina vzhledem k soustavé soutadnic, je-li jej
obecné rovnice:

axy + bxre = d, abd # 0. (4.16)
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Reseni. Rovnice roviny se prakticky shoduje s obecnou rovnici piimky v roviné
Ox1x49, chybi ¢len cxs. Z jejiho tsekového tvaru

| X2

7t =1
a b

je vidét, ze protina souradnicové osy 1, o v bodech [g, 0, O} , [0, %, 0} , ale neprotind
osu xz. Rovnici (4.16) je tedy v prostoru E3 popsana rovina rovnobézné s osou 3.

Tato rovina protina souradnicovou rovinu Oz xs v primce, kterd ma stejnou rovnici.
A

Vzajemna poloha dvou rovin

O vzajemné poloze dvou rovin mizeme rozhodnout podle mnoziny jejich spole¢nych
bodu. Jak vime, mlize nastat pravé jedna z téchto tii moznosti:

1. Obé roviny nemaji zadné spolecné body, tj. obé roviny jsou rovnobézné rizné.

2. Mnozinou vsech spolecnych bodu obou rovin je primka, roviny jsou tedy ruzno-
bezné.

3. Obé roviny jsou totozné, jinak feceno rovnobéziné splyvajici.

Predpokladejme, Ze roviny o a o jsou dany vektorovymi rovnicemi

0: X=A+tu+sv
oc:Y =B+rw+qz.

Abychom nasli jejich spoleéné body, porovname pravé strany rovnic obou rovin.
Obdrzime vektorovou rovnici

A+tu+ sv=B+rw+qz, (4.17)
kterou rozepiSeme do soustavy t¥i rovnic o ¢tyfech neznamych ¢, s, r, g:

urt +v18 —wr — 219 = by — ay
Uot + V2S — War — 29q = by — an (4.18)

ust + v3s — wsr — 23q = b — as.

Matice soustavy (4.18) ma jako sloupce smérové vektory u, v, —w, —z. Oznacme h

hodnost matice soustavy a h’ hodnost rozsitené matice soustavy. 7 linearni nezavis-

losti smérovych vektortu roviny a dimenze prostoru Ej je zrejmé, ze h,h' € {2,3},

pricemz h < h'. Odtud dostdvame tyto tii pripady:

1. h =2, k' = 3: Soustava nema feseni, roviny jsou rovnobézné, riuzné.

2. h = 3, = 3: Soustava méa nekonecné mnoho feseni zavislych na jednom para-
metru, nebot jednu nezndmou muizeme zvolit libovolné. Roviny jsou rtiznonézné.

3. h = 2,h' = 2: Soustava méa nekonec¢né mnoho feseni zavislych na dvou paramet-
rech. Tentokrat 1ze libovolné volit dvé neznamé. Roviny jsou totozné.
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Poznadmka 4.9. Dodejme jesté, Ze nikdy nenastane piipad, Ze by soustava (4.18)
meéla pravé jedno feseni. Dvé roviny prosté nemohou mit jej jeden spolecny bod.

Pokud jsou roviny p, o vyjadreny v obecném tvaru, napriklad

0 a1171 + 12T + a13T3 = by

O . (2171 + Q92X + 9233 — bg

predstavuji jejich obecné rovnice soustavu dvou rovnic o tfech neznamych x, x5, x3.
Zase tak mame o jednu neznamou vic nez je pocet rovnic. Necht h, h’ opét oznacuji
hodnost matice soustavy a hodnost rozsitené matice soustavy, potom pro vzajemnou
polohu rovin p, o plati:

1. Roviny jsou rovnobézné riuzné pravé tehdy, kdyz h = 1,h' = 2.
2. Roviny jsou riuznobézné pravé tehdy, kdyz h = 2,h' = 2.
3. Roviny jsou totozné pravé tehdy, kdyz h =1, = 1.

Poznamka 4.10. Z predchazejictho odstavce vyplyva, ze piimku v prostoru Es
muzeme také popsat jako priisecnici dvou rovin, tj. pomoci soustavy dvou linearnich
rovnic:

1171 + a12%2 + a13x3 = by

2171 + A22%2 + a23T3 = by,

kde leva strana zadné z obou rovnic neni nasobkem levé strany zbyvajici rovnice.
Jak uz jsme uvedli diive, jsou primka a rovina specialnimi pripady m-rozmérného
afinniho podprostoru v n-rozmérném euklidovském prostoru E,. Mohou byt tedy
popsany pomoci parametrickych rovnic (2.28) nebo pomoci soustavy linearnich rov-
nic (2.29), kterou dostaneme ze soustavy (2.28) eliminaci parametri. Odtud pak
vychézi, ze rovina v prostoru Ej je vyjadrena jedinou linedrni rovnici (4.10), za-
timco primka v prostoru Ej je popsana soustavou dvou linearnich rovnic. Podobné
je primka v roviné Es popsdna jednou rovnici (4.6), zatimco rovina v A(Ry) (viz
priklad 2.14) byla vyjadiena ve tvaru soustavy dvou linedrnich rovnic.

Priklad 4.11. Rozhodnéte o vzajemné poloze rovin

X =[4,2,2] +1(2,2,2) +5(4,2,-2)
Y=10314+7r(1,2,4) +q(5,2,—4).
Reseni. Budeme se ¥idit obecnym postupem pouZitym pii sestaveni rovnice (4.17)
a soustavy rovnic (4.18). Ziskanou soustavu rovnic
2t +4s—r —5q=—-1

2t +2s —2r — 2q = —1
2t —2s —4r 4+ 4q = 2.



4.2 Rovina 37

upravime Gaussovou metodou na schodovy tvar

2t+4s —r —5q = —1
—25s—=1r+3q=0
0=3.

Posledni rovnice nemé feseni, a tudiz ani soustava rovnic nemé feseni. Roviny nemaji
zadny spolecny bod, jsou tedy rovnobézné rtzné. A

Priklad 4.12. Napiste vektorovou rovnici priisecnice rovin, které jsou dany rovni-
cemi

$1—2ZE2+2I3:3

xl—xg—x3:5.

Reseni. Obé rovnice tvori soustavu rovnic, v niz pro hodnost h matice soustavy
i hodnost A’ matice rozsifené plati h = b’ = 2, jak je zfejmé z prislusného schodového
tvaru

$1—25C2+2$3:3

i) —3273 = 2.

Neznamou x3 muzeme zvolit libovolné, napriklad z3 = ¢, t € R, a zbyvajici nezndmé
uz pak jednoznacné dopocteme

To = 2+ 3t, r1 =T+ 4t.
Priisecnice obou rovin je popsana vektorovou rovnici
X =1[7,2,0]+1¢(4,3,1).
A

Piiklad 4.13. Jaka je vzajemnd poloha roviny ABC, A = [3,—1,1], B = [2,4,2],
C =[1,-3,—1], aroviny 2z +y — 3z = 27

Resend. Vektorovou rovnici roviny ABC' zapiSeme ve tvaru
X=A+t(B-A)+s(C—-A),
odpovidajici parametrické rovnice pak jsou

r=3—t—2s
y=—1+5t—-2s
z =1+1—2s.
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Abychom nasli spole¢né body obou rovin, dosadime do rovnice 2z +y — 3z = 2 za
proménné z parametrickych rovnic roviny ABC'. Ziskame tak rovnici

23—t —2s8)+ (—1+5t—2s) —3(1+t—2s) =2,

ktera po tupravé prejde v rovnost
2=2

tj. rovnice je splnéna pro libovolné hodnoty parametri ¢, s. To ovSem znamena, ze
kazdy bod roviny ABC je zaroven i bodem roviny urcené rovnici 2z +y — 3z = 2.
Obé roviny jsou tedy totozné. A

Priklady k procviceni

1. Urcete, ktery z vektortu = (1,1,1),v = (1,7,3) aw = (—1,5,4) patii do vektorového
zameieni V, roviny ¢ : 2z +y — 3z = 2.

2. Napiste obecnou rovnici roviny, kterd prochézi bodem M = [—2, 2, 4] a pruse¢nici rovin
r—y=20
y—z=0.

3. Najdéte rovnici roviny, ktera je rovnobézna s rovinou —3x1 + 2x9 +4x3 = 6 a prochazi
bodem C = [3,1,2].

4. Jakou polohu vzhledem k soustavé souradnic (O, +z1, +x2, +23) maji roviny

o:ar1+bro =0, ab#0
T:crs=d, cd#0.

5. Je déna rovina ¢ = ABC, A = [-1,1,3],B = [2,0,0],C = [0,0, 3]. Urcete chybéjici
soutadnici bodu D = [—2,7, 6] tak, aby lezel v roviné p.

6. Najdéte spoleény bod P rovin

0: X:[2a071]+t(_17170)+5(2’1a_2)
c:y—224+1=0
T:x—2y+2z=0.

Kli¢ k prikladim k procviceni
lL.u,veV, wé¢V,.
2.z —-3y+2z=0.
3. 3x1 — 2x9 — 4x3 = —1.

4. Rovina o prochazi osou x3, rovina 7 je rovnobézna se souradnicovou rovinou Oxixs.
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5. D =[-2,0,6].
6. P=[1,1,1].

4.3 Primka a rovina

Ze sttedni skoly vime, ze primka p je rovnobézind s rovinou p, jestlize je rovnobézna
s nékterou primkou, kterda v ni lezi. Je-li prfimka rovnobéznda s rovinou a ma s ni
navic néjaky spolecny bod, potom ma ptrimka s rovinou nekone¢né mnoho spole¢nych
bod1, tj. primka [eZi v roviné. Neni-li primka p rovnobézna s rovinou p, fikdme, ze
je s rovinou p ruznobéznd.

Analyticky zpusob Teseni vzajemné polohy piimky a roviny se nikterak nelisi od
zpuisobu feseni vzajemné polohy dvou primek nebo dvou rovin, a proto jej vysvétlime
jen strucné. Necht ptimka p a rovina p jsou dany vektorovymi rovnicemi

p: X=A+ru
0: Y =B+1tv+sw.

Hleddme takové hodnoty parametra r,t, s, pro které X = Y. Tyto hodnoty opét
najdeme fesenim vektorové rovnice

A+ru= B+tv+ sw,
ktera po dosazeni souradnic ptrejde v soustavu tii rovnic o tfech neznamych r,t, s:

ru; —tv; — sw; = by — aq
Ty — tvy — SWy = by — ay (4.19)

rus — tvg — sws = by — as.

Rozborem soustavy (4.19) bychom pak zjistili, Ze pro vzdjemnou polohu primky p
a roviny ¢ miuze nastat pravé jedna z téchto moznosti:

(1) Soustava (4.19) nema zddné feseni. Smérovy vektor u je linearni kombinaci vek-
tort v, w. Piimka p je s rovinou p rovnobézna.

(2) Dand soustava ma pravé jedno reSeni. Vektory u,v,w jsou linedrné nezavislé.
Ptimka p je s rovinou p rtiznobézna a ma s ni pravé jeden spolecny bod.

(3) Soustava (4.19) m& nekoneéné mnoho feseni. Vektor u je linedrni kombinaci
vektort v, w. Piimka p lezi v roviné p.

Priklad 4.14. Napisme vektorovou rovnici primky, ktera prochazi bodem M a je
prickou mimobézek p = AB a ¢ = CD, je-li M = [2,2,1], A=16,4,5], B =[3,4,2],
C=1[571,8], D=14,5,5].

Resend. Ulohu vyfesime zptisobem, ktery je zndzornén na obrazku 4.7. Jednd se
vlastné o klasicky zptisob feseni: Primkou p a bodem M prolozime rovinu ¢ a urcime
jeji prisecik P s primkou ¢. Hledané pricka m je pak ur¢ena body M a P.
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Obr. 4.7: K ptikladu 4.14

Napiseme si tedy vektorové rovnice roviny o a primky ¢
0: X =1[2,2,1]+t(4,2,4) +s(1,2,1)
q: Y =578 +r(-1,-2,-3).
a porovname jejich pravé strany. Po ipravé dostaneme soustavu rovnic
—r—4t —-s5s= -3
—2r =2t —2s =-5
—3r —4t —s=-T.

Tato soustava mé pravé jedno teseni: r = 2, t = %, s = %, tzn. primka p a rovina p
jsou ruznobézné. Jejich spoleény prusecik P spocteme nasledovneé:

1 1
P=1221]+:(424)+35(1,21)=[332,

resp. snadnéji
P=1[5"7284+2(-1,-2,-3)=3,3,2].

Ted uz mtzeme napsat rovnici primky m:
X=M+XP—-M), NeR,

¢ili
X =0221+(1,1,1), reR
A

Velmi jednoduse se fesi iloha o vzajemné poloze primky a roviny, je-li rovina zadana
v obecném tvaru a primka dvéma body, jak ukazuje nasledujici priklad.
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Piiklad 4.15. Rozhodnéme o vzajemné poloze piimky M N, kde M = [2,4,4],
N = [3,8,1], a roviny dané rovnici 2z + 4z + 623 = 7.

Reseni. Primka M N méa parametrické rovnice

$1:2+t

Do obecné rovnice roviny dosadime za xi, x9, x3 z parametrickych rovnic, ¢imz
obdrzime rovnici o jedné neznamé t:

2(241t)+4(4+4t)+6(4—3t) =T.

Tato rovnice nema feSeni, po uprave totiz vychazi 37 = 0. Primka a rovina nemaji
zadny spoleény bod a jsou tedy navzajem rovnobézné. A

Priklady k procviceni
1. Zjistéte vzdjemnou polohu piimky p a roviny o, jejichz vektorové rovnice jsou:
p: X = [4772v2] +T(4’3771)
o: Y =[3,1,00+¢2,-1,1)+ s(1,2,-1).
2. Najdéte (pokud existuje) spoleény bod roviny ¢ : 21 — 3xe + x3 = —1 a usecky AB,
kde A =1[2,3,1],B = [-1,4,-5].

3. Urcete pruse¢ik R roviny g jdouci bodem @Q = [—2, 4, 5] rovnobézné se souradnicovou ro-
vinou Oxsx3 a piimky p, kterd je rovnobézna s osou 1 a prochdzi bodem P = [2, —3,4].

4. Zjistéte vzajemnou polohu primky p, kterd prochézi bodem M = [2, —3, —4] rovnobézné
s osou x3 a roviny 7 : 5z1 + 3x2 — 223 = 9. Piipadné najdéte jejich spolecny bod.
5. Najdéte prusecik @ primky ¢ s rovinou p, je-li
g: X =1[1,3,2]+r(1,-1,-3)
o: Y =[-1,1,2]+t(1,-2,0) + s (0,2,-3).

Kli¢ k prikladim k procviceni
1. Primka p lezi v roviné o.

%’ 14 11]

2. Usetka AB a rovina g nemaji spoleény bod, existuje viak prisecik P = [ T

piimky AB s rovinou p.
3. R=1[-2,-3,4].
4. Piimka p a rovina 7 jsou ruznobézné, jejich spole¢nym bodem je bod M = [2, -3, —4].

5.Q=[7,-3,—16].
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Kapitola 5

Metrické vlastnosti vektoru v Ej

V této casti se budeme zabyvat tlohami vektorového poétu, jako jsou naptiklad
odchylky nebo velikosti vektorti v euklidovském prostoru E3. Predpokladejme, Ze je
v ném pevné zvolena kartézskd soustava souradnic (O, +x1, +z5, +x3). Zavedeni eu-
klidovského skalarniho soucinu zde pravé umoznilo vyjadirovat délky nebo odchylky,
pricemz tyto délky a odchylky, jak jsme ukézali v ivodu druhé kapitoly, mély vlast-
nosti skutecnych délek nebo odchylek. Zakladnim pojmem, ktery zde budeme pouzi-
vat bude proto skalarni soucin. Vedle néj zavedeme také dvé nové operace: vektorovy
souc¢in dvou vektort a smiseny soucin tii vektort.

5.1 Skalarni souéin dvou vektoru

Se skalarnim souc¢inem jsme se sice uz seznamili dfive, nebude vsak jisté na skodu,
kdyz si nyni vSsechny potifebné poznatky souvisejici s euklidovskym skalarnim sou-
¢inem a na ni navazujici metrikou znovu prehledné usporadame a to v té podobé,
jakou maji v prostoru Egs.

Fuklidovsky skaldrni soucin vektori u,v € E3 je definovan rovnosti

(u,v) = ugv1 + ugvs + uzvs . (5.1)

S jeho pomoci miuzeme vyjadrit délku (velikost, normu) vektoru u vzorcem

lull = V(u,u) = \/uf + uj + u3 (5.2)

a odchylku ¢ (0 < ¢ < 1) dvou nenulovych vektort u, v vzorcem

B (u,v)
O30 = Tl vl

Odtud lze také pocitat skalarni soucin vektort u, v podle vzorce

(u,v) = [lul{}v]|cos ¢. (5.4)
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Ze vzorce (5.4) je zfejmé, ze jsou-li dva nenulové vektory navzajem ortogondlni, tj.
¢ = /2, je jejich skalarni soucin roven nule.

Jesté si pripomenme vzorec pro vypocet vzdélenosti dvou bodi X = [x1, 9, 23],
Y = [y1, 2, y3):

v(X,Y) = \/(yl — 1)’ + (g2 — 22)" + (y3 — 23)° . (5-5)

Pfiklad 5.1. Vektory u, v o velikostech |luf = 6, ||v|| = 2 majf odchylku ¢ = 27.
Vypoctéte postupné (u,v),||—2ul|, (2u+ v,u—v).

Resend. Podle (5.4) plati: (u,v) = |lu||||[v] cos(¢) = 6-2-cos(3) = 12- (—3) = —6.

Pro vypocet ||—2u|| pouzijeme vlastnost (3.6) normy vektoru:
I=2ul| = |=2] - [lu]| = 12.
Posledni vyraz upravime s pouzitim axiomu (3.1)—(3.3) a vzorce (3.8):
2u+v,u—v)=(2u+v,u)+ 2u+v,—v) =
= (2u,u) + (v,u) + (2u,—v) + (v, —v)
- 2(“7“) + (u,v) - Q(U,V) - (V>V) =
2 2
— 2 ul® — (u,v) - V][ = 74

Priklady k procviceni

1. Vypoctéte velikosti vSech vnitinich dhla v trojuhelniku K LM, jestlize K = [0, —1, 2],
L=1[10,-1,2],M = [5,—1,7.

2. Jsou dény body A = [5,—1,-3],B = [5,4,2],C = [0,—1,2]. Ukazte, ze trojihelnik
ABC je rovnostranny.

3. Dokaite, ze plati (u+ v,u —v) = |[ul|* — ||v|*.

4. Urcete tieti souradnici vektoru n = (5,2, 7) tak, aby byl kolmy k vektoru u = (3,6, 3).

Kli¢ k prikladiim k procviceni
1. 4K = 5, 4L =5, AM = 7.
2. Napiiklad: strany AB, AC' maji stejnou délku v/50 a sviraji dhel a = 3.

3. Névod: Polozte u = (uq,us,us), v = (v1,v2,v3) a porovnejte vyrazy na obou strandch
rovnosti nebo vyuzijte axiomu (3.1) - (3.3) a vzorce (3.8).

4. Chybéjici souradnice ng = —09.
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5.2 Vektorovy soucin dvou vektorii

Necht u = (uj,ug,uz), v.= (v1,v9,v3) jsou libovolné vektory. Hledejme vektor
w = (wq,wq, w3) tak, aby byl ortogonalni k obéma vektorim u, v. Soutadnice
vektoru w musi tedy spliovat soustavu rovnic

UTW1 + UsWo + UsWg = 0

V1W1 + VaWo + V3wWsg = 0.
Tato soustava ma stejné reseni jako soustava

UTW1 + UoWs + UW3 = 0
ULw1 + Usws + uzwsz = 0

V1w + Vaws + v3ws = 0
i jako soustava

V1w + vaws + vzws = 0
urwy + uswse + uzwsz = 0

V1W1 + VaWay + V3W3 = 0.

Matice obou soustav jsou ¢tvercové a maji vzdy dva stejné radky. Pro jejich deter-
minanty proto plati

Uy U2 U3
Uy U3 Uy us Uy U2
U U U3 | = Uy v v — Ug v v + us v v = 0,
2 3 1 3 1 2
U1 V2 U3
resp.
U1 U2 U3
U U3 U U3 Uy U2
Uy U2 U3 | = U1 v v — Vg v v + v3 v v =0.
2 1 1 2
V1 Vg Vs 3 3

Jestlize porovname tyto rozvoje s rovnicemi piivodni soustavy, obdrzime pro slozky
hledaného vektoru w nasledujici vzorce:

Uz U3
Uy U3

Uy us
U1 U3

Uy Uz
U1 U2

w1 = s Wy = — (56)

) w3z =

Vzorce (5.6) tedy definuji slozky vektoru w = (wy, ws, w3), ktery je kolmy k vek-
toram u = (uq, ug, u3), v = (v, v9,v3). Tento vektor budeme znacit

wW=uXxyv
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a nazyvat vektorovym soucinem vektori u a v. Vektorovy soucin vektorii u a v
muzeme také zapsat ve tvaru

uxyv= (U2U3 — U3U2) (S31 + (U3U1 — Uﬂ)g) €9 + (U1U2 — U2U1) e3. (57)

Vzorec (5.7) si lze snadno zapamatovat pomoci symbolu determinantu

€1 €y €3
UxXv=|u us us|, (5.8)
V1 Uy Us

ktery pak ,formalné“ rozvineme podle prvka prvniho radku.

Véta 5.2. Vektorovy soucin u X v je roven nulovému vektoru prdavé tehdy, kdyz
vektory u, v jsou linedrne zdvislé.

Diikaz. Dikaz véty provedeme ve dvou krocich.
(1) Predpokladejme nejprve, ze u X v = o, tj. podle (5.6) plati:

U2V3 — U3Vy = 0
U3V — UV3 = 0 (59)

U1V — UV = 0.

Je-li néktery z vektoru u, v nulovy, je soustava (5.9) trividlné splnéna. V tomto
pripadé jsou ovsem oba vektory linedrné zavislé. Nechtf tedy u, v jsou nenulové
vektory. Kazdy z nich ma potom alespon jednu slozku rtznou od nuly. Necht
napiiklad u; # 0. Z druhé a tfeti rovnice soustavy (5.9) pak vypocteme

dostavame ihned, ze vektor v je ndsobkem vektoru u, v = (vy /us)u, tj. vektory u,
v jsou opét linearné zavislé.

(2) Predpokladejme naopak, ze vektory u, v jsou linearné zavislé. To znamend, ze
existuje takové realné ¢islo k, Ze napiiklad v = (kuy, kug, kug). Pak jsou ovsem
vSechny determinanty v (5.6) rovny nule, a tudiz u x v = o.

]

Poznamka 5.3. Dva linedrné zavislé vektory se nazyvaji kolinedrni (rovnobéezné).
Rikdme potom také, Ze vektorovy soudin u x v = o pravé tehdy, kdyz vektory u, v
jsou kolinearni. Jsou-li vektory u, v linedrné nezavislé, pak u x v je vzdy nenulovym
vektorem.
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Obr. 5.1: Vektorovy soucin

Véta 5.4. Necht vektory u, v jsou linedrné nezavislé. Oznacme ¢ jejich odchylku
a w jejich vektorovy soucin. Potom plati:
(1) Velikost vektoru w je rovna obsahu rovnobézinika vymezeného vektory u, v
umisténymi do spolecného bodu (obrizek 5.1).
(2) Determinant
Uy Uz U3
vy vy w3 | > 0. (510)
wy W2 W3

Diikaz. (1) Obsah rovnobéznika lze vyjadiit vzorcem S = [Ju|||v] sin ¢, pro jeho

¢tverec pak plati
§% = ||ul* [|v]]* sin® ¢. (5.11)

Ukézeme, ze S = |ju x v|:
S = |lul* [[v]]* (1 = cos® )
2 11112 2
= [ [|v]]" = (u,v)
= (uf +u2 +ud) (v + 3 +v3) — (urvr + usvs + uzvs)’
= (U2U3 — U3’U2)2 + (U3U1 — U1U3)2 + (Uﬂ)g — U2U1)2
= w% + wg + w%.
Z posledni rovnosti pak po odmocnéni dostavame S = ||w||, respektive

S = [lu x v]. (5.12)

Tim je dikaz prvni ¢asti potvrzen.
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(2) K ovéfeni nerovnosti (5.10) sta¢i rozvinout determinant podle prvku tfetiho

radku:

Uy Uz U3

Uo U3 Uy uUs Uy Us
V1 Vg VU3 | =wy — Wy + w3

Vg U3 U1 U3 U1 U9
w; W2 Ws3

= wi +w; +wj = [wl* >0
]

Poznamka 5.5. Z dikazu véty vyplyva, ze velikost vektoru u x v lze také vyjadrit
rovnosti
[[u > vi| = [[ul| |v]|sin 6. (5.13)

Pokud bychom chtéli ozfejmit nerovnost (5.10), musime se vratit k transformaci
soufadnic v afinnim prostoru. Necht & = (ey,...,e,) a & = (e},...,€}) jsou
dvé usporadané baze vektorového zaméreni prostoru E,, jejichz vzajemny vztah
je popsan pomoci rovnosti (2.17). Matice A, jejiz sloupce tvori soutadnice vektoru
béze S’ vzhledem k bazi S, viz (2.22), se nazyva matice prechodu od usporadané
baze S k usporadané bazi S’. Vime, ze matice A je regularni, tj. det A # 0. Jestlize
det A > 0, fekneme, 7Ze usporadané baze S a 8’ jsou souhlasné orientovdny. V opac-
ném pripadé fekneme, ze jsou nesouhlasne orientovdany.

Predpokladejme, Ze vektory u, v jsou linedrné nezavislé. Usporddand trojice
(u,v,u X v) je potom usporddanou bazi. Pro pfislusnou matici pfechodu A plati

Uy V1 Wy u;y Uz U3
detA=|uy vo wy |=1] vy vy w3 | >0,
us V3 W3 w1, Wy W3

tzn. usporddand baze (u,v,u X v) je naptiklad souhlasné orientovdna s usporddanou
bazi (e1,ez,e3), kde (O, e, e, e3) je kartézskd soustava souradnic. Jestlize vsak
prejdeme k jiné ortonormélni bézi, napriiklad (e}, e€),e}), kterd je s uspofddanou
bézi (e, ez, €3) nesouhlasné orientovana, bude vektor u x v v, nové bazi“ opaénym
vektorem k vektoru u x v ve  staré bazi“.

Nakonec se jesté zastavme u rovnobéznosténu na obrazku 5.1. Jeho objem V' se
rovna soucinu obsahu zakladny a vysky:

V= S|lw| = [wl?
takze jej mizeme vyjadrit pomoci determinantu (5.10), tj.
Uy Uz Uz

V=|wvy vy w3
w; W2 w3
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Véta 5.6. Pro kazdé tri vektory u,v,w a pro kazZdé redlné cislo o plati

uxv=-vxu
a(uxv)=(au)xv=ux (av)
(u+v)xw=(uxw)+(vxw)

wX (u+v)=(wxu)+ (wxv).

Diikaz véty je pomérné snadny. Nebudeme jej proto uvadeét.
Priklad 5.7. Necht bod P se pohybuje po kruznici. Stfedem této kruznice kolmo
k jeji roviné prochéazi osa otdceni. Otaceni bodu P muzeme popsat pomoci vek-
toru w, ktery lezi v ose rotace (obrazek 5.2), jehoz orientace je takovd, Ze otdceni
probihé ve sméru chodu hodinovych rucicek, jestlize se divame z pocatecniho bodu O

do koncovému bodu. Velikost vektoru w se rovna wuhlové rychlosti rotace w, w > 0,
tj. obvodové rychlosti v, v = ||v||, bodu P délené jeho vzdélenosti r od osy rotace:

W= —.
T

Necht p je polohovy vektor bodu P, potom plati
v =wr = |wll[|p] siny = [jw x pl|.

Vektor obvodové rychlosti v, ktery ma smér tecny ke kruhové draze a stoji kolmo
k roviné prolozené osou rotace o a vektorem p, muzeme tedy vyjadrit jako vektorovy
soucin vektoru thlové rychlosti w a polohového vektoru p bodu P:

V=W X p. (5.14)

Priklad 5.8. Vypoctéte obsah trojihelnika s vrcholy A = [2,7,—1], B = [0, 3, 5],
C =[-1,4,3].

Reseni. Obsah trojihelnika urc¢eného vrcholy A, B, C je roven poloviné obsahu rov-
nobéznika sestrojen¢ho nad vektory @ , AC, tedy

Sp = % HB x BH . (5.15)

Vektorovy soucin vektori f@ = (—2,—4,6), 1@ = (—3,—3,4) vypocéteme po-
moci (5.8):

€ €y €3
AB x 1@ =| -2 —4 6
-3 -3 4

—4 6 -2 6 -2 —4
e+ | — 3 4 e + 3 _3 €3

-3 4
= 281 + (—10) €9 + (—6) €3 .
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Obr. 5.2: Uziti vektorového soucinu pro vyjadieni vektoru v obvodové rychlosti

Odtud dostavame

Sn = %\/22 +(—10)* + (=6)* = V/35.

Obr. 5.3: Uziti vektorového soucinu pri vyjadreni statického momentu M

Priklad 5.9. Staticky moment M sily F vzhledem k libovolnému bodu @) je defi-
novan jako soucin

M = d|[F],

kde d je kolméa vzdalenost jejitho paprsku od bodu (). Oznac¢me r vektor z bodu () do
pusobiste sily A a « jeho odchylku od F (obrazek 5.3). Potom d = ||r|| sin o, takze
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moment sily mtizeme také napsat takto:
M = ||r|| ||F|| sin cv. (5.16)

Vzorec (5.16) udava velikost vektorového soucinu vektori r a F, takze vektor mo-
mentu M mizeme vyjadrit ve tvaru

M=rxF, (5.17)

¢imz jsme momentu priradili také smér. Z rovnosti (5.16) je jesté ziejmé, ze moment
je nulovy pro a = 0, tj. paprsek sily prochazi bodem @), a je nejvétsi pro a = /2,
kdy sila ptisobi kolmo na vektor r.

Normala roviny

Normala roviny je primka, kterd je kolma k roviné, tj. je kolma ke dvéma rtzno-
bézkam dané roviny. Predpoklddejme, Ze rovina o je urcena bodem A a smérovym
vektorem n = (nq, ng, n3) normély, tzv. normdloviym vektorem (obrézek 5.4).

n

|
|
A

n

A/X

Obr. 5.4: Normélovy vektor roviny

Libovolny bod X pak lezi v roviné o pravé tehdy, kdyz vektory n a X — A jsou
navzajem kolmé, takze

(n, X — A) =0. (5.18)

Rovnici (5.18) 1ze postupné upravit na rovnici roviny v obecném tvaru

ny (z1 — a1) + ne (r2 — az) + ns (3 — as)

=0
Nn1T1 + NaZo + N3T3 + (—n1a1 — Nl — n3a3) =0.

V posledni rovnici staci jen polozit a = nqy, b = nsy, ¢ = n3, d = nia; + noas + nzas,
¢imz dostaneme piimo rovnici (4.10), tj.

axri + brs + cxr3 = d.

Vyznam koeficientt a, b, ¢ v obecné rovnici roviny je ted ziejmy. V kartézské soustavée
souradnic udavaji ¢isla a, b, ¢ souradnice normdlového vektoru roviny.
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Piiklad 5.10. Napiste obecnou rovnici roviny ABC, A = [2,-3,4], B = [3,—6, 6],
C=[-1,32

Reseni. Tuto tlohu jsme uz Fesili. Nejprve jsme sestavili parametrické rovnice roviny
a z nich pak vyloucili parametry. K tomu jsme potiebovali znat smérové vektory
roviny u =B — A,v = C — A. Ty nyni potfebujeme taky, mtzeme vsak hned urcit
prislusny normalovy vektor n roviny. Ten musi byt totiz kolmy k obéma smérovym
vektortim, a tudiz plati

n=uxyw.

Postupné vypocteme: u = (1,-3,2),v = (=3,6,—-2),n = (—6,—4,—3). Odtud
dostavame rovnici
—6])1 — 45(72 — 3253 =d.

Zbyvajici koeficient d pak uréime dosazenim souradnic kteréhokoliv z boda A, B, C
do vyse uvedené rovnice. Vyjde d = —12. Obecnd rovnice roviny ma po tpraveé tvar

6[L‘1 —|— 41’2 —|— 31’3 = ]_2
A

Poznamka 5.11. Podobné miizeme zavést normdlovy vektor primky, jako vektor
kolmy k jejimu smérovému vektoru. Je-li u = (uy, uy) smérovy vektor piimky, pak
vektor n = (ug, —uy) je zfejmé jeji normalovy vektor, plati prece (n, u) = 0. Cisla a, b
v obecné rovnici primky ax, +bxy = ¢ tak predstavuji souradnice jejiho normélového
vektoru, viz odvozeni rovnice (4.6), kde jsme polozili a = ug, b = —uy.

Priklady k procviceni

1. Vypoctéte vektorové souciny u x v, v x u, je-li u = (1,2,2), v=(1,4,8).
2. Vypoctéte vektorové souciny e; X eg, €1 X €3, €2 X e3.

3. Urcete |la x b||, jestlize ||a|| = 10, ||b|| = 2, (a,b) = 12.

4. Najdéte obsah trojihelnika ohranic¢eného pfimkami, jejichz rovnice v soustavé (O, z,y)
jsouy=x,y=—-3x+8, 5x+ 3y = 0.

5. Sila F ptisobi v bodé A. Uréete moment sily F vzhledem k bodu @, je-li:
a) F = (3’ 0’ _6)7 A = [1’87 ]‘]? Q = [47 67 _1];
b) F= (0707 1)a A= [07()’0]7 Q = [0707 5]

6. Jsou dany t¥i body A = [1,1,1], B = [2,3,3], C = [3,3,2]. NapiSte rovnici piimky p,
kterd prochazi bodem A a je kolmé k roviné ABC.
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Kli¢ k prikladiim k procviceni
lL.uxv=(8-6,2),vxu=(-8,6,—2).

2. e; X ey =e3, €] X e3 = —eq, €2 X €3 = €].
3. |la x b|| = 16.

4. Sp = 16. [Névod: Urcete vrcholy trojuhelnika jako body prostoru Eg, tj. tfeti sourad-
nici polozte rovnou nule.]

5.a) M = (—12,—12,—6); b) M = o.

6.p: X =[1,1,1] +£(—2,3,—2).

5.3 Smiseny soucin tri vektort

Definice 5.12. Piedpoklddejme, Ze jsou déany tii vektory a, b, c. Cislo, které
oznacujeme (abc) a které definujeme

(abc) = (a,b x ¢), (5.19)

nazyvame smisenym soucinem vektoru a, b, c.

Véta 5.13. Pro smiseny soucin vektoru a, b, c plati

ay ao das
(abc) = b1 bQ b3 . (520)
Ci Co C3

Diikaz. Ve vzorci (5.19) ozna¢ime v = b x c. Podle (5.1) a (5.6) potom plati

(a, b x C) = a1V1 + aovy + azvs
by b3

Cy C3

by b

C1 C3

by by

+ as
1 C2

= — a2

Posledni vyraz je rozvoj determinantu (5.20) podle prvniho fadku, ¢imz je véta
dokéazana. O

Poznamka 5.14. Zaménime-li v determinantu dva fadky, determinant zméni zna-
ménko. Odtud pak vyplyva, Zze smiSeny soucin vektori zavisi na jejich poradi, takze
plati:

(abc) = —(bac) = (cab) = —(cba) = (bca) = —(acb).



5.3 Smiseny soucin tri vektorii 53

Véta 5.15. Absolutni hodnota smiseného soucinu tri vektori je rovna objemu rov-
nobéznostenu, jehoz tri hrany vychdzejici z téhoz vrcholu jsou urceny danymsi tremi
vektory (obrdzek 5.5).

Diikaz. Oznac¢me V' objem rovnobéznosténu. Mame dokazat, ze plati
V = |(abc)|. (5.21)

Obsah podstavy rovnobéznosténu se rovnd ||b x c||, velikost jeho vysky v je rovna
délce pravouhlého primétu vektoru a na kolmici k podstavé majici stejny smér jako

vektor b x ¢, tedy v = ||a]| |cos~y|. Pro objem rovnobéznosténu pak s prihlédnutim
k vzorci 5.4 plati:

V = |[bxcl |[all[cosy| = [[[a]| b x c[[ cos 7] = |(a, b x )| = [(abc).

O
bxch
/
/
C /
/
/
(] |
/b
/
/
/
v /
a Lo ______
-
e
-~
-
-
e
-

Obr. 5.5: Geometricky vyznam smiseného soucinu

Poznamka 5.16. Ze vzorce (5.20) okamzité vyplyva, Ze (abc) = 0 pravé tehdy,
kdyz a, b, c jsou linearné zavislé vektory. Tti linearné zavislé vektory se nazyvaji
komplandrni. Takové vektory lezi v rovnobéznych rovinach (tedy i v téze roviné). Ob-
jem rovnobéznosténu je v tom piipadé roven nule. Nékdy se také uvadi, ze (abc) = 0
pravé tehdy, kdyz vektory a, b, ¢ jsou komplanérni.

Priklad 5.17. Vypoctéte vzdalenost mimobézek

p: A+tu, q: B+ sv.
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Resend. Vzdalenost mimobéZzek je rovna délce pricky, kterd je obé kolmo protina.
Takové pricka existuje pravé jedna. Ulohu lze jednoduse vyfesit uzitim vektorového
poc¢tu. Umistéme smérové vektory u,v mimobézek do spolecného bodu A. Oba
vektory spolu s vektorem w = AB pak urcuji rovnobéznostén (obrézek 5.6), jehoz
vyska je hledanou vzdalenosti v (p,q) danych mimobézek. Jinymi slovy v (p,q) je
podilem objemu rovnobéznosténu a obsahu jeho podstavy. S pouzitim vzorcu (5.21)
a (5.12) dostavame pro vzdélenost primek p, ¢ vzorec

|(uvw)|

v (p,q) = )L (5.22)
[u x v]|
A
Obr. 5.6: Vzdalenost mimobézek
Priklady k procviceni
1. Vypoctéte objem ctyrsténu ABCD, je-li
A=[3,-1,2], B=[5,1,4], C =[0,2,5], D =[-2,0,6].
2. Urcete vzdalenost mimobézek
p: [2,-2,0] +¢(1,-1,0), g¢q: [2,3,—1]+s(0,1,-2).
3. Jsou dédny body A = [1,0,-2], B = [2,1,1], C = [3,-2,0], D = [—1,4,2]. Urcete

velikost vysky v ¢tyrsténu ABCD na sténu ABC.
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Kli¢ k prikladiim k procviceni

1. V=6.
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Kapitola 6

Metricka geometrie linearnich
utvara v Ej

V této ¢asti budeme fesit s pomoci skalarniho a vektorového soucinu metrické tilohy,
jako odchylky a vzdélenosti linearnich utvara v Es.

6.1 Odchylka dvou linearnich utvara

V tomto c¢lanku se budeme vénovat odchylce dvou primek, dvou rovin a odchylce
primky od roviny.

Odchylka dvou primek

Predpokladejme, ze mame v roviné dvé primky p, ¢, které se protinaji v bodé M.
Tyto primky rozdéluji rovinu na ¢tyti thly, z nichz dva a dva maji stejnou velikost.
Odchylkou ¢ ptimek p, ¢ rozumime velikost jednoho z ostrych thla resp. pravych
uhli uréenych témito ptimkami. Jsou-li prfimky p, ¢ rovnobézné rtizné nebo splyva-
jici, klademe ¢ = 0.

Obr. 6.1: Odchylka dvou primek
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Oznaéme u, v smérové vektory uvedenych primek a ¢ odchylku téchto vektoru
(obrazek 6.1). Jak vidime, mohou nastat pravé dva piipady:

e Jestlize ¢ € <O, g>, potom ¢ = 1, tedy cos ¢ = cos .
o Jestlize ¢ € (g,71‘>, potom ¢ = m — 1, tedy cos ¢ = — cos .
V obou pripadech vSak plati cos ¢ = |cost)|. Odchylku dvou piimek tak muzeme

pocitat bez ohledu na volbu jejich smérovych vektort podle vzorce

(u,v)

cos ¢ = . (6.1)

[[al[ v

Jsou-li primky p a ¢ mimobézné, posuneme je rovnobézné do zvoleného bodu.
Jejich odchylkou pak rozumime odchylku rtiznobézek, které takto dostaneme, takze
muzeme opét pouzit vzorce (6.1).

Priklad 6.1. Jsou dény body A = [1,2,2],B =[2,4,5],C =[0,1,5],D = [6, 5, 3].
Vypoctéte odchylku ¢ primek AB a CD.

Reseni. Uréime smérové vektory u, v obou piimek:

u=B-A=(1,23)
v=D—C=(64,-2).

Méme (u,v) =8, ||[u|| = V14, ||v| = v/56 = 2/14. Odtud po dosazeni do (6.1)

2
cos ¢ = -

takze dostavame vysledek ¢ = arccos % A

Odchylka dvou rovin

Odchylku dvou rovin definujeme jako odchylku jejich normal. Na obrazku 6.2 jsou
zndzornény roviny g, o spolu se svymi normalami ni, no. Ozna¢me jesté np, ny
prislusné normélové vektory. Pro odchylku 6 rovin ¢ a o pak nezavisle na jejich
volbé plati

(1, ny)

. (6.2)
[ [[[[ e |

cosf =

Odchylka dvou rovnobéznych rovin (ruznych nebo splyvajicich) je rovna nule.

Priklad 6.2. Vypoctéme odchylku 6 rovin g, o danych rovnicemi

2%1 — 21‘2 + 23 = -3
—433'1 + X2 + T3 = —7.
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Obr. 6.2: Odchylka dvou rovin

Resend. Ulohu vyfesime zptsobem zndmym ze stereometrie, kde se odchylka dvou
ruznobéznych rovin urcuje jako odchylka primek, ve kterych obé roviny protina ro-
vina k nim kolma, jak je ziejmé z obrazku 6.3. Normalovy vektor n = (a, b, ¢) roviny 7
kolmé k rovindm p, o musi byt kolmy k jejich normalovym vektorim n; = (2, -2, 1),
ny, = (—4,1,1), takze plati

20 —2b+c=0

—4da+b+c=0.

Normalovy vektor n 1ze tedy ziskat feSenim vyse uvedené soustavy rovnic nebo také
primo jako vektorovy sou¢in m; X ny. V obou pripadech mizeme napriklad zvolit
n = (1,2,2). Rovina 7 ma potom rovnici

T +2.1'2—|—2{133 =d.

s s NIV

0 a 0. ReSenim prislusnych soustav rovnic (koeficient d v rovnici roviny 7 nemusime
znat) najdeme smérové vektory

u=(-2-1,2), v=(0,-1,1).
Ted uz muzeme odchylku 6 rovin p, o vypocitat podle vzorce (6.1):

cosf = —(u, v)

)

[[ul[fIv]

tedy cosf = \/LE’ odtud 6 = 7. Stejny vysledek bychom samoziejmé dostali hned
dosazenim za nj, ny do vzorce (6.2). A
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Obr. 6.3: K prikladu 6.2

Odchylka primky od roviny

Odchylka primky od roviny je definovana jako odchylka dané piimky a jejiho pra-
vouhlého primétu do roviny. Na obrazku 6.4 je zndzornéna primka p rtznobéznd
s rovinou o a jeji kolmy pramét p’ do této roviny. Oznac¢me u smérovy vektor primky
p a n norméalovy vektor roviny o. Pro odchylku « pfimky p od roviny o, tedy od-

chylku piimek p, p’, a odchylku ¢ piimky p a normély n roviny o plati
T

Jelikoz
) T
sin o« = cos <§ — 04> = CoS @,

muzeme pro odchylku « vzhledem k vzorci (6.1) psat

(nw) | (6.3)

sino =

|| f[u

kde o € <O, §> Je-li ptimka p rovnobézna s rovinou o nebo lezi-li v ni, klademe
a=0.

Priklad 6.3. Najdéte kolmy pramét primky p = AB do roviny o : = —y +
+ 3 = 0 a vypoctéte pak odchylku « primky AB od této roviny, je-li A = [5,5, 5],
B =13,5,3].

Resend. K uréeni kolmého primétu piimky AB do roviny o potiebujeme znét dva

body. Jednim bodem muze byt prisecik P piimky AB a roviny o, druhym bodem
napiiklad kolmy primét @) bodu B do dané roviny (obrazek 6.4). Piimka

p: X =1[555+t(-2,0—2)
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Obr. 6.4: Odchylka primky od roviny

protind rovinu o, jak jisté snadno spoctete, v bodé P = [2,5,2]. Normalovy vektor
roviny je zaroven smérovym vektorem piimky jdouci bodem B kolmo k ni, takze pro
bod @ plati

@ = B+ sn,

resp.
Q =[3,5,3] + s(1,—1,0).

Dosadime-li odtud do rovnice roviny za proménné, urcime postupné: s = —=
Q =[5, 4,3]. Pimka p’ = PQ mé tedy rovnici

11
"D X =1[2,5,2 —, =, 1].
v x =2 (5500)

Odchylkou « pfimky p od roviny o je tedy odchylka primek p a p’, jejichz smérové

vektory jsou u = (—2,0,-2), v = (%, %, 1). Dostavame tak

(u,v)

—1+(=2) 3 V3
VT V2

¢ili a = §. Vysledek jesté zkontrolujeme podle vzorce (6.3):

Cosx =

[[ul[ v

sina =

|7l

HnH HUH
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Priklady k procviceni

1.

Najdéte rovnici ptimky, kterd prochézi bodem A = [1,—2,3] a mé s osou Ox odchylku
¢1 =7 a s osou Oy odchylku ¢ = 5.

. Napiste vektorovou rovnici primky prochazejici bodem B = [4,2] majici s pfimkou p

odchylku ¢ =45% p: X =[2,3] +t(—1,2).

. Napiste rovnici roviny jdouci bodem M = [—1,2, 4] kolmé k rovindm
6r —2y+32—12=0
3x 4+ 2y —6z+21 =0.

. Vypoctéte odchylku 6 rovin

20 — 10y 4+ 112 —-1=0
dx+4y —T72+2=0.

. Najdéte rovnici roviny, kterd prochézi body P = [0,2,0],Q = [2,0,0] a ma od roviny

dané rovnici x = 0 odchylku 6 = 3.

. Vypoctéte odchylku 6 stén ctytsténu ABC D protinajicich se v hrané AB, je-li

A=10,2,6],B=[2,1,4],C =[5,0,1],D =[0,2,0].

. Uréete odchylku o piimky M N, M = [2,-3,1], N = [3,—2,0] a roviny o, je-li

o X =1[0,2,—-1] +t(1,4,1) +s(—1,2,3).

. Napiste obecnou rovnici primky v roviné Oxy, kterd je pravouhlym priamétem primky

x+2y+32=126
3r+y+4z =14,

do této roviny.

Kli¢ k prikladiim k procviceni

1 X =[1,-2,3]4+t(v2,1,£1), Y = [1,-2,3]+¢ (v2, -1, £1). [Navod: Smérové vektory

primek volte jako vektory jednotkové.]

CX =[4,2]+t[1,3, Y =[4,2] + t[-3,1].

. 22415y 4+ 62 — 52 = 0.

0 = arccos(0.8).

S+ E+ Es =1

+v2

_ 1 oqalE AN
.B—arccosm—ﬂ 33'54".
.a=0.

.5z — 5y + 62 = 0.
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6.2 Vzdalenost dvou linearnich utvaru

V tomto ¢lanku uvedeme nejdrive definici vzdalenosti dvou mnozin v E3 a na zédkladé
této definice budeme pak pocitat vzdalenosti linearnich utvarta v Es.

Definice 6.4. Necht €y, 25 jsou dvé neprazdné mmnoziny bodu v Es a nechf
v (X,Y) je vzdédlenost libovolnych bodu X,Y takovych, ze X € O, Y € Q.
Vzdalenost mnozin €y, Qs oznacujeme v (2, {)y) a definujeme

v(2,2) =inf{v(X,Y): XeQ AY €Q}. (6.4)

Obr. 6.5: Vzdalenost dvou mnozin v E,

Poznamka 6.5. Vzdalenost dvou mnozin €2y, €25 je tedy definovana jako infimum
mnoziny vsech vzdélenosti v(X,Y), kde X € Q;, Y € Qy. Obrazek 6.5 podava
ilustraci k vzdalenosti dvou mnozin v Es,. Jestlize mnoziny €2y, Q0 maji neprazdny
prunik, je jejich vzdéalenost rovna nule.

Vzdalenost bodu od roviny

Vzdalenost v(M, ¢) bodu M a roviny o je rovna vzdalenosti bodu M a jeho pravo-
thlého prumétu My do roviny p (obrazek 6.6). Je zrejmé, ze vzdalenost bodu M od
kteréhokoliv jiného bodu roviny o je vétsi nez v (M, My). Infimum mnoziny z (6.4)
je v tomto pripadé zaroven i jejim minimem.

Piiklad 6.6. Ukazte, ze pro vzdélenost bodu M = [xg, yo, 20] od roviny o urcené
rovnici ax 4 by + cz + d = 0 plati vzorec

- |CL.%'0 + byo + czo + d|

e RN RN

(6.5)
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Obr. 6.6: Vzdalenost bodu od roviny

Reseni. Piimka, kterd prochazi bodem M a je kolmé k roviné axz + by 4+ cz +d =0
mé parametrické rovnice

r=x9+ta, y=1yo+th, z=2z+tc
Jestlize odtud dosadime do rovnice roviny, urc¢ime nejprve hodnotu parametru ¢:

. _aJIQ—i‘byo—i‘CZo—Fd
a? + b2 + 2

a po dosazeni za t do parametrickych rovnic primky dostaneme souradnice priise-
¢iku My primky s rovinou, tj. pravoihlého prumétu bodu M do roviny g:

ax0+byo+cz0+d CLiL‘o—Fbyo—i‘CZo—'—d
M0:|:x0_a“ 2 2 2 ’yo_b 2 2 2 )
a*+b*+c¢ a*+b*+c
; _Caa:o—l—byo+czo—|—d]
0 a? + b% + ¢? '

Vzdalenost bodu M a My vypocteme podle vzorce (5.5). Po tpravé vyjde

. ]axo + byo “+ czp + d|

v ) = e

tedy vzorec (6.5). A

Poznamka 6.7. Vzorec (6.5) se dobfe pamatuje. Do rovnice roviny v obecném
tvaru dosadime za proménné souradnice bodu, jehoz vzdéalenost od roviny pocitame,
a absolutni hodnotu takto ziskaného vyrazu vydélime délkou norméalového vektoru n
roviny.
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Odvodime jesté jeden jednoduchy vzorec pro vypocet vzdalenosti bodu od roviny,
ktery se da dobre zapamatovat nebo snadno odvodit. Predpokladejme, zZe rovina o
je ur¢ena bodem A a jednotkovym norméalovym vektorem n. Vzdéalenost bodu M od
roviny ¢ pak vypocteme jako velikost pravoihlého prumétu vektoru u = M — A do
jednotkového vektoru n (obrazek 6.7). Plati tedy

v (M, o) =||M — Al cos ¢,

kde ¢ je odchylka primek AM a normaly n roviny o. Pro tuto odchylku podle vzorce

6.1 plati

(wn) | (M= A n)
M — Al

takze po dosazeni za cos ¢ do predeslé rovnice dostaneme

cos ¢ =

[[ull f|nfi

v(M,0) =|(M = Amn)|. (6.6)
pit
¢
4 oW(M.g)
n : MO

A

Obr. 6.7: Jiny zptsob urceni vzdélenosti bodu od roviny

Vzdalenost bodu od primky

Vzdalenost v (M, p) bodu M od primky p definujeme podobné jako vzdélenost bodu
od roviny, tj. v(M,p) = v (M, M,), kde My je pravothly prumét bodu M na
primku p. Jedna-li se specialné o vzdalenost bodu od primky v roviné Oxy, pak pro
vzdélenost bodu M = [zg, yo] od piimky p vyjadiené obecnou rovnici az+by+c =0
plati vzorec

awo + byo + ¢

Poznamka 6.8. Vzorec (6.7) je obdobou vzorce (6.5) a odvodi se zcela analogickym
zpusobem.

v (M, p) (6.7)
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Piiklad 6.9. Vypoctéte vzdalenost bodu M = [—3, 1, 2] od piimky p:
r=-3+4+3t y=0, z=2+4t.

Reseni. Bod My = [7,7, 2] lezi na pifmce p, tj. existuje takové &islo ¢, Ze
F=-34+3l, §=0, Z=2+4t

Vektory M — My = (=3t,1,—4t) a u = (3,0,4) jsou ortogondlni, tedy lze psét
(M — My, u) = 0, &li
—9t+0—16t =0.

Odtud dostaneme t = 0, takze My = (—3,0,2). Pro hledanou vzdalenost pak plati
v(M,p) =v (M, M) = 1.
A

Poznamka 6.10. Vzdélenost bodu od primky lze také urc¢it zptisobem zrejmym
z obrazku 6.8. Predpokladejme, ze pfimka p je dana bodem A a smérovym vek-
torem u. Vzdalenost bodu M od primky p se rovna vysSce rovnobéznika urceného
vektory u a M — A, jehoz obsah se vypocte podle vzorce (5.12). Odtud pak mame

_Jlux (M - A)]

v(M,p) (6.8)

Obr. 6.8: Vzdalenost bodu od ptrimky

Vzdalenost dvou rovin

Vzdalenost dvou totoznych nebo rtiznobéznych rovin nemé smysl pocitat, nebot je
evidentné rovna nule. Jestlize jsou obé roviny rovnobézné rtizné, staci v jedné z nich
zvolit bod a urcit jeho vzdalenost od druhé roviny.
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Vzdalenost primky a roviny

Jestlize je primka riiznobézna s rovinou nebo v ni lezi, neni opét co pocitat. Jejich
vzdalenost je rovna nule. Je-li pfimka s rovinou rovnobézna, zvolime na ni bod
a vypocteme jeho vzdalenost od roviny.

Vzdalenost dvou primek

V ¢asti vénované smisenému soucinu tii vektorti jsme se setkali s ilohou urcit vzda-
lenost dvou mimobéznych primek. Vime tedy, Zze vzdalenost dvou mimobézek p, q,
z nichz prvni je urcena bodem A a smérovym vektorem u, druhd pak bodem B
a smérovym vektorem v se vypocte podle vzorce (5.22):

|(uvw)|

Mn@ZHUXWV

kde w = B — A. Zbyvajici pripady jsou uz, poté co bylo feceno v predchozich dvou
odstavcich, zcela jisté trivialni zalezitosti.
Priklady k procviceni

1. Napiste parametrické rovnice primky p, ktera prochdzi bodem M = [—5,2, 7] a je kolm&
k roviné g : 2z —y + z — 1 = 0. Urcete pak vzdalenost v (M, p).

2. Strany trojihelnika ABC maji rovnice
AB:x+43y—7=0, BC:4rx—y—2=0, AyC:6x+8y—35=0.
Urcete velikost vysky wvp.
3. Urcete vzdalenost rovnobézek p, q:
p:3xr+y—6=0, q:6z+2y—2=0.

4. Najdéte bod B symetricky k bodu A = [2,—7,10] vzhledem k roviné, kterd prochézi
bodem P = [3,2,2] a je kolmé k vektoru v = (1,—3,2).

5. Urcete mnozinu vSech bodu, které maji od danych dvou bodu A = [0,0,0], B = [0, b, 0]
stejnou vzdalenost.

6. Napiste rovnici roviny prochazejici body P = [—8,—8, —8], Q = [8,10, 2], jejiz vzdale-
nost od bodu M = [—1,1,2] je rovna 3.

7. Vypoctéte vzdalenost piimek p = AB, ¢ = CD, je-li

A=[2,3,4, B=[-1,-3,-5, C=][0,-1,4, D=[6,-1,-2].
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Kli¢ k prikladiim k procviceni
lLLo=-54+2,y=2—t 2="7+t v(M, o) = 6.
2. up = 1.3.

3. v(p,q) = 3V10.

4. B =[-4,11,-2).

5. Rovina 2y — b = 0.

6. —Tr+4y+424+8=0, x —2y+22+8=0.
7. v(p,q) = V6.

6.3 Smeérnice primky

Ptimce v roviné Es jsme se zatim vénovali jen okrajové. Primku urcenou bodem
A = [ay, as] a smérovym vektorem u = (uy, us) jsme vyjadrili pomoci parametric-
kych rovnic

1 = aq +tu1

To = Qg9 + tUs.

Vylou¢enim parametru ¢ z obou rovnic jsme odvodili obecnou rovnici primky (4.6),
kterou jsme v roviné Oxy zapisovali ve tvaru

ax + by + ¢ = 0. (6.9)

Tuto rovnici mizeme odvodit také tak, Ze sestavime normdélovy vektor primky
n = (ug, —uy). V rovnici ax + by + ¢ = 0 pak polozime a = uy,b = —u; a za
proménné dosadime soutradnice bodu A, ¢imz urc¢ime chybéjici koeficient c:

c = —(aay + bay).

Ptimku v roviné miizeme vyjadrit jesté jinak. Z matematické analyzy je znamo,
ze primka je grafem linearni funkce

y=kz+q. (6.10)

V rovnici (6.10) jsou soufadnice libovolného bodu X = [z,y| pfimky popsény po-
moci dvou konstant k,q € R. Jejich vyznam si ted objasnime. Predpokladejme, ze
primka m neni rovnobéznd s osou y. V tomto pripadé je prvni souradnice smérového
vektoru u = (uq, uz) rizna od nuly, takze rovnici (6.9) mtzeme upravit na rovnici
(6.10):

a C
= ——Xr — —
y b b?
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odkud dostavame, ze ¢ = —c/b, k = —a/b, respektive

k=2 wu #£0. (6.11)

Uy
Hodnota k nezavisi na vybéru smérového vektoru primky. Je-li totiz v néjaky jiny
smérovy vektor, potom v = au, a tedy
(%) aus

=22 _ k.

U1 aUq

Necht u je smérovym vektorem piimky m. Potom ¢islo & definované rovnosti (6.11)
nazyvame smeérnici primky m. Rovnice (6.10) se nazyva smérnicovy tvar rovnice
primky. Jestlize zname smérnici k primky a jeden bod, kterym ptimka prochézi,
napiiklad B = [z1, 1], vypo¢teme z rovnice (6.10) ¢ = y; —kz;. Odtud pak odvodime
rovnici primky uré¢ené bodem a smérnici ve tvaru

y—y1 = k(z—x1). (6.12)

Pro uplnost jesté dodejme, Ze jinou tpravou rovnice (6.9) bychom mohli ziskat, je-li
abc # 0, tzv. dsekovou rovnici primky

TyYo, (6.13)
p q
Geometricky vyznam konstant p = —c/a, ¢ = —c/b je vidét z obrazku 6.9. Primka

protind soufadnicové osy v bodech [p, 0], [0, q].

A+y
m
[0, ¢
u ¢
> > >
o €1 [p, 0] e t

Obr. 6.9: Smérovy uhel primky

Na obrazku 6.9 je také vyznacen thel ¢, o ktery se musi otoc¢it v kladném smyslu
osa x kolem spolecného pruseciku s primkou m, aby splynula poprvé s uvazovanou
piimkou. Tento thel nazyvdme smérovym whlem primky. Ziejmé plati 0 < ¢ < 7.
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Véta 6.11. Smernice primky dané rovnici y = kx 4+ q uddvd tangens smérového
thlu, tj
k = tan ¢.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze dana primka neni rovnobézna se zadnou ze souradni-
covych os. Jeji smérovy vektor u = (uy,us) zvolme tak, aby jeho pocateéni bod
byl prisec¢ikem primky s osou = a jeho koncovy bod byl nad osou x, takze uy > 0,
obrézek 6.9. Vektor u pak svird s vektorem e; = (1,0) thel ¢, pro ktery plati

cos ¢ = (u,e)) S
[allflex]|  [[all’
takze . . s
sing = 4/1 — cos :m
a tedy
sing  us
tan ¢ = =—=k
coso  uy

Poznamka 6.12. Jestlize je primka rovnobéznd s osou z, jeji smérnice k = 0.
Ptimku rovnobéznou s osou y nelze vyjadrit ve smérnicovém tvaru.

Priklad 6.13. Ukazte, ze pro odchylku S primek p, g jejichz smérnicové rovnice
jsou
pry=kr+q, q:y=kx+ag,
plati vztah
ko —

1
—_ 14 Ekk 14

tan f = ‘

resp.

3= o ks — -

Resend. Vyjdeme ze vzorce (6.1) pro odchylku dvou pifmek, v némz oznacime pii-
slusnou odchylku 5. Normélové vektory primek p, ¢ jsou po tadé n; = (ki, —1),
ny = (kg, —1), takze za smérové vektory téchto uvedenych primek mizeme dosadit
u = (1,k1), v= (1, ka). Dostaneme

|1 + k)ﬂfg’

VI+ 1T+ R

cosf =

odtud je

sin 8 = /1 —cos?f3 = k2 — K|

1+k2 k%) VI+ENT+E
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Je-li 1+ kiky # 0, potom

ta ﬁ— sinﬁ k’g—k’l
nE= cos 3 1+ kiko
Pro kiko = —1 je cos¢ =0, a tedy ¢ = 7. A

Priklady k procviceni
1. Najdéte smérovy thel ¢ piimky AB, A = [-2,-5], B = [-2,—3].
2. Urcete rovnici primky, kterd prochézi bodem A = [—1, 3] a je kolma k piimce 3y = x+6.
3. Napiste rovnici primky jdouci bodem M = [—\/g, 2] majici od pfimky y = 3z +7
odchylku ¢ = 3.
Kli¢ k prikladéim k procviceni
1. ¢=73.
2.3z +y=0.

3.y=V3x+5,y=2.
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Cast I

Kuzelosecky a kvadriky
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V predchozich kapitoldch jsme viceméné (az na tlohy tykajici se urcovani vzda-
lenosti a uhla) vystadili s dovednosti fesit soustavy linearnich rovnic, a proto se této
oblasti také tika linedrni geometrie. Kazda proménnda v néjaké soustave linedrnich
rovnic je pouze nasobena riznymi ¢isly — pevnymi konstantami. Naskyta se otdzka

vvvvvv

vvvvvv

deme vénovat tzv. kvadratické geometrii. Budeme se zabyvat geometrickymi utvary,
které jsou popsany pomoci kvadratickych rovnic, tj. rovnicemi ve tvaru

Cl‘jE% “+ -+ Cn.fl?zb + Cn+121 + -+ oy = Con+1, (615)

nebo v takovém tvaru, ktery lze v néjaké kartézské soustavé souradnic zapsat po-

moci vzorce (6.15). Pripady, kdy ¢; = -+ = ¢, = 0, jiz byly popsany v predchozich
kapitolach a doufame, zZe je ¢tenar jiz podrobné zna. Proto budeme predpokladat, ze
v rovnici (6.15) je alespon jeden z koeficientt ¢y, . . ., ¢, nenulovy. V dalsim vykladu

se omezime pouze na n € {2, 3}, tedy na kvadratické utvary v Ey (kuzelosecky) a Ej;
(kvadratické plochy — kvadriky). Nejprve se sezndmime s kuzeloseckami a kvadri-
kami, které maji vzhledem ke kartézské soustavé souradnic specialni polohu, coz
umoznuje jejich vyjadieni pomoci jednoduchych rovnic. V poslednim odstavci této
casti kratce pojedname o obecné rovnici kvadratickych utvari a zminime postup,
jak nalézt takovou kartézskou soustavu souradnic, vzhledem k niz budou tyto utvary
vyjadreny rovnici (6.15).

Se zminovanymi utvary se pomérné dobfe pocitd, coz je patrné z prvnich zminek
o kvadrikach, které pochézeji z doby pred nasim letopoctem. To vsak neni hlavni
dtvod, proc¢ je tato kapitola zaclenéna do naseho textu. S kvadratickymi dtvary
se pravidelné setkavame a to nejen v matematice, ale nalézame je také v okolnim
sveté: viz napriklad logo McDonald’s (parabola), obézné draha planety kolem slunce
(elipsa), svétlomet (paraboloid), chladici véz (jednodilny rota¢ni hyperboloid), atd.
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Kapitola 7

Kuzelosecky

7.1 Elipsa (a kruznice)

A Y AY
a
a
b b
x : : &
G ’ F 0] G

J e

Obr. 7.1: Elipsa z—z + ‘Z—j =1 Obr. 7.2: Hyperbola "g—z — Z—j =1

Geometricky je elipsa E definovana jako mnozina vSsech bodii v roviné, které maji
od dvou pevnych bodu (tzv. ohnisek) stejny soucet vzdélenosti. Ozna¢me si ohniska
F a @G, jejich vzdélenost jako v, tj. |G| = v a soucet vzdalenosti libovolného bodu X
elipsy od F, G jako s, tj. |[FX|+ |GX| = s. Je jasné, ze ma smysl pouze piipad
s > v 2 0. Zvolme kartézskou soustavu souradnic (O, +x, +y) tak, aby pocdtek O
lezel ve stredu usecky F'G a osa x méla smér poloptimky OG, jako na obrazku 7.1,

takze F' = [—3,0], G = [5,0]. V piipadé F' = G = O volime smér osy x libovolné.
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Odvodime nyni rovnici, kterou musi spliovat vSechny body X = [z, y] elipsy:

v\ 2 VN 2
s= IXF|+1XG = \[(z+ ) +92 /(v -5) +v?
V\ 2 U\ 2 ; )
s — (x—|—§) +y? = ($—§> + 92 ... umocnime |
2 2 2
32+<x—|—g> +y2—23\/<x+g> +y2:<x_g> 1y

N 2
s2 4 2qv = 25\/(33 - 5) +¢2 ...umocnime |?
02
st 4+ 4220 + 45700 = 452 <x2 + % + T + xv)
st — s%0? = d(sP2? 4 s%y? — 2%0?)
72 %
4(s* — )2 + 457y = (s — %) = = tam =1
4 4

Oznacime-li a = s/2, b = v/s? — v?/2, ziskdme tak ze stfedni skoly znamou rovnici

LCQ yQ
Sl (7.1)

Cisla a, b se nazyvaji délka hlavni poloosy, délka vedlejsi poloosy; ¢islu e = v/2 se
rika délkovd excentricita a plati

o V0 =4 da® — 4D

2 9 2
1 1 1 = a‘ =e" +b°.

Pomér délkové excentricity a délky hlavni poloosy e = e/a = /1 — (b/ a)2 se nazyva
ciselnd excentricita. Ztejmé 0 < e < 1. Pokud je excentricita nulova, tj. a = b, jedna
se o kruznici. Na obrazku 7.1 jsou pro ilustraci zakresleny délky a, b a e.

Pti odvozovani rovnice (7.1) jsme dvakrat pouzili operaci umocnéni, kterd jak
vime, muze rozsirit mnozinu feseni. VSechny body X elipsy tedy spliuji rovnici (7.1),
ale nemame zajisténo, ze vSechny body Y, které tesi (7.1), lezi na elipse F. Ve sku-
tecnosti to viak plati; pokud Y = [z,y| Tes{ rovnici (7.1), tak y? = b*(1 — 2?/a?),
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a jelikoz b* = (s* —v?) /4, a = 5/2, je

2 2
|YF|+]YG|:\/<x+g> +y2+\/<x—g> +y =
( +v)2+52—v2(1 x2>+ ( v>2+32—02<1 x2)
e €T — _ — xr — — _ — =
2 4 % 2 4 s2

v s 0? v?
x2—|—m)—|———|—————x2—|——2x2+ cee =

4
¢ O VG ) (3
ot o et oG 5 0 (o5
—\ 3 x““‘“ﬁ‘(ﬁﬁ)—s

kde predposledni rovnost zdivodnime tim, ze v < s a z rovnice (7.1) evidentné
plyne nerovnost |z| < a = s/2. V prvni absolutni hodnot¢ je tedy kladné a ve druhé
zaporné ¢islo.

Préve jsme ukdzali, ze X = [x,y] € E pravé tehdy, kdyz (x,y) Tesi rovnici (7.1).
Jestlize oznac¢ime

T )
Rg = {X: [z, y] : §+§_1}7

pak ze skutecnosti

[l‘,y] € RE = [—x,y], [*Ia _y]v [_Ia _y] € RE

a pravé ukdzaného vztahu mezi body elipsy E a feSenimi (7.1) plyne, ze elipsa je
osové soumérnd podle piimek z, y a stfedové soumérnd podle bodu O (tzv. stredu
elipsy). Piimku F'G nazyvame hlavni osou a osu tsecky F'G vedlejsi osou elipsy.
Osy elipsy protinaji elipsu v tzv. vrcholech elipsy.

V odvétvich matematiky zabyvajicich se kfivkami je casto pozadovana jejich
parametrizace. Uvedeme si tedy, jak lze elipsu parametrizovat. Polozime-li

xr =acos(t), y=bsin(t), t € (0,27), (7.2)

shleddme, ze usporadand dvojice (z(t), y(t)) fesi (7.1), a tedy bod X (t) = [x(t), y(t)]
patii elipse E. Naopak pro kazdy bod Y elipsy £ v prvnim a druhém kvadrantu
1ze jednoznacné najit t € (0,7) tak, ze Y = X (t). Skuteéné, z prvni rovnice (7.2)
jednozna¢né urcéime t = arccos(z/a). Stejnou vzdjemnou jednoznacnost muzZeme
ukazat mezi jakymkoli bodem elipsy ve tretim ¢i ¢tvrtém kvadrantu a parametrem
t =27 — arccos(z/a) € (m,2m).

7.2 Hyperbola

Definice hyperboly je vemi podobna definici elipsy. Na rozdil od elipsy pro body
hyperboly H plati, Ze absolutni hodnota rozdilu jejich vzdéalenosti od dvou pevnych
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bodu F a G (tzv. ohnisek) je rovna konstanté r € R*. Pfi odvozovani rovnice
hyperboly postupujeme jako u elipsy. Zvolime stejnou kartézskou soustavu souradic
(viz obrazek 7.2). Pro libovolny bod X hyperboly H dle jeji definice plati

r=||XF|-|XG||

Témeér stenym postupem jako v odstavci 7.1 obdrzime rovnici

72 2
?‘%:L (7.3)
kterou sphituji viechny body X = [z, y] hyperboly H. Cisla a = /2, b = /v — r2/2,
e = v/2 jsou postupné tzv. délka hlavni poloosy, délka vedlejsi poloosy a délkovd
excentricita hyperboly. Tentokrat mezi nimi plati vztah e = a? 4 b?. Cislo € = e/a,
€ > 1 se nazyva ciselnd excentricita. Je-li a = b, hyperbola se nazyva rovnoosd.
Navic, spliuje-li usporadana dvojice (x,y) rovnici (7.3), pak bod X = [y, z] patii
hyperbole H. Je ztejmé, Ze pro

1.2 y2
)

RH:{X:[IMU] b2

plati
[ff,y] € RH = [_xay]v [fL’, _y]u [—ZL', _y] € RH

Podobné jako elipsa je hyperbola osové soumérnd podle primek z,y a stredové sou-
mérnd podle bodu O, tzv. stredu hyperboly. Body [—a,0], [a,0] nazyvame wvrcholy
hyperboly. Ptimka F'G se nazyva hlavni osa a osa usecky F'G vedlejsi osa hyperboly.

Na obrazku 7.2 jsou nakresleny zelené dvé piimky, kterym fikame asymptoty
hyperboly a které maji vlastnosti asymptot, s nimiz jste se seznamili v diferencialnim
poctu funkci jedné proménné. Zkusme najit rovnice téchto asymptot. Nejprve nas
bude zajimat jejich smérnice. Z rovnice (7.3) vyjddiime y* = b* ((z/a)? — 1), tedy
v prvnim kvadrantu (x =2 0 A y 2 0) je y(z) = by/(x/a)? — 1 a pro asymptotu
y = kx + q plati

oy byE—1
ko= lim &Y gy Y
N

2 _

tedy y = bz/a. Odtud vzhledem k symetriim, které jsme u hyperboly nalezli, jsou
jejl asymptoty y = +bx/a, coz lze zkracené zapsat jako

Y . (7.4)
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7.3 Parabola

A Y

Obr. 7.3: Parabola y = ax?

Parabola P je definovana jako mnozina vSech bodu v roviné, které maji stejnou
vzdélenost od daného bodu F' (tzv. ohniska) a ptimky d (tzv. ridici primky), kterd
timto bodem neprochazi. Vzdalenost p ohniska F' od pfimky d nazyvame parametrem
dané paraboly. Kartézskou soustavu souradnic zvolime tak, aby jeji stted O lezel
ve stfedu usecky F'Z, ktera vede z bodu F' kolmo na fidici primku d paraboly
a jeji druhy koncovy bod Z € d. Osa y je urcena orientovanou useckou OF (viz
obrézek 7.3). Bod O nazyvame vrcholem paraboly. Kazdy bod X = [z, y] paraboly
splnuje

XF|= ]Xd|<:>‘:cy ‘—‘ ‘

\/ - (y — —> ‘y—i— ‘ ... umocnime |?

2 2

x2+y2—py+%=y2+py+% = 2% = 2py.

Oznacime-li @ = 1/(2p) mizeme rovnici paraboly napsat jako

Y= az?. (7.

(@)

)

Podobné jako u elipsy vzhledem k operaci umocnéni pii odvozeni rovnice (7.5)
je jesté potteba ukézat, ze kazdy bod X = [z, y], ktery odpovida feseni rovnice (7.5)
(tedy X = [z, a2?] = [x —]) opravdu lezi na parabole P:

2 2
IXF|—|Xd| = |22+ (2P
2p 2

7.4 Posunuté kuzelosecky

2

p 1 s e L2, 2
+2‘ % (z2 + p?) 2p|x +p7

Kuzelosecky, jejichz rovnice jsme pravé odvodili, mély vzhledem k dané kartézské
soustavé soutradnic specidlni polohu. V ptipadé, Ze elipsa a hyperbola maji stied
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v pocatku soustavy souradnic a osy v soutadnicovych osach, mluvime o zdkladni
poloze. O parabole Tekneme, ze lezi v zdkladni poloze, jestlize vrchol paraboly je
v pocatku soustavy souradnic a jeji ohnisko lezi na nékteré ze souradnicovych os.
Uvazujme nyni, ze se stfed elipsy nachazi v bodé S = [h, k| a jeji osy jsou
rovnobézné se souradnicovymi osami. V takovém pripadé zavedme novou kartézskou
soustavu soufadnic s po¢atkem O = [h, k] a osami Z, j, které vzniknou posunutim
puvodnich os do nového poé¢atku soufadnic O. Je ziejmé, Ze osy nové soustavy
sourednic lezi v osadch posunuté elipsy. Rovnice elipsy v kartézské soustaveé souradnic
(O, z, %) bude
2 P2
¥+%:L
Ze sttedni skoly vime, Ze vztah mezi posunutymi soufadnicemi [z, y| a ptivodnimi
soutadnicemi [z, y] bodu X je dén vzorci

K1
I

x — h,
y— k.

Y|
I

Stejny vysledek déava po rozepsani do souradnic vzorec (2.24), ktery vyjadiuje vztah
mezi ,novymi“ a ,puvodnimi“ souradnicemi bodu X, jestlize prejdeme od afinni
soustavy soufadnic (O, ey, e;) k soustavé (O, ey, e;). Rovnice dané elipsy v soustavé
soufadnic (O, z,y) tak bude

(x&m?+@;@2—L (7.6)

Jestlize v rovnici (7.6) odstranime zlomky a provedeme umocnéni, dostaneme po
upravé kvadratickou rovnici

12 4 coy? + s + cay = cs, cica > 0. (7.7)

Obrécené kazdou kvadratickou rovnici (7.7) muzeme metodou doplnéni na ctverec,
jiz odpovida posunuti os, upravit na rovnici (7.6), popfipadé na rovnici se stejnou
levou stranou a s ¢isly 0 nebo —1 na pravé strané.

Piiklad 7.1. Urcete stfed a poloosy elipsy dané rovnici 322 + S8y? + 122 — 16y = 4.

Reseni. Metodou doplnéni na ¢tverec postupné obrdzime

3(x2+4x)+8(y2—2y) =4

32 +4x+4)+8(y* —2y+1) =4+12+38
3(z+2)7+8(y—1)° =24

(x+2° (y—1°_

gt =L

Odtud stfed S = [~2, 1], hlavni poloosa a = /8, vedlejsi poloosa b = /3. A
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Poznamka 7.2. Pokud bychom na pravé strané dané rovnice méli misto ¢isla 4
¢islo —20, ziskali bychom rovnici 3 (z + 2)> + 8 (y — 1)* = 0, kterd popisuje pouze
jediny bod [z,y] = [-2,1]. Tento bod lze povazovat za tzv. degenerovanou elipsu.
Pokud by na pravé strané uvedené rovnice bylo ¢islo —21, obdrzeli bychom rovnici
3(x+2)°+8(y — 1)* = —1, které nevyhovuje zadny redlny bod [z, y]. Dané rovnice
tak popisuje prazdnou mnozinu (tzv. imagindrni elipsu). Kazda rovnice (7.7) tedy
predstavuje elipsu, popripadé degenerovanou nebo imaginarni elipsu.

Podobné rovnici
12?2 4 coy? + e + cay = s, creo < 0, (7.8)

v niz koeficienty c¢q, ¢ maji opacnad znaménka, je popsana hyperbola. Doplnime-li
kvadratické ¢leny v rovnici (7.8) na Gplné ¢tverce, ziskdme jednu z rovnic

2 2
a? oo a? o ‘
Prvni z rovnic (7.9) je rovnici hyperboly se stiedem v bodé S = [h, k| a hlavni osou
rovnobéznou s osou x. Druha rovnice predstavuje hyperbolu opét se stredem v bodé
S = [h, k] a hlavni osou rovnobéznou s osou y. Pro uplnost jesté dodejme, Ze iprava

rovnice (7.8) muze také vést k rovnici

(x=h" =k _,

a? b2

ktera predstavuje dvojici primek y — k = :I:g (x — h), tzv. degenerovanou hyperbolu.
Nakonec, rovnice

a1z + e3x + cay = cs, Coy’ + 37 + cay = 5 (7.10)

jsou rovnicemi parabol. Je-li v prvni rovnici (7.10) ¢4 # 0 a v druhé rovnici ¢z # 0,
mizeme je zapsat ve tvaru

(@—h?=%2p(y—k), (y—k>==x2p(x—h). (7.11)
V prvém piipadé vrchol paraboly V' = [h, k] a ohnisko F = [h, k+ g], v druhém
ptipadé V = [h, k| a F = [h + £, k] Redukuji-li se rovnice (7.10) na ¢z + c3x = cs,
resp. coy? + ¢4y = c5, potom reprezentuji dvojice rovnobéznych pifmek, které lze
povazovat za tzv. degenerované paraboly.

Priklad 7.3. Najdéte stred, vrcholy, ohniska a rovnice asymptot hyperboly

x? — 49® — 10z + 24y = 15.
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Reseni. Uvedenou rovnici upravime znamym zptsobem na jednu z rovnic (7.9):

r? — 102 — 4y* + 24y = 15
(2 — 10z +25) — 4 (y* — 6y +9) = 15+ 25 — 36
(x =5 —4(y—3)" =4

(@ -5)" (y-3)"_
4 1

1.

Odtud mame: S = [5,3], a =2, b =1, e = Va® + b*> = /5. Ponévadz a = 2, budou
vrcholy posunuty vzhledem ke stfedu o 2 jednotky vlevo a vpravo, tj. A = [3, 3]
a B = [7,3]. Ohniska budou zase posunuta oproti stiedu o v/5 jednotek vlevo
a vpravo, tedy F' = [5 — /5, 3], G = [5 + /5, 3}. Nakonec jesté zbyvaji asymptoty.
Jejich smérnice jsou £b/a = +1/2, obé prochazi sttedem S = [5, 3]. Jejich rovnice
tak jsou y — 3 = +5 ( — 5). Nacrtek viz obrézek 7.4. A

s

Ul ————— -

Obr. 7.4: Posunuté hyperbola a2 — 4y? — 102 + 24y = 15 z piikladu 7.3.

Priklad 7.4. Urcete soutadnice vrcholu, ohniska a rovnici fidici ptimky paraboly
6 —a® —8y—1=0.

Reseni. Danou rovnici pfevedeme na nékterou z rovnic (7.11):

2 —6r=—-8y—1

2 — 6z +9=—8y+8

(z—3)"=—-8(y—1).
Parabola ma tedy vrchol v bodé V' = [3, 1], jeji osa je rovnobézna s osou y, vzdélenost
ohniska od fidici primky je p = 4. Ohnisko bude posunuto vzhledem k vrcholu o p/2

jednotek smérem dolt, tj. F' = [3, —1]. Ridici pfimka bude rovnobé&zna s osou x, jeji
rovnice je y = 3. A
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7.5 Regularni — singularni — kuzelosecky
V predeslé ¢asti jsme se zabyvali rovnici
12 + ey + s + cuy = c5, (7.12)

ktera je vlastné obdobou rovnice (6.15) v prostoru Es. Rovnice (7.12), v niz je
aspon jeden z koeficientl ¢; nebo ¢, nenulovy, popisuje elipsu, hyperbolu nebo pa-
rabolu, pripadné degenerovanou kuzelosecku nebo prazdnou mnozinu. Elipsa, hy-
perbola a parabola se souhrné nazyvaji requldrni kuzelosecky a nelze je v kartézské
soustaveé souradnic zapsat pomoci linearnich rovnic. Ostatni pripady, kdy je v rovnici
(7.12) alespon jeden z koeficientu ¢y, ¢y nenulovy, lze jiz pomoci linearnich rovnic
popsat a tika se jim singuldrni kuzelosecky. Geometricky to mohou byt:

e dvojice riznobéznich primek ... napiiklad asymptoty hyperboly (7.4)
e dvojice rovnobéingch primek ... naptiklad 22 = 4, 2% + 3z = 18

e primka ... napiiklad 22 =0

e bod ... napiiklad 22 +y? =0

e prazdnd mnoZina ... napiiklad 2% + y? = —1.

7.6 Kuzelosecky v obecné poloze
V rovnici (7.12) nenajdeme kvadraticky clen zy. Vime vSak, Ze pravé rovnice
ry=c, c#0 (7.13)

je vyjadrenim rovnoosé hyperboly, jak je znamo z grafického znazornéni neprimé
dmérnosti y = ¢/x. Jejimi asymptotami jsou soufadnicové osy z a y. Je-li ¢ > 0,
hyperbola lezi v prvnim a tfetim kvadrantu, je-li ¢ < 0, lezi pak v druhém a ¢tvrtém
kvadrantu.

Rovnici (7.13) odvodime nésledovné. Predpokladejme, Ze rovnoosa hyperbola
lezi v prvnim a tfetim kvadrantu soustavy soufadnic (O, x,y). Oznacme a délku jeji
hlavni poloosy. Otocenim soustavy soufadnic (O, x,y) okolo pocatku o thel ¢ = 5
v kladném smyslu dostaneme novou soustavu soutadnic (O, Zz,y), v niz ma tato
hyperbola rovnici

I S (7.14)

Vztah mezi souradnicemi bodu X ve dvou rtznych afinnich soustavach souradnic
vyjadiuje, jak vime, vzorec (2.24). V nasem pripadé se jednd o afinni soustavy
souradnic § = (0, e;,e3) a S = (0, e1,€3), kde

er= (10 e =(0.1), &= (5 )@= (-5 ).
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Podle vzorce (2.24) tedy plati

_ 1 1 \! 1 1\ !
)=z ) ()2 =) (o)
= I I 0
Yy 2 R Yy 2 2
_ 1 1
()= 2)()
Yy 5B B )

tj.
1 L 1 _ 1 n 1

—x+ —=, =——x+ —y.

Vit TR A

Jestlize dosadime za & a y do rovnice (7.14), dostaneme po tGpravé rovnici

1
TY = §a2,

a’.

tedy jiz rovnici (7.13). Stadf jen polozit ¢ = £

Poznamka 7.5. Z predchozi ukazky je vidét, ze smiSeny ¢len xy souvisi s otocenim
soustavy soufadnic. Pro vyjadieni kuzelosecky v obecné poloze (otocené a posunuté)
v prostoru Es musime tedy pocitat s obecnéjsi rovnici nez je rovnice (7.12).

Obecné kvadratickd rovnice v R?, kterd zahrnuje vSechny ¢leny, tj. kvadratické
véetné ¢lenu xy, linedarni a také absolutni ¢len ma tvar

(Lllflfz + 2(1,1211,'3/ + (122y2 + 2@13$ + 2&23y “+ agz = 0, (715)
coz lze maticové zapsat jako
a1; a2 as

(x ) 1) 12 Q22 Q23
13 Q23 Aa33

= 0. (7.16)

e 8

Ukéazeme si, ze oto¢enim ptivodni soustavy souradnic (O, z,y) mizeme najit novou
soustavu soutradnic (O, z,y), ve které ma rovnice (7.15) tvar (7.12), tedy tvar rovnice
regularni nebo singularni kuzelosecky jako v odstavci 7.5.

Cast rovnice (7.15) vyznacend ervené je rovnici kvadratické formy x” Ax, kde

X — x . A= @11 A12 .
Yy 12 Q22

Ze spektralni teorie je znamo, ze k realné symetrické matici A existuje ortogonalni
matice U takova, ze matice D = UTAU je diagonalni. Ortogonalni substituce

<§>:U(§),det(U):1, (7.17)
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prevede tedy rovnici (7.15) na rovnici
MZ2 4+ X +dT+ey+ f=0, (7.18)

ktera je stejného tvaru jako rovnice (7.12). Cely postup bude podrobnéji vylozen
v odstavci 8.4. Pripomenime si, ze transformace (7.17) souvisi s otocenim, jez prevadi
béazové vektory e, e; po fadé v ortonormalni vlastni vektory e;, e; matice A, které
tvori sloupce matice U. Soutadnicové osy x, y pak orientujeme souhlasné s e, es.
Nase dosavadni tivahy si nyni uvedeme jako vétu.

Véta 7.6. KazZdou rovnici (7.15), v niZ je alespon jeden z koeficienti ayy, a1z, ago
nenulovy, muzeme pomoci ortogondlni substituce (8.26) prevést na rovnici (7.18),
kde koeficienty A1, Ao jsou vlastni cisla symetrické matice kvadratické formy, jez
tvori céast rovnice (7.15). Rovnice predstavuje

elipsu je-li Ao >0

hyperbolu  je-li A <0

parabolu  je-li Ao =0
véetné degenerovanych pripadi nebo prdzdnou mnoZinu.

Priklad 7.7. Urcete typ kuzelosecky vyjadiené rovnici
m2—2:py+y2+4\/§x—420.
V pripadé, ze nejde o prazdnou mnozinu, zakreslete ji v soustavé soutadnic (O, z,y).

Reseni. Kvadratickd forma 2% — 22y + y? ma matici

a- ().

Najdeme jeji vlastni ¢isla, ortonormalni vlastni vektory a ortogondalni matici U:

-1

1—-A
|A—/\I|—0<:>‘ 1 1o

‘:0@/\2—2)\:0@)\1:0, Ay = 2.

Substituce .
x T 1 -1
—U( "), Uu=—+ :
<y> (y) 2<1 1>
tedy
1 _ 1
r=—(T-y), y=—72@T+y),
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prevadi uvedenou rovnici kuzelosecky na rovnici
22 + 47 — 4ij = 4.

Posledni rovnici jesté upravime doplnénim na ¢tverec. Vyjde

(7 —1)° = -2 (:E — g) : (7.19)

odkud vidime, Ze jde o parabolu v soustavé (O, Z,y), kterd se otevird ve sméru
zéporné poloosy T (obrazek 7.5) a mé vrchol v bodé [3, 1]. A

<

Obr. 7.5: Otocena parabola z prikladu 7.7

Poznamka 7.8. Pokud bychom v prikladu 7.7 sestavili ortogonalni matici jinak,

napriklad
1 11
o= 1)

ziskali bychom po tpraveé rovnici

(Z+1)°=-2 (g - ;) : (7.20)

To znamend, ze soustava (O, 7, ) na obrazku 7.5 by pak byla otocena o tihel ¢ = 7
v zaporném smyslu. Stejny vysledek by také dala zaména os z, y a nasledna zména
orientace u osy .

Priklad 7.9. Napiste rovnici hyperboly H’, ktera vznikne z hyperboly H se stfedem
v pocatku a hlavni osou v ose x soustavy souradnic (O, z,y) postupné otocenim
o thel 7/3 v kladném smyslu a néslednym posunutim ve sméru vektoru p = (-5, 2).
Délky hlavni a vedlejsi poloosy jsou a = 2, b = 3.
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Reseni. V. prostoru Ey zavedeme afinni soustavy soufadnic
g - ([_57 2] 7f17 fQ)

F = (Oaflan)v

g = (07 €1, 62)7
kde e; = (1,0), e = (0,1) a vektory f, fs volime tak, aby pro i € {1,2} vznikl
bazovy vektor f; rotaci vektoru e; o thel 7/3, takze
1 5 5 1
f, = (cosg,sin %) =3 (1, \/§) , = (cos g,sin %) =3 (—\/3, 1) .
Souradnicové vektory bodu X € E, vzhledem k témto soustavam oznac¢me
x x z
Xl]e = o Xlg=12 ), X]e=1| -
xe= (1) = (5) - (7)
Rovnice hyperboly H v soustavé £ a H' v soustavé G budou formalné stejné:
2 y2 _ :%2 g2 B
22 32 2 3

€1

[0,0]
Obr. 7.7: Otocena a posunuté hyperbola

Obr. 7.6: Afinni soustavy souradnic
Nés ovSem zajim4 rovnice hyperboly H' v soustavé &, tj. v (O, z, y). Podle vzorce

O OG0 ) ()
-1 9 )0 B ().

Y

takze
(—\/§(x+5)+y—2) .

DO | —

f:%<x+5+\/§(y—2)>, =
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Rovnice hyperboly v soustavé (O, x,y) je tedy

((I+5)+\/§(y—2))2 (—\/?:(2+5)+(y—2))2
2 . 2 1
22 32
3%(x +V3y +5—2v3)? — 22(V3z — y + 5v3 + 2)* = 12?
32 (2% + 3y* + (5 — 2v/3)? + 2v/3xy + 2(5 — 2V3)x + 2V3(5 — 2v/3)y)
—2%(32% + y* + (5V3 4+ 2)% — 2v3xy + 2V3(5V3 + 2)x — 2(5V3 + 2)y) = 12°

—32% 4 23y% + 26V/3xy — 2(15 + 26v/3)x + 2(65V/3 — 46)y — 127 — 260v/3 = 0.

Na obrazku 7.6 jsou znazornény afinni soustavy soutadnic £, F a G, vedle je pak
(¢arkované) zobrazena puvodni hyperbola H a (plnou carou) hyperbola H'. A

Priklady k procviceni
1. Zjistéte typ kuzelosecky a zndzornéte ji v soustavé (O, x,y):
a) x2 4+ 2zy +y? = 4;

b) 2zy — 22y = 1;
c) 1022 + 6zy + 2y% = 4.

2. Ukazte, ze rovnice (7.15), uvazujeme-li i singuldrni kuzelosecky, predstavuje:
a) elipsu, je-li ajjage — a%Q > 0;
b) hyperbolu, je-li ajjazs — a?y < 0;
¢) parabolu, je-li ajjage — a?y = 0.

3. Najdéte tihel ¢ a vektor p, o které musime otocit a posunout elipsu 722 4 32 = 49, aby

jeji rovnice v soustavé (O, z,y) byla 222 — 3zy + 23> — 82y = —%.

4. Napiste rovnici paraboly, kterou dostaneme otocenim paraboly y? = 4x o tihel ¢ = .
a posunutim ve sméru vektoru p = (—\/g, 1).

Kli¢ k prikladim k procviceni

1. Uvedené rovnice prevedeme pomoci substituce (8.26) na tvar (7.18):
a) 222 4 0y% = 4 - degenerovand parabola, tj. dvojice rovnobéznych piimek z = +/2;
viz obr. 7.8;
b) —(z —1)* + (§ — 1)*> = 1 - rovnoosa hyperbola; viz obr. 7.9;
c) 1122 + y? = 4 - elipsa; viz obr. 7.10.

2. Navod: Sestavte kvadratickou rovnici pro vypocet vlastnich ¢isel matice kvadratické
formy ajx? + 2a191y + a22y2 a rozhodnéte, kdy plati A Ag > 0, AjAa < 0a A =0.

_ _ 16
3. o= —%a pP= m(?’a‘l)-
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4. 22 4+ 2/3zy + 3y% — 83z + 8y = 32.

%\
\\\ \ :[j ///
AN | 7/
\\ | //
N | s
N | 7
N (BN //
N | 7
\\\:/// \\
/; // >x
s [EP2EEN
s | 7 N
// | \\
// ! \\
s | N
/// : \\\
7 :i N
Obr. 7.8: Degenerovand parabola Obr. 7.9: Rovnoosa hyperbola
22+ 2xy +y? =4 2y — 22y = 1

Obr. 7.10: Elipsa 1022 + 6xy + 2y = 4



88

Kapitola 8

Kvadriky

V kapitole 7 jsme se seznamili s kuzeloseckami. Odvodili jsme nejprve jejich rovnice
v zakladni poloze a postupné jsme se dobrali az k jejich rovnicim v obecné poloze.
Také s kvadrikami se budeme seznamovat postupné. Nejdiive si ukazeme jednoduchy
zpusob, jak lze odvodit rovnice rotac¢nich kvadrik a nasledné i rovnice obecnych
kvadrik v zakladni poloze. Odtud pak prejdeme k posunutym kvadrikdm a nakonec
ke kvadrikam v obecné poloze.

8.1 Rotacni kvadriky v zakladni poloze

V tomto ¢lanku nejprve odvodime rovnici rotacéni plochy, kterou ziskame otacenim
ktivky v souradnicové roviné Oxz kolem osy z. Potom specialné odvodime rovnice
rotacnich kvadrik v zdkladni poloze, tj. ploch, které vzniknou rotaci kuzelosecek
v tzv. zakladni poloze vzhledem k roviné Oxz okolo osy z.

Rotacni plochy

Predpokladejme, ze v roviné Oxz je dana kiivka o rovnici

f(z,2z)=0. (8.1)
Napftiklad, v pripadé kruznice o poloméru 1 v roviné Oxz se sttedem v poc¢atku, ma
implicitni vztah (8.1) tvar
222 -1=0.

Zavedme nyni valcové soutadnice r, @, z; 7 2 0, ¢ € (0,27), z € R. Vztah mezi
kartézskymi a vdlcovymi soutadnicemi (viz obrézek 8.1) je popsdn rovnicemi

r=rcosp, y=rsing, z=z r=+2>2+y> (8.2)

Nechame-li kfivku o rovnici (8.1) otacet kolem osy z, vznikne rotaéni plocha o
(obr. 8.2). Kazdy bod ktivky pfitom opisuje tzv. rovnobéZkovou kruznici. Libovol-
nému bodu M = [r, p, z] rotaéni plochy odpovidd na krivce uréené vztahem (8.1)
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Obr. 8.1: Valcové souradnice Obr. 8.2: Rota¢ni plocha
r=[0M|, o=4(+x,0M), |z|=[MM;]|

bod My = [r,¢o,z2], kde o9 = 0 V @9 = 7. Pro piislusné kartézské souradnice
bodu My v roviné Oxz pak s prihlédnutim ke vztahtim (8.2) a (8.1) plati

r=%4r, z=2z f(xr,z)=0.
Dostali jsme tak tento vysledek. Bod M lezi na plose ¢ pravé tehdy, kdyz souradnice
odpovidajiciho otoceného bodu M, vyhovuji rovnici (8.1), tj. plati-li

f (j: 2 + 2, Z) = 0. (8.3)

Rovnice (8.3) je tedy hledanou rovnici rotacni plochy p. Prakticky to znamend, zZe
do rovnice (8.1) dosadime vSude za proménnou z vyraz +/x? + 2.

Rotac¢ni kvadriky

Plochu, kterou dostaneme otacenim kuzelosecky kolem jeji osy, nazyvame rotacni
kvadrikou. Rotaci regularni kuzelosecky vznikne reguldrni rotacni kvadrika, rotaci
singularni kuzelosecky pak singuldrni rotacni kvadrika.

Plocha kulova

V roviné Oxz méjme kruznici, kterd je ddna rovnici 22 + 22 = 1. Jeji rotaci kolem
osy z ziskame plochu kulovou o rovnici

Pty 4+ =1. (8.4)

Rotacni paraboloid

V roviné Ozz uvazujme parabolu z = 2. Jejim otaCenim kolem osy z obdrZime
rotacni paraboloid vyjadreny rovnici

z =2+ 97 (8.5)
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Rotacni hyperboloid a kuzelova plocha

V roviné Oxz jsou dany postupné hyperboly z? — 22 = 1, 22 — 22 = —1 a jejich
spoleéné asymptoty x2 — 22 = 0. JestliZe je nechame rotovat kolem osy z dostaneme

1. rotacni hyperboloid jednodilny

24y’ =22+ 1 (8.6)
2. rotacni hyperboloid dvojdilng
Pyt =2 (8.7)
3. rotacni kuzelovou plochu
2?4y = 27 (8.8)

Rotacni valcova plocha

V roviné Oxz necht je ddna dvojice pifmek 22 = 1. Jejich ota¢enim kolem osy z
vznikne rotacni vdlcovd plocha
2?4y = 1. (8.9)

8.2 Obecné kvadriky v zakladni poloze

Nékteré typy obecnych kvadrik mizeme ziskat z rotacnich kvadrik a to uzitim jisté
afinni transformace (tzv. dilatace, tj. ,roztazeni” ¢i ,stlaceni prostoru Ejz), ktera
kazdému bodu X = [z,y, 2] pfifazuje bod X = [z, ¥, z] pomoci rovnic

T=ax, y=by, ZzZ=cz, abc#D0. (8.10)

Dosadime-li tedy dilata¢ni vztahy (8.10) do rovnice rotaéni kvadriky, obdrzime rov-
nici prislusné obecné kvariky. V nésledujicim ptehledu si tyto kvadriky uvedeme
a doplnime jej o ty kvadriky, které timto zptisobem dostat nelze. Carku nad pro-
ménnymi nebudeme pro lepsi prehlednost uvadét.

Trojosy elipsoid
Trojosy elipsoid je obrazem plochy kulové (8.4) pfi dilataci (8.10). Jeho rovnice je

(132 y2 Z2
S (8.11)

Je-li napriklad a = b, mluvime o rotacnim elipsoidu. Ten bychom také dostali rotaci
elipsy 22/a* + 2% /c* = 1 kolem osy z. Trojosy elipsoid je zndzornén na obrdzku 8.3.
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Elipticky paraboloid

Stejnym zpusobem ziskdme z rotacniho paraboloidu (8.5) tzv. elipticky paraboloid
(obrazek 8.4)

T
-=—=+4+=. 8.12
c a? * b? (8.12)
z
T z Y
Obr. 8.3: Trojosy elipsoid Obr. 8.4: Elipticky paraboloid
(811):a=4,b=2c=1) ((812):a=4,b=2,c=1)

Jednodilny hyperboloid
Z rovnic (8.6) a (8.10) dostaneme rovnici tzv. jednodilného hyperboloidu (obrazek 8.5)

2y 2
a2 b2 2

= 1. (8.13)

Dvojdilny hyperboloid

Podobné odvodime z rotacniho hyperboloidu dvojdilného tzv. dvojdilny hyperboloid
(obrézek 8.6)
22 2

L -5=-1 (8.14)

Elipticka kuzelova plocha

Jestlize dosadime vztahy (8.10) do rovnice rota¢ni kuzelové plochy (8.8), ziskdme
rovnici tzv. eliptické kuzZelové plochy (obrazek 8.7)

22 xQ y2
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Obr. 8.5: Jednodilny hyperboloid Obr. 8.6: Dvojdilny hyperboloid
((813):a=4,b=2,c=1) ((8.14):a=4,b=2,c=1)

Elipticka valcova plocha

Nakonec jesté nechame pusobit dilataci (8.10) na rovnici rotacni valcové plochy (8.9).
Vznikne tzv. eliptickd vdlcovd plocha (obrazek 8.8)

2 2

2y
St =L (8.16)

Obr. 8.7: Elipticka kuzelova plocha Obr. 8.8: Elipticka valcova plocha
((8.15):a=4,b=2,c=1) ((8.16): a =4, b=2)

Poznamka 8.1. Tim jsme ukoncili prehled vsech kvadrik, které muzeme ziskat
z rotacnich kvadrik pomoci afinni transformace (8.10). PovSimnéme si, Ze rovnice
eliptické kuzelové plochy, jednodilného nebo dvojdilného hyperboloidu se lisi pouze
v tom, je-li v nich prislusna konstanta rovna 0, 1 nebo —1.

Hyperbolicky paraboloid

Hyperbolicky paraboloid je kvadrika, kterda mé v zakladni poloze rovnici
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22 g2
Plocha je soumérna podle osy z a soutadnicovych rovin Oxz a Oyz. Hyperbolicky
paraboloid je zobrazen na obrazku 8.9.

Parabolicka valcova plocha

Parabolickou vdlcovou plochu ziskdme tak, Ze kazdym bodem paraboly y = ax?
vedeme piimku rovnobéznou s osou z. Jeji rovnice je stejnd (z je libovolné) jako
rovnice prislusné paraboly, tj.

y = ax’. (8.18)

Priklad parabolické valcové plochy uvadi obrazek 8.10.

V4 z

Obr. 8.9: Hyperbolicky paraboloid Obr. 8.10: Parabolicka valcova plocha
(817):a=2,b=1) ((8.16): a = 1)

Hyperbolicka valcova plocha

Hyperbolickou vdlcovou plochu dostaneme, povedeme-li kazdym bodem hyperboly
2?/a® — y*/b* = 1 piimku rovnobéZnou s osou z. Pifsluiné rovnice pak je

2 2

T Y

Na obrazku 8.11 je uveden priklad hyperbolické valcové plochy.

Poznamka 8.2. Uvedeny prehled miizeme jesté doplnit o dvojice ruznobéznych,
resp. rovnobéznych rovin (obrazky 8.12 a 8.13). Jedna se o tzv. degenerované kvad-
riky, jejichz rovnice jsou

2 2

% —E = 0, resp. x° — ¢ =0. (8.20)
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\

x Yy

Obr. 8.11: Hyperbolicka valcova plocha((8.19): a =2, b=1)

Dodejme jesté, ze zaménou souradnicovych os bychom ziskali jiné zakladni polohy
nasich kvadrik. Napiiklad rovnice 2% + 22 = r? piedstavuje rotacni valcovou plochu
o poloméru r s osou v ose y. Plochu kulovou, elipsoid, hyperboloid (jednodilny
i dvojdilny), paraboloid (elipticky i hyperbolicky) nazyvame requldrnimi kvadrikams.
Ostatni kvadriky jsou tzv. singuldrni kvadriky.

x y r Y
Obr. 8.12: Degenerovana kvadrika Obr. 8.13: Degenerovana kvadrika
((819):a=2,b=1) ((8.20): ¢=1)

8.3 Posunuté kvadriky

Posunutim kvadriky se jeji piivodni rovnice samoziejmé zméni. V takovém pripadé
zavedeme novou soustavu souradnic (O, Z, 9, Z) tak, aby vzhledem k ni byla kvadrika
v zéakladni poloze, takze jeji rovnice v proménnych z, ¢, z bude mit formalné stejny
tvar jako rovnice piivodni. Necht O = (h,k,1) vzhledem k soustavé (O, x,y, 2).
Dosadime-li za proménné z, y, z

r=x—h, y=y—k, z=2z-1,
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viz (2.24), dostaneme po tpravé rovnici
12?4 coy® + c32° + cax + sy + oz = cr. (8.21)

Rovnice (8.21) (srovnej s rovnici (6.15)), v niz je alespon jeden z koeficientt ¢;, ¢y
nebo c3 ruzny od nuly, tak predstavuje nékterou z uvedenych kvadrik v prostoru Es.
Typ kvadriky zjistime opét metodou doplnéni na ctverec.

Priklad 8.3. Urcete kvadratickou plochu, jejiz rovnice ma tvar
4o — y* + 42% 4+ 8x + 4y + 122 = 55.
Reseni. Nejprve doplnime kvadratické ¢leny na tiplné ¢tverce:
4(x2—|—2a:) — (y2—4y) +4(22+3z) =55
4@ +20+1) — (v — 4y +4) +4(z2+3z+i> =55+4—449

4(x+1)2—(y—2)2+4(z+g)2:64

Polozime-li 3
r=z+1, y=y-—2, 2:,2—1—5,
dostaneme po tpravé rovnici
.ZZ'Z 22 g2

Z 4l =24
6716 64"

Odtud vidime, ze danou kvadrikou je jednodilny rotacni hyperboloid, ktery vznikne
rotaci hyperboly 2% /16— /64 = 1 v roviné Oxy kolem osy y a naslednym posunutim
ve sméru vektoru p = (—1, 2, —%) A

Priklad 8.4. Pojmenujte kvadriku danou rovnici
P — 822 +2y+1=0.
Reseni. Budeme postupovat jako v pfedeslém piikladu:
(y+1)7—822=0
<y+1+2\/§z) <y+1—2\/§z) _0.
Uvedenou kvadrikou je dvojice ruznobéznych rovin:

Y+2V22+1=0, y—2v22+1=0.
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8.4 Kvadriky v obecné poloze
Uvazujme nyni obecnou kvadratickou rovnici v R?

apx? + (1221/2 + aszz? + 20100y + 201312 + 2a93Yy2 + 20147 + 2004y + 20342 + agq = 0,

(8.22)
v niz je alespon jeden z koeficientii u kvadratickych ¢lenti rizny od nuly. Tuto rovnici
zapisujeme také maticove jako

11 a2 Q13 daiq
Q12 d22 Q23 A4
(x y z 1> a a a a
13 23 (33 Q34
Q14 QA24 A34 Qg4

(8.23)

N e s
Il
o

Abychom mohli urcit typ kvadriky, kterd je popsana rovnici (8.22), musime ji
prevést na tvar (8.21). Cast rovnice (8.22) oznacena Cervené predstavuje kvadratic-
kou formu x” Ax, kde

X ailz a2 ais
X = y |, A= Q12 Q22 (23
z a13 Qg3 A33

Oznacime-li si v maticovém zdpisu (8.23) obecné kvadratické rovnice (v R?) bloky

mtzeme rovuici (8.23) zapsat také ve tvaru
x"Ax +2b"x + g = 0. (8.24)
Redlnou symetrickou matici A rozlozime uzitim spektralniho rozkladu na
A = UDU7,

kde D je diagonalni matice a sloupce matice U jsou ortonormalni vlastni vektory
matice A, (UTU = UU? =1, det (U) = 1), a nasledné upravime rovnici (8.24):

T T
T T _ T T T T _
xT A x+27 T xtg=0— (U x) D(U x)+2<U b) <U x)+g_0.
UuDUT uuT

Pomoci ortogonalni substituce

x=Ux, x= (7,7, 2)" (8.25)
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uvedeme posledni rovnici do tvaru
xTDx 4+ 2bTx + ¢ =0, (8.26)

kde jsme polozili b = U”Tb. Oznadime-li jesté b = (d, e, f)7, lze rovnici (8.26)
napsat jako
MZ2 A+ N2 + X2 +dT + e+ fZ+g=0, (8.27)

coz je jiz rovnice typu (8.21). Tyto vysledky ted shrneme v nasledujici véte.

Véta 8.5. KaZdou kvadratickou rovnici typu (8.22) mizZeme prevést na rovnici
tvaru (8.27) a to uzZitim ortogondlni substituce (8.25), jiZ odpovidd otoceni soustavy
souradnic.

Poznamka 8.6. O konkrétnim typu kvadriky rozhoduji vlastni ¢isla A\j, Ao a A3
symetrické matice kvadratické formy, jez je ¢asti rovnice (8.22). Klasifikace kvadrik
podle znamének vlastnich ¢isel je uvedena v tabulce 8.1.

znaménka vlastnich ¢isel \;, Ay, A3 Kvadrika
A3 >0V 0>\ trojosy elipsoid
A >0>X VA >0> )\ hyperboloid (1 nebo 2 dil.), el. kuz. pl.
M>0=X3VA\=0>X\ el. paraboloid, el. val. pl.
A >X=0>XV A >0=X >\ | hyp. par., hyp. val. pl., dvé }f roviny
M>XA=0=X3VA=0=X>)\; par. val. pl., dvé || roviny

Tab. 8.1: Typ kvadriky podle znamének vlastnich cisel jejich kvadratické formy,
vlastni ¢isla jsou sefazena podle velikosti (A7 = Ay 2= A3)

Priklad 8.7. Urcete kvadratickou plochu danou rovnici
20y + 22 +1=0.

Resend. Symetrickd matice kvadratické formy 2zy + 2% ma tvar
010
A=1100
00 1
Najdeme vlastni ¢isla matice A a odpovidajici ortonormalni vlastni vektory:

- 1 0
0 01—\
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-1 10 -1 10 r
AMao=1: A-1I= 1 -1 0 |~ 0 00 e=|1r |;r,seR
0 00 0 0 O S
1 0 1 1 0
e=r 1 + s 0 =€ = — 1 , € = 0 ,

0 1 V2 0 1

1 10 1 10 1 1

M=—1: A+1I=[ 11 0 |~ 00 2 |]:e3=—| —1

0 0 2 0 00 V2 0

Pomoci ortogonalni substituce (8.25), kde

1 0
1 0 - ,
0 V2 0

1 |
xzﬁ(erz), y:ﬁ(x—z), 2=Y,

EIH

tj.

redukujeme danou rovnici kvadratické plochy na rovnici
P4y =72—1

Odtud je zfejmé, zZe se jedna o rotacni hyperboloid dvojdilny, ktery bychom odvodili

rotaci hyperboly 72 — 22 = —1 v roviné Ozz kolem osy Z. A

Poznamka 8.8. Zvolime-li jiné poradi vlastnich ¢isel, naptiklad Ay = —1, Ao 3 =1,
ziskdme redukovanou rovnici ve tvaru

—P+ P+ =1
Tentokrat se jedna o rotac¢ni hyperboloid dvojdilny s osou soumérnosti v ose z. Tato

zmeéna je zpusobena jinym usporadanim sloupct v matici U, a tedy jinym otocenim
soustavy souradnic.

Priklad 8.9. Klasifikujte kvadratickou plochu
20y + 2z —x —1=0.

Resend. Kvadraticks forma 22y + 222 mé symetrickou matici

A =

— = O

11
0 0
0 0
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Jeji vlastni &sla jsou Ay = v/2, Ay = 0, A3 = —v/2. Najdeme k nim piislugné vlastni
vektory a sestavime ortogondlni matici U. Plati

U= 1 V2 1 |, det(U)=1.
1 —V2 1

Uzitim ortogonalni substituce

=%<\/§§;—\/§§), yz%(iﬁ—i—\/ﬁ?j%—i), z = %(m—\/_y—i-z)

obdrzime \/_ \/_
%ﬁ?—v§2———x+——z:1
resp.
272 — 272 — T+ 7z =1/2.

Doplnénim na c¢tverec ziskame nakonec rovnici

Q(x—%l)Q—Q(z—i)Z:\/ﬁ.

Uvedenou kvadratickou plochou je tedy hyperbolickd valcova plocha. A

Priklady k procviceni

1. Pojmenujte kvadratickou plochu danou rovnici:
a) 22 + 3y? — 8z + 6y = 5;
b) 2% +2y? + 322 + 42 — 12y — 62 — 11 = 0;
c) 22 +y? + 2% + 8x + 4z = 29.

2. Klasifikujte nasledujici kvadriky:
a) 222 + 2y + 6yz + 1022 — 9 = 0;
b) 22z +y? + 2y + 1= 0;
c) 22 +y? + 22 + 2xy — 222 — 2yz = 9.

Kli¢ k prikladiim k procviceni

1. Uvedené rovnice upravime metodou doplnéni na ¢étverec:
a) (z—4)% +3(y+1)* = 24 - elipticka vélcové plocha;
b) (x42)%4+2(y —3)* +3(z — 1)? = 36 - trojosy elipsoid;
¢) (z+4)2+y2+ (24 2)? = 49 - kulova plocha.

2. Dané rovnice redukujeme pomoci ortogonalni substituce (8.25) na
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a) 1122 + 252 + 22 = 9 - trojosy elipsoid;

1 0 -3
M=11 =2 A=1 U=510 VIO 0];
3 0 1
b) 72 + (5 +1)* — 22 = 0 - rotacéni kuzel;
1 0 -1
M=X=1, \g=—1, U:% 0 vV2 0];
0 1
¢) 372 = 9 - dvojice rovnobé&znych rovin;
V2 V3 1
M =3, da=X3=0, U:% V2 V31
6
V2 0 2
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A
asymptota, 76

B

baze
kanonickd (standardni), 4
matice prechodu, 47
nesouhlasné orientovné, 47
ortogonalni, 16
ortonormalni, 16
souhlasné orientovné, 47

bod
vzdalenost bodu, 17, 43

D
délka
hlavni poloosy, 74, 76
vedlejsi poloosy, 74, 76
dilatace, 90
dimenze, 4

E
excentricita
délkova
hyperboly, 76
Ciselna
hyperboly, 76

G

geometrie
kvadraticka, 72
linearni, 72

K
komplanéarni vektory, 53
kuzelosecka, 72

elipsa, 72, 73

degenerovana, 79
délka hlavni poloosy, 74
délka vedlejsi poloosy, 74
hlavni osa, 75
imaginarni, 79
ohnisko, 73
stred, 75
vedlejsi osa, 75
vrcholy, 75
hyperbola, 75
asymptoty, 76
degenerovana, 79
délka hlavni poloosy, 76
délka vedlejsi poloosy, 76
délkova excentricita, 76
¢iselnéd excentricita, 76
hlavni osa, 76
ohniska, 76
rovnoosa, 76
stred, 76
vedlejsi osa, 76
vrcholy, 76
obecna poloha, 81
parabola, 72, 77
degenerovana, 79
ohniska, 77
ridici ptimky, 77
vrchol, 77
posunuta, 77
regularni, 81
singularni, 81
zékladni poloha, 78
kvadrika, 72, 88
degenerovana, 93
dvojdilny hyperboloid, 91
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rotacni, 90
elipsoid
kulova plocha, 89
trojosy, 90
hyperbolicky
paraboloid, 92
jednodilny hyperboloid, 72, 91
rotacni, 90
kuzelova plocha
elipticka, 91
rotacni, 90
obecna
v zakladn poloze, 90
paraboid
rotacni, 89
paraboloid, 72
elipticky, 91
regularni, 94
rotacni, 89
regularni, 89
singularni, 89
v zakladni poloze, 88
singularni, 94
valcova plocha
elipticka, 92
hyperbolicka, 93
parabolicka, 93
rotacni, 90

L

linearni kombinace, 4

M
matice
ortogonalni, 82
moment
staticky, 49

N

nadrovina, 12

neptima imeérnost, 81

nerovnost
Schwarzova, 16

norma, 15

Q)

eukleidovska, 19
indukovana sk. sou¢inem, 16, 42

objem

rovnobéznosténu, 47, 53

obsah

trojuhelnika, 48

obsah rovnobéznika, 46
odchylka (tihel)

dvou ptimek, 56
dvou rovin, 57

dvou vektort, 16, 42
primky a roviny, 59

ohnisko

elipsy, 73
hyperboly, 76
paraboly, 77

otoceni, 83

P

soustavy souradnic, 81

parametr, 25, 31
parametrizace, 75
plocha

kulova, 89
rotacni, 88

podprostor

afinni, 12
eukleidovsky, 17

primka, 12

mimobézné primky, 25
vzdalenost, 53
obecna rovnice primky, 29
odchylka dvou primek, 56
fidici primky paraboly, 77
parametricka rovnice, 25
rovnobézné primky, 25
ruznobézné primky, 25
smérnice primky, 67, 68
smeérnicova rovnice, 68
smérovy thel, 68
usekova rovnice, 68
vektorova rovnice, 25
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prostor
afinni, 6
aritmeticky, 7
soustava parametr. rovnic, 13
vektorové zameéreni, 6
aritmeticky eukleidovsky, 18
eukleidovsky, 5, 15, 17
unitarni, 15

R
rovina, 12
normalovy vektor roviny, 50
obecna rovnice roviny, 32
odchylka dvou rovin, 57
parametricka rovnice roviny, 31
smérové vektory roviny, 31
usekova rovnice roviny, 33
vektorova rovnice roviny, 31
vzajemnd poloha rovin
rovnobézné rizné, 35
rovnobézné splyvajici, 35
ruznobézné, 35
rovnice
obecna rovnice primky, 29
primky
parametricka, 25
smeérnicova, 68
usekova, 68
vektorova, 25
roviny
obecna, 32
parametricka, 31
usekova, 33
vektorova, 31
rovnobéznostén, 47
objem, 47
rychlost
obvodova, 48
uhlova, 48

S
soucin
skalarni, 15
eukleidovsky, 18, 42

smiseny, 52
vektorovy, 45
souradnice
bodu, &
normalového vektoru roviny, 50
valcové, 88

vektoru, 4, 8
soustava souradnic

afinni, 8

kartézska, 17, 21
stred

elipsy, 75

hyperboly, 76
substituce

ortogonalni, 82

U

tlohy
afinni, 14
metrické, 14

vV
vektor
délka (velikost), 18, 42
geometricky, 5
jednotkovy, 16
kolinearni vektory, 45
komplanarni vektory, 53
linedrné nezavislé vektory, 4, 25
linearné zavislé vektory, 4, 25
nulovy, 4
opacny, 4
ortogonalni vektory, 16
smérovy vektor primky, 25
souradnice vektoru, 4
statického momentu, 50
volny, 5
vektorovy prostor
aritmeticky, 4
vzdalenost
bodu od primky, 64
bodu od roviny, 62
dvou mnozin, 62
dvou primek, 66
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dvou rovin, 65
primky a roviny, 66

Z
zobrazeni
posunuti, 5
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