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Co studuje analyticka geometrie

Geometrie je dilezitym oborem matematiky. Jako kazdy védni obor, také geometrie vznikla
z praktickych potteb spole¢nosti. Geometrickych znalosti bylo zapottebi pri vymérovacich
pracich, pri stavbach, v astronomii nebo moreplavectvi. Pozdéji byly geometrické poznatky
postupné zpracovavany, az se vyvinula samostatnd védeckd nauka. O jeji rozvoj se zaslouzili
hlavné staif Rekové. S geometrif se dnes setkavame prakticky vsude, nejen v matematickych
oborech, ale i v jinych védeckych a technickych disciplinach.

Existuji dva zpusoby, kterymi lze budovat geometrii: synteticky a analyticky. Mluvime
potom o syntetické nebo analytické geometrii. V syntetické geometrii se pracuje primo s ro-
vinnymi nebo prostorovymi dtvary. Tento pristup byl péstovan pravé ve starovéku. V ana-
lytické geometrii vyjadrujeme geometrické ttvary pocetné pomoci tzv. souradnic. Timto
zpusobem prevadime dany geometricky problém na problém pocetni, ktery pak resime po-
moci linedrn{ algebry a vysledek zase vylozime geometricky. Analytickd geometrie linearnich
utvara studuje objekty, které mizeme popsat rovnicemi, resp. nerovnicemi stupné nejvyse
prvaniho. K nim patfi body, primky, roviny a jejich ¢asti. Nelinearni utvary, napriklad ku-
zelosecky, kvadriky, specidlni ktivky, jsou stfedem zdjmu tzv. nelinedrni geometrie.
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2 TR
Za zakladatele analytické geometrie je vseobecné povazovan francouzsky filozof a ma- . I!!I o7
tematik René Descartes (1596-1650), ktery v roce 1637 publikoval své dilo Discours de N A
/0k4- ““\‘\

la Méthode, v jehoz tfeti ¢asti zvané La Géométrie polozil zédklady analytické geometrie
jako matematické discipliny. O jeji soucasnou podobu se vSak zaslouzil zejména Svycarsky
matematik Leonhard Euler (1707-1783).
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Analyticka geometrie v prostorech
dimenze n




= o

Prvni sezndmeni s analytickou geometrii na stfedni skole probiha zpravidla dosti intui-
s 2 7 o T2 4 2 2 2 c . . A <k
tivné. Spousta zdkladnich poznatkil byva odvozovana nazornym zptisobem, coz je zpravidla D) 4

vhodny postup pri osvojovani si zdkladnich pojmu a znalosti. V této kapitole se poku- s>
sime zorganizovat nase po¢ateéni znalosti deduktivnim zpusobem, tj. pomoci axiomu a vét.

Predpokladame, zZe z linedrni algebry je vSem znam pojem vektorového prostoru, specidlné p ZArsonteses
pak pojem n-rozmérného aritmetického vektorového prostoru R™. Nékteré jeho vlastnosti VRN

si v ivodu kratce pripomeneme. Od néj potom prejdeme k n-rozmérnému afinnimu pro-
storu A,,, a nakonec k zavedeni n-rozmérného euklidovského prostoru E,,. Neminime vsak
vytvaret obecnou abstraktni afinni a euklidovskou geometrii. Zamérime se pouze na za-
kladni pojmy tak, abychom ziskali potfebné prostredky, které umozni budovat analytickou
geometrii pomoci nastroju linedrni algebry.
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Aritmeticky n-rozmeérny vektorovy

prostor R"

Aritmeticky vektorovy prostor R™ je mnozina vSech usporadanych n-tic redlnych ¢isel. Tyto
n-tice nazyvame aritmetickymi vektory a zapisujeme je ve tvaru

u:(ul,u2,... (1.1)
Nulovgm vektorem je n-tice o = (0,0,...,0), opacnym vektorem k vektoru (1.1) je vektor
—u = (—uy, —ug,...,—uy,). Kanonickou (standardni) bazi prostoru R™ tvori vektory

612(1,0,...

,0), ex = (0,1,...,0), ... (1.2)
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jeho dimenze je dana poctem vektoru béze. Kazdy vektor (1.1) muzeme napsat jako linedrni
kombinaci vektoru ey, ..., e,, tj.

u=uje; +uzes + ...+ upe,. (13)

Cisla uq, . .., u, nazyvame souradnicemi vektoru u. Vektory vy, ..., v, jsou linedrné nezd-
vislé, jestlize rovnice
o1vy 4+ -+ apvy, =0 (1.4)

mé pouze trividlni resent, tj. a1 = -+ = o, = 0. Ma-li rovnice (1.4) netrividlni resent, tj.
alespon jedno z ¢isel ag, ..., a, je nenulové, jsou dané vektory linedrné zdvislé.

Dvourozmérné nebo ttirozmérné aritmetické vektory znazornujeme v kartézské soustave
soufadnic jako orientované usecky (Sipky) jdouci z pocatku do bodi, které maji stejné
soufadnice jako prislusné vektory. Tyto Sipky se také nazyvaji polohové vektory téchto bodi
nebo wvdzané vektory. Na obrazku 1.1 je zakreslen vektor u = (3,4) jako polohovy vektor
bodu A = [3,4].

Umluva 1.1. V celém textu budeme pro lepsi piehlednost zapisovat soufadnice bodi do
hranatych zavorek a souradnice vektori do kulatych zavorek.

Ze stredni skoly vime, ze vektorem u je také definovano shodné zobrazeni, tzv. posunuti.
Bod A je tedy obrazem bodu O v posunuti uréeném vektorem u. Toto posunuti zobrazi
také napriklad bod C' = [5,1] do bodu D = [8,5]. JelikoZ je posunuti uréeno libovolnou
dvojici sobé odpovidajicich bodu, tj. bodem a jeho obrazem, muzeme tudiz kazdy vektor,
ktery dostaneme rovnobéznym posunutim vektoru u, povazovat za reprezentanta jednoho
a téhoz aritmetického vektoru. Timto zptisobem vlastné ztotoznujeme aritmetické vektory
s geometrickymi vektory, které zname téz jako volné vektory z fyziky a geometrie.
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Obr. 1.1: K pojmu vektoru

Dodejme jesté, ze mnozina vsech volnych vektora spolu s operacemi s¢itani vektort a na-
sobeni vektoru ¢islem tak, jak jsou obvykle definovany, je vektorovym prostorem ve smyslu
definice vektorového prostoru.

Poznamka 1.2. Prostory bodua a volnych vektorti jsou tedy velice tizce spjaty. Tomu ro-
zumime tak, ze kazdé usporddané dvojici bodu (A, B) muzeme priradit pravé jeden vektor
zﬁ . Navic ke kazdému bodu A a ke kazdému vektoru u existuje jediny bod B takovy, ze

AB=u (1.5)
a pro kazdé t¥i body A, B, C' plati

AC = AB + BC. (1.6)
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Uvedené vlastnosti jsou zndmé vlastnosti euklidovského prostoru, s nimz jsme pracovali
na stiedni skole, at uz slo o rovinu nebo trojrozmeérny prostor. Tento prostor jsme intuitivné
chapali jako spojeni dvou prostori: prostoru bodi a prostoru volnych vektori. P¥i budovani
analytické geometrie je pravé vyhodné uvazovat prostory zahrnujici vektory a body. O jejich
presné zavedeni se nyni pokusime.
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1.1. Test

e

2 \m\“"‘gv

Aritmeticky vektorovy prostor
1. (1b.) Dopliite ,,Vektor u € R" je linedrni kombinaci vektoru a, b, x,y € R™ pravé tehdy,

kdyz...” b

V PLZNI

(a)u:a1a+a2b+a3x+a4y = ap=as=a3=a4 =0
4

(b) <E|a1,...,oz4€R) g (u:a1a+a2b+agx+a4y)/\(z |ovi >O)
i=1

(c) (Elal,...,oz4€R>: u=aja+ asb + agx + agy

(d) <Va1,...,a5€R>: o=aqa+ab+azx+ay+asu = as=0

1b.) Doplite ,Vektory uy,...,u; € R" jsou linedrné nezdvislé pravé tehdy, kdyz . ..

a) Kazda jejich linedrni kombinace je rtizna od nulového vektoru

(1b.

(a)

(b) Kazda jejich linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru

(c) Alespon jedna jejich netrividlni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru
(d)

d) Kazda jejich netrivialni linedrni kombinace je rtizna od nulového vektoru
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1b.) Doplite ,Vektory uy,...,u; € R" jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz ... « . o7
’é}. Isranst IS

a) Kazda jejich linedrni kombinace je rtizna od nulového vektoru

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

c) Kazda jejich linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru v PLzNI

L

(a)
(b) Alespon jedna jejich netrividlni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru
(c)
(d)

d) Alespon jedna jejich linearni kombinace je rtizna od nulového vektoru

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 2

Afinni n-rozmeérny prostor

Definice 2.1. Necht je ddna neprdzdna mnozina A,, (jeji prvky jsou tzv. body), vektorovy
prostor V,, dimenze n a zobrazeni

b Ay x Ay =V, (2.1)

téchto vlastnosti:
e Pro kazdy bod A € A,, a pro kazdy vektor u € V,, existuje pravé jeden bod B € A,

tak, ze

¢ (A, B) =u. (2.2)
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2 TORS
e Pro kazdé tii body A, B, C € A, plati, ze
A\ <l
%, S5
$(A,C) = $(A4,B) +¢(B,C). (2:3)
Potom uspotddanou trojici (A, V,, ¢) nazyvame afinnim prostorem dimenze n a budeme onnateent
jej strucné oznacovat A,,. Vektorovy prostor V,, nazyvame vektorovym zameérenim afinniho > UNIVERZITA

prostoru A,,. Dimenzi afinniho prostoru rozumime dimenzi jeho vektorového zaméreni.

--_.p o

¢(A,B) B

Obr. 2.1: K definici afinniho prostoru A,

Poznamka 2.2. Néazornou ilustraci k definici afinniho prostoru mame na obrazku 2.1.
Vektor ¢ (A, B) budeme pro jednoduchost oznacovat zﬁ nebo B — A. Ve druhém ptipadé
pak mluvime o rozdilu bodi B, A. PiSeme-li tedy u = E nebo u = B — A, jednéa se jen
o ruzné zapisy jednoho a téhoz vektoru. Rovnost (2.2) budeme tudiz zapisovat také ve tvaru

B=A+u.
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Priklad 2.3. Necht A, = R, je mnozina vSech usporddanych n-tic redlnych ¢isel (tzv.
bodi) zapisovanych v hranatych zavorkdch a necht V,, = R" je n-rozmérny aritmeticky
vektorovy prostor. Jeho vektory budeme oznacovat jako v (1.1). Zobrazeni (2.1) definujme
nésledovné:

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

d)(A,B):B—A:(bl—al,bQ—CLQ,...,bn—an),

A4

kde
A:[al,ag,...,an], B:[bl,bg,...,bn].

Dokazte, ze (R,,R",¢) je n-rozmérnym afinnim prostorem, jehoz vektorovym zaméte-
nim V, je aritmeticky vektorovy prostor R”.

Reseni. Musime dokdzat, 7ze plati obé vlastnosti z predeslé definice. Méjme tedy A =
= [a;] € Ry, u = (u;) € R™ Timto struénym zépisem budeme rozumét, ze kazdy index Obsah
probihd mnozinu ¢isel {1,...,n}. Pro hledany bod B, ktery fesi rovnici (2.2) plati

(bi — a;) = (w;),

20. strana ze 226
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d
i

by —a;=u;, i1€{l,...,n}.
Soustava rovnic, kterou jsme obdrzeli méa pravé jedno reseni, existuje tedy jediny bod
B = [a; + w].
Necht A = [a;], B = [b;], C = [¢;] jsou libovolné tii body z R,,. Potom plati:
d(A,C)=(ci—a;) = (b —a;+ ¢ — b)) = (b —a;) + (¢; — b;) = p(A, B) + ¢(B, C).

Zavrit dokument

Také vlastnost (2.3) je splnéna. Usporadand trojice (R, R™, ¢) je tedy afinnim prostorem.
Nazyvame jej aritmetickym afinnim prostorem dimenze n a oznacujeme A(R,,). A
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Poznamka 2.4. Z axiomu afinnfho prostoru lze odvodit nékteré rovnosti, které odpovidaji
nasi intuici. Naptiklad pro libovolné body A, B,C € A,, a vektory u,v € V,, plati

A-—A=o0 (2.4)
B—-—A=—-(A-DB) (2.5)
(A4u)+v=A4A+4+(u+v) (2.6)
(A+u)—(B+v)=(A-B)+ (u—v). (2.7)

K ovéfeni spravnosti danych rovnosti si nejprve napiSeme axiom (2.3) ve tvaru
C—-—A=(B-A)+(C-B). (2.8)

Spravnost prvni rovnosti odvodime, polozime-li ve vztahu (2.8) B = A. Jelikﬁ> ve vek-
torovém prostoru existuje pravé jeden nulovy vektor, musi platit A — A = o, tj. AA = o.
K dtkazu rovnosti (2.5) staci zase do vztahu (2.8) dosadit C' = A. Vyjde

o=(B—-A)+(A-B),

—
tj. vektory B — A a A — B jsou navzajem opacné. Jinak zapsano E = —BA.

Ozna¢me B = A+u, C = B+ v. Odtud C = (A + u) + v. Rovnost (2.8) mizeme také
napsat ve tvaru C' — A =u+v, tj. C = A+ (u+ v). Tim je dokdzéna tfeti rovnost.

s s+ VIV

+u, Y = B+ v a pomoci vztahu (2.8) upravime postupné pravou stranu v rovnosti (2.7)

(A-B)+(X-A4)+

(A—-B)+(u—-v)=(A-B)+ (X —-A)+(B-Y))
=X — (A+u) — (B+v).

+(B-Y)=(X-B)+(B-Y) Y

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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VIRV
Definice 2.5. Necht O je libovolny bod afinniho prostoru (A,,, V,,, ¢) a necht (eq, ..., e,) v 57
je libovolnd béaze jeho vektorového zamétreni V,,. Potom uspordadanou (n + 1)-tici 3:,* '3«5

/0"4- ““\‘\

S=(0,eq, ..., ep) (2.9)
ZAPADOCESKA

nazyvame afinni soustavou souradnic v A,. Souradnicemi bodu X € A, v soustavée S > UIVERZITA
budeme rozumét souradnice vektoru OX v bazi (e, ..., e,).

Poznamka 2.6. K libovolnému bodu X existuje tedy pravé jedna usporadana n-tice real-
nych ¢isel x1, ..., z, takova, Ze

OX = z1e1 + -+ Tnen, (2.10)
resp.
X=0+xze1+--+axpe,. (2.11)
Podobné souradnicemi vektoru u € V,, v soustavé S rozumime jeho souradnice vzhledem
k bazi (eq, ..., €,). Pro lepsi prehlednost se proto domluvme na tomto oznaceni
(X]|s = [z1, ..., ], resp. [X]|s =[], (2.12)
[uls = (u1, ..., up), resp. [uls= (u;). (2.13)

Souradnicové vektory (2.12) nebo (2.13) budeme také nékdy zapisovat jako aritmetické
sloupcové vektory.
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Véta 2.7. Necht X,Y jsou libovolné body a u libovolny vektor afinniho prostoru A,
pricemz vzhledem k pevné zvolené afinni soustaveé souradnic je

[(Xls = [z, [Yls=1[u], [us = (wi).
Potom plati
[X + uls = [z + ui], (2.14)
Y — Xs = (yi — 24). (2.15)

Dikaz. Misto x1e1 + - - - + xpe, budeme psat jednoduse x;e;, atd.

X4+u=0+zxe; +uje; =0 + (xl + ui)ei, tzn. [X + ll]s = [xl + Ui],
Y - X = (O + yiei) = (O + xiei) = Y;€; — T;€; = (yl — xi)ei,
tzn. [Y — X]s = (yi — x;).

Obé rovnosti jsou splnény, tim je tedy véta dokazéna. O

Poznamka 2.8. V predeslé poznamce jsme kazdému bodu z A, prifadili usporadanou
n-tici soutradnic. Stejné tak i kazdému vektoru z V,, jsme ptiradili uspotfadanou n-tici sou-
radnic. Tim jsme vlastné ztotoznili pri dané soustavé souradnic S body afinniho prostoru A,
s body aritmetického afinniho prostoru A(R,,) a vektory vektorového zaméfeni V,, afinniho
prostoru A,, s vektory vektorového zaméreni R"™ prostoru A(R,,). Podle (2.14) a (2.15)
muzeme navic vSechny operace mezi body a vektory prostoru A, prevadét na operace
s aritmetickymi body a vektory, nebot si tyto operace odpovidaji i po souradnicich.
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V afinnim prostoru lze zvolit afinni soustavu souradnic zcela libovolné. Na obrazku 2.2
mame v afinnim prostoru Ag zndzornény dvé afinni soustavy soufadnic S = (O, e, ez, €3)
a S = (0, €),¢€), es). Pro libovolny bod X pak plati:

/ / /
[X]S = I:x17m27$3:|? resp. [X]S/ = [371,.%'2,.%3]-
Zajima nas samoziejmeé jaky je vztah mezi ,necarkovanymi“ a ,Céarkovanymi“ souradnicemi

bodu X. O zméné souradnic bodu pfi zméné afinni soustavy souradnic pojednava nasledujici
véta.

Obr. 2.2: Transformace afinnich souradnic
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Véta 2.9. Necht S = (O,e1, ..., e,) a S = (0',¢€], ..., €),) jsou dvé afinni soustavy
souradnic v afinnim prostoru A, jejichz vzdjemny vztah je popsdan témito rovnostmi:

O'=0+bie; + -+ byey, (2.16)

€e; = ajle; + ag1€p + - - + an1€n

€y = a12€] + a2€3 + - - - + an2en (2.17)

/
€, = G1n€1 + agn€s + - - + appen -

Necht [X|s = [zi], [X]s = [2]]. Potom pro souradnice bodu X plati tyto transformacni
vzorce:

xr1 = a11.ilf/1 = CL12£IZ',2 S ocoF alnx; a4 b1
To = a21$/1 aF CLQQZL'IQ R GQn.fL';,L + by (2.18)

/ / /
1B = @hpild85) - @ity A5 © © © S @iy, A= U o

Dikaz. Ztejmé plati
X=0+z1€1+ -+ zp€), (219)

resp.
X=0"+xle+ -+ . (2.20)

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

25. strana ze 226

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno




Afinni n-rozmérny prostor 26

S prihlédnutim ke vztahim (2.16) a (2.17) muzeme rovnost (2.20) napsat ve tvaru
X=0+ber+ - +bpep+xi(an1€1+ - +anien) + -+ + z(ame1 + - - - + annen),
odkud s pouzitim axiomu vektorového prostoru dostaneme
X =0+ (an2) + -+ a2, + br)er + - + (ap1a) + - + annz), + bp)ey, . (2.21)

Porovnanim koeficienti u vektort ey, ..., e, ve vztazich (2.19) a (2.21) ziskdme postupné
transformacni vztahy (2.18). O

Poznamka 2.10. Vzorce (2.18) lze také napsat prehledné v maticovém tvaru. Definujme
matice X, X'/, B, A sestavené po sloupcich ze souradnic bodu X v soustavé S resp. &,

bodu O a vektoru €], ..., e):
/
1 x) b1
T2 , i ba
X = . ) X' = . ) B = )
T x! b
n n
" (2.22)
aj; aip ... Qain
A =
Gpl an2 ... Gpp

Potom plati
X = AX' + B. (2.23)
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Matice A je reguldrni, nebot vektory €, ..., €/, jsou linedrné nezdvislé. Existuje k ni tedy
inverzni matice A~!. Nésobfme-li rovnici (2.23) zleva matici A~!, obdrzime po tpravé
vzorec

X' =A"'X - A!B, (2.24)
ktery umoznuje vypocitat soufadnice bodu X v soustavé 8’ pomoci ,,ptivodnich“ soufadnic.

Prfiklad 2.11. V afinni soustavé souradnic S = (O, e, ez, e3) je ddn bod O a vektory
e, eh, e}, pficemz plati [O']s = [7,8,9], [e]]s = (3,1, —2), [e)]s = (1,0,5), [e4]s = (2,3,4).
Urcete soufadnice bodu X v soustavé S’ = (0, €], €5, €}), jestlize [X]s = [13,12, 16].

Reseni. Matice (2.22) maji tvar

13 31 2 ah 7
X=|12|,A= 103 |, xX=[24a,|,B=|3
16 —2 5 4 al 9

Matice A ma nenulovy determinant, (det(A) = —45), je tedy reguldrni. Mame tak jistotu,
ze vektory €], €}, €5 tvofi bazi, a ma tudiz smysl mluvit o afinni soustavé soutadnic S’. Plati

1 15 -6 -3
Al = Ve 100 -16 7 |,
-5 17 1
podle (2.24) pak
1 15 -6 -3 13 1 5 -6 -3 7 1
X' = T 10 —-16 7 12 | — TR 10 —-16 7 8 |=11],
-5 17 1 16 -5 17 1 9 1
odkud [X]S’ = [1, 1, 1] A
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IR
Definice 2.12. Necht A, je afinni prostor a V,, jeho vektorové zaméreni. Vyberme libo- v 5
volny bod M € A,, a vektorovy podprostor V,, prostoru V,, m < n. Potom mnozinu N ‘&5’
/0"4- ““\‘\

Ap={X€A,: X=M+uueVy,}

ZAPADOCESKA
nazyvame afinnim podprostorem afinniho prostoru A, s vektorovym zamérenim V. D UNIVERZITA

Afinni podprostor je definovim jako mnozina vSech bodu X afinniho prostoru, pro které
vektor M% € V,,.

Obr. 2.3: Rovina v afinnim prostoru
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Poznamka 2.13. Necht (ui,...,u,,) je bdze podprostoru V,,, potom afinni podpro-
stor A,, je mnozina vSech bodi X popsanych rovnici

X=M+tiu; +-- +tpuy, (2.25)

kde M € A, a ti,...,t,, € R. Podrostor A,, se nazyva primka pro m = 1, rovina pro
m = 2, nadrovina pro m = n — 1. Na obrazku 2.3 je zakreslen ptipad, kdy n =3 a m = 2.

V afinnim prostoru A,, zvolme afinni soustavu soufadnic S = (O, ey,...,e,), vzhledem
k niz

(X]s = [z1,..., 2], [M]s=[m1,...,my], [Wls = (w14, ..., un;), i € {1,...,m}.
Rovnici (2.25) pak muzeme zapsat pomoci souradnic ve tvaru
[(X]s = [M]s + ti[ui]s + - + t[um]s, (2.26)

.
[T1, ..., xp] = [ma,...,mp] +t1 (U1, -y un1) + - F i (Uimy - -+ s Unm)- (2.27)

Porovnanim soutadnic v rovnici (2.27) dostaneme

r1 =m1 + ur1ty + -+ Uimtm
To = mo + U1ty + - + uomtm (2.28)

Tp = Mp + Upity + - + Unmlm.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Afinni n-rozmérny prostor 30

Libovolny bod X afinniho podprostoru muzeme tedy vyjadrit vektorové (2.25) nebo po-
moci soufadnic (2.28). Soustavu (2.28) potom nazyvame soustavou parametrickych rovnic

afinnitho podprostoru A, s parametry ti,...,ty,. Z linearni nezavislosti vektori uy, ..., u,,
vyplyva, ze hodnost matice U = [wj;]nxm je m.
Eliminaci parametru t1, . .., t,, ze soustavy (2.28) lze afinni podprostor A,, popsat také

jako mnozinu vsech bodu X, jejichz souradnice vyhovuji soustavé linedrnich rovnic

1171+ -+ aipey, +b1 =0
ao1x1 + -+ aipTy, +b2 =0 (2.29)

apx1 + - + appxy + by =0,

kde hodnost matice soustavy i hodnost rozsirené matice soustavy jsou rovny ¢islu h = n—m.
V pripadé nadroviny je hodnost h = 1, tj. nadrovina je popsana jedinou linearni rovnici.
Priklad 2.14. Rovina o v afinnim prostoru A(R4) uréend bodem M = [1,—1, —1,4] a vek-
tory w; = (1,2,2,-3), uz = (1, 1,0, 2) ma vektorovou rovnici

o: X=[1,-1,-1,4+t(1,2,2,-3) + t2(1,1,0,2)

nebo parametrické rovnice

1 =1+t +12
T = —1+ 2t + to
r3 = —14 2t

T4 =4 — 3t] + 2to
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Z prvnich dvou rovnic mizeme vypocitat parametry 1, to a vyrazy, které tak ziskdme, do-
sadit do zbyvajicich dvou rovnic. Timto zptisobem parametry t1, to vylouc¢ime a dostaneme
rovnici dané roviny ve tvaru (2.29), tj. jako prisecnici dvou nadrovin:

201 — 220+ 23 —3 =0
—Trx1+ 529 +24+8=0

Poznamka 2.15. Nyni bychom uz mohli fesit riizné ulohy tykajici se bodti, ptimek a rovin,
jejich vzajemné polohy, tj. afinni dlohy. Nemame vsak definovany pojmy jako vzdalenosti
nebo velikosti 1hld, které umoznuji resit i tzv. metrické dlohy jako napriklad vzdalenost
dvou bod1, odchylka dvou piimek, apod. K feseni béznych geometrickych tloh potirebujeme
afinni prostor vybavit skaldrnim soucinem, coz nam umozni v tomto prostoru zavést metriku
a ,,meérit“.
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2.1. Test ‘.7

1

. (1b.) Je dén afinni prostor (A, V,, ¢). Symbolem ¢ (A, B) oznac¢ujeme

; Zhi ywa
Afinni prostor
1b.) Je dén afinni prostor (A,,, V,, ¢). Oznacte spravnou odpovéd.
. .y e
a) Prvky mnoziny A,, nazyvame vektory v PLzN

(1b.

(a)

(b) Zobrazeni ¢ prifazuje kazdému prvku A € A,, prvek u € V,,
(¢) Zobrazeni ¢ prirazuje kazdému prvku u € V,, prvek A € A,
(d)

d) Zobrazeni ¢ pritazuje kazdé usporddané dvojici prvka A, B € A, uréity prvek
ueyv,

(a) vektoru=B — A (b) vzdélenost bodu A, B

(c) vektor u = BA (d) vektoru=A—- B

(1b.) V afinnim prostoru (A,,, V,, ¢) lze zvolit afinni soustavu souradnic

(a) pravé jednim zpusobem (b) nekoneéné nespocetné mnoha zpusoby
(¢) nejvyse dvéma zpisoby (d) spocetné mnoha zptisoby

(e) pravé tolika zpusoby, kolik ¢ini

dimenze prostoru V,
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4. (1b.) Rovinu p v afinnim prostoru A(R4) ur¢enou bodem A = [1,0,2,2] a vektory v .. 5
u; = (1,-1,0,0), uy = (1,2,0, —1) lze vyjadrit jako soustavu rovnic ";o,,/ P> éf
/0[(4- ““\‘\
14+ x2—23+3x4—6=0
() 1
xl :1;2 —"_ -'L'3 —"_ 2:1;4 1 - 0 ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
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14+ 2x34+2x4—4=0

(b) I3 —2=0

T1+x9+3x3—7=0

(c) T3 —2=0

(d):c1+2m2 — X4 =0
21— 73 +73  +6=0

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 3 D’ﬂmzm
Euklidovsky n-rozmeérny prostor

Afinni prostor A,, se zavedenou ,metrikou* budeme oznacovat E, a nazyvat n-rozmérnym
euklidovskym prostorem. V E, se nauc¢ime métit vzdalenosti a odchylky a pak uz se budeme
vénovat afinni a metrické geometrii linedrnich atvaru v euklidovském prostoru Es, v némz
lze vSe p€kné nazorné demonstrovat. Nejprve si v kratkém prehledu pripomeneme zdkladni
pojmy z linearni algebry souvisejici se skalarnim souc¢inem. Podrobnéjsi informace lze najit
ve vyukovém modulu ,Linearni algebra“.

Necht V je redlny vektorovy prostor a necht kazdé usporadané dvojici vektorti u,v € V
je pritazeno pravé jedno realné ¢islo, které budeme oznacovat (u,v). Jestlize pro kazdé tii
vektoty u,v,w € V a pro kazdé redlné ¢islo « plati axiomy
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pri¢emz rovnost ve vztahu (3.4) nastane pravé tehdy, kdyz u = o, potom takovéto zobrazeni
nazyvame skaldrnim soucinem vektort u, v. Vektorovy prostor, v némz je definovan skaldrni
soucin, se nazyva vektorovy prostor se skaldrnim soucinem nebo také unitdrni prostor.

Predpoklddejme, ze V je opét redlny vektorovy prostor a ze kazdému vektoru u € V je
piifazeno pravé jedno nezaporné realné ¢islo oznacované ||uf|. Cislo |lul| se nazyva norma
(velikost) vektoru u, mé-li pro kazdé dva vektory u,v a pro kazdé redlné cislo o tyto
vlastnosti:

[u+ v = [ful| + [Iv] (3.5)
leu][ = |af - [[ul (3.6)
lu| =0 & u=o0 (3.7)

Poznamka 3.1. V kazdém vektorovém prostoru V konec¢né dimenze je mozno zavést ska-
larni souc¢in i normu nekone¢né mnoha zpusoby. Naptriklad, je-li 'V vektorovy prostor se
skalarnim sou¢inem, muzeme normu vektoru u € V zavést predpisem

[l = +/(u,u). (3.8)

D4 se ukézat, ze redlné ¢islo ||ul| stanovené rovnosti (3.8) ma skutecné vSechny vlastnosti
normy (3.5)—(3.7). Tuto normu nazyvame normou indukovanou skaldrnim soucinem.
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Umluva 3.2. V dal$im textu budeme pouzivat pravé normu definovanou vzorcem (3.8).

Vektor u se nazyva jednotkovy, jestlize ||u|| = 1. Pfipomenme si, Ze pro libovolné dva
vektory u, v plati dalezitd Schwarzova nerovnost

[(w, v)[ = [[ul| - [Jv]]. (3.9)
Jsou-li vektory u, v nenulové, miizeme Schwarzovu nerovnost zapsat také ve tvaru

_1gM

<1. (3.10)
[all vl

Nerovnost (3.10) pak umoznuje definovat odchylku ¢ (strucné whel ¢) dvou nenulovych

vektoru vzorcem
(u,v)

[[ul[[Iv]
a podminkou ¢ € (0, 7). Vektory u, v nazyvame ortogondlni (kolmé), pravé kdyz (u,v) = 0.
Nulovy vektor o je ziejmé ortogondlni k libovolnému vektoru u, nebot

cos ¢ = (3.11)

(o,u) = (Ou,u) =0(u,u) =0.

Pokud jde o nenulové vektory, ze vzorce (3.11) vyplyvd, Ze dva nenulové vektory u, v jsou
ortogondlni pravé tehdy, kdyz jejich odchylka ¢ se rovna 7/2, coz odpovida nasi predstavé
o kolmosti vektori. Nenulové ortogondlni vektory jsou vzdy linedrné nezdvislé. V kazdém
vektorovém prostoru se skalarnim soucinem konecné dimenze existuje alespon jedna or-
togondlni bdze. Tu vytvorime z neortogonalni baze pomoci Schmidtova ortogonalizacniho
procesu. Jsou-li vSechny vektory ortogondlni baze navic jednotkové, nazyva se takova baze

o
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ortonormdlni. Jestlize tedy ozna¢ime symbolem £ = (ey, ..., €,) ortonormélni bézi vekto-
rového prostoru V, potom zrejmé

1, proi =

0, proi # j. B2

(ei7ej) = {
Pro skalarni soucin dvou vektort u, v, jejichz souradnice vzhledem k ortonormalni bazi £
jsou [u]e = (u1,...,up), [Vle = (v1,...,vy), pak plati
(u,v) = (ure1 + ugea + - - - + upep, viey + voea + - - + vpey) ,

odkud vzhledem k vlastnostem (3.1)—(3.3) skaldrniho sou¢inu a rovnostem (3.12) dostaneme
jednoduchy vzorec
(W, v) = ugvy + ugva + - -+ + upvy, . (3.13)

Definice 3.3. Afinni prostor, jehoz vektorové zaméreni je vektorovym prostorem se ska-
larnim souc¢inem, nazyvame euklidovskym prostorem.

Poznamka 3.4. Euklidovsky prostor dimenze n znac¢ime obvykle E,. Kazdy afinni pod-
prostor euklidovského prostoru je zrejmé také euklidovkym prostorem. Mluvime potom
o euklidovskych podprostorech euklidovského prostoru.

Definice 3.5. Necht E,, je euklidovsky prostor. Vzddlenost bodi A, B € E, oznacujeme
v(A, B) a definujeme ji vzorcem

v(A,B)=|B-A|. (3.14)
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VIR
Véta 3.6. Bud A, B,C € E,,, potom plati . =
v(A,B) =v (B, A) %/"H s>
v(A,B) 20, pritomv(A,B)=0< A=1B (3.15)
v(A,C) S v(A,B)+v(B,C), tz. trojuhelnikovd nerovnost D P Inaooseskh

Diikaz. S prihlédnutim k rovnostem (2.4), (2.5), (2.8) a axiomum (3.5)—(3.7) plati:
v(A4,B)=|B-A|=|-(A=B)|=I[-1]-[|A=- Bl =v(B,A)
v(4,B)=[B-A|20, v(4,A4)=]A-A|=]o]|=0
v(4,C)=C-Al=I(B-A)+(C-B)l=[B-Al+IC-B|=

=v(A,B)+v(B,C).
Ol

Definice 3.7. Necht E,, je euklidovsky prostor a V, jeho vektorové zaméreni. Afinni

soustavu souradnic
S=(0,eq, ..., ey, (3.16)

v E, nazveme kartézskou soustavou souradnic, jestlize
(e1, ..., epn)

je ortonormalni baze ve V,,.
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Véta 3.8. Necht (3.16) je kartézskd soustava souradnic v euklidovském prostoru E,,. Po-
tom wvzddlenost libovolngch dvou bodi X a 'Y, kde [X]|s = [x1, ..., xp] a [Y]s = [y1 aZ
Yn), je ddna vzorcem

v (X7 Y) = \/(yl - $1)2 + (y2 - 152)2 +eet (yn - xn)2' (317)

Diikaz. Podle (2.15) je [Y — X|s = (y1 —x1,¥2 — T2, ..., Yo — Tp). Polozme u =Y — X tj.
[uls = (y1 — 21,92 — T2, ..., Yo — Tn), takze

v (X,Y) = ull = VW) = /(1 — 21)? + - + (g — 70)>
Il

Poznamka 3.9. Jako priklad afinniho prostoru jsme si uvedli aritmeticky afinni n-roz-
meérny prostor A(R,,) = (R,,,R™, ¢), kde R,, je mnozina vSech usporddanych n-tic redlnych
¢isel zapisovanych v hranatych zavorkidch a R”™ je aritmeticky vektorovy prostor. Jestlize
v R™ definujeme skalarni soucin rovnosti (3.13), dostaneme euklidovsky prostor, ktery ozna-
¢ime symbolem £(R,,) a budeme nazyvat aritmetickym euklidovskiym prostorem dimenze n.
Kanonickd baze (1.2) prostoru R” je zfejmé ortonormalni, takze soustava soufadnic

S:(Ovela "'7en)

prostoru £(R,,) je kartézskd. Zvolime-li v libovolném euklidovském prostoru E,, kartézskou
soustavu souradnic, mizeme jej véetné jeho zaméreni ztotoznit s aritmetickym euklidovskym
prostorem £(R,,) a vSechny piiklady tykajici se E,, fesit v E(Ry,).
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Na zavér prvni kapitoly si nyni nase poznatky kratce zrekapitulujeme. Body a vektory
euklidovského prostoru E,, mtzeme na zakladé predeslé poznamky ztotoznit s aritmetickymi
body a vektory, a zapisovat je tedy ve tvaru

X =[x1,...,2p], u= (u1,ug,...,u,), atd.

Skaldrni souéin libovolnych dvou vektora u = (uj,ug, ..., up), v = (v1,v2, ..., vy) je
definovan vzorcem (3.13), tj.

(u,v) = u1v; + ugvy + - -+ + Uy, .

Tento skaldrni souc¢in nazyvame euklidovskym skaldrnim soucinem. Normu (délku, velikost)
vektoru u definujeme vzorcem (3.8), ktery muzeme vzhledem k vzorci (3.13) psat ve tvaru

lull = yfud +ud + -+ . (3.18)

Norma definovana timto predpisem se nazyva euklidovskd norma. Odchylka ¢ dvou nenu-
lovych vektora u, v je pak definoviana vzorcem

_ M)
® = arccos (uun )

Zbyva jesté vzdalenost libovolnych dvou bodu X = [z1, ..., z,] a Y = [y1, ..., yn]. Ta je
urcena rovnosti (3.17), tj.

v(X,Y) = \/(3/1 —21)? + (2 — @) + -+ (Yo — 2n)”

ZAPADOCESKA
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vv
3.1. Test ‘.7
2 u“\“"&
Eukleidovsky prostor
1. (1b.) Vektorovy prostor v némz je definovan skaldrni soucin se nazyva B
(a) eukleidovsky (b) ortogonalni D UIVERZITA
(c¢) ortonormalni (d) unitarni
2. (1b.) Ktera z nasledujicich nerovnosti se nazyva Schwarzova nerovnost?
(a) lu+v[ = [ + (vl (b) [(w, V)| = [lu]l - [Iv]
(¢c) (u,u) =20 (d) [leu]| = [ - [lul

3. (1b.) Odchylku dvou nenulovych vektoru definujeme ...

(a) vzorcem cos(¢) = (V) o podminkou ¢ € (0, )

a podminkou ¢ € (0, 2m)

(b) vzorcem cos(¢) = i

(¢) vzorcem sin(¢) = i a podminkou ¢ € (0, )

(d) vzorcem sin(¢) = ”(lﬁjlv)” a podminkou ¢ € (0, 27)
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4. (1b.) Necht E,, je eukleidovsky prostor a V,, jeho vektorové zaméreni. Afinni soustavu

souradnic § = (O, e, ..., €,), kde (e, ..., e,) je ortonormélni baze ve V,, se nazyva
(a) ortonormalni (b) kartézska
(c¢) standardni (d) kanonicka

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

o

v
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Cast II

Analytickad geometrie linearnich
utvara v Ej




44

Uvazujme nyni trojrozmérny euklidovsky prostor Es, v némz je zavedena kartézska
soustava soutadnic

S= (0761,62,83), e] = (1,0,0), €y = (0, 1,0), €3 = (0,0, 1) . (3.19)

Rekneme, Ze tato soustava je pravotocivd, jsou-li jednotlivé vektory orientovany tak, Ze
pozorujeme-li vektory e, es z koncového bodu vektoru ez, musime vektor e; otocit o tithel
¢ = m/2 proti sméru chodu hodinovych rucicek, aby splynul s vektorem es (obrazek 3.1).
Souradnicové osy 1, o, x3 prochizeji pocatkem O a jejich kladné ¢asti jsou souhlasné ori-
entovany s vektory ej, ez, e3. Kartézskou soustavu souradnic (3.19) budeme také oznacovat
(O, 41, +x2, +x3).

Poznamka 3.10. Euklidovsky prostor E3, v némz je zavedena kartézska soustava souradnic
(O, 4x1, +x9, +2x3) (jiné oznaceni (O, +z,+y,+2)) je svymi vlastnostmi nejbliz$i nasemu
redlnému prostoru. Myslime tim, ze vzdalenost a odchylka tak, jak jsme je definovali v E,,
maji v E3 vlastnosti, které maji ,obvykla vzdalenost“ a ,obvykla odchylka“ v realném
prostoru. V nasledujicich dvou ukézkach se o tom mtzeme presvédcit.

Na obréazku 3.2 je znazornén kvadr o rozmérech a, b, c. Pro délku jeho télesové ihlopricky

plati podle Pythagorovy véty
v=1+va®+b%+ 2 (3.20)

Tentyz kvadr je umistén v kartézské soustavé souradnic. Pro délky jeho hran zrejmé
plati
a=y2—x2|, b=|y1 — 31|, c= |y3 — z3],

takze po dosasazeni za a,b, ¢ do (3.20) obdrzime pro délku télesové thlopticky XY:

v(X,Y) = \/(yl —21)” + (y2 — 22)° + (y3 — 3)°,

o
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Obr. 3.1: Kartézska soustava souradnic v Eg
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Atz3

| Y | 'Y:[y17y27y3]
[ |

! 4 : !

: C | : |y3_x3|
[ v L

e e e
I_____ )_E_____ +x2
v
/ b / Nyz — a|| Jon — 1]
X a +x1 X = [:E17x27m3]

Obr. 3.2: Vzdalenost dvou bodu v E3

tj. stejny vysledek, ktery udava vzorec (3.17) pro vzdélenost dvou bodu v Es.

Strany trojthelnika na obrazku 3.3 maji délky ||ul|,|v|| a |ju — v||. Polozime-li u =
= (u1,u2,u3), v. = (v1,v2,v3), potom u — v = (u; — v, us — v2,ug — v3). Pro odchylku ¢
vektoru u, v plati podle kosinové véty:

s < I+ VI = fu = v]*
2 [[ull ||vl]

tedy

(6 + 03 + ud) + (03 + 0F + 08) — [(wr = v1)* + (w2 — v2)? + (g — v3)’]
2[[ufl V] ’

cos ¢ =

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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odkud po upravé vyjde .
U1V + U2V + U3v3 “ OstRaY 7
cos ¢ = . 1 R
DY

[l vl

Posledni rovnost pak uz predstavuje vzorec (3.11) pro odchylku dvou vektori v Es. Eukli-

dovsky skalarni soucin vektori u,v v Eg mé totiz pravé tvar ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI

L

(u,v) = ugvy + ugvy + uzvs .

A—i-l‘g,

+x1

Obr. 3.3: Odchylka dvou vektori v Eg
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3.2. Test L]

Y 9STRAVY, 7
«é. TRA $

%,
. . 2, . . rd rd rd o 0/0"4. “““‘Q
Uvod do analytické geometrie linearnich utvart

1. (1b.) Vzdalenost dvou bodu X = [z, x9, 23], Y = [y1, y2,y3] v eukleidovském prostoru —
E; je definovana vzorcem UNVERZITA

V PLZNI

L

(a) v(X,Y) = 2191 + T2y + T3Y3

(b) v(X,Y) = /(y1 — 21)? + (y2 — 22)% + (y3 — 23)?
(c) v(X,Y) = (y1 — 21)” + (y2 — 22)> + (y3 — 23)°
(d) v(X,Y) = |y — 21| + [y2 — z2| + |y3 — z3]

2. (1b.) Eukleidovsky skalarni soucin vektoru u = (uy, ug, u3), v = (v1, v, v3) je definovan

vzorcem

(a) (u,v) = u1v1 + ugve + u3vs

(b) (u,v) = v/(u1 —v1)? + (uz — v2)2 + (u3 — v3)?
(©) (,v) = (4 + 13 + u) o + o +13)

(d) (u,v) = Vurv1 + ugv2 + uzvs
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3. (1b.) Euklidovskou normu vektoru u = (u1, ug, u3) definujeme vzorcem

() [lull = vui + u3 +u3

(¢) lall = lus + ug + us|

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:

(b) [lull = uf +uj + 3
(d) flall = fua] + fuz| + fus

&
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Kapitola 4 D

Afinni geometrie linearnich Gtvaru
v Es

V této ¢asti se budeme vénovat studiu afinnich vlastnosti a feseni nékterych tloh, které se
tykaji bodu, pfimek a rovin v prostoru Es.

4.1. Primka

Jak vime, pfimka je ur¢ena dvéma ruznymi body. Méjme tedy primku AB a libovolny
bod X, ktery na ni lezi, viz obrazek 4.1.
Vektory u = B — A a x = X — A jsou linedrné zavislé, tzn. existuje redlné cislo ¢

takové, ze
roamm [coté cracoa/ e |




Afinni geometrie linearnich ttvari v E;

Obr. 4.1: Primka v Eg
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Tuto rovnost zapisujeme nejcastéji ve tvaru
X =A+tu (4.1)

a mluvime o wvektorové rovnici primky. Vektor u se nazyva smérovy vektor primky AB.
Obecné kazdy vektor, ktery je rovnobézny s primkou AB, muZeme brat jako jeji smérovy
vektor. Redlné ¢islo ¢ se nazyva parametr. Je ztejmé, ze k libovolnému bodu X piimky
AB existuje pravé jedno t € R takové, ze plati (4.1). Naopak, kazdému t € R je rovnici
(4.1) prifazen pravé jeden bod X primky AB. Jinak feceno: Jestlize parametr ¢ ,,probéhne“
vsechna redlnd c¢isla, potom bod X ,probéhne“ celou primku AB. Rozepsinim rovnice
(4.1) do souradnic ziskdme tzv. parametrické rovnice primky. Je-li tedy A = [a1, az,as]
a u = (uj,uz,us), pak pro souradnice libovolného bodu X = [z1, 23, x3] pfimky AB plati

r1 = a1 +tug
To = ag + tug (4.2)

T3 = az +tug.

Priklad 4.1. Je ddna piimka AB, kde A = [-2,3,—-2|, B = [2,6, —3]. Napiste jeji para-
metrické rovnice a urcete bod P, v némz protind souradnicovou rovinu Ozizs .

Reseni. Pro smérovy vektor u piimky AB plati: u = B — A, tj. u = (4,3, —1). Pifslusné
paremetrické rovnice primky AB jsou

x1:—2+4t
.’L‘2=3+3t
.’L‘3=—2—t.

ZAPADOCESKA
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RN
Hledany prisecik P = [p1, p2, p3] musi mit druhou souradnici nulovou, tj. po = 0. Po dosa-
, . —_ . L, B A <k
zeni soufadnic bodu P do parametrickych rovnic dostaneme postupné: t = —1, p; = —6, D) 7S
D
p3 = —1, tedy P = [—6,0, —1], obrézek 4.2. A <

’ ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
A +$3 V PLZNI

+ \/f
A

o) 7 >

_q'(_/_l _______ +x9
| I
A
I I
| oA — -~
I

+x1

Obr. 4.2: K prikladu 4.1

Vzajemna poloha dvou primek

O vzéajemné poloze dvou primek rozhoduje pocet spoleénych bodi a také skutecnost, jsou-li

libovolné zvolené smérové vektory téchto primek linearné nezavislé nebo zavislé. _
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Obr. 4.3: K vzajemné poloze dvou primek

Na obrazku 4.3 mame nakresleny ptimky p, g a r. Ptimky p,  nemaji zadny spole¢ny bod,
jejich smérové vektory u, w jsou linedrné zdvislé, primky jsou rovnobezné. Také primky g,
r nemaji zadny spolecny bod. Jejich smérové vektory v, w jsou vSak linedrné nezdvislé,
primky jsou mimobézné. Podobné i pirimky p, ¢ maji linedrné nezdvislé smérové vektory, ale
navic se protinaji v bodé P, jsou tedy riznobéziné.

Podivejme se nyni na analyticky zpusob feseni vzajemné polohy dvou piimek v Es.
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2 TPRS
Necht jsou dany primky p, g o rovnicich
AL <l
5 &
p: X =A+tu oy
q: Y =B+ sv.
ZAPADOCESKA
Hledame jejich spoleéné body, hledame tedy takové hodnoty parametrua t a s, aby X =Y. P wvrzma

V PLZNI

Porovnanim pravych stran obou rovnic dostavame po tpraveé vektorovou rovnici
tu—sv=DB—A,

kterd rozepsanim do souradnic prejde na soustavu tii linearnich rovnic o dvou neznamych
t,s:

tu1 — SU1 = bl — a1
tuz — SV = bg — a (43)

tU3—3v3=b3—a3.

Z linearni algebry je zndmo, ze kazda soustava linedrnich rovnic mize mit prdavé jedno resent,
zadné teseni nebo nekonecné mnoho resent.

Ozna¢me h hodnost matice soustavy (4.3) a h’ hodnost rozsifené matice soustavy (4.3).
Podle Frobeniovy véty méa dand soustava reseni pravé tehdy, kdyz h = I/, a nemd FeSeni
pravé tehdy, kdyz h # h/. Odtud pak dostdvame, Ze muZze nastat pravé jedna z téchto ¢tyt
moznosti:

(1) h =1,k = 1: Soustava mé nekone¢né mnoho feseni, smérové vektory u, v jsou linedrné
zavislé. Piimky p, g jsou rovnobézné splyjvajici.

(2) h = 1,h' = 2: Soustava nemd zadné Teseni, smérové vektory u, v jsou linedrné zavislé.
Primky p, ¢ jsou rovnobézné riuzné.
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(3) h = 2,k = 2: Soustava ma pravé jedno FeSeni, smérové vektory u,v jsou linedrné v 57
s . 7 N . o v v , = N
nezavislé. Primky p, g jsou ruznobézné. N &
/0"4- ““\‘\

(4) h =2, = 3: Soustava nemé zadné feSeni, smérové vektory u, v jsou linedrné nezdvislé.
Primky p, ¢ jsou mimobézné. I

ZAPADOCESKA

Jednou z tloh v analytické geometrii je Gloha najit pricku dvou primek, tj. primku, ktera P univerzia

obé primky protind.

V PLZNI

Priklad 4.2. Urcete souradnice bodt, v nichz pricka m rovnobézna s vektorem w protind
piimky p: X =A+tuaqg=CD, jeli

w=1(0,2,1), A=[-1,-2,-4], u=(1,2,4), C =[-5,7,5], D =[5,1,—1].

Reseni. Ozna¢me v smérovy vektor piimky CD, plati v = (10, -6, —6), a rozhodnéme
nejprve o vzajemné poloze primek p, g:

p: X =[-1,-2,-4+¢(1,2,4), q: Y =[-5,7,5] + s (10, —6,—6).

Prislusné soustava rovnic (4.3) pro primky p, ¢ mé tvar

t—10s = —4
24+ 6s=9
4t 4+ 65 =9,

odkud zjistime, ze hodnosti matice soustavy A a rozsifené matice soustavy A’ kde

1 —10 1 —-10 —4
R Y (s
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jsou h = 2,1/ = 3, tzn. piimky p, ¢ jsou mimob&zné.
Pokud pricka m existuje, potom protind mimobézky p, g po fadé v bodech P, @, viz
obrazek 4.4, takze plati
P=A+tu, Q=C+sv. (4.4)

Navic existuje nenulové c¢islo k takové, ze
Q— P =kw, (4.5)

nebot m || w. Rovnici (4.5) upravime pomoci (4.4). Po malé tpravé obdrzime pro neznidmé
t, s, k vektorovou rovnici
—tu+sv—kw=A-C.

Tato rovnice pak po dosazeni souradnic dava soustavu tii linearnich rovnic o tfech nezna-
mych
—t+10s =14
—2t — 65 — 2k = —9
—4t — 6s — k = -9,

kterd ma pravé jedno feseni: t = 1, s = 1/2, k = 2. Z rovnic (4.4) nakonec vypocteme, ze
P=10,0,0]aQ=10,4,2]. A

V dalsim vykladu se jesté podividme na primku v roviné E,. Za timto Gcelem si rovinu Eg
predstavime jako souradnicovou rovinu Ozizo prostoru E3. Kazdy bod roviny i vektor
budou mit tfeti souradnici rovnou nule, takze ji mizeme vynechat a popisovat je pouze
dvéma ¢isly. Vétsina nasich tivah o primce v Eg ziistane v platnosti i pro Es. Vektorova

ZAPADOCESKA
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Obr. 4.4: K prikladu 4.2
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rovnice pfimky v Eo bude mit stejny tvar jako v Es, tj. (4.1). Pfislusné parametrické rovnice
piimky uréené bodem A = [a1,as] a smérovym vektorem u = (u1,uz) budou
1 = a1 + tuy
To = ag + tug,
kde t € R a z1, 2 jsou soutadnice libovolného bodu X primky.
Vynasobenim prvni rovnice ¢islem ug a druhé rovnice cislem u; ziskdme po odecteni

obou rovnic novou rovnici
U2T1 — UIT2 = A1U2 — A2UT,

v niz neni parametr. Tuto rovnici piseme zpravidla ve tvaru
axy + bxo = c, (4.6)

kde a = ug, b = —u1, ¢ = ajue — aguq a ziejmé a # 0 nebo b # 0. D4 se ukizat, ze kazda
linedrni rovnice (4.6) o proménnych x1, 22, kde a # 0 nebo b # 0, je rovnici pfimky v roviné
a obracené kazdou primku v roviné lze popsat rovnici (4.6). Rovnici (4.6) nazyvame obecnou
rovnici primky.

Priklad 4.3. Stanovte prusecik piimky p a tsecky AB, jestlize plati
p: 2x1+52,—-10=0, A=[0,—4 a B=[53|. (4.7)
Resend. Nejprve napiSeme parametrické rovnice piimky AB:

x1=0+5t
To = —4 + Tt.

ZAPADOCESKA
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Maji-li piimka p a usetka AB spoleény bod M = [z1,z3], pak jeho soufadnice z1, 2
vyhovuji rovnici 2z1 + 5z9 = 10 i obéma parametrickym rovnicim x; = 5¢, zo = —4 + Tt,
kde t € (0,1). Musi tedy platit i rovnice, kterou dostaneme, jestlize do rovnice piimky
(viz (4.7)) dosadime za proménné x, x9 z parametrickych rovnic, tj. rovnice

2(5t) + 5 (—4+ 7t) = 10.

Dana rovnice ma teSeni t = % € (0,1). Po dosazeni za t do parametrickych rovnic tsecky

AB pak obdrzime hledany prusecik M = [1—30, %] A
Priklad 4.4. Napiste obecnou rovnici primky, kterd je uréena body A = [-3,1], B = [—
3
-2, 3.
29

Resend. Ulohu mtzeme vyresit tak, ze si napiseme parametrické rovnice primky a pak z nich
vylou¢ime parametr. Zvolime vsSak jiny postup. Protoze pfimka prochazi body A, B, musi
jejich soufadnice spliiovat rovnici (4.6), takze plati

—3a+b=c
3
——a+3b=c.
2
Dostali jsme soustavu dvou rovnic o tfech neznamych, kterou vyresime tak, ze neznamé a,
b vyjadiime pomoci neznamé c. Vyjde a = —%c ab= %c. Hledand primka ma tedy rovnici

1
—chl + gCl’Q =_c.

Ma-li se vSak skutec¢né jednat o rovnici ptimky, musi byt ¢ # 0. Polozime-li napt. ¢ = —15,
bude mit primka rovnici
4x1 — 3x2 + 15 =0.

o
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Priklady k procviceni

1. Napiste parametrické rovnice piimky, kterd prochdzi bodem A = [2,0,—3] a je rovnobé&zni
s piimkou CD, je-li C =[-1,5,-2], D =[1,2,3].

2. Najdéte prusecik piimek p a ¢, jejichz parametrické rovnice jsou

prrx=—t, y=-5—-"Tt, z=T+4t
q: r=-1—-2s5, y=2, z=—-3 — 6s.

3. Jsou dény ¢tyti body A = [0,0,0],B = [1,2,4],C = [0,4,2],D = [5,1, —1]. Jakd je vzdjemna
poloha ptimek AB a CD?

4. Zjistéte vzajemnou polohu ptimek p, g:

p:r x=3+2t, y=—-1+4t, 2=243t
q: x=—-1—4s, y=2-8s, z=—3 — 6s.

5. Urcete vektorovou rovnici pricky mimobézek p, ¢ prochazejici bodem M, jestlize

M=[1,3,-3], p: X=1[0,0,0]+¢(=3,2,4), q:Y =[4,6,15] +5(2,4,3).

Klic¢ k prikladim k procviceni
l.x=242t,y=—-3t,z = -3 + 5t.
2. M =[1,2,3].
3. Primky AB a CD jsou mimobézné.

4.pllq.
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5.m: X =[1,3,-3]+t(—1,-3,3).

4.2. Rovina

Rovina je urcena tremi rtznymi body, které nelezi na jedné primce. Predpokladejme, ze
mame takové tfi body A, B, C, viz obrazek 4.5. Vektory u = B— A a v =C — A jsou tudiz
linedrné nezavislé. Pro libovolny bod X roviny ABC pak plati, ze vektor X — A je linedrni
kombinaci vektori u, v. Existuji tedy takova realnd cisla t a s, ze

X —A=tu+ sv,
tj. pro libovolny bod X roviny plati
X =A+tu+ sv. (4.8)

Rovnici (4.8) nazyvame vektorovou rovnici roviny. Redlné ¢isla ¢, s jsou tzv. parametry,
vektory u, v nazyvame sméroviymi vektory roviny. Podobné jak tomu bylo u primky, jestlize
dvojice parametrii (¢,s) ,probéhne“ mnozinu R? viech usporaddanych dvojic realnych &isel,
odpovidajici bod X ,,probéhne* celou rovinu ABC'. Rozepiseme-li vektorovou rovnici roviny
do souradnic, obdrzime parametrické rovnice roviny:

1 = ay + tuy + svp
To = ag + tug + Ssvy (4.9)

T3 = a3 + tus + sv3.
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Poznamka 4.5. Vektorové rovnice primky a roviny jsou vlastné obdobou rovnice (2.25)
afinniho podprostoru. Je to dano tim, ze pfimka a rovina v E3 jsou specialnimi pripady m-
-rozmérného afinniho podprostoru v n-rozmérném euklidovském prostoru E,,. K této okol-
nosti se pozdéji jesté vratime.

Pristupme nyni k eliminaci parametri ¢, s ze soustavy (4.9). Z linedrni nezévislosti vek-
tort u, v vyplyva, ze alespon jeden z determinantu

ur u2
v V2

uyp us
v1 U3

U2 U3
v2 U3

) )

je riuzny od nuly. Predpokladejme, ze je to napriklad prvni z uvedenych determinanti.
Potom muzeme z prvnich dvou rovnic jednoznacéné vyjadrit parametry ¢ a s pomoci x1, x2
a dosadit do tfeti rovnice. Ziskame tak obecné linearni rovnici o tfech nezndmych z1, xs, x3,
kterou muzeme psat ve tvaru

axy + bxg + cxs = d, (4.10)
jestlize polozime (ovéfte sami)
a—| "2 U , b=-— “l NNCES Hl , d=aja+ asb-+ asc. (4.11)
V2 U3 U1 U3 V1 U2

Rovnice (4.10), kde (a,b,c) # (0,0,0), se nazyva obecnd rovnice roviny. Da se ukéazat, ze
bod X lezi v roviné urcené rovnicemi (4.9) pravé tehdy, kdyz jeho souradnice vyhovuji
rovnici (4.10). Naopak také kazda rovnice (4.10), kde (a,b,c) # (0,0,0), je vyjadienim
néjaké roviny.

@:
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Obr. 4.6: K tisekovému tvaru rovnice roviny
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Je-li v rovnici (4.10) roviny d = 0, pak je jasné, ze rovina prochdzi po¢atkem soustavy
soutadnic. Predpokladejme nyni, ze vSechny koeficienty a, b, ¢, d jsou nenulové. Potom mii-
zeme obé strany rovnice (4.10) délit ¢islem d a napsat ji ve tvaru

—+ =4+ —==1 4.12

4T d A (4.12)
kde ; ; ;
dl__7 d2:_7 d3:_
a b c

Rovnice (4.12) se nazyva dsekovy tvar rovnice roviny. Vyznam koeficientt dy, dg, ds je zfejmy.
Dané rovina protind souradnicové osy v bodech [dy,0,0], [0, ds2,0],[0,0,ds]. Z toho diuvodu
také mluvime o ,,isecich“ vytatych rovinou na souradnicovych osach. Zname-li isekovy tvar
rovnice roviny, mizeme ji snadno znazornit, jak je patrné z obrazku 4.6.

Priklad 4.6. Je ddna rovina ABC, kde A = [2,—-3,4], B = [3,—6,6], C = [—1, 3, 2]. Napiste

jejl vektorovou rovnici, parametrické rovnice, obecnou rovnici a isekovy tvar rovnice.
Reseni. Nejprve vypoc¢teme smérové vektory rovinyu=B —Aav=C — A:
u=(1,-3,2), v =(-3,6,-2).

Rovina ABC' je nyni urc¢ena bodem A a smérovymi vektory u, v. Mizeme tedy hned sestavit
jejl vektorovou rovnici

X =1[2,-3,4]+t(1,-3,2) + s (—3,6,-2)
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a rozepsanim do souradnic i prislusné parametrické rovnice
AL <l
&, O
2 *\"'&
Ty =24+t—3s RS

x9g =—3 — 3t + 6s (4.13)

T3 =4+ 2t — 2s. D P ey
V PLZNI

Z prvnich dvou rovnic soustavy (4.13) lze jednoznaéné vyjadrit parametry ¢, s:
3—3x1 —x
t=1-2x) —x9, 5= "2
3
Dosadime-li odtud do treti rovnice, ziskdme po tpravé obecnou rovnici

6x1 + 422 + 323 = 12 (4.14)

roviny a z ni jednoduchou tpravou jeji isekovy tvar

Ulohu miiZeme vyfesit také tak, ze nejdifve odvodime obecnou rovnici roviny a od ni
pak prejdeme k rovnicim parametrickym. Souradnice bodu A, B, C' musi byt fesenim rovnice
(4.10), a proto musi platit

2a —3b+4c=d
3a —6b+ 6¢c=d
—a+3b+2c=d.
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Dostali jsme soustavu t¥i rovnic pro ¢tyii nezndmé koeficienty a, b, ¢, d. Pomoci Gaussovy
elimina¢ni metody ji upravime na schodovy tvar

—a+3b+4c=d
3b+ 8 = 3d
4e = d.

Dalsi postup je ted zrejmy. Nezndmou d zvolime libovolné jako parametr a ostatni neznamé
jsou uz pak jednoznaéné urceny. Necht naptiklad d = r, potom vyjde ¢ = r/4, b = r/3,
a = r/2. Za parametr r muzeme dosadit jakékoliv redlné ¢islo. Soustava ma totiz nekonecné
mnoho Teseni. Trividlni feseni, a = b = ¢ = d = 0, vsak musime vyloucit, nebot v tomto
pripadé bychom nedostali rovnici roviny. Obecné rovnice roviny ma tedy tvar

7 7 7
§x1+§x2+1x3:r, r # 0.
Polozime-li = 12, obdrzime pfimo rovnici (4.14), pro r = 1 pak ziskdme jeji isekovy tvar.
Nakonec jesté odvodime parametrické rovnice roviny. Za timto tcelem stac¢i z obecné
rovnice roviny vyjadrit neznamé x1, x2, x3. Jelikoz se jedna o jednu rovnici o tfech nezné-
mych, volime neznamé xs, 3 libovolné jako parametry a dopocteme neznamou x1. Z rovnice
(4.14) pak dostaneme napiiklad tyto parametrické rovnice

1 =2— 20— 28

x2 = 3« (4.15)
3 = 4B7
kde parametry « a /3 jsou libovolna redlna c¢isla. A
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Poznamka 4.7. Parametrické rovnice (4.15) jsou jiné nez parametrické rovnice (4.13),
nicméné predstavuji tutéz rovinu ABC. Z rovnic (4.15) dostdvame sice jiné smérové vektory

11, = (_27 37 0) ) V/ = (_27 07 4) )

plati vsak
u=u+v, v =4u+ 2v,

tj. u’, v/ jsou linedrni kombinaci vektort u a v, takze patii do vektorového zaméreni roviny.
Podobné zjistime, ze body A, B,C lezi v roviné (4.15), jen parametry «, /5 musime zvolit
jinak nez parametry ¢, s. Volime-li napriklad « = —1 a 8 = 1, dostaneme bod A = [2, —3, 4],
atd.

Priklad 4.8. Jakou polohu mé rovina vzhledem k soustavé souradnic, je-li jeji obecna
rovnice:

ary + bry =d, abd # 0. (4.16)

Reseni. Rovnice roviny se prakticky shoduje s obecnou rovnici piimky v roviné Ozixs,
chybi ¢len cxs. Z jejiho tsekového tvaru

je vidét, ze protind souradnicové osy x1, zo v bodech [g, 0, O] , [O, %, 0], ale neprotind osu x3.
Rovnici (4.16) je tedy v prostoru Es popséna rovina rovnobézné s osou xs. Tato rovina
protina souradnicovou rovinu Oxjxy v piimce, kterd méa stejnou rovnici. A
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Vzajemna poloha dvou rovin - o
) S
y ; . e o o o % S
O vzajemné poloze dvou rovin miizeme rozhodnout podle mnoziny jejich spolecnych bodi. xS
Jak vime, mize nastat pravé jedna z téchto tii moznosti:
1. Obé roviny nemayji zadné spolecné body, tj. obé roviny jsou rovnobézné rizné. . Zimontzsi
. v v I o . . v/ . . o v v 7 UNIVERZITA
2. Mnozinou vsech spoleé¢nych bodf obou rovin je pfimka, roviny jsou tedy ruznobézné. v RLZNI

3. Obé roviny jsou totozné, jinak feceno rovnobéziné splyvajici.

Predpoklddejme, ze roviny ¢ a o jsou dany vektorovymi rovnicemi

0: X =A+tu+sv
oc:Y=B+rw+qz.
Abychom nasli jejich spole¢né body, porovndme pravé strany rovnic obou rovin. Obdrzime

vektorovou rovnici
A+tu+sv=DB+rw+qz, (4.17)

kterou rozepiseme do soustavy tii rovnic o ¢tyrech neznamych ¢, s, r, g:

uit +vis —wir —z19 =b1 —aq
Ugt + V2§ — wor — 22q = by — ao (4.18)

ust + v3s — w3r — z3q = bz — as.

Matice soustavy (4.18) mé jako sloupce smérové vektory u, v, —w, —z. Oznac¢me h hodnost
matice soustavy a h’ hodnost rozsifené matice soustavy. Z linedrni nezdvislosti smérovych
vektort roviny a dimenze prostoru Eg je ziejmé, ze h,h' € {2,3}, pficemz h < h'. Odtud
dostavame tyto tii pripady:
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1. h = 2,/ = 3: Soustava nemé FeSeni, roviny jsou rovnob&zné, rtuzné.

2. h = 3,h/ = 3: Soustava méa nekonecné mnoho FeSeni zavislych na jednom parametru,
nebot jednu nezndmou muzeme zvolit libovolné. Roviny jsou rtiznonézné.

3. h = 2, = 2: Soustava méd nekonecné mnoho Feseni zavislych na dvou parametrech.
Tentokrat lze libovolné volit dvé neznamé. Roviny jsou totozné.

Poznamka 4.9. Dodejme jesté, Ze nikdy nenastane pripad, ze by soustava (4.18) méla
prave jedno feseni. Dvé roviny prosté nemohou mit jej jeden spole¢ny bod.

Pokud jsou roviny g, o vyjadfeny v obecném tvaru, napiiklad

0: anri + a12r2 + a13x3 = by

01 ary + a2 + a3 = by
predstavuji jejich obecné rovnice soustavu dvou rovnic o tfech nezndmych x1, x2, x3. Zase
tak mdme o jednu nezndmou vic nez je pocet rovnic. Necht h, h’ opét oznacuji hodnost
matice soustavy a hodnost rozsirené matice soustavy, potom pro vzajemnou polohu rovin
0,0 plati:
1. Roviny jsou rovnobézné ruzné pravé tehdy, kdyz h = 1,1/ = 2.
2. Roviny jsou ruznobézné pravé tehdy, kdyz h = 2, h' = 2.
3. Roviny jsou totozné pravé tehdy, kdyz h = 1,h’ = 1.
Poznamka 4.10. Z predchazejiciho odstavce vyplyva, ze primku v prostoru Es mtzeme
také popsat jako prisecnici dvou rovin, tj. pomoci soustavy dvou linearnich rovnic:

a1121 + a12x2 + a13v3 = by

a2121 + a2 + agzxr3 = ba,

o
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kde leva strana zadné z obou rovnic neni nasobkem levé strany zbyvajici rovnice. Jak uz jsme
uvedli diive, jsou primka a rovina specialnimi pripady m-rozmérného afinniho podprostoru
v n-rozmérném euklidovském prostoru E,,. Mohou byt tedy popsany pomoci parametrickych
rovnic (2.28) nebo pomoci soustavy linearnich rovnic (2.29), kterou dostaneme ze soustavy
(2.28) eliminaci parametru. Odtud pak vychézi, ze rovina v prostoru Es je vyjadfena jedinou
linedrni rovnici (4.10), zatimco primka v prostoru E3 je popsana soustavou dvou linearnich
rovnic. Podobné je ptimka v roviné E9 popsana jednou rovnici (4.6), zatimco rovina v .A(Ry4)
(viz priklad 2.14) byla vyjadfena ve tvaru soustavy dvou linedrnich rovnic.

Priklad 4.11. Rozhodnéte o vzdjemné poloze rovin

X =0[4,2,2+1(222)+s(4,2,-2)
Y =1[3,1,4+r(1,2,4) + ¢(5,2,—4).
Reseni. Budeme se Fidit obecnym postupem pouzitym pii sestaveni rovnice (4.17) a sou-
stavy rovnic (4.18). Ziskanou soustavu rovnic
2t+4s—r—5qg=-1
20 +2s —2r —2q=—-1
2t —2s —4r 4+ 4q = 2.
upravime Gaussovou metodou na schodovy tvar
20+4s—r —5qg=—1
—25s—r+3¢=0
0=3.
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Posledni rovnice nema fesSeni, a tudiz ani soustava rovnic nema feseni. Roviny nemaji zadny
spole¢ny bod, jsou tedy rovnobézné riizné. A

Priklad 4.12. Napiste vektorovou rovnici prusecnice rovin, které jsou dany rovnicemi

T — 229 + 223 = 3

$1—x2—x3:5.

Reseni. Obé rovnice tvori soustavu rovnic, v niz pro hodnost h matice soustavy i hodnost b’/
matice rozsifené plati h = b/ = 2, jak je zfejmé z prislusného schodového tvaru

xr1 — 229 + 223 =3

T2 —3.’1:3 = 2

Neznamou z3 muzeme zvolit libovolné, napriklad x3 = t, t € R, a zbyvajici neznamé uz pak
jednoznac¢né dopocteme
To = 2 4 3t, xr1 = 7+ 4t.

PriseCnice obou rovin je popséna vektorovou rovnici
X =1[7,2,0] +¢(4,3,1).
A

Priklad 4.13. Jakd je vzdjemnd poloha roviny ABC, A = [3,—1,1], B = [2,4,2], C =
=[1,-3,—1], aroviny 2z +y — 3z = 27
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Resend. Vektorovou rovnici roviny ABC' zapiSeme ve tvaru
X=A+t(B-A)+s(C-A),

odpovidajici parametrické rovnice pak jsou

r=3—t—2s
y=-—-1+5t—-2s
z =14+1t—2s.

ZAPADOCESKA
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Abychom nasli spole¢né body obou rovin, dosadime do rovnice 2x+y — 3z = 2 za proménné

z parametrickych rovnic roviny ABC. Ziskdme tak rovnici

2(3—t—2s)+ (—1+5t—25) —3(1+t—2s) =2,

kterd po upravé prejde v rovnost
B=2

tj. rovnice je splnéna pro libovolné hodnoty parametri t,s. To ovSsem znamenad, ze kazdy
bod roviny ABC' je zaroven i bodem roviny urcené rovnici 2z + y — 3z = 2. Obé roviny jsou

tedy totozné.

Priklady k procviceni

A

1. Urcete, ktery z vektorui u = (1,1,1),v = (1,7,3) a w = (—1,5,4) patii do vektorového zamé-

feni V, roviny 0: 2z +y — 3z = 2.
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2. Napiste obecnou rovnici roviny, kterd prochézi bodem M = [—2,2,4] a pruseénici rovin
z—y=0
y—z=0.

3. Najdéte rovnici roviny, kterd je rovnobézna s rovinou —3z; + 2z9 + 4x3 = 6 a prochézi bodem
C=13,1,2].

4. Jakou polohu vzhledem k soustavé soufadnic (O, +x1, +22, +x3) maji roviny
o:ary +bxo =0, ab#0
T:icxg=d, cdF#0.

5. Je déna rovina o = ABC, A =[-1,1,3],B = [2,0,0],C = [0,0, 3]. Urcete chybé&jici soufadnici
bodu D = [—2,7, 6] tak, aby lezel v roviné o.

6. Najdéte spole¢ny bod P rovin
0 X =1[2,0,1]+t(-1,1,0) +s(2,1,-2)
c:y—2z4+1=0
T: x—2y+2=0.
Klic¢ k prikladim k procviceni
lL.uveV, w¢V,.
2.z —-3y+22=0.

3. 31’1 — 25!?2 — 4([}3 = —1.

T7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
xS
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4. Rovina o prochazi osou x3, rovina 7 je rovnobézna se souradnicovou rovinou Ox;xs.
w5
Y
5. D =1[-2,0,6]. L
6. P=[1,1,1].
ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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4.3. Primka a rovina

Ze stredni skoly vime, ze piimka p je rovnobéznd s rovinou p, jestlize je rovnobézna s né-
kterou primkou, kterd v ni lezi. Je-li pfimka rovnobézné s rovinou a ma s ni navic néjaky
spolecny bod, potom m& piimka s rovinou nekoneéné mnoho spole¢nych bodu, tj. primka
lezi v roviné. Neni-li primka p rovnobézna s rovinou p, fikame, Ze je s rovinou o ruznobéznd.

Analyticky zptusob feSeni vzajemné polohy primky a roviny se nikterak nelisi od zptsobu
feSeni vzdjemné polohy dvou primek nebo dvou rovin, a proto jej vysvétlime jen strucné.
Necht primka p a rovina g jsou dany vektorovymi rovnicemi

p: X=A+ru
0: Y =B+1tv+sw.

Hledame takové hodnoty parametra r,t, s, pro které X =Y. Tyto hodnoty opét najdeme
feSenim vektorové rovnice
A+ru=B+1tv+sw,

kterd po dosazeni souradnic prejde v soustavu tii rovnic o tfech neznamych r, ¢, s:
ru; —tv; — swi1 = b1 —aq
Uy — tvg — Swo = by — ao (4.19)

rug — tvg — swg = by — as.
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Rozborem soustavy (4.19) bychom pak zjistili, Ze pro vzajemnou polohu piimky p a roviny o
muze nastat pravé jedna z téchto moznosti:

(1) Soustava (4.19) nemd zadné feSeni. Smérovy vektor u je linedrni kombinaci vektoru
v, w. Ptimka p je s rovinou g rovnobézni.

(2) Dand soustava mé pravé jedno feseni. Vektory u, v, w jsou linedrné nezavislé. P¥imka p
je s rovinou p riznobéznd a mé s ni pravé jeden spole¢ny bod.

(3) Soustava (4.19) ma nekoneéné mnoho feseni. Vektor u je linedrni kombinaci vektoru
v, w. Primka p lezi v roviné p.

Priklad 4.14. Napisme vektorovou rovnici primky, kterd prochazi bodem M a je prickou
mimobézek p = AB a ¢ = CD, je-li M = [2,2,1], A =[6,4,5], B = [3,4,2], C = [5,7,8],
D =[4,5,5].

Reseni. Ulohu vyfesime zptsobem, ktery je zndzornén na obrazku 4.7. Jednd se vlastné
o klasicky zpusob feseni: Piimkou p a bodem M prolozime rovinu g a urc¢ime jeji prusecik P
s primkou q. Hledana pricka m je pak urcena body M a P.

Napiseme si tedy vektorové rovnice roviny ¢ a primky ¢

0: X =1[2,2,1]+1t(4,2,4) +s(1,2,1)
qg: Y=1[5178+r(-1,-2,-3).
a porovname jejich pravé strany. Po lpravé dostaneme soustavu rovnic
—r—4t —s=-3

—2r —2t—-2s= -5
—3r —4t — s = —T.

o
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VIR
1849
Tato soustava ma pravé jedno feSeni: r = 2, t = %, s = %, tzn. primka p a rovina g jsou . =
o Vv ’ .. v /. o v 7 v ’ v = N
riznobézné. Jejich spole¢ny priisecik P spocteme néasledovneé: N &
/0"‘ ““\‘\

1 1
P= [27271] + _(45254) +3 (17271) = [3a3a2]7

° ’ D o

resp. snadnéji v PLZNI
P=1[5728+2(-1,-2,-3) =[3,3,2].
Ted uz mizeme napsat rovnici pifimky m:
X=M+AXP-M), \eR,
¢ili
X =10221+A(1,1,1), AeR
A

Velmi jednoduse se Tesi tiloha o vzajemné poloze primky a roviny, je-li rovina zadana v obec-
ném tvaru a primka dvéma body, jak ukazuje néasledujici priklad.

Priklad 4.15. Rozhodnéme o vzajemné poloze primky M N, kde M = [2,4,4], N = [3,8, 1],
a roviny dané rovnici 2x1 + 4x9 + 6x3 = 7.

Reseni. Primka M N méa parametrické rovnice

T1 =2+t
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Do obecné rovnice roviny dosadime za x1, x2, x3 z parametrickych rovnic, ¢imz obdrzime
rovnici o jedné neznamé t¢:

2(24t)+4(4+4t)+6(4—3t) =7

Tato rovnice nemé Treseni, po upravé totiz vychazi 37 = 0. Primka a rovina nemaji zadny
spolecny bod a jsou tedy navzijem rovnobézné. A
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Priklady k procviceni

1. Zjistéte vzajemnou polohu primky p a roviny o, jejichz vektorové rovnice jsou:
p: X=[4,-2,2]4+r(4,3,-1)
o: Y =[31,0+1t2—-1,1) + s(1,2,-1).

2. Najdéte (pokud existuje) spoleény bod roviny o : 2z1 — 3z9 + 23 = —1 a tsecky AB, kde
A=12,3,1],B=[-1,4,-5].

3. Urcete pruse¢ik R roviny g jdouci bodem @ = [—2,4,5] rovnobézné se souradnicovou rovinou
Oxax3 a piimky p, kterd je rovnobézna s osou z; a prochdzi bodem P = [2,—3,4].

4. Zjistéte vzajemnou polohu p¥imky p, kterd prochdzi bodem M = [2, —3, —4] rovnobézné s osou x3
a roviny 7 : 5xy + 3wo — 2x3 = 9. Pripadné najdéte jejich spoleény bod.

5. Najdéte prisecik @ primky ¢ s rovinou p, je-li
q: X = [13372] +7‘(1,—1,—3)
0: Y =[-1,1,2]+¢t(1,-2,0) + s(0,2,-3).
Kli¢ k prikladim k procviceni
1. Piimka p lezi v roviné o.

2. Usetka AB a rovina ¢ nemaji spoleény bod, existuje viak prisecik P = [13, 14, U] pifmky AB
S rovinou g.

3. R=[-2,-3,4].

4. Piimka p a rovina 7 jsou rtuznobézné, jejich spoleénym bodem je bod M = [2, -3, —4].

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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5.Q=[7,-3,—16].
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4.4. Test L]

( OspaN™ 7
«é. 'STRA {s

>
3 ’ 3 . rd rd rd o 0k4 ““\‘
Analyticka geometrie linearnich utvart

1. (1b.) Smérovym vektorem piimky AB, A =[—1,4, 2|, B = [2,—2,6] je vektor —
(a) u = (17 2, 4) (b) u= (3’ 6, 8) D (L)
(¢) u=(-6,12,—16) (d) u=(0,4,3)

(1b.) Piimka p: X =[—1,4,—-2]+t(1,0,4) je
(a) rovnobézna se souradnicovou rovinou Ozz3
(b) rovnobézné se soufadnicovou osou o

(c¢) kolméa k souradnicové roviné Ozqx3

(d)

d) kolma k souradnicové ose x

3. (1b.) Urcete, kterym z danych bodu prochazi pfimka p : X =[2,0,—1] +¢(—2,0,3):
(a) A=1[2,0,-3] (b) B =10,0,0]
(c) C =14,0,—4] (d) D=10,1,2]
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4. (1b.) P¥fmka MN, M = [2, -4, —5], N = [2, -4, 5] je
AL\ A
2% o . . D £
(a) rovnobézna se soufadnicovou rovinou Ozixa Lorg g
(b) rovnobézné se soufadnicovou osou x3
ZAPADOCESKA
(c) lezi v soufadnicové roviné Ox;xo vz
(d) je kolmé k soufadnicové ose x3

5. (1b.) Pifmka p: X = [-2,—1] + ¢ (3, —3) m& obecnou rovnici
(a) z1+z2+1=0 (b) 3z1 — 3z = —1
(c)z1+22—1=0 (d) =221 +22=0

6. (1b.) Obecna rovnice roviny o: X =[4,2,2] +t(2,2,2) + s(4,2,—2) ma tvar
(a) 41 + 2x9 + 223 =0 (b) 221 — 3z +x3 =4

(c) ZL+2Z2428=1 (d) =221 4+ 3z9 — 23 =4

7. (1b.) Kterd z nize uvedenych variant zaruci, ze rovina o : az + bxa + cxz = d bude
rovnobézné s osou x1?

(a)a=b=c=d=0 (b) ¢=0, abd #0
(¢) d=0, abc # 0 (d) a=0, bed # 0
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VIRV
8. (1b.) Jakou polohu vzhledem k soustavé souradnic (O, +z, +y, +z) ma rovina 7 : ax = v 57
= d, ad # 07 N
O
(a) je rovnobéznd s osou x (b) je rovnobézna s rovinou Oyz s
(¢) prochézi poc¢atkem (d) neprotind osu x D enoseent
’ UNIVERZITA
9. (1b.) Rovina o : axy + bxg + cxs = d, abed # 0 protind osu o v bodé
—_ _ d
(c) M =[4,0,4] (d) M = la,0,¢]

10.

11.

1b.) Necht jsou smérové vektory u, v primek p, ¢ v E3 linedrné nezavislé. Potom . ..

a) primky p, ¢ jsou rovnobézné rizné

¢) primky p, ¢ mohou byt rovnobézné nebo mimobézné

(1b.

(a)

(b) pfimky p, ¢ jsou ruznobézné

(c)

(d) pfimky p, ¢ mohou byt mimobézné nebo ruznobézné

(1b.) Pfimky p: X =1[1,0,3] +¢(2,—1,—-4),q: Y =[-3,2,11] + s(—4, 2,8) jsou
(a) rovnobézné ruzné (b) riznobézné
)

(¢) mimobézné (d) rovnobézné splyvajici




Afinni geometrie linearnich utvari v Eg

86

12. (1b.) Kterd z piimek m : X = [1,2,3]+t(—2,-4,—6),n: Y =[-8,6,6]+s (3, -3, —3)

13.

14.

prochéazi pocatkem?

(a) Obé dveé (b) Zadna z nich

(c) Jen piimka m (d) Jen ptimka n

(1b.) Vektor u = (uq, 1, ) patrl do vektorového zaméteni roviny ABC, A = [1,—1,—1],
B=[-1,1,-1], C = [-1,-1,1], je-li

(a) up = (b) uy =1

(¢c) up = (d) ug =3

(1b.) Prusec¢ik P piimek AB a CD, A = [2,0,-3|, B = [-2,7,4], C = [-1,5,-2],
D =11,2,3]

a) je vnittnim bodem usecky AB i usecky C'D

nelezi na zadné z usecek AB, CD

(a)
(b) lezi uvnitt tsecky AB a vné usecky CD
(c)
(d)

d) neexistuje

m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L
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15.

16.

(1b.) Rovina p prochézejici bodem A = [1,2, 3] rovnobézné se soufadnicovou rovinou
Oxz mé rovnici

(a) 2y=x+ 3z (b)) z+2y+32=0

(c)y—2=0 (d) z+32=2

(1b.) Je ddna piimka AB, A = [2,3,1], B = [—1,4, —6]. Jak musime zvolit hodnotu
koeficientu d, aby rovina o : 2z — 3y + z + d = 0 protinala tsecku AB?

(a) —l<d<1 (b) 4<d <20

(c)-12d=1 (d)d>20vd<4

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

o
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Kapitola 5

Metrické vlastnosti vektoru v Ej

V této casti se budeme zabyvat tlohami vektorového poctu, jako jsou napiiklad odchylky
nebo velikosti vektori v euklidovském prostoru Ej3. Predpokladejme, Ze je v ném pevné
zvolena kartézskd soustava soutfadnic (O, +x1, +x9, +x3). Zavedeni euklidovského skaldr-
niho soucinu zde pravé umoznilo vyjadrovat délky nebo odchylky, pricemz tyto délky a od-

% o

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

chylky, jak jsme ukédzali v tivodu druhé kapitoly, mély vlastnosti skuteénych délek nebo
odchylek. Zakladnim pojmem, ktery zde budeme pouzivat bude proto skaldrni soucin. Ve-
dle néj zavedeme také dvé nové operace: vektorovy soucin dvou vektori a smiSeny soucin

t1{ vektoru.




Metrické viastnosti vektorit v Eg 89

5.1. Skalarni souc¢in dvou vektoru

Se skalarnim soucinem jsme se sice uz seznamili diive, nebude vsak jisté na skodu, kdyz

si nyni vsechny potfebné poznatky souvisejici s euklidovskym skalarnim souc¢inem a na ni

navazujici metrikou znovu prehledné usporadame a to v té podobé, jakou maji v prostoru Es.
FEuklidovsky skaldrni soucin vektoru u,v € E3 je definovan rovnosti

(u,v) = u1v; + ugvy + usvs . (5.1)

S jeho pomoci muzeme vyjadrit délku (velikost, normu) vektoru u vzorcem

[ull = V/(a,0) = \/uf +uf +uj (5.2)

a odchylku ¢ (0 < ¢ < ) dvou nenulovych vektortu u, v vzorcem

(u,v)
COSp = ————. (5.3)
[[all {]v]]
Odtud lze také pocitat skalarni soucin vektor u, v podle vzorce
(u,v) = [[u][ }v]| cos ¢. (5.4)

Ze vzorce (5.4) je ziejmé, Ze jsou-li dva nenulové vektory navzajem ortogondlni, tj. ¢ = 7/2,
je jejich skalarni soucin roven nule.

Jesté si pfipomerime vzorec pro vypocet vzdélenosti dvou bodu X = [z1,x9, 23], Y =
= [yla Y2, y3]:

v(X,Y) = \/(y1 —1)” + (g2 — 22)” + (ys — 23)°. (5.5)

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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VIRV
Piiklad 5.1. Vektory u, v o velikostech ||u|| = 6, ||v|| = 2 maji odchylku ¢ = %7‘1’. Vypoctéte v 5
postupné (u,v),||—2u|, (2u + v,u—v). ‘*:;,* 4
/05'4' ““\Qﬁ
Resend. Podle (5.4) plati: (u,v) = |[ul| ||v]/ cos(¢) = 6-2-cos(%F) = 12- (—%) = —6. Pro
vypocet ||—2ul| pouzijeme vlastnost (3.6) normy vektoru: D enoseent
’ UNIVERZITA
[=2u][ = [=2[ - [Ju]| = 12. o

Posledni vyraz upravime s pouzitim axiomu (3.1)—(3.3) a vzorce (3.8):

2u+v,u—v)=(2u+v,u)+ 2u+v,-v) =
= (2u,u) + (v,u) + (2u, —v) + (v, —v)
=2(u,u)+ (u,v) — 2 (u,v) — (v,
— 2 Ju? = (u,v) — v]|? = 74

v) =

Priklady k procviceni

1. Vypoctéte velikosti vSech vnitfnich dhlu v trojihelniku KLM, jestlize K = [0,—1,2], L =
=[10,-1,2],M =[5, 1,7

2. Jsou dény body A = [5,—1,-3],B = [5,4,2],C = [0,—1,2]. Ukazte, ze trojihelnik ABC je
rovnostranny.

3. Dokaite, ze plati (u+ v,u—v) = |[u]® — ||v]*.

4. Urcete tiet{ souradnici vektoru n = (5,2, 7) tak, aby byl kolmy k vektoru u = (3,6, 3).




Metrické viastnosti vektori v Eg 91 Py S 0 S

VIR
Kli¢ k prikladiim k procvicéeni . 7
> §
i die — s an— s =, oy

2. Napiiklad: strany AB, AC' maji stejnou délku v/50 a sviraji thel a = 5.

ZAPADOCESKA
3. Névod: Polozte u = (ug,u9,us), v = (v1,va,v3) a porovnejte vyrazy na obou strandch rovnosti D > UNIVERZITA

nebo vyuzijte axiomi (3.1) — (3.3) a vzorce (3.8).

4. Chybéjici souradnice nz = —9.

5.2. Vektorovy soucin dvou vektori
Necht u = (u1,us,u3), v .= (v1,v2,v3) jsou libovolné vektory. Hledejme vektor w =
= (w1, wq,ws) tak, aby byl ortogonédlni k obéma vektorim u, v. Soutadnice vektoru w

musi tedy spliiovat soustavu rovnic

uiwi + ugws + ugws = 0

viwi + vows + vywsg = 0.
Tato soustava ma stejné reseni jako soustava

u1wi + ugws + ugws =0
u1wi + ugwsg + usws =0

viwi + vaws + v3wsz = 0
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i jako soustava ® =

D £
viwy + vowz + v3wz = 0 s>
uiwi + ugws + ugws = 0

viwi + vows + vywsg = 0. [

V PLZNI

Matice obou soustav jsou ¢tvercové a maji vzdy dva stejné radky. Pro jejich determinanty
proto plati

vt e u2 U3 uy us Uy U

ur Uz Uz | =up — ug + u3 =0,
Vo U3 V1 U3 V1 V2

v1 V2 U3

resp.

vLo vz s Uz U3 up ug up U2

ur U2 U3 | =1 — V2 + v3 =0.
V2 U3 U1 U3 U1 V2

v V2 U3

Jestlize porovname tyto rozvoje s rovnicemi pivodni soustavy, obdrzime pro slozky hleda-
ného vektoru w nasledujici vzorce:

u2 U3
V2 U3

up u3
U1 U3

ur U2
V1 V2

w1 = ; w2 = — ) w3 = (56)

Vzorce (5.6) tedy definuji slozky vektoru w = (w1, we,ws), ktery je kolmy k vektorim
u = (uy,ug,us), v=(v1,v2,v3). Tento vektor budeme znacit

wW=uxyv
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a nazyvat vektorovym soucinem vektori u a v. Vektorovy soucin vektori u a v muzeme

také zapsat ve tvaru

u X v = (ugu3 — ugva) €1 + (uzvy — u1v3) €2 + (u1v2 — ugvy) €3.

Vzorec (5.7) si lze snadno zapamatovat pomoci symbolu determinantu

€ €y e€3
uxXv=/|u u2 us|,
V1 V2 U3

ktery pak ,formalné* rozvineme podle prvka prvniho radku.

(5.7)

(5.8)

Véta 5.2. Vektorovy soucin u X v je roven nulovému vektoru pravé tehdy, kdyz vektory

u, v jsou linedrné zdvislé.

Drikaz. Dikaz véty provedeme ve dvou krocich.

(1) Predpoklddejme nejprve, ze u x v = o, tj. podle (5.6) plati:

U2V3 — U3V = 0
uUu3v] — U1v3 = 0

U1V — UV = 0.

(5.9)

Je-li néktery z vektort u, v nulovy, je soustava (5.9) trividlné splnéna. V tomto pripadé
jsou ovsem oba vektory linedrné zavislé. Necht tedy u, v jsou nenulové vektory. Kazdy

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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z nich ma potom alespon jednu slozku riznou od nuly. Necht napriklad u; # 0. Z druhé
a tfeti rovnice soustavy (5.9) pak vypocteme

Pridame-li jesté k témto rovnostem zrejmou identitu

v
V1= —uy,
U1
dostdvame ihned, ze vektor v je ndsobkem vektoru u, v = (vi/ui)u, tj. vektory u, v
jsou opét linedrné zavislé.

(2) Pfedpokladejme naopak, ze vektory u, v jsou linedrné zévislé. To znamend, Ze exis-
tuje takové redlné cislo k, Ze naptiklad v = (kuq, kug, kug). Pak jsou ovsem vsechny
determinanty v (5.6) rovny nule, a tudiz u x v = o.

O

Poznamka 5.3. Dva linedrné zavislé vektory se nazyvaji kolinedrni (rovnobézné). Rikdme
potom také, ze vektorovy soucin u x v = o pravé tehdy, kdyz vektory u, v jsou kolinearni.
Jsou-li vektory u, v linedrné nezavislé, pak u x v je vzdy nenulovym vektorem.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Obr. 5.1: Vektorovy soucin
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<>
Véta 5.4. Necht vektory u, v jsou linedrné nezdvislé. Oznacme ¢ jejich odchylku a w . =
jejich vektorovy soucin. Potom plati: *::,* '3«5
Chi uwS
(1) Velikost vektoru w je rovna obsahu rovnobéznika vymezeného vektory u, v umisténygmi S
do spolecného bodu (obrizek 5.1).

(2) Determinant D e

V PLZNI

up u2 U3

vy w2 w3 | >0. (5.10)
wyp w2 w3

Diikaz. (1) Obsah rovnobéznika lze vyjadfit vzorcem S = ||u||||v| sin ¢, pro jeho ¢tverec
pak plati

§2 = Jlul®? [v]]? sin? 6 (5.11)
Ukéazeme, ze S = |ju x v||:
% = [[ul® [Iv]|* (1 = cos® ¢)
= [lal* IvI* = (u, v)?
= (u] + uj +u3) (v7 +v3 +03) — (urv1 + ugva + usvs)?
= (ugu3 — ugv2)” + (uzvr — w1v3)® + (urv2 — ugvy)?

2 2 2
= wi + wy + ws.

Z posledni rovnosti pak po odmocnéni dostavame S = ||wl||, respektive

S=luxv]|. (5.12)

Tim je dtikaz prvni ¢asti potvrzen.
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(2) K overeni nerovnosti (5.10) sta¢i rozvinout determinant podle prvku tfetiho radku:

Uy u2 U3
v1 V2 V3 | = Wi
w; w2 w3

U2 U3
V2 U3

ur u2
v V2

up us
V1

— w2 + w3

:w%+w§+w§:\\w||2>0
]

Poznamka 5.5. 7 diukazu véty vyplyva, ze velikost vektoru u x v Ize také vyjadrit rovnosti
la x v = [lul[ [|v]| sin . (5.13)

Pokud bychom chtéli oziejmit nerovnost (5.10), musime se vratit k transformaci souradnic
v afinnim prostoru. Necht S = (ey,...,e,) a &' = (e,...,€],) jsou dvé usporadané baze
vektorového zaméreni prostoru E,,, jejichz vzajemny vztah je popsan pomoci rovnosti (2.17).
Matice A, jejiz sloupce tvori soufadnice vektoru baze S’ vzhledem k bézi S, viz (2.22), se
nazyva matice prechodu od usporddané bize S k usporddané bézi S’. Vime, Ze matice A
je regularni, tj. det A # 0. Jestlize det A > 0, fekneme, ze usporddané baze S a S’ jsou
souhlasné orientovdny. V opacném pripadé rekneme, ze jsou nesouhlasné orientovdny.

Predpokladejme, Ze vektory u, v jsou linedrné nezavislé. Usporadana trojice (u, v,u x v)
je potom usporadanou bazi. Pro prislusnou matici prechodu A plati

u;p vy w U Uz U3
det A=|uy vo wy |=| v vy w3 |>0,
uz vz w3 w1 W2 W3

o
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VRN
1849
tzn. usporddand bdze (u,v,u x v) je napiiklad souhlasné orientovdina s uspordidanou bdzi ® =
. 7 ’ v . v v v . .o 7 = N
(e1,e2,e3), kde (O, e, eq, e3) je kartézskd soustava souradnic. Jestlize vSak prejdeme k jiné % &

1 s 14 20 2 o 22 . N QLD
ortonormélni bazi, naptiklad (e, €, €%), ktera je s usporddanou bézi (e, e2, €3) nesouhlasné (x>
orientovana, bude vektor u x v v ,nové bazi“ opa¢nym vektorem k vektoru u x v ve ,staré
bE/LZI “, ZAPADOCESKA

v “v o , . , > UNIVERZITA
Nakonec se jesté zastavme u rovnobéznosténu na obrazku 5.1. Jeho objem V se rovna vRLZN

soucinu obsahu zakladny a vysky:
V= S|w| = [w|?
takze jej muzeme vyjadiit pomoci determinantu (5.10), tj.

uy u2 U3
V= V1 () V3
wyp w2 w3

Véta 5.6. Pro kazdé tri vektory u,v,w a pro kazdé redlné c¢islo o plati

uxXv=-vxu
a(uxv)=(au) X v=ux (av)
(u+v)xw=(uxw)+(vxw)

wX (ut+v)=(wxu)+(wxv).

Dtikaz véty je pomérné snadny. Nebudeme jej proto uvadeét.




Metrické viastnosti vektorit v Eg 99

Priklad 5.7. Necht bod P se pohybuje po kruznici. Stredem této kruznice kolmo k jeji
roviné prochazi osa otdceni. Otaceni bodu P mtzeme popsat pomoci vektoru w, ktery lezi
v ose rotace (obrazek 5.2), jehoz orientace je takovd, Ze ota¢eni probihd ve sméru chodu
hodinovych rucicek, jestlize se divime z pocateéniho bodu O do koncovému bodu. Velikost
vektoru w se rovna whlové rychlosti rotace w, w > 0, tj. obvodové rychlosti v, v = ||v||,
bodu P délené jeho vzdalenosti  od osy rotace:

v
w=—.
r
Necht p je polohovy vektor bodu P, potom plati
v =wr = ||wl|[|p|[siny = [[w x p.

Vektor obvodové rychlosti v, ktery ma smér teény ke kruhové draze a stoji kolmo k roviné
prolozené osou rotace o a vektorem p, muzeme tedy vyjadrit jako vektorovy soucin vektoru
uhlové rychlosti w a polohového vektoru p bodu P:

V=W XDp. (5.14)
Priklad 5.8. Vypoctéte obsah trojuhelnika s vrcholy A = [2,7,—1], B = [0,3,5], C =
=[-1,4,3].

Reseni. Obsah trojthelnika uréeného vrcholy A, B, C je roven poloviné obsahu rovnobéz-
nika sestrojeného nad vektory Jﬁ , zﬁ , tedy

Sa = % Hﬂ% X ﬁ” . (5.15)

ZAPADOCESKA
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Obr. 5.2: Uziti vektorového souc¢inu pro vyjadreni vektoru v obvodové rychlosti
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2 R
Vektorovy soucin vektort zﬁ = (—2,—4,6), ﬁ = (—3,—3,4) vypocteme pomoci (5.8): . =
> §
e, ey e 2

ABxAC =| -2 —4 6

B p Ziosostem
. _4 6 + B _2 6 + _2 _4 V PLZNI

| -3 4|® -3 4|)

:2e1+(—10)e2+(—6)e3.

Odtud dostévame

Sn = %\/22 +(=10)% + (=6)2 = v/35.
A

Priklad 5.9. Staticky moment M sily F vzhledem k libovolnému bodu @ je definovan jako
soucin

M = d|[F]],

kde d je kolmé vzdalenost jejiho paprsku od bodu . Ozna¢me r vektor z bodu @ do
pusobiste sily A a « jeho odchylku od F (obrézek 5.3). Potom d = ||r|| sin «, takze moment
sily miizeme také napsat takto:

M = ||r|| ||F|| sin c. (5.16)

Vzorec (5.16) udava velikost vektorového soucinu vektoru r a F, takze vektor momentu M
muzeme vyjadrit ve tvaru
M=rxF, (5.17)
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Obr. 5.3: Uziti vektorového soucinu pri vyjadieni statického momentu M

¢imz jsme momentu prifadili také smér. Z rovnosti (5.16) je jeSté zfejmé, ze moment je
nulovy pro a = 0, tj. paprsek sily prochdzi bodem @, a je nejvétsi pro a = /2, kdy sila
pusobi kolmo na vektor r.

Normala roviny

Normaéla roviny je piimka, kterd je kolma k roviné, tj. je kolméd ke dvéma riaznobézkam
dané roviny. Predpokladejme, Ze rovina o je ur¢ena bodem A a smérovym vektorem n =
= (n1,n2,n3) normaly, tzv. normdalovgm vektorem (obrazek 5.4).

Libovolny bod X pak lezi v roviné o praveé tehdy, kdyz vektory n a X — A jsou navzajem

kolmé, takze
(n,X —A)=0. (5.18)
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Obr. 5.4: Normalovy vektor roviny

Rovnici (5.18) lze postupné upravit na rovnici roviny v obecném tvaru
ni(x1 —a1) +n2 (x2 —az) +n3 (v3 —az) =0
n1x1 + noxa + ngxs + (—n1a; — ngaz — nsaz) = 0.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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V posledni rovnici staci jen polozit a = ny, b = ng, ¢ = ng, d = n1a1 + nsag + nsas, ¢imz

dostaneme primo rovnici (4.10), tj.

ary + bxg + cx3z = d.

Vyznam koeficientt a, b, ¢ v obecné rovnici roviny je ted zrejmy. V kartézské soustavé sou-

fadnic udavaji ¢isla a, b, ¢ souradnice normdlového vektoru roviny.

Priklad 5.10. Napiste obecnou rovnici roviny ABC, A = [2,-3,4], B = [3,—6,6], C =

=[-1,3,2).
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Resend. Tuto tlohu jsme uz Fesili. Nejprve jsme sestavili parametrické rovnice roviny a z nich
pak vyloucili parametry. K tomu jsme potrebovali znat smérové vektory roviny u = B —
— A, v =C — A. Ty nyni potfebujeme taky, miuzeme vSak hned urcit prislusny normélovy
vektor n roviny. Ten musi byt totiz kolmy k obéma smérovym vektorim, a tudiz plati

n=uxywv.

Postupné vypocteme: u = (1,-3,2),v = (=3,6,—2),n = (—6, —4, —3). Odtud dostavame
rovnici
—6$1 — 4$2 — 3$3 =d.

Zbyvajici koeficient d pak uré¢ime dosazenim soufadnic kteréhokoliv z bodt A, B, C do vyse
uvedené rovnice. Vyjde d = —12. Obecna rovnice roviny ma po dpraveé tvar

6x1 + 4z + 3r3 = 12.
A

Poznamka 5.11. Podobné mizeme zavést normdlovy vektor primky, jako vektor kolmy
k jejimu smérovému vektoru. Je-li u = (uy,us2) smérovy vektor piimky, pak vektor n =
= (ug, —u1) je zfejmé jeji normélovy vektor, plati piece (n,u) = 0. Cisla a,b v obecné
rovnici primky ax; + bxo = ¢ tak predstavuji souradnice jejtho normélového vektoru, viz
odvozeni rovnice (4.6), kde jsme polozili a = ug, b = —u;.

Priklady k procviceni

1. Vypoététe vektorové souciny u x v, v x u, je-li u = (1,2,2), v = (1,4, 8).

2. Vypoctéte vektorové souciny e; X ez, €; X e3, €2 X e3.

@:
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K

1.
2.

3.

=

. Urcete ||la x b||, jestlize ||a]| = 10, ||b|| = 2, (a,b) = 12.
| | lall b (a,b) ‘.7
D S

. Najdéte obsah trojihelnika ohrani¢eného ptimkami, jejichz rovnice v soustavé (O, x, y) jsou y = z, ens o
y=-3x+38, 5r+ 3y =0.
. Sila F pusobi v bodé A. Uréete moment sily F vzhledem k bodu Q, je-li: D S
V PLZNI

a) F=(3,0,—6), A=[1,8,1], Q = [4,6, —1];
b) F = (0,0,1), A =1[0,0,0], Q = [0,0,5].

. Jsou dény t¥i body A = [1,1,1], B = [2,3,3], C = [3,3,2]. Napiste rovnici pfimky p, kterd

prochézi bodem A a je kolma k roviné ABC.

lic k prikladiim k procviceni

uxv=(8-6,2),vxu=(-8,6,—2).
€1 X € = €3, €] X €3 = —€3, € X €3 = €1.
la x b|| = 16.
. Sa = 16. [Névod: Urdete vrcholy trojihelnika jako body prostoru Es, tj. t¥eti soutadnici polozte

rovnou nule.]
a) M = (—12,-12,—6); b) M = o.

Cpr X =[1,1,1] +¢(-2,3,-2).
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5.3. Smiseny soucin tri vektora

Definice 5.12. Piedpoklidejme, Ze jsou dany tii vektory a, b, c. Cislo, které oznacujeme
(abc) a které definujeme
(abc) = (a,b x ¢), (5.19)

nazyvame smisenym soucinem vektoru a, b, c.

Véta 5.13. Pro smiseny soucin vektoru a, b, c plati

alp ag as
(abc)= bl b2 b3 . (520)
Ccl C2 C3

Dikaz. Ve vzorci (5.19) oznac¢ime v = b x c¢. Podle (5.1) a (5.6) potom plati

(a,b X ¢) = ajv] + agus + asvs

by b3
Cy C3

b1 b3
C1

b1 b

+ as
Ccl1 C2

Posledni vyraz je rozvoj determinantu (5.20) podle prvniho fadku, ¢imz je véta dokazana.
O

ZAPADOCESKA
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Poznamka 5.14. Zaménime-li v determinantu dva fadky, determinant zméni znaménko.
Odtud pak vyplyva, ze smiSeny soucin vektort zavisi na jejich poradi, takze plati:

(abc) = —(bac) = (cab) = —(cba) = (bca) = —(acb).

Véta 5.15. Absolutni hodnota smiseného soucinu tri vektori je rovna objemu rovnobéz-
nosténu, jehoz tri hrany vychdzejici z téhozZ vrcholu jsou urceny danymi tremi vektory
(obrazek 5.5).

Diikaz. Oznacme V objem rovnobéznosténu. Mame dokazat, ze plati
V =|(abc)]. (5.21)

Obsah podstavy rovnobéznosténu se rovné ||b x cl|, velikost jeho vysky v je rovna délce
pravouhlého prumétu vektoru a na kolmici k podstavé majici stejny smeér jako vektor b x c,
tedy v = ||al| |cos~y|. Pro objem rovnobéznosténu pak s prihlédnutim k vzorci 5.4 plati:

V = |Ibxcll[lall[cosy[ = [[[al [[b x c][ cos | = [(a,b x ¢)| = |(abc)|.

O]

Poznamka 5.16. Ze vzorce (5.20) okamzité vyplyva, ze (abc) = 0 pravé tehdy, kdyz
a, b, c jsou linearné zavislé vektory. TTi linedrné zavislé vektory se nazyvaji komplandrni.
Takové vektory lezi v rovnobéznych rovinach (tedy i v téze roviné). Objem rovnobéznosténu
je v tom pripadé roven nule. Nékdy se také uvadi, ze (abc) = 0 pravé tehdy, kdyz vektory
a, b, ¢ jsou komplanarni.

o
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Obr. 5.5: Geometricky vyznam smiSeného soucinu
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Priklad 5.17. Vypoctéte vzdalenost mimobézek
p: A+tu, q: B+ sv.

Resend. Vzdalenost mimobézek je rovna délce pricky, kterd je obé kolmo protind. Takova
piicka existuje pravé jedna. Ulohu lze jednoduse vyfesit uzitim vektorového poc¢tu. Umis-
téme smérové vektory u, v mimobézek do spole¢ného bodu A. Oba vektory spolu s vekto-
rem w = AB pak urc¢uji rovnobéznostén (obrazek 5.6), jehoz vyska je hledanou vzdélenosti
v (p, q) danych mimobézek. Jinymi slovy v (p, q) je podilem objemu rovnobéznosténu a ob-
sahu jeho podstavy. S pouzitim vzorcu (5.21) a (5.12) dostavame pro vzdédlenost piimek p, g

vzorec
|(uvw)|

v(p,q) = T (5.22)

A
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Obr. 5.6: Vzdéalenost mimobézek
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Priklady k procviceni .
“ IsTRANY 7
NS
s>

1. Vypoctéte objem cCtytsténu ABCD, je-li

A= [37_172]5 B = [57154]7 C:[0)275]? D= [_2»0)6]

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

2. Urcete vzdélenost mimobézek
p: [2v_270]+t(13_170)7 q: [2733_1]+5(071a_2)'

3. Jsou ddny body A = [1,0,-2|, B =[2,1,1], C = [3,-2,0], D = [—1,4, 2]. Urcete velikost vysky v
¢tytsténu ABCD na sténu ABC.

Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

1. V=6
2. v(p,q) =3
3 v:%\/é.
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2 TORS
5.4. Test
A\ S
2SS
Metrické vlastnosti vektori
1. (1b.) Skaldrni soucin vektori u, v lze vyjadrit pomoci jejich délek a odchylky ¢ vzorcem
ZAPADOCESKA
(a) (u,v) = |lul[[|v]| /cos ¢ (b) (u,v) = |lul[[[v]lcos ¢ D g
(¢) (u,v) = [lul| v sin ¢ (d) (w,v) = [lul[[v]/sin¢

2. (1b.) Necht u = (1,—1,-1), v=(—1,1, —1). Potom plati:
(a) uxv=(-1,-1,1) (b) uxv=(-1,-1,0)
(c)uxv=(-2,-2,0) (d)uxv=(220)

3. (1b.) Oznacte spravné tvrzeni. Vektorovy soucin nenulovych vektort u, v je roven
nulovému vektoru, jestlize

(a) vektory u, v jsou ortogonélni (b) vektory u, v jsou ortonormalni

(c¢) vektory u, v jsou linedrné zavislé (d) vektory u, v jsou linedrné nezdvislé

4. (1b.) Oznacte nespravné tvrzeni. Necht vektory u, v jsou linedrné nezévislé a necht
w = u X v. Potom plati:

(a) |lw|| = |[ul| ||v| sin ¢, kde ¢ je odchylka (b) vektor w je ortogonélni k obéma

vektord u, v vektorim u, v
(¢) ||lw|| udavéa obsah trojihelnika (d) uspotrdadana trojice (u,v,w) tvori
vymezeného vektory u, v umisténymi usporadanou bézi prostoru Eg

do spolecného bodu
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VIRV
5. (1b.) Jsou dény body A = (1,2,3), B = (-1,3,2), C = (4,1,5). Které tvrzeni neplati? v 7
(a) Trojihelnik ABC mé obsah S = v/3/2 (b) Normalovy vektor roviny ABC “"&,,0,{_ “\“&g
n=(-1,-1,1) -
(C)EX@Z—(EX‘/@) (d)ﬁx@zﬁx_/@ D’ZA”DMES“
6. (1b.) SmiSenym soucinem vektoru u, v, w rozumime
(a) ¢islo (uvw) = (u, v X W) (b) ¢islo (uvw) = (u,v +w)
(c¢) vektor (uvw) = (u,v X w) (d) vektor (uvw) = (u+v) x w
7. (1b.) Pro smiSeny soucin vektora u, v, w plati:
(a) (uvw) = (wuv) (b) (uvw) = (vuw)
(¢) (uvw) = (wvu) (d) (uvw) = (uwv)
8. (1b.) Pro objem V rovnobéznosténu sestrojeného na vektorech a = (0,—2,5), b =
=(1,3,-2), c = (4,—1,3), a vysku v na zdkladnu uréenou vektory a, c plati:
(a) S = /465, v = 21 (b) S =43, v~ 1,99
(c) S =43, v=+465 (d) S=43,v~3,5

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:




Kapitola 6

Metricka geometrie linearnich
utvara v Ej

V této casti budeme Tesit s pomoci skalarntho a vektorového soucinu metrické tlohy, jako
odchylky a vzdalenosti linedrnich utvara v Es.

6.1. Odchylka dvou linearnich utvarta

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

V tomto ¢lanku se budeme vénovat odchylce dvou primek, dvou rovin a odchylce primky

od roviny.
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2 TORS
Odchylka dvou primek
A\ <l
> 2.9,.8 v . Q52 v v , 2. oz v %, &
fedpokladejme, . q, : 2
Pfedpoklad Zze mame v roviné dvé primky p, g, které se protinaji v bodé M. Tyto RS
primky rozdéluji rovinu na ¢tyfi thly, z nichz dva a dva maji stejnou velikost. Odchylkou ¢
primek p, g rozumime velikost jednoho z ostrych thla resp. pravych thla urcenych témito exateet
primkami. Jsou-li pfimky p, ¢ rovnobézné rtuzné nebo splyvajici, klademe ¢ = 0. > (L)
q
p
V w
¢ u
M

Obr. 6.1: Odchylka dvou pfimek

Oznac¢me u, v smérové vektory uvedenych primek a v odchylku téchto vektoru (obrazek
6.1). Jak vidime, mohou nastat pravé dva pripady:
o Jestlize ¢ € <O, %>, potom ¢ = v, tedy cos ¢ = cos .
o Jestlize ¢ € (%,71’>, potom ¢ = m — 1), tedy cos ¢ = — cos .

V obou pripadech vsak plati cos ¢ = |cos ¢|. Odchylku dvou piimek tak muzeme pocitat
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bez ohledu na volbu jejich smérovych vektori podle vzorce

COS¢:‘M

T (6.1)

Jsou-li piimky p a ¢ mimobézné, posuneme je rovnobézné do zvoleného bodu. Jejich
odchylkou pak rozumime odchylku ruznobézek, které takto dostaneme, takze muzeme opét
pouzit vzorce (6.1).

Priklad 6.1. Jsou dany body A = [1,2,2],B = [2,4,5],C = [0,1,5],D = [6,5,3]. Vy-
poctéte odchylku ¢ ptimek AB a CD.

Reseni. Urc¢ime smérové vektory u, v obou primek:

u=B—-A=(1,2,3)
D—C = (6,4,-2).

v
Mame (u,v) =8, ||lul]| = v14, ||v|| = V56 = 2v/14. Odtud po dosazeni do (6.1)

cos ¢ = 1
takze dostavame vysledek ¢ = arccos % A

Odchylka dvou rovin

Odchylku dvou rovin definujeme jako odchylku jejich normal. Na obrazku 6.2 jsou znézor-
nény roviny g, o spolu se svymi normalami ny, ne. Oznacme jesté ny, ny prislusné norméalové
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2 7ORS
vektory. Pro odchylku 6 rovin ¢ a ¢ pak nezavisle na jejich volbé plati . I!!I 7
e\ G AN
R S
cosf = (1, m9) . (6.2) 22
1 [[[[nz]]
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Odchylka dvou rovnobéznych rovin (ruznych nebo splyvajicich) je rovna nule.

L

Obr. 6.2: Odchylka dvou rovin
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Priklad 6.2. Vypoctéme odchylku 0 rovin g, o danych rovnicemi

201 — 229 + 23 = —3
—4x1 + 29 + 23 = —T.

Reseni. Ulohu vyfe§ime zptisobem zndmym ze stereometrie, kde se odchylka dvou rtzno-
béznych rovin urcuje jako odchylka primek, ve kterych obé roviny protind rovina k nim
kolm4, jak je zfejmé z obrazku 6.3. Normdlovy vektor n = (a,b,¢) roviny 7 kolmé k rovi-
nam o, o musi byt kolmy k jejich normalovym vektoruim n; = (2,—2,1), ny = (—4,1,1),
takze plati

2a —2b+c¢c=0
—4a+b+c=0.

Normalovy vektor n lze tedy ziskat feSenim vysSe uvedené soustavy rovnic nebo také primo
jako vektorovy soucin n; X ng. V obou pfipadech muzeme napiiklad zvolit n = (1,2,2).
Rovina 7 mé potom rovnici

1 + 229 + 223 = d.

Zbyva jesté urcit prusecnice (vlastné jen jejich smérové vektory) roviny 7 s rovinami g a o.
Resenfm pifslusnych soustav rovnic (koeficient d v rovnici roviny 7 nemusime znat) najdeme
smérové vektory

u=(-2,-1,2), v=(0,-1,1).

Ted uz muzeme odchylku € rovin g, o vypocitat podle vzorce (6.1):

(u,v)

cosl = |———
[[ul[ {]v]

I
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VRN
tedy cosf = \%, odtud 6 = 7. Stejny vysledek bychom samoziejmé dostali hned dosazenim . =
R 5
za ni, ng do vzorce (6.2). A s
D o
V PLZNI

Obr. 6.3: K prikladu 6.2

Odchylka primky od roviny

Odchylka pfimky od roviny je definovana jako odchylka dané piimky a jejiho pravothlého
prumeétu do roviny. Na obrazku 6.4 je znazornéna primka p riznobézna s rovinou o a jeji
kolmy prumét p’ do této roviny. Ozna¢me u smérovy vektor piimky p a n normalovy vektor
roviny o. Pro odchylku « piimky p od roviny o, tedy odchylku piimek p,p’, a odchylku ¢
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piimky p a normély n roviny o plati

oz—i—(b:g.

Jelikoz

) T
sin a = cos 5 = cos ¢,

muzeme pro odchylku a vzhledem k vzorci (6.1) psét

(n.u) | (6.3)

sino =

[} f[ul]
kde o € <0, §> Je-li pfimka p rovnobéznd s rovinou o nebo lezi-li v ni, klademe o = 0.

Priklad 6.3. Najdéte kolmy prumét pifimky p = AB do roviny 0 : z—y+3 = 0 a vypoctéte
pak odchylku « primky AB od této roviny, je-li A = [5,5,5], B = [3,5, 3].

Reseni. K urceni kolmého primétu pifmky AB do roviny o potfebujeme znit dva body.
Jednim bodem muize byt prusec¢ik P primky AB a roviny o, druhym bodem napriklad kolmy
prumét @ bodu B do dané roviny (obrazek 6.4). Primka

p: X =1[50505+t(-2,0—2)

protind rovinu o, jak jisté snadno spoctete, v bodé P = [2,5,2]. Norméalovy vektor roviny
je zaroven smérovym vektorem piimky jdouci bodem B kolmo k ni, takze pro bod @ plati

Q = B + sn,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Obr. 6.4: Odchylka pfimky od roviny
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VIRV
resp.
T7
Q= [37573] +5(17_170)' ‘:’h‘. ‘é"»\
KA oW
Dosadime-li odtud do rovnice roviny za proménné, urcime postupné: s = —%, Q= [%, %, 3] .
Piimka p’ = PQ mé tedy rovnici
’ ZAPADOCESKA
X (259 41 L1 D vz
p . - 9 &9 27 27 .

Odchylkou a pfimky p od roviny o je tedy odchylka piimek p a p’, jejichz smérové vektory
jsouu = (—2,0,-2), v= (%, %, 1). Dostavame tak

—1+(-2) 3 V3

(u,v)

N RCEE

¢ili @ = §. Vysledek jesté zkontrolujeme podle vzorce (6.3):

Cos @ =

[l [l

(n, u)

sino =

‘ﬁ_-Qﬁ' - %’

tj. a = %. A

[l f[a]

Priklady k procviceni

s

1. Najdéte rovnici primky, kterd prochazi bodem A = [1,-2,3] a ma s osou Ox odchylku ¢; = 7
a s osou Oy odchylku ¢o = 3.

2. Napiste vektorovou rovnici pfimky prochézejici bodem B = [4,2] majici s pfimkou p odchylku
p=45%p: X =1[2,3] +t(-1,2).
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3. Napiste rovnici roviny jdouci bodem M = [—1,2,4] kolmé k rovindm ® I!V!I =

A\ LD 4
AN
6r —2y+32—-12=0 x>

3z + 2y —62+21 =0.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

4. Vypoctéte odchylku 6 rovin

L

20 — 10y +11z2—1=0
dr+4y —T24+2=0.

5. Najdéte rovnici roviny, kterd prochézi body P = [0,2,0],Q = [2,0,0] a ma od roviny dané rovnici
x = 0 odchylku 6 = Z.

6. Vypoctéte odchylku 0 stén ctyfsténu ABCD protinajicich se v hrané AB, je-li

A: [0’2’6]7‘3: [27174]702 [57071]’D: [032’0]'

7. Urdete odchylku a pfimky MN, M = [2,-3,1], N = [3,—2,0] a roviny o, je-li

o: X=100,2,-1]+¢t(1,4,1) +s(-1,2,3).
8. Napiste obecnou rovnici pfimky v roviné Ozy, kterd je pravoihlym prumétem piimky

T+ 2y + 32 =26
3r+y+4z = 14,

do této roviny.
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VRN
Kli¢ k prikladiim k procvicéeni ® o7
> 5
1. X =[1,-2,3] +t¢ (\/5, 1, :|:1)7 Y =[1,-2,3]+t (\/5, -1, il). [Navod: Smérové vektory piimek 2 ““\‘z&
volte jako vektory jednotkové.]
2' X = [47 2] + t [17 3]’ Y = [47 2] J’_ t [_37 1]' D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
3. 22 + 15y + 62 — 52 = 0.

4. 0 = arccos(0.8).

2
wols

¥ EA—
+t4+5=1

_ I ol AN
6. O—arccosm—ﬂ 33'54".
7. a=0.

8. b5z — by + 62 = 0.

6.2. Vzdalenost dvou linearnich atvaru

V tomto ¢lanku uvedeme nejdrive definici vzdéalenosti dvou mnozin v E3 a na zakladé této
definice budeme pak pocitat vzdalenosti linedrnich atvaru v Es.

Definice 6.4. Necht Qq, Q9 jsou dvé nepriazdné mnoziny bodu v Ez a necht v (X,Y) je
vzdalenost libovolnych bodu X, Y takovych, ze X € 1, Y € Q5. Vzdalenost mnozin €2,
Q9 oznacujeme v(£21,29) a definujeme

v(Q,Q)=inf{v(X,)Y): XeQ AY € Q}. (6.4)
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Obr. 6.5: Vzdalenost dvou mnozin v Eo

Poznamka 6.5. Vzdalenost dvou mnozin €7, 25 je tedy definovana jako infimum mnoziny
vsech vzdalenosti v(X,Y), kde X € 4, Y € Q. Obrazek 6.5 podava ilustraci k vzdalenosti
dvou mnozin v Ey. JestliZe mnoziny €7, 9 maji neprazdny prinik, je jejich vzdalenost
rovna nule.
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VIR
Vzdalenost bodu od roviny % -
R 5
Vzdélenost v(M, 0) bodu M a roviny ¢ je rovna vzdélenosti bodu M a jeho pravoiuhlého oS
prumétu My do roviny g (obrazek 6.6). Je zfejmé, ze vzdalenost bodu M od kteréhokoliv
jiného bodu roviny o je vétsi nez v (M, My). Infimum mnoziny z (6.4) je v tomto pripadé B
zdroven i jejim minimem. P uwvenzima
M
0
v(M, o)
P
Mo

Obr. 6.6: Vzdélenost bodu od roviny

Priklad 6.6. Ukazte, ze pro vzddlenost bodu M = [zg, Yo, 20] od roviny o urcené rovnici
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ar + by + cz + d = 0 plati vzorec
Y P v7
) S

b d
v (M, g) = lazo + byo + czo + ] (6.5)

Va2 + b2 + ¢?

Reseni. Piimka, kterd prochdzi bodem M a je kolmé k roviné ax + by + cz +d = 0 mé D > e

V PLZNI

parametrické rovnice
r=ux9+ta, y=vyo+1th, z=2zy+tc.
Jestlize odtud dosadime do rovnice roviny, ur¢ime nejprve hodnotu parametru t:

_axo-l-byo-l-CZo-l-d

t =
a? + b2 + ¢2

a po dosazeni za t do parametrickych rovnic primky dostaneme souradnice pruseciku M
primky s rovinou, tj. pravouhlého prumétu bodu M do roviny g:

My = [mo_aaxo-l-byo-l-czo-l-d yo_baxo-l-byo-l-czo-l-d
a2+b2+c2 Y a2+b2+02 )

o — a:c0+by0+czo+d]

a2+ b2 + c2 '

Vzdalenost bodu M a M, vypocteme podle vzorce (5.5). Po tpravé vyjde

d
’U(M,MO) _ |a"r0+by0+czo+ |
VZP

tedy vzorec (6.5). A
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Poznamka 6.7. Vzorec (6.5) se dobfe pamatuje. Do rovnice roviny v obecném tvaru do-
sadime za proménné souradnice bodu, jehoz vzdéalenost od roviny pocitame, a absolutni
hodnotu takto ziskaného vyrazu vydélime délkou norméalového vektoru n roviny.

Odvodime jesté jeden jednoduchy vzorec pro vypocet vzdalenosti bodu od roviny, ktery
se d& dobre zapamatovat nebo snadno odvodit. Predpokladejme, Ze rovina ¢ je urcena
bodem A a jednotkovym norméalovym vektorem n. Vzdalenost bodu M od roviny g pak vy-
pocteme jako velikost pravouhlého prumeétu vektoru u = M — A do jednotkového vektoru n
(obrazek 6.7). Plati tedy

v (M, 0) = [|M — All cos 6,

kde ¢ je odchylka primek AM a normadly n roviny p. Pro tuto odchylku podle vzorce 6.1

plati

(wn) | |(M— A mn)
1M — Al

takze po dosazeni za cos ¢ do predeslé rovnice dostaneme

v (M, o) =|(M—A,n). (6.6)

cos ¢ =

[[ul[ f[n]

Vzdalenost bodu od primky

Vzdalenost v (M, p) bodu M od primky p definujeme podobné jako vzdalenost bodu od
roviny, tj. v (M, p) = v (M, My), kde My je pravothly prumét bodu M na primku p. Jedné-li
se specidlné o vzdalenost bodu od primky v roviné Ozy, pak pro vzdalenost bodu M =
= [z, yo] od pfimky p vyjadiené obecnou rovnici az + by + ¢ = 0 plati vzorec

_|axo + byo + ¢

(6.7)

@:
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Obr. 6.7: Jiny zptusob urceni vzdalenosti bodu od roviny
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Poznamka 6.8. Vzorec (6.7) je obdobou vzorce (6.5) a odvodi se zcela analogickym zpt- v 57
sobem. ‘é% A

Priklad 6.9. Vypoctéte vzdalenost bodu M = [-3,1,2] od pfimky p:

=343t y=0 z=2+4L D p Ziosostem

V PLZNI

Reseni. Bod My = [Z, 7, 2] lezi na pifmce p, tj. existuje takové ¢islo ¢, Ze
F=-343t, §=0, 7=2+4t.
Vektory M —My = (—3t,1,—4t) au = (3,0, 4) jsou ortogonalni, tedy lze psat (M — My, u) =

=0, ¢ili
—9t+0 — 16t = 0.

Odtud dostaneme t = 0, takze My = (—3,0,2). Pro hledanou vzdalenost pak plati

v(M,p) =v(M,My) =1.

A

Poznamka 6.10. Vzdélenost bodu od primky lze také urcit zpusobem zfejmym z obrazku
6.8. Predpokladejme, ze primka p je ddna bodem A a smérovym vektorem u. Vzdalenost
bodu M od piimky p se rovnd vysce rovnobéznika uré¢eného vektory u a M — A, jehoz obsah
se vypocte podle vzorce (5.12). Odtud pak méme

Ju x (0 — 4)]

e

(6.8)
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Obr. 6.8: Vzdalenost bodu od primky

&
S

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

=

7,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Metricka geometrie linearnich ttvaru v Eg 132

Vzdalenost dvou rovin

Vzdélenost dvou totoznych nebo riiznobéznych rovin nemé smysl pocitat, nebot je evidentné
rovna nule. Jestlize jsou obé roviny rovnobézné rizné, staci v jedné z nich zvolit bod a urcit
jeho vzdalenost od druhé roviny.

Vzdalenost primky a roviny

Jestlize je pfimka rtiznobézna s rovinou nebo v ni lezi, neni opét co pocitat. Jejich vzdalenost
je rovna nule. Je-li pfimka s rovinou rovnobézna, zvolime na ni bod a vypocteme jeho
vzdélenost od roviny.

Vzdalenost dvou primek

V ¢asti vénované smisenému soucinu tii vektoru jsme se setkali s tlohou urcit vzdalenost
dvou mimobéznych primek. Vime tedy, ze vzdalenost dvou mimobézek p, q, z nichz prvni je
urc¢ena bodem A a smérovym vektorem u, druhd pak bodem B a smérovym vektorem v se

vypocte podle vzorce (5.22):

_ [(uvw)|
’U(p,q) - ||1l X V||7

kde w = B — A. Zbyvajici piipady jsou uz, poté co bylo feceno v predchozich dvou odstav-
cich, zcela jisté trividlni zalezitosti.
Priklady k procviceni

1. NapiSte parametrické rovnice pfimky p, kterd prochdzi bodem M = [—5,2,7] a je kolm4 k roviné
0:2x —y+ z—1=0. Uréete pak vzdédlenost v (M, p).

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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2. Strany trojihelnika ABC' maji rovnice
AL <2k
NS,

rr V
AB:x+3y—7=0, BC:4x—-y—-2=0, AyC:6x+8y—35=0. >
Urcete velikost vysky vp.
’ ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
3. Urcete vzdélenost rovnobézek p, g: D v pLZNI

p: 3x+y—6=0, q:6x+2y—2=0.

4. Najdéte bod B symetricky k bodu A = [2,—7,10] vzhledem k roviné, kterd prochdz{ bodem
P =13,2,2] a je kolmd k vektoru v = (1,—3,2).

5. Urete mnozinu vSech bodi, které maji od danych dvou bodia A = [0,0,0], B = [0,b,0] stejnou
vzdalenost.

6. Napiste rovnici roviny prochdzejici body P =[-8, —8, —8], Q@ = [8, 10, 2], jejiz vzdélenost od bodu
M =1[-1,1,2] je rovna 3.

7. Vypoctéte vzdélenost piimek p = AB, ¢ = CD, je-li

A=[2,3,4, B=[-1,-3,-5], C=10,-1,4], D=1[6,—1,-2].

Kli¢ k prikladim k procvicéeni
l.a=-5+2,y=2—t 2=T+t; v(M, o) =6
2. v, =1.3.

3. v(p,q) = $V10.
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4. B =1[-4,11,-2].

5. Rovina 2y — b = 0.

6. —Tx+4y+424+8=0, x —2y+22+8=0.
7. v(p,q) = V6.

6.3. Smérnice primky
Piimce v roviné Ej jsme se zatim vénovali jen okrajové. P¥imku uréenou bodem A = [a1, as]
a smérovym vektorem u = (u,u2) jsme vyjadrili pomoci parametrickych rovnic

r1 = a1 + tuy

To = ag + tus.

Vylou¢enim parametru ¢ z obou rovnic jsme odvodili obecnou rovnici primky (4.6), kterou
jsme v roviné Ozy zapisovali ve tvaru

ar +by+c=0. (6.9)

Tuto rovnici muzeme odvodit také tak, ze sestavime normdlovy vektor piimky n = (ug, —
—uq). V rovnici ax + by + ¢ = 0 pak polozime a = uy,b = —uy a za proménné dosadime
soutadnice bodu A, ¢imz uréime chybéjici koeficient c:

c= —(aal + bag).

Primku v roviné muzeme vyjadriit jesté jinak. Z matematické analyzy je znamo, ze
primka je grafem linedrni funkce
y=kx+q. (6.10)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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V rovnici (6.10) jsou souradnice libovolného bodu X = [z, y] pfimky popsdny pomoci dvou
konstant k,q € R. Jejich vyznam si ted objasnime. Pfedpoklddejme, ze primka m neni
rovnobéznd s osou y. V tomto pfipadé je prvni souradnice smérového vektoru u = (uq, u2)
rizna od nuly, takze rovnici (6.9) mtzeme upravit na rovnici (6.10):

a c

y:_gx_ga

odkud dostévame, ze ¢ = —c/b, k = —a/b, respektive

U
k=—, u #0. (6.11)
u1

Hodnota k nezavisi na vybéru smérového vektoru primky. Je-li totiz v néjaky jiny smérovy
vektor, potom v = au, a tedy

V2 au

—=—=k.

(% Ul
Nechtf u je smérovym vektorem piimky m. Potom ¢islo k£ definované rovnosti (6.11) nazy-
vame smernici primky m. Rovnice (6.10) se nazyva smérnicovy tvar rovnice primky. Jestlize
zname smérnici k primky a jeden bod, kterym primka prochézi, napriklad B = [z1,y1], vy-
pocteme z rovnice (6.10) ¢ = y; — kx1. Odtud pak odvodime rovnici pfimky uréené bodem
a smeérnici ve tvaru

y—y1 = k(x —x1). (6.12)

Pro tplnost jesté dodejme, ze jinou upravou rovnice (6.9) bychom mohli ziskat, je-li abc # 0,

tzv. usekovou rovnict primky

Ty
— L=, 6.13
’ (6.13)

q
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Obr. 6.9: Smérovy thel piimky
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Geometricky vyznam konstant p = —c/a, ¢ = —c/b je vidét z obrazku 6.9. P¥imka protina
soutradnicové osy v bodech [p, 0], [0, ¢].

Na obréazku 6.9 je také vyznacen thel ¢, o ktery se musi otocit v kladném smyslu osa x
kolem spolec¢ného priseciku s primkou m, aby splynula poprvé s uvazovanou primkou. Tento
thel nazyvame smérovym tdhlem pFimky. Ziejmé plati 0 < ¢ < 7.

Véta 6.11. Smérnice primky dané rovnici y = kx + q uddvd tangens smérového uhlu, tj
k = tan ¢.

Drikaz. Predpokladejme, Zze dand primka neni rovnobézné se zadnou ze souradnicovych os.

Jeji smérovy vektor u = (u1, uz) zvolme tak, aby jeho pocateéni bod byl pruseéikem primky

s osou z a jeho koncovy bod byl nad osou x, takze ug > 0, obrazek 6.9. Vektor u pak svira
s vektorem e; = (1,0) thel ¢, pro ktery plati

(u,e;) U
cos ¢ = =
lullflex]l  [[ull’
takze ' . s
sing = 4/1 — cos =m
a tedy
sing  wus
tanqb == = — = k
cosp  up

ZAPADOCESKA
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Poznamka 6.12. Jestlize je primka rovnobézna s osou x, jeji smérnice k& = 0. Piimku
rovnobéznou s osou y nelze vyjadrit ve smérnicovém tvaru.

Priklad 6.13. Ukazte, ze pro odchylku 8 piimek p, g jejichz smérnicové rovnice jsou
pry=kiz+q, q:y=kx+aq,

plati vztah
ko — k1

—_— 1+ k1k .14
T ik pro 1+ k1ko # 0, (6.14)

tan 8 = ‘

resp.
b= g pro kiks = —1.

Reseni. Vyjdeme ze vzorce (6.1) pro odchylku dvou pifmek, v ném? oznacime piislusnou
odchylku f. Normalové vektory piimek p, ¢ jsou po fadé n; = (k1,—1), ny = (ko, —1),
takze za smérové vektory téchto uvedenych primek muzeme dosadit u = (1, k1), v = (1, k2).

Dostaneme
|1+ k1ks

NET ¥k

cos B =

odtud je

) (k1 — ko)? |ko — k1|
— _ 2 — =
I E Ve ¢U+%NLM@ St/ R

Je-li 1 + k1ks # 0, potom

tanﬁ—sjnﬁ— /4?2—/431
~ cosf 14 kiko
Pro kiks = —1 je cos¢ = 0, a tedy ¢ = 7. A
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Priklady k procviceni .
“ IsTRANY 7
NS
s>

1. Najdéte smérovy tihel ¢ pfimky AB, A = [-2,-5], B=[-2,-3].

2. UrCete rovnici piimky, kterd prochdzi bodem A = [—1, 3] a je kolm4 k p¥imce 3y = x + 6.

ZAPADOCESKA
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V PLZNI

L

3. Napiste rovnici pfimky jdouci bodem M = [—\/3, 2] majici od piimky y = —/3x 4 7 odchylku
»=1%.
Kli¢ k prikladiim k procvicéeni
1.¢o=3.
2.3z 4+y=0.

3. y=+V3z+5,y=2.
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6.4. Test

Metricka geometrie linearnich utvart

1. (1b.) Necht jsou ddny piimky p, ¢ se smérovymi vektory u, v. Odchylku ¢ piimek p, ¢
vypocteme podle vzorce

(a) cos ¢ = it (b) sin¢ = iy
(c) cos ¢ = | (4) sin ¢ = | oy
2. (1b.) Ozna¢me ny, ny normélové vektory rovin g a o. Pro odchylku 6 téchto rovin plati
vzorec
(a) cosf = m (b) sin6 = %
(c) cosh = % (d) sinf = %

3. (1b.) Odchylku « primky p se smérovym vektorem u od roviny o s normalovym vekto-
rem n ur¢ime podle vzorce

(a) cosa = Hf{h’ﬁﬂ” (b) sina = Iglrlll’lllllzll
(c) cosa = % (d) sine = IISIII’IIIJIEH
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4. (1b.) Vzdalenost dvou mnozin Q;, Qs v E3 definujeme jako

(a) minimum mnoziny vsech vzdalenosti
v (X,Y) libovolnych boda X, Y, kde

XeaY e

(b) maximum mnoziny vSech vzdalenosti
v (X,Y) libovolnych boda X, Y, kde
XeQaY e

(¢) supremum mnoziny vsech vzdalenosti (d) infimum mnoziny vSech vzdalenosti

v (X,Y) libovolnych boda X, Y, kde

XeQiaY ey

v (X,Y) libovolnych boda X, Y, kde
XeQiaY ey

5. (1b.) Pro vzdalenost v (M, o) bodu M = [zg, yo, 20] od roviny ¢ : az +by+cz+d=0

plati vzorec

+byo+czo+d
(a) v (M, ) = letend

+byo+czo+d
(c) v (M, o) = ST

6. (1b.) Necht jsou dédny mimobézky p : X = A+ tu a q :

vzdélenost v (p, ¢) plati
(2) v (p,q) = [[W], kde w=B - 4

(c) v(p,q) = [luxv|-[[w], kde
w=B-A

+byo+
(b) v (M, 0) = e

(d) v (M, o) = |2zopuotesgtd

= B + sv. Pro jejich

(VW) e w=DB— A

(b) v (P, @) = uxv]
(d) v(p,q) = [lux v/ |lw], kde
w=B—-A
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VIR
7. (1b.) Pfimka p je v roviné Ozxy vyjadfena v obecném tvaru ax + by + ¢ = 0. Vzdélenost v =
bodu M = [zg,yo] od udava vzorec “k% ’3«5
(a) v (M, p) = ezt (b) v (M, p) = ezvthrecd
P = eeta D)= TR
b b ZAPADOCESK
(C) v (Ma lQ) = % (d) v (M7 zQ) = %{;02;"_0 D | 2 ufwlvs:zﬁr: !
V PLZNI
8. (1b.) Smérnice pfimky urcéené bodem A = [a1, az] a smérovym vektorem u = (u1, uz)

10.

. (1b.) Vyberte spravné tvrzeni.

je ¢islo k definované rovnosti

(a) k=32, u1 #0 (b) k=—32, u1 #0
(c) k=12, up #0 (d) k=—2,u2 #0

(a) Je-li pfimka rovnobézna s osou z, jeji (b) Je-li primka rovnobézné s osou y, jeji
smérnice neni definovana smérnice kK =0

(c¢) Je-li pfimka rovnobézna s osou z, jeji (d) Je-li pfimka rovnobézna s osou y, jeji
smérnice k = 0 smérnice k = 1

(1b.) Necht ¢ je thel, o ktery se musi oto¢it v kladném smyslu osa x kolem spoleéného
pruseciku s primkou, aby poprvé splynula s danou primkou. Potom plati:
(a) Smérnice pfimky k = sin ¢ (b) Smérnice piimky k = cot ¢, je-li ¢ # 0

(¢) Smeérnice primkyk = cos ¢ (d) Smérnice pfimky k = tan ¢, je-li ¢ #
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11. (1b.) Odchylku g primek p, g, jejichz smérnicové rovnice jsou p: y = kix +q1, q: y =

= kox + g urc¢ime podle vzorce

(a) tan B = ‘fj;ﬁ; ,jerli T4+ kpko #£0

ko—k
(c) tanp = |f2ts

,je-li 14+ qige # 0

12. (1b.) Oznacte chybné tvrzeni.
(a) Jsou-li piimky p: y = kix + ¢,
q: y = kox + ¢o navzajem rovnobézné,
potom ki = ko

(¢) Jsou-li primky p: y = kyx + q1,
q: y = kox + g2 navzajem rovnobézné,
potom |k — ka| =0

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

(b) tan 8 = ‘ =L

(d) tan g =

1—kiko

ko—k1
1-qig2

(b) Jsou-li primky p: y = kix + ¢,

q: y = kox + ¢o navzajem kolmé,
potom kiko =1

(d) Jsou-li primky p: y = kix + ¢,

q: y = kox + g2 navzajem kolmé,
potom ko = —k—ll

> je—li 1-— klkg 7é 0

yjelil —qiga #0
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Cast III

Kuzelosecky a kvadriky
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V predchozich kapitoldch jsme viceméné (az na ulohy tykajici se urcovani vzdalenosti
a thlu) vystacili s dovednosti Fesit soustavy linedrnich rovnic, a proto se této oblasti také rika
linedrni geometrie. Kazda proménnd v néjaké soustavé linedrnich rovnic je pouze nasobena

vvvvvv

vvvvv

se dale zabyvat. V této kapitole se budeme vénovat tzv. kvadratické geometrii. Budeme se
zabyvat geometrickymi ttvary, které jsou popsdny pomoci kvadratickych rovnic, tj. rovni-
cemi ve tvaru

clx% + ...+ cn:v?I + cpr1r1 + -+ ConTp = Conga, (6.15)

nebo v takovém tvaru, ktery lze v néjaké kartézské soustavé souradnic zapsat pomoci vzorce
(6.15). Pripady, kdy ¢; = - -+ = ¢, = 0, jiz byly popsény v predchozich kapitolach a doufame,
jeden z koeficientt ¢y, ..., ¢, nenulovy. V dalsim vykladu se omezime pouze na n € {2,3},
tedy na kvadratické ttvary v Eo (kuzelosecky) a Es (kvadratické plochy — kvadriky). Nejprve
se seznamime s kuzeloseckami a kvadrikami, které maji vzhledem ke kartézské soustave
souradnic specialni polohu, coz umoznuje jejich vyjadreni pomoci jednoduchych rovnic.
V poslednim odstavci této ¢asti kratce pojedname o obecné rovnici kvadratickych atvart
a zminime postup, jak nalézt takovou kartézskou soustavu soutadnic, vzhledem k niz budou
tyto dtvary vyjadreny rovnici (6.15).

Se zminovanymi itvary se pomérné dobfe pocita, coz je patrné z prvnich zminek o kvad-
rikdch, které pochazeji z doby pred nasim letopoctem. To vSak neni hlavni duvod, proc je
tato kapitola zaclenéna do naseho textu. S kvadratickymi ttvary se pravidelné setkdvame
a to nejen v matematice, ale nalézdme je také v okolnim svété: viz napriklad logo Mec-
Donald’s (parabola), obéznd drédha planety kolem slunce (elipsa), svétlomet (paraboloid),
chladici véz (jednodilny rota¢ni hyperboloid), atd.

@:
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Kapitola 7

Kuzelosecky

7.1. Elipsa (a kruznice)

Geometricky je elipsa E definovana jako mnozina vsech bodt v roviné, které maji od dvou
pevnych bodu (tzv. ohnisek) stejny soucet vzdalenosti. Oznacme si ohniska F' a G, jejich

ZAPADOCESKA
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vzdélenost jako v, tj. |FG| = v a soucet vzddlenosti libovolného bodu X elipsy od F, G

jako s, tj. |FX| + |GX]

s. Je jasné, ze m4a smysl pouze pripad s > v = 0. Zvolme

kartézskou soustavu souradnic (O, +x, +y) tak, aby pocatek O lezel ve stiedu tsecky F'G
a osa x méla smér polopiimky OG, jako na obrazku 7.1, takze F' = [-3,0], G = [5,0].
V pripadé F = G = O volime smér osy z libovolné. Odvodime nyni rovnici, kterou musi
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Obr. 7.1: Elipsa 272 + ?;72 =1 Obr. 7.2: Hyperbola 272 _ z; -1

splnovat vSechny body X = [z, y] elipsy:

v\ 2 VN 2
s=XF|+1XG| =/ (s +3) +12+4/(s-3) +1?
v\ 2 v\ 2 ) >
3_\/<$+§> +y2=\/<x—§) + o2 ... umocnime |

v\ 2 VN 2 v\ 2
oo g o) o
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2ITRS
2 AR {me |2
s+ 2xv = 2s (33 + 5) +vy ... umocnime ‘- 7
'02 ”"%‘ m\“‘%&
st 42%0? + 45220 = 452 (IQ + y2 + 1 oty M})
s* — 5202 = 4(s%2? + s%y? — 2%0?) D > T
2 2 V PLZNI
T
4(52 _ U2)332 +482y2 _ 52(82 _ ’(}2) = — + —s2y—v2 =1.
4 4

Oznacéime-li a = s/2, b = v/s2 — v2/2, ziskdme tak ze stiedni $koly zndmou rovnici
] (7.1)

Cisla a, b se nazyvaji délka hlavni poloosy, délka vedlejsi poloosy; ¢islu e = v/2 se iika
délkovd excentricita a plati

2 2_4b2 42_4b2
622%28 7 - 1 = a? =2+ 1%

Pomér délkové excentricity a délky hlavni poloosy € = e/a = /1 — (b/a)? se naz§va ciselnd
excentricita. Ztejmé 0 < ¢ < 1. Pokud je excentricita nulova, tj. a = b, jednd se o kruznici.
Na obrazku 7.1 jsou pro ilustraci zakresleny délky a, b a e.
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o<
1849
Pii odvozovani rovnice (7.1) jsme dvakrat pouzili operaci umocnéni, ktera jak vime,
o T o A eed) . . . z A <l
muze rozsirit mnozinu feseni. VSechny body X elipsy tedy spliuji rovnici (7.1), ale nemédme ) 7S
sevo v v R v, 2 - g - . g g
zajisténo, ze vsechny body Y, které fesi (7.1), lezi na elipse E. Ve skutecnosti to vSak plati; 0>

pokud Y = [x,y] fesl rovnici (7.1), tak y? = b%(1 — 22/a?), a jelikoz b? = (s? — v?)/4,
a=s/2,je

2 2
|YF|+|YG]=\/(x+§) —i—yz—i—\/(x—g) +y? =
_ <$+v>2+52—v2<1_:c2>+ (x_v>2+52—02(1_$2>_
N 2 4 % 2 4 s2)
v s2 2 V2
= :L‘2+1‘U+Z+Z—Z—$2+s—2l'2+ S

\/02 2 +32+ v2 ) +32 \/(v +s>2+\/<v s>2
=1\ =22+ 0+ — —22 —gv+4+ — = ~zr+ = “r——) =
52 4 52 4 S 2 S 2
‘v +s‘+‘v s‘ v +s (v 5)
= | — —_ —_ —_ = = — _— —_ _ = =S
sx 2 sx 2 sx 2 . ’
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kde predposledni rovnost zdavodnime tim, ze v < s a z rovnice (7.1) evidentné plyne
nerovnost |z| £ a = s/2. V prvni absolutni hodnoté je tedy kladné a ve druhé zaporné ¢islo.
Pravé jsme ukazali, ze X = [z,y] € E pravé tehdy, kdyz (z,y) Tesi rovnici (7.1). Jestlize
oznacime
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pak ze skutec¢nosti

[x,y] € Rp = [_xay]v [‘Ta _y]’ [—.%', _y] € Rp

a pravé ukazaného vztahu mezi body elipsy E a fesenimi (7.1) plyne, zZe elipsa je osové
soumérnd podle piimek z, y a stfedové soumérna podle bodu O (tzv. stredu elipsy). Piimku
FG nazyvame hlavni osou a osu usecky F'G vedlejsi osou elipsy. Osy elipsy protinaji elipsu
v tzv. vrcholech elipsy.

V odvétvich matematiky zabyvajicich se kfivkami je casto pozadovana jejich paramet-
rizace. Uvedeme si tedy, jak lze elipsu parametrizovat. Polozime-li

x =acos(t), y=bsin(t), t € (0,2m), (7.2)

shleddme, ze usporadand dvojice (x(t),y(t)) fesi (7.1), a tedy bod X (t) = [z(t), y(t)] patii
elipse E. Naopak pro kazdy bod Y elipsy E v prvnim a druhém kvadrantu lze jednoznac¢né
najit t € (0,m) tak, ze ¥ = X(t). Skutecné, z prvni rovnice (7.2) jednoznacné urcime
t = arccos(z/a). Stejnou vzdjemnou jednoznacnost mizeme ukazat mezi jakymkoli bodem
elipsy ve tfetim ¢i ¢tvrtém kvadrantu a parametrem ¢ = 27 — arccos(z/a) € (r, 27).

7.2. Hyperbola

Definice hyperboly je vemi podobné definici elipsy. Na rozdil od elipsy pro body hyperboly H
plati, ze absolutni hodnota rozdilu jejich vzdalenosti od dvou pevnych bodu F a G (tzv.
ohnisek) je rovna konstanté r € RT. P¥i odvozovani rovnice hyperboly postupujeme jako
u elipsy. Zvolime stejnou kartézskou soustavu souradic (viz obrazek 7.2). Pro libovolny
bod X hyperboly H dle jeji definice plati

@:
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r:HXquxam

Témér stenym postupem jako v odstavci 7.1 obdrzime rovnici

=2 =1, (7.3)

kterou spliuji viechny body X = [z,y] hyperboly H. Cisla a = 7/2, b = Vo2 —12/2,
e = v/2 jsou postupné tzv. délka hlavni poloosy, délka vedlejsi poloosy a délkovd excentricita
hyperboly. Tentokrat mezi nimi plati vztah e? = a? 4 b2. Cislo € = e/a, ¢ > 1 se nazyva
ciselnd excentricita. Je-li a = b, hyperbola se nazyva rovnoosd.

Navic, spliuje-li uspofadand dvojice (x,y) rovnici (7.3), pak bod X = [y, x| patii hy-
perbole H. Je zfejmé, ze pro

1‘2 2
By ={X=lzy: 5 -35=1)

plati
[‘Tvy] € RH = [_J"ay]a [SC, _y]a [_I7_y] € RH .

Podobné jako elipsa je hyperbola osové soumérna podle primek x,y a stredové soumérna
podle bodu O, tzv. stredu hyperboly. Body [—a,0], [a,0] nazgvime wvrcholy hyperboly.
Primka F'G se nazyva hlavni osa a osa Usecky F'G vedlejsi osa hyperboly.

Na obrazku 7.2 jsou nakresleny zelené dvé piimky, kterym fikame asymptoty hyperboly
a které maji vlastnosti asymptot, s nimiz jste se seznamili v diferencidlnim poctu funkci jedné
proménné. Zkusme najit rovnice téchto asymptot. Nejprve nas bude zajimat jejich smérnice.
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Z rovnice (7.3) vyjddifme y* = b* ((z/a)® — 1), tedy v prvnim kvadrantu (z 2 0 A y = 0)

je y(x) = by/(x/a)? — 1 a pro asymptotu y = kx + ¢ plati

by — 1
ko tim Y g Vg L0
00 T Z—00 \/P z=00 \ a2 12 a

b Va2 —a?+z
— g _ — ] — 2 _ 42 - =
1= ) ke = i Ve e ) T

2 _ 2 _ .2 _
Tl el R T R

tedy y = bx/a. Odtud vzhledem k symetriim, které jsme u hyperboly nalezli, jsou jeji
asymptoty y = +bzx/a, coz lze zkrécené zapsat jako

= _L _g (7.4)

7.3. Parabola

Parabola P je definovana jako mnozina vSech bodu v roviné, které maji stejnou vzdalenost
od daného bodu F (tzv. ohniska) a piimky d (tzv. ridici primky), kterd timto bodem
neprochazi. Vzdélenost p ohniska F' od piimky d nazyvame parametrem dané paraboly.
Kartézskou soustavu soutradnic zvolime tak, aby jeji stfed O lezel ve stfedu tsecky FZ,
kterd vede z bodu F' kolmo na fidici primku d paraboly a jeji druhy koncovy bod Z € d.
Osa y je ur¢ena orientovanou tseckou OF (viz obrazek 7.3). Bod O nazyvdme wvrcholem
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Obr. 7.3: Parabola y = ax?
paraboly. Kazdy bod X = [z, y] paraboly spliluje
p p
IXF| = |Xd| © |iz,51 - [0,2)| = |y +2]

2
x2+<y_g) :‘y+g‘ ... umocnime |?

2 2

P+ —py+ T =P+ L = 2=y

4 4

Oznacime-li @ = 1/(2p) muzeme rovnici paraboly napsat jako

y=ax”.

&
S

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

=

2,
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(7.5)
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Podobné jako u elipsy vzhledem k operaci umocnéni pfi odvozeni rovnice (7.5) je jesté
potieba ukazat, ze kazdy bod X = [z,y], ktery odpovida Feseni rovnice (7.5) (tedy X =

2 =[x, ;—;]), opravdu lezi na parabole P:

o

= [z,az

2 2
IXF|— |Xd =1/22+ (= -2} -
2p 2

7.4. Posunuté kuzelosecky
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172 D

2p+2\=2p

A4

1
(22 +p?)% - %|x2 +p=0.

Kuzelosecky, jejichz rovnice jsme pravé odvodili, mély vzhledem k dané kartézské soustave
soufadnic specialni polohu. V pripadé, ze elipsa a hyperbola maji stied v pocatku soustavy
soufadnic a osy v souradnicovych osidch, mluvime o zdkladni poloze. O parabole fekneme, ze
lezi v zdkladni poloze, jestlize vrchol paraboly je v poc¢atku soustavy souradnic a jeji ohnisko
lezi na nékteré ze souradnicovych os.

Uvazujme nyni, ze se stfed elipsy nachézi v bodé S = [h, k] a jeji osy jsou rovnobézné se
soutadnicovymi osami. V takovém pripadé zavedme novou kartézskou soustavu souradnic
s potatkem O = [h, k] a osami Z, ¢, které vzniknou posunutim piivodnich os do nového
poc¢atku soufadnic O. Je ziejmé, Ze osy nové soustavy soufednic lezi v oséch posunuté
elipsy. Rovnice elipsy v kartézské soustavé souradnic (O, z, ) bude
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Ze stiedni skoly vime, ze vztah mezi posunutymi soufadnicemi [Z,y] a puvodnimi soufad-
nicemi [z, y] bodu X je ddn vzorci

K
Il

x —h,
y— k.

Y|
Il

Stejny vysledek déva po rozepsani do soufadnic vzorec (2.24), ktery vyjadiuje vztah mezi
yhovymi“ a ,puvodnimi® souradnicemi bodu X, jestlize prejdeme od afinni soustavy sou-
fadnic (O, e1, e2) k soustavé (O, eq, e2). Rovnice dané elipsy v soustavé soutadnic (O, z, %)
tak bude

(@—h)?  (y—k)’
+ B2
Jestlize v rovnici (7.6) odstranime zlomky a provedeme umocnéni, dostaneme po tpravé
kvadratickou rovnici

=1. (7.6)

a?

12?4 coy? + ez 4 cuy = s, ciea > 0. (7.7)

Obracené kazdou kvadratickou rovnici (7.7) muzeme metodou doplnéni na ¢tverec, jiz od-
povida posunuti os, upravit na rovnici (7.6), popfipadé na rovnici se stejnou levou stranou
a s Cisly 0 nebo —1 na pravé strané.
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2 TPRS
Ptiklad 7.1. Urcete stied a poloosy elipsy dané rovnici 322 4 8y? + 122 — 16y = 4. . =
> S
Reseni. Metodou doplnéni na étverec postupné obrdzime 2z \mv\"gv

2 2 _
3 (33' + 4%‘) +8 (y - 2y =4 D ZAPADOCESKA

)
3(:{,‘2+4:L'-|-4)_|_8(y2_2y+1):4_|_12_|_8 P> univerzima
3(x+2)2+8@y—1>%=2

(z+2° (-1’
8 N 3

V PLZNI

=1.

Odtud stied S = [~2, 1], hlavni poloosa a = /8, vedlejsi poloosa b = /3. A

Poznamka 7.2. Pokud bychom na pravé strané dané rovnice méli misto ¢isla 4 ¢islo —20,
ziskali bychom rovnici 3 (z 4 2)% 4+ 8 (y — 1)? = 0, ktera popisuje pouze jeding bod [z, y] =
= [—2, 1]. Tento bod lze povazovat za tzv. degenerovanou elipsu. Pokud by na pravé strané
uvedené rovnice bylo &slo —21, obdrzeli bychom rovnici 3 (z + 2)? 4+ 8 (y — 1)? = —1, které
nevyhovuje zadny redlny bod [z,y]. Dand rovnice tak popisuje prazdnou mnozinu (tzv.
imagindrni elipsu). Kazda rovnice (7.7) tedy predstavuje elipsu, popiipadé degenerovanou
nebo imaginarni elipsu.

Podobné rovnici
122 4 coy? + s + cay = cs, cica < 0, (7.8)

v niz koeficienty c1, co maji opacna znaménka, je popsana hyperbola. Doplnime-li kvadra-
tické ¢leny v rovnici (7.8) na tuplné ¢tverce, ziskdme jednu z rovnic
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a? v a? 2 )
Prvni z rovnic (7.9) je rovnici hyperboly se stfedem v bodé S = [h, k] a hlavni osou rovno-
béZznou s osou z. Druhd rovnice predstavuje hyperbolu opét se sttedem v bodé S = [h, k|
a hlavni osou rovnobéznou s osou y. Pro uplnost jesté dodejme, ze dprava rovnice (7.8)
muze také vést k rovnici
(=h? _ -k _,
a? 2
b

a

kterd predstavuje dvojici ptimek y — k = £
Nakonec, rovnice

(z — h), tzv. degenerovanou hyperbolu.

c12? + 3z + cay = cs, coy? + c3x + cay = c5 (7.10)

jsou rovnicemi parabol. Je-li v prvni rovnici (7.10) ¢4 # 0 a v druhé rovnici ¢z # 0, mizeme
je zapsat ve tvaru

(x—h)?=%2p(y—Fk), (y—k)?==%2p(xz—h). (7.11)

V prvém pripadé vrchol paraboly V' = [h, k| a ohnisko F' = [h, k£ g], v druhém pripadé
V =[h,k] a F = [h £ 5 k]. Redukuji-li se rovnice (7.10) na c1a? + czz = c5, resp. cay® +
+ c4y = c5, potom reprezentuji dvojice rovnobéznych ptrimek, které lze povazovat za tzv.
degenerované paraboly.
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Priklad 7.3. Najdéte stred, vrcholy, ohniska a rovnice asymptot hyperboly

Reseni. Uvedenou rovnici upravime zndmym zpusobem na jednu z rovnic (7.9):

Odtud méme: S = [5,3], a =2, b= 1, e = Va2 + b2 = /5. Ponévadz a = 2, budou vrcholy
posunuty vzhledem ke stfedu o 2 jednotky vlevo a vpravo, tj. A = [3,3] a B = [7, 3]. Ohniska
budou zase posunuta oproti stiedu o v/5 jednotek vlevo a vpravo, tedy F = [5 — /5, 3],
G = [5 + /5, 3]. Nakonec jesté zbyvaji asymptoty. Jejich smérnice jsou +b/a
obé prochdzi stfedem S = [5,3]. Jejich rovnice tak jsou y — 3 = £3 (z — 5). Nacrtek viz

obrazek 7.4.

4y* — 10z + 24y = 15.

z? — 10z — 4y% + 24y = 15

(z® — 10z 4+ 25) — 4 (y> — 6y +9) = 15+ 25 — 36
(¢—5)°—4(y—3)* =4

(y—3)° _

+1/2,
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Obr. 7.4: Posunuté hyperbola x? — 4y? — 10z + 24y = 15 z prikladu 7.3.

Priklad 7.4. Urcete souradnice vrcholu, ohniska a rovnici ridici pfimky paraboly

Reseni. Danou rovnici prevedeme na nékterou z rovnic (7.11):
22— 6z =—8y—1
22 —6x+9=—-8y+8
-8(y—1).

Ol ————— -

6z — 2% —8y—1=0.

(z - 3)°
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Parabola mé tedy vrchol v bodé V = [3,1], jeji osa je rovnobézna s osou y, vzdalenost

ohniska od fidici pfimky je p = 4. Ohnisko bude posunuto vzhledem k vrcholu o p/2
jednotek smérem dolt, tj. F' = [3, —1]. Ridic{ pifmka bude rovnobézn4 s osou z, jeji rovnice

jey=3.

A
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7.5. Regularni — singularni — kuzelosecky
V predeslé c¢asti jsme se zabyvali rovnici
c12? 4 coy? + 31 + cay = o5, (7.12)

kterd je vlastné obdobou rovnice (6.15) v prostoru Es. Rovnice (7.12), v niz je aspon je-
den z koeficientl ¢; nebo ¢ nenulovy, popisuje elipsu, hyperbolu nebo parabolu, pripadné
degenerovanou kuzelosecku nebo prazdnou mnozinu. Elipsa, hyperbola a parabola se sou-
hrné nazyvaji regularni kuzelosecky a nelze je v kartézské soustavé souradnic zapsat pomoci
linedrnich rovnic. Ostatni pripady, kdy je v rovnici (7.12) alespon jeden z koeficientu ¢y,
co nenulovy, lze jiz pomoci linedrnich rovnic popsat a tika se jim singuldrni kuZelosecky.
Geometricky to mohou byt:

o dvojice riznobéznych primek ... napiiklad asymptoty hyperboly (7.4)

e dvojice rovnobéiniych primek ... napiiklad z? = 4, 2> 4+ 3z = 18

e primka ... napiiklad 22 = 0

e bod ... napiiklad 22 + y2 = 0

e prdzdnd mnozina ... napriklad 2 + y2 = —1.
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7.6. Kuzelosecky v obecné poloze
V rovnici (7.12) nenajdeme kvadraticky ¢len xy. Vime vsak, ze pravé rovnice
xy=c¢, c#0 (7.13)

je vyjadfenim rovnoosé hyperboly, jak je znamo z grafického znézornéni neprimé dmernosti
y = c/x. Jejimi asymptotami jsou soufadnicové osy x a y. Je-li ¢ > 0, hyperbola lezi
v prvnim a tretim kvadrantu, je-li ¢ < 0, lez{ pak v druhém a ¢tvrtém kvadrantu.

Rovnici (7.13) odvodime néasledovné. Predpoklddejme, Ze rovnoosa hyperbola lezi v prv-
nim a tfetim kvadrantu soustavy souradnic (O, z,y). Oznacme a délku jeji hlavni poloosy.
Otocenim soustavy soufadnic (O, x,y) okolo pocatku o tihel ¢ = 7 v kladném smyslu do-
staneme novou soustavu soutradnic (O, Z,¥), v niz ma tato hyperbola rovnici

72 2

= % = (7.14)
Vztah mezi souradnicemi bodu X ve dvou raznych afinnich soustavach souradnic vyjadriuje,
jak vime, vzorec (2.24). V nasem piipadé se jedna o afinni soustavy soufadnic S = (O, e1, e2)
aS=(0,eq,ey), kde

e1 = (1,0), e = (0,1), & = (%,%),e@: <—%%)
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Podle vzorce (2.24) tedy plati
(2:24) tedy p v7
) S
D ’ ZAPADOCESKA
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1 1
—y, §=-——=T+ =Y.
ol tnet VRN
Jestlize dosadime za = a y do rovnice (7.14), dostaneme po upravé rovnici

L,
ry = 5“ )
tedy jiz rovnici (7.13). Staci jen polozit ¢ = %a2.

Poznamka 7.5. 7 predchozi ukazky je vidét, ze smiseny ¢len zy souvisi s otocenim soustavy
soufadnic. Pro vyjadreni kuzelosecky v obecné poloze (otoc¢ené a posunuté) v prostoru Eo
musime tedy pocitat s obecnéjsi rovnici nez je rovnice (7.12).

Obecné kvadratické rovnice v R?, kterd zahrnuje vSechny ¢leny, tj. kvadratické véetné
¢lenu zy, linearni a také absolutni ¢len ma tvar

aan + 2a107y + a22y2 + 2a137 + 2a93y + as3 = 0, (7.15)
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coz lze maticové zapsat jako

ailp a2 ais x
(z y 1) a2 a2 as| |y]=0. (7.16)
a13 a3 as3 1

Ukéazeme si, ze oto¢enim puvodni soustavy soutadnic (O, z, y) muZzeme najit novou soustavu
soutadnic (O, z,y), ve které ma rovnice (7.15) tvar (7.12), tedy tvar rovnice regularni nebo
singularni kuzelosecky jako v odstavci 7.5.

Cést rovnice (7.15) vyznacend Gervené je rovnici kvadratické formy x” Ax, kde

x:(‘r>, A:(an am).
Yy a12 a2

Ze spektralni teorie je znamo, ze k redlné symetrické matici A existuje ortogonalni matice U
takova, ze matice D = UTAU je diagonélni. Ortogonalni substituce

(‘;)ZU(;),det(U):L (7.17)

prevede tedy rovnici (7.15) na rovnici
MZ2 4+ N2 +dz+eg+ f =0, (7.18)

kterd je stejného tvaru jako rovnice (7.12). Cely postup bude podrobnéji vyloZen v odstavci
8.4. Pripomenme si, ze transformace (7.17) souvisi s otocenim, jez prevadi bazové vektory
e1, eg po fadé v ortonorméalni vlastni vektory €1, €2 matice A, které tvori sloupce matice U.
Soutradnicové osy I, y pak orientujeme souhlasné s e;, €. Nase dosavadni tvahy si nyni
uvedeme jako vétu.
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2 TPRS
Véta 7.6. Kazdou rovnici (7.15), v niz je alespor jeden z koeficienti ayy, ajo, ase nenu- ® =
lovy, mizZeme pomoci ortogondlni substituce (8.26) prevést na rovnici (7.18), kde koeficienty *r:,* ’3«5
e ®d
A1, A2 jsou vlastni c¢isla symetrické matice kvadratické formy, jez tvori éast rovnice (7.15). s

Rownice predstavuje

elipsu je—lz' Al)\g >0 D > ZAPADOCESKA

V PLZNI

hyperbolu  je-li AjAa <0
paraboluy  je-li Aido =0
véetné degenerovanych pripadi nebo prdazdnou mnozinu.

Priklad 7.7. Urcete typ kuzelosecky vyjadrené rovnici
2 —2cy+ 2+ 4V22 —4=0.

V piipadé, Ze nejde o prazdnou mnozinu, zakreslete ji v soustavé soutadnic (O, x,y).

Reseni. Kvadratickd forma 22 — 22y + y?> mé matici

a=( 1)

Najdeme jeji vlastni ¢isla, ortonormalni vlastni vektory a ortogonélni matici U:

-1
1-A

]A—AI]zO@‘l__lA ’:O@)\Z—Q)\:O(:)/\lzo,)\gzz

(2 3) -

1 1
1 V2
-1 -1 1 1 _ 1 -1
weze amm=( 7)o (2 1) a2 (1),




Kuzelosecky 165

Substituce

VRS
< 8
N—
Il

c
N
<8I
N——
c

Il
Nils
N
— =
|
— =
N—

tedy
1 1

z=— (% — = ——(Z+7%
7 (Z-9), y 7 (z+7),
prevadi uvedenou rovnici kuzelosecky na rovnici
27% + 4% — 4y = 4.
Posledni rovnici jesté upravime doplnénim na ¢tverec. Vyjde

(7—1)2 = -2 (z — ;) , (7.19)

odkud vidime, ze jde o parabolu v soustavé (O, Zz,y), kterd se otevird ve sméru zaporné
poloosy Z (obrazek 7.5) a mé vrchol v bodé [2,1]. A

Poznamka 7.8. Pokud bychom v ptikladu 7.7 sestavili ortogonalni matici jinak, naptiklad

(1)

(Z+1)%= -2 <g - 5) : (7.20)

ziskali bychom po tpraveé rovnici
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Obr. 7.5: Otocend parabola z prikladu 7.7
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2 TORS
To znamena, ze soustava (O, 7,¥) na obrazku 7.5 by pak byla otocena o tihel ¢ = § v za-
. o . A B PR . A\ <2k
porném smyslu. Stejny vysledek by také dala zaména os z, y a naslednd zména orientace ) 4
u osy T. s>
Priklad 7.9. Napiste rovnici hyperboly H’, kterd vznikne z hyperboly H se stfedem v po- D
¢atku a hlavni osou v ose x soustavy souradnic (O, z,y) postupné oto¢enim o thel 7/3 > JvsniTA

v kladném smyslu a néslednym posunutim ve sméru vektoru p = (—5,2). Délky hlavni
a vedlejsi poloosy jsou a =2, b= 3.

Reseni. V prostoru Ey zavedeme afinni soustavy soufadnic
= (O,el,e2), JF = (O,fl,fQ), g=([—5,2],f1,f2)

kde e; = (1,0), e2 = (0,1) a vektory f1, f5 volime tak, aby pro ¢ € {1,2} vznikl bazovy
vektor f; rotaci vektoru e; o ihel 7/3, takze

T .7 1 5t . 5w 1
fi = <cos g,sm §> =3 (1,\/5) , fh= (cos F’Sm E) =3 (—\/g, 1) .

Souradnicové vektory bodu X € Eo vzhledem k témto soustavim oznacme

xe= (7). we=(3). - (%)

Rovnice hyperboly H v soustavé £ a H' v soustavé G budou formdlné stejné:
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Obr. 7.6: Afinni soustavy souradnic Obr. 7.7: OtocCena a posunutd hyperbola
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Nés ovSem zajima rovnice hyperboly H' v soustavé &, tj. v (O, x,y). Podle vzorce 2.24

- O ()
| G)-1% D)) -1 ()

iz%(m+5+\/§(y—2)), j=

Rovnice hyperboly v soustavé (O, x,y) je tedy

(—\/§(x+5)+y—2>.

DN | =

( (z+5)+V3(y—2) 2 —V3(z+5)+(y—2) )2
2 - 2 =1
922 32
3% (x4 V3y + 5 —2v3)2 — 22(v3z — y + 5v3 4 2)% = 122
32 (22 + 3y% + (5 — 2v/3)% + 2v/Bay + 2(5 — 2V3)z + 2v/3(5 — 2V3)y)
—2%(32%2 + > + (5v3 + 2)? — 2V3zy + 2v3(5V3 + 2)z — 2(5V3 + 2)y) = 127
—322 + 23y% + 26V/3zy — 2(15 4+ 26V/3)x + 2(65V/3 — 46)y — 127 — 260/3 = 0.

Na obrazku 7.6 jsou zndzornény afinni soustavy soutadnic £, F a G, vedle je pak (¢arkované)
zobrazena puvodni hyperbola H a (plnou ¢arou) hyperbola H'. A
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Priklad 7.10. Méjme svétlomet s parabolickym (vznikne rotaci paraboly kolem své osy)
reflektorem o priiméru d = 20 cm a ohniskem ve vzdalenosti v/2, kde v € (5cm, 5v/2 cm),
od vrcholu paraboly. Rozmezi pro v je zvoleno tak, aby hloubka h = % = 10%/(2v)
svétlometu byla mensi nez 10 cm a vétsi nez v/2, tedy aby ohnisko bylo uvnitf svétlo-
metu. V ohnisku paraboly je umistén bodovy svételny zdroj, ktery je zkonstruovan nebo
odstinén tak, aby svitil pouze do smérti, které protinaji odraznou plochu svétlometu a maji

rovnomeérnou intenzitu.

a) Jak bude vypadat obraz, ktery vznikne na rovinném stinitku, které je kolmé na osu
paraboly a lezi ve vzdalenosti [ € {10m, 100m} od vrcholu paraboly?

b) Jaké bude rozmisténi hustoty intenzity osvétleni na stinitku, kdyz nés zajima jeji relativni
velikost, ne absolutni?

Resent.

a) Zadany svétlomet vznikne rotaci paraboly y = x?/(2v) kolem své osy a vzhledem k ro-
ta¢ni symetrii nam tak pro popis staci 2D nakres z obrazku 7.6. Zabyvejme se paprskem
vychézejicim ze svételného zdroje A pod thlem « od osy paraboly a mé tedy smérovy

vektor p(a)) = [sin(a), — cos()]. Najdéme bod na parabole X («), kde paprsek dopadne.
Plati pro néj

X(a) € {[sin(a)t, g —cos(a)t] | t € (0,00)}

l’2

X(a) € {[z,y] € Ea| € (0,10cm), y = %},

kde prvni inkluze fiké, Ze X («) lezi na polopiimce vychazejici z ohniska paraboly pod

o
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Obr. 7.10: Odraz svazku paprskii Obr. 7.11: Graf hustoty intenzity osvétleni
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thlem « od jeji osy a druhd, Ze X («) lezi na parabole. Musi tedy platit

7 _ - xRN VI 2=
5 cos(a)t = on = sin“(a)t* + 2vcos(a)t —v* =0 =
P —2vcos(a) + \/4v? cos?(a) — 4sin?(a)v? . 1 — cos(a)
2sin?(a) sin? (o)
— cos(« — cos(a))?
= X(a) = [ofa).y(a)] = v o) WU coell

Podotykame, ze hleddme ¢ € (0, c0), tedy pred odmocninou jsme volili +, misto diskuse
obou znamének. Jelikoz pro obecny bod na parabole X = [z, 2%/(2v)], © # 0 je smérovy

vektor tecny k parabole t = [1,z/v]/y/1 + 22 /v?, pro X («):

1+T<11—cos<a>>2 [1 1;5?2()&)} - % [1 1;;?;()&)} '

sin? ()
Na obrazku 7.6 je znazornéno, jak se paprsek se smérovym vektorem p odrazi v bodé X
od prekazky, kterd ma v bodé X smérovy vektor tecny ¢; smér normaly oznac¢me n a smér
odrazeného paprsku ¢. Rozlozime-li p jako soucet jeho slozek v norméalovém a tecném

t(a) =
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. on

(p = pn + pt) sméru, pak ¢ = p; — p,. Proto
® A
%, £

q(a) = (p,t)t — (p,n)n =

V PLZNI

= (sin(a) - 1 — cos(a) - 1-COS(O¢) Sin2(a) 1—COS(O()
S e . sinfa) )2~ 2co5(a) [1’ sin(a) ] D»sﬁ':c::;::“

~cos(a) — 1

R cos(a) - 1)

— (sin() sin?(av) [cos(a) — 1’ 1]

2 —2cos(a) | sin(a)
1

= 51— cos(a)) ((1 — cos(a))[sin(a), 1 — cos(a)] + sin(a)[cos(ar) — 1, sin(a)])

1 1 — cos?(a)
= — | [sin(«), 1 — cos(a —sin(a), ———| | = [0,1].
5 (Bin(a). 1= cos(@)] + |- sin(e), T2 D) o
Pravé jsme zjistili, ze parabola odrazi vSechny papsky z ohniska ve sméru osy paraboly.
Obraz na stinitku tedy bude kruh o priuméru 20cm at uz je I > h jakékoli. Z tohoto
divodu mivaji nékteré svétlomety opravdu relektory ve tvaru, ktery vznikne rotaci pa-

raboly.
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b) Intenzita osvétleni je podil svételného toku k velikosti plochy, na kterou dopada. Hustotu

intenzity osvétleni ziskdme limitou pro velikost plochy jdouci k nule. Pro nds svételny
zdroj je svételny tok primo tmérny velikosti prostorového thlu, ze kterého vychazeji
paprsky dopadajici na tuto plochu. V ohnisku reflektoru si predstavme kouli napiiklad
o poloméru v/2 (ta se bude predstavovat dobie), jako na obrazku 7.6. Prostorovy thel
je podil plochy na této kouli ke kvadratu poloméru koule.

Z teseni 7.10a) vime, Zze obrazem bude kruh o pruméru 20cm. Jelikoz je celd tloha
rotacné symetrickd podle osy reflektoru, hustota intenzity osvétleni zavisi na vzdalenosti
od stfedu kruhu, kterou oznacime x. Pro pevnou vzdalenost r od stfedu kruhu vezméme
v vahu = € (r — d/2,r + d/2), ¢emuz na stinitku odpovidd mezikruzi s polomérem r,
sitrkou d a plochou 27rd. Na toto mezikruzi se odrazi paprsky, jejichz prostorovy thel je
v Fezu na obrazku 7.6 uréen body U’ a V. Je to vlastné podil plochy, kterd vznikne rotaci
oblouku U’V (na obrazku 7.6 modie) kolem osy y k (v/2)2. Tento obsah &sti kulové
plochy lze spocist dle vzorecku, ktery jsem jiz od stfedni skoly zapomél a pamatuji si
jen, ze zavisi na poloméru koule a y-novych souradnicich bodu U’ a V'. T kdybych ten
vzorecek (oznacme jej O(v,d,r)) nasel, tak si pamatuji, ze byl malicko obtiznéjsi.

My vsak vime, Ze na konci stejné provedeme limitu pro d — 07 a tak pouZzijeme vzorec
pro plochu, kterd vznikne namisto rotaci oblouku U’V’ rotaci tusecky U'V’, tedy vzorec
2rws, kde w je x—ova soufadnice bodu v poloviné tsecky U'V’ a s je jeji délka. Uvedené
nahrazeni muzeme pouzit, jelikoz lze ukazat platnost

lim O(v,d,r) — 2mw(v,d,r)s(v,d,r)
d—0+ d

:0’

kterou ke konci prikladu pouzijeme.

o
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o
Dejme se do pocitani: I!!I 7
2 72 2 N © \‘é’é
x=nZ|, v=lr—ag C2D] yo|pgg AT -
2v 2v 2v
D ZAPADOCESKA
v y B d)2 v V PLZNI
U= (U—-A)+A= 2 [r_d (r __] _
U-A d)2 2 2
= V- a2+ (52— gy !
v 1
= — [21}(7" —d),(r— d)2 = 1)2}
2%\/41)2(7“ 24 ((r—d)?2—02)22v
a dale po vykraceni 1/(2v) a s vyuzitim
i(r—d)? 4+ ((r—d)? —v?)? = 4%(r —d)? 4 (r —d)* —=20%(r — d)? +-v* = ((r — d)? +v?)?

dostaneme (stejné postupy lze vyuzit i pro V'):

v

V' = a2~ D =4 =+ 0.5
b LGN G RO
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a tedy

—((r +d)* +v*)[2v(r — d), (r — d)* — v°]
30— A+ ) + )
_ v[2v(r + d)(r — d)(—2d) + 2v3(2d), v*(2rd)4]
- 2((r — d)? + v?)((r + d)? + v?) B
_ 20%d[v? 4 d® — 12, 2vr]
C((r=d)2+ ) ((r + d)? +v?)

o (o Tt ear o)
- (r -
)2 +

v( ((r —d)? +v¥)[2v(r +d), (r + d)? — v )
Vi+ U\ H(r+d)? +0?)[20(r — d), (r —d)? — 2] _
S e [(CRR) e

_ 0[41}37" + dvr(r +d)(r —d),2(r + d)z(r = d)2 = 21)4] .

A= dp + o) T 4 + )
Nyni lze spocist s = |U'V’| a z—ova soufadnice w stiedu usecky U'V":

202%d
° T ((r —d)2 +v2)((r + d)2 + v?) \/(vz + d? — r2)2 + (20r)2
v2r(v? +r? — d?)

((r—d)?+v2)((r+d)?2+v?)’

w =
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Ptiblizny prostorovy thel ¢ je tedy

2Tws 4 21}4rd(v2 + 72 —dz) 5 = 5 5
A A e e e L

Ptiblizna intenzita osvétleni pro d > 0 je

2mws

@2 81)2(112 +r2— d2)

omrd — ((r — d)2 + v2)2((r + d)2 + 02)

s/ (V2 + d2 — 12)2 + (20r)?

a hustota intenzity osvétleni je

[ 0+2rws 1 2rws
€ ) LI, (9—27rws(?)f (g)ﬁ):
d—0+ 2mrd  d—o+ 2mrd d—0+ d 2nr  2mrd

8v2(v? +r?) 8v2
=0+ (r2 + v2)4 V(02 = 12)2 + (20r)? = (r2 + v2)2°

Na obrazku 7.6 jsou nakresleny grafy hustoty intenzity osvétleni pro v € {5,5v/2}. A

ol
&7

S
<
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Priklady k procviceni

1.

Zjistéte typ kuzelosecky a zndzornéte ji v soustavé (O, z,y):
a) 2 +2xy +y? = 4;

b) 2zy — 22y = 1;

c) 1022 + 6xy + 2y = 4.

. Ukazte, Ze rovnice (7.15), uvazujeme-li i singuldrni kuzelosecky, predstavuje:

a) elipsu, je-li aj1ase — a3y > 0;
b) hyperbolu, je-li aj1a2 — a3y < 0;

c) parabolu, je-li aj1a — a3y = 0.

. Najdéte thel ¢ a vektor p, o které musime otodit a posunout elipsu 7x2 +1y? = 49, aby jeji rovnice

v soustavé (O, z,y) byla 22% — 3zy + 2y? — 8v2y = —1%2.

s

. Napiste rovnici paraboly, kterou dostaneme oto¢enim paraboly y? = 4z o thel p = —§ & posu-

nutim ve sméru vektoru p = (—\/3, 1).

O

N
STRA &s
4
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Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

1. Uvedené rovnice pfevedeme pomoci substituce (8.26) na tvar (7.18):
a) 272 + 0y%> = 4 - degenerovand parabola, tj. dvojice rovnobé&inych piimek Z = +/2; viz
obr. 7.12;
b) — (2 —1)® + (§ — 1) = 1 - rovnoosé hyperbola; viz obr. 7.13;
c) 1172 + y? = 4 - elipsa; viz obr. 7.14.

2. Navod: Sestavte kvadratickou rovnici pro vypocet vlastnich ¢isel matice kvadratické formy
CL111)2 + 2a192y + a22y2 a rozhodnéte, kdy plati Ao >0, AAa <0 a Ay =0.

3. p=—-1,Pp= %(3,4).

4. 2% + 2/3zy + 3y — 83z + 8y = 32.

T7
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‘}:’ STRAY $
2, <S>
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Obr. 7.12: Degenerovana parabola

2+ 2zy +y?> =4

Obr. 7.13: Rovnoosa hyperbola

20y — 22y =1
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Obr. 7.14: Elipsa 1022 + 62y +2y?> = 4




Kuzelosecky 182

7.7. Test

1

Kuzelosecky

1b.) Parabola je definovana jako mnozina vSech bodu v roviné, které maji . ..

a) stejnou vzdalenost od dané dvojice bodi X, Y, X #Y

(1b.

(a)

(b) stejnou vzdalenost od daného bodu X a piimky p, X ¢ p

(c) stejny rozdil vzdalenosti od dané dvojice bodu X, Y, X #Y
(d)

d) stejny rozdil vzdalenosti od daného bodu X a primky p, X ¢ p

. (1b.) Geometrickym obrazem vsech bodu v roviné, které maji od dvou ruznych pevnych

bodt stejny soucet vzdalenosti je
(a) elipsa (b) hyperbola

(c¢) parabola (d) kruznice

. (1b.) Geometrickym obrazem vsech feseni (v R?) rovnice v/3z% + 7y = 4 je

(a) elipsa (b) hyperbola

(c¢) parabola (d) kruznice
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VIRV
4. Méjme elipsu, jejiz ohniska jsou vzdédleny v = 2cm a soucet vzdalenosti libovolného . =
bodu elipsy od ohnisek je s = 6cm . 3:,* 4
S
(a) (1b.) Urcete délku hlavni poloosy: a = cm
(b) (1b.) Urcete délku vedlejsi poloosy: b = cm D p ZArmoncescs
(c) (1b.) Urcete délkovou excentricitu: e = cm o
(d) (1b.) Urcete ¢iselnou excentricitu: & = cm

5. Méjme hyperbolu, jejiz ohniska jsou vzdaleny v = 6cm a absolutni hodnota rozdilu
vzdélenosti libovolného bodu elipsy od ohnisek je r = 2cm .

(a) (1b.) Urcete délku hlavni poloosy: a = cm
(b) (1b.) Urcete délku vedlejsi poloosy: b = cm
(c) (1b.) Urcete délkovou excentricitu: e = cm
(d) (1b.) Urcete ¢iselnou excentricitu: & = cm
(e) (1b.) Asymptoty zadané hyperboly jsou popsany implicitnim vztahem

(a) 2v22%2 —¢y2 =0 (b) 622 —8y> =0

(c) 22 —6y?> =0 (d) 822 — 42 =0
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6. (1b.) Mé&jme piimku ¢ a bod X, ktery je od ni vzdilen p = 9cm. Jakd je rovnice

paraboly, kterd je dvojici X, ¢ zadana?
(a) 22 -3y =0
(¢c)y— %372 =0

7. Rovnici —22 4+ y? + 62 + 4y = 1 je zadana kuzelosecka.

(a) (1b.) Jaky typ kuzelosecky je zadanou rovnici popsan?

(a) elipsa (b) hyperbola
(b) (1b.) Urcete stred kuzelosecky.
(a) [_372] (b> [37 _2] (C) [47 6]

8. Rovnici 322 + 62 — 4y = 1 je zadana kuzelosecka.

(a) (1b.) Jaky typ kuzelosecky je zadanou rovnici popsan?
(a) elipsa (b) hyperbola
(b) (1b.) Urcete stied kuzelosecky.
(@) [2, -1 (b) [2.1]
(¢) (1b.) Urcete délky poloos.
( (b) a=+v3em,

b=2cm

a) a = 3cm,
b=4cm

(d) [6, —4]

(c¢) parabola
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(c¢) parabola

(d) [-1, 1]

(d) zadana
kuzelosecka
nema poloosy
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9. Rovnici 322 + 2y? + 62 — 4y = 1 je zaddna kuZelosecka. I!!I
“ IsTRaNY, 7

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

(a) (1b.) Jaky typ kuzZelosecky je zadanou rovnici popsan?

(a) elipsa (b) hyperbola (c¢) parabola
(b) (1b.) Urcete stred kuzelosecky. D zhraoocesis
(a) [3,—3] (b) [4, 6] (c) [-6,4] (d) [-1,1] L
(c) (1b.) Urcete délky poloos.
(a) a = 3cm, (b) a = V3 cm, (¢) a=9cm, (d) zadand
b=2cm b=+2cm b=4cm kuzelosecka

nema poloosy

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:




oy
Kapitola 8 D

Kvadriky

V kapitole 7 jsme se seznamili s kuzeloseckami. Odvodili jsme nejprve jejich rovnice v za-
kladni poloze a postupné jsme se dobrali az k jejich rovnicim v obecné poloze. Také s kvad-
rikami se budeme seznamovat postupné. Nejdiive si ukédzeme jednoduchy zpisob, jak lze
odvodit rovnice rotacnich kvadrik a nésledné i rovnice obecnych kvadrik v zakladni poloze.
Odtud pak prejdeme k posunutym kvadrikdm a nakonec ke kvadrikdm v obecné poloze.

8.1. Rotacni kvadriky v zakladni poloze

V tomto ¢lanku nejprve odvodime rovnici rota¢ni plochy, kterou ziskdme otacenim kiivky
v souradnicové roviné Oxz kolem osy z. Potom specidlné odvodime rovnice rotacnich kvadrik
v zdkladni poloze, tj. ploch, které vzniknou rotaci kuzelosecek v tzv. zdkladni poloze vzhledem
k roviné Oxz okolo osy z.
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Rotacni plochy

Predpokladejme, ze v roviné Oxz je dana ktivka o rovnici

Napriklad, v pripadé kruznice o poloméru 1 v roviné Oxz se stfedem v poc¢atku, ma impli-
citni vztah (8.1) tvar
2?+z22-1=0.

Zavedme nyni valcové souradnice r, ¢, z; 7 =2 0, ¢ € (0,27), z € R. Vztah mezi kartéz-
skymi a valcovymi souradnicemi (viz obrazek 8.1) je popsan rovnicemi

T=rcosp, y=rsing, z=2z; r=+12+1y>2 (8.2)

Nechame-li kiivku o rovnici (8.1) otacet kolem osy z, vznikne rotaéni plocha p (obr. 8.2).
Kazdy bod krivky pritom opisuje tzv. rovnobézkovou kruznici. Libovolnému bodu M =
= [r, p, z] rota¢ni plochy odpovidd na kfivce urcené vztahem (8.1) bod My = [r, o, 2],
kde o9 = 0 V @9 = 7. Pro prislusné kartézské souradnice bodu My v roviné Ozz pak
s prihlédnutim ke vztahtim (8.2) a (8.1) plati

r==4r, z=2z, [f(£rz)=0.

Dostali jsme tak tento vysledek. Bod M lezi na plose g pravé tehdy, kdyz souradnice odpo-
vidajictho oto¢eného bodu My vyhovuji rovnici (8.1), tj. plati-li

f (:I: 2+ y2?, z) = 0. (8.3)

Rovnice (8.3) je tedy hledanou rovnici rotaéni plochy p. Prakticky to znamend, Ze do rovnice
(8.1) dosadime vSude za proménnou x vyraz ++/x2 + y2.
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Obr. 8.2: Rotac¢ni plocha
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Rotacni kvadriky

Plochu, kterou dostaneme otacenim kuzelosecky kolem jeji osy, nazyvame rotacni kvadrikou.
Rotaci regularni kuzelosecky vznikne requldrni rotacni kvadrika, rotaci singuldrni kuzelo-
secky pak singuldrni rotacni kvadrika.

Plocha kulova

V roviné Ozz méjme kruznici, kterd je dana rovnici 22 + 22 = 1. Jeji rotaci kolem osy z
ziskame plochu kulovou o rovnici

2ty +22=1. (8.4)

Rotacni paraboloid

V roviné Ozz uvazujme parabolu z = z2. Jejim otac¢enim kolem osy z obdrzime rotacni
paraboloid vyjadireny rovnici
z=x? + 4% (8.5)

Rotacni hyperboloid a kuzelova plocha

V roviné Ozz jsou dany postupné hyperboly a2 — 22 = 1, 22 — 22 = —1 a jejich spole¢né

asymptoty 22 — 22 = 0. Jestlize je nechdme rotovat kolem osy z dostaneme

1. rotacni hyperboloid jednodilny

22+ =22 +1; (8.6)
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2. rotacni hyperboloid dvojdilny
224y =22-1; (8.7)

3. rotacni kuzelovou plochu

Rotaéni valcova plocha

V roviné Ozz necht je ddna dvojice pifmek x? = 1. Jejich otécenim kolem osy z vznikne
rotacni vdlcovd plocha
z? +y° =1 (8.9)

8.2. Obecné kvadriky v zakladni poloze

Nékteré typy obecnych kvadrik mtzeme ziskat z rotacnich kvadrik a to uzitim jisté afinni
transformace (tzv. dilatace, tj. ,roztazeni“ ¢i ,stlaceni“ prostoru E3), ktera kazdému bodu
X = [z,y, 2] ptifazuje bod X = [Z,y, z] pomoci rovnic

T=ax, y=by, z=cz, abc#D0. (8.10)

Dosadime-li tedy dilataéni vztahy (8.10) do rovnice rota¢ni kvadriky, obdrzime rovnici pfi-
slusné obecné kvariky. V néasledujicim prehledu si tyto kvadriky uvedeme a doplnime jej
o ty kvadriky, které timto zptisobem dostat nelze. Carku nad proménnymi nebudeme pro
lepsi prehlednost uvadeét.
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Trojosy elipsoid
Trojosy elipsoid je obrazem plochy kulové (8.4) pri dilataci (8.10). Jeho rovnice je

Z+¥ 42 o (8.11)

Je-li naptiklad a = b, mluvime o rotacnim elipsoidu. Ten bychom také dostali rotaci elipsy
2?/a® + 22 /c? = 1 kolem osy z. Trojosy elipsoid je znézornén na obrazku 8.3.

Elipticky paraboloid

Stejnym zpusobem ziskdme z rotaéniho paraboloidu (8.5) tzv. elipticky paraboloid (obra-
zek 8.4)

z x
2= 4L A2
c (8.12)

Jednodilny hyperboloid
Z rovnic (8.6) a (8.10) dostaneme rovnici tzv. jednodilného hyperboloidu (obrazek 8.5)

Y 2 (8.13)
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Obr. 8.3: Trojosy elipsoid((8.11): a =4, b
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L Y

Obr. 8.4: Elipticky paraboloid((8.12): a =4,b=2,¢c=1)
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Dvojdilny hyperboloid

Podobné odvodime z rotaéniho hyperboloidu dvojdilného tzv. dvojdilng hyperboloid (obréa-
zek 8.6)

rLY 2 (8.14)

Elipticka kuzelova plocha

Jestlize dosadime vztahy (8.10) do rovnice rota¢ni kuzelové plochy (8.8), ziskdme rovnici
tzv. eliptické kuzelové plochy (obrézek 8.7)

z
=t (8.15)

Elipticka valcova plocha

Nakonec jesté nechdme pusobit dilataci (8.10) na rovnici rotacni vélcové plochy (8.9).
Vznikne tzv. eliptickd vdlcovd plocha (obrazek 8.8)

S+ =1 (8.16)

Poznamka 8.1. Tim jsme ukoncili pfehled vsech kvadrik, které mizeme ziskat z rotacnich
kvadrik pomoci afinni transformace (8.10). Povsimnéme si, ze rovnice eliptické kuzelové
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Obr. 8.5: Jednodilny hyperboloid((8.13): a =4,b=2,c=1)
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Obr. 8.6: Dvojdilny hyperboloid((8.14): a =4, b
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Obr. 8.7: Elipticka kuzelova plocha((8.15): a =4, b
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Obr. 8.8: Eliptickd valcova plocha((8.16): a =4, b
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plochy, jednodilného nebo dvojdilného hyperboloidu se lisi pouze v tom, je-li v nich prislusna
konstanta rovna 0, 1 nebo —1.

Hyperbolicky paraboloid
Hyperbolicky paraboloid je kvadrika, kterd mé v zdkladni poloze rovnici

2 2
T Yy
b R (8.17)
Plocha je soumérna podle osy z a souradnicovych rovin Oxz a Oyz. Hyperbolicky paraboloid

je zobrazen na obrazku 8.9.

Parabolicka valcova plocha

Parabolickou vdlcovou plochu ziskdme tak, Ze kazdym bodem paraboly y = ax? vedeme
primku rovnobéznou s osou z. Jeji rovnice je stejna (z je libovolné) jako rovnice prislusné
paraboly, tj.

y = az’. (8.18)

Priklad parabolické valcové plochy uvadi obrazek 8.10.

Hyperbolicka valcova plocha

Hyperbolickou vdlcovou plochu dostaneme, povedeme-li kazdym bodem hyperboly 22/a? —
—4%/b? = 1 pifmku rovnobéznou s osou z. Pifslu$nd rovnice pak je

1‘2 y2
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Obr. 8.9: Hyperbolicky paraboloid((8.17): a =2, b= 1)
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Obr. 8.10: Parabolicka valcova plocha((8.16): a = 1)
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Na obrazku 8.11 je uveden ptiklad hyperbolické valcové plochy.

Poznamka 8.2. Uvedeny prehled muzeme jesté doplnit o dvojice riznobéznych, resp. rov-
nobéznych rovin (obrazky 8.12 a 8.13). Jedné se o tzv. degenerované kvadriky, jejichz rovnice
jsou
2 2
z Y
poanl i 0, resp. z2—c?=0. (8.20)
Dodejme jesté, ze zaménou souradnicovych os bychom ziskali jiné zakladni polohy nasich
kvadrik. Naptiklad rovnice 2 + 22 = r? predstavuje rota¢ni valcovou plochu o poloméru r
s osou v ose y. Plochu kulovou, elipsoid, hyperboloid (jednodilny i dvojdilny), paraboloid
(elipticky i hyperbolicky) nazyvame reguldrnimi kvadrikami. Ostatni kvadriky jsou tzv.

stnguldrni kvadriky.

8.3. Posunuté kvadriky

Posunutim kvadriky se jeji piivodni rovnice samoziejmé zméni. V takovém pripadé zavedeme
novou soustavu soutadnic (O, z, 9, Z) tak, aby vzhledem k ni byla kvadrika v zdkladni poloze,
takze jeji rovnice v proménnych Z, ¥, z bude mit formalné stejny tvar jako rovnice ptvodni.
Necht O = (h, k,1) vzhledem k soustavé (O, z,v, z). Dosadime-li za proménné z, i, 2

r=xz—h, y=y—k, z=z-1,
viz (2.24), dostaneme po tpraveé rovnici

c12? + coy® + 322 + cux + csy + coz = c7. (8.21)

o
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Obr. 8.11: Hyperbolicka valcova plocha((8.19): a =2, b=1)
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T
Obr. 8.12: Degenerované kvadrika((8.19): a = 2, b
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Obr. 8.13: Degenerovand kvadrika((8.20): ¢ = 1)
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VIR
Rovnice (8.21) (srovnej s rovnici (6.15)), v niz je alespon jeden z koeficientu ¢1, ¢2 nebo c3 v -
ruzny od nuly, tak predstavuje nékterou z uvedenych kvadrik v prostoru Ej3. Typ kvadriky *::,/ '3«5
zjistime opét metodou doplnéni na ctverec. >
Priklad 8.3. Urcete kvadratickou plochu, jejiz rovnice mé tvar onbotesk
’ UNIVERZITA
2 2 2 V PLZNI
4z —y“ +42° 4+ 8z + 4y + 12z = 55.

Resend. Nejprve doplnime kvadratické ¢leny na tplné étverce:
4(a® +2z) — (v —4y) +4 (2 +32) =55

4($2+2x+1)—(y2—4y+4)+4(22+3z+i) =55+4—449

3 2
4($+1)2—(y—2)2+4(z+§> = 64

Polozime-li

3
(I_I:.CC+1, y:y_27 Z:Z+§7

dostaneme po upravé rovnici

=2 2 =2

@2 29

16 16 64
Odtud vidime, ze danou kvadrikou je jednodilny rotac¢ni hyperboloid, ktery vznikne rotaci
hyperboly 22/16 — 3?/64 = 1 v roviné Oxy kolem osy y a néslednym posunutim ve sméru

vektoru p = (—1, 2, —%) A
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Priklad 8.4. Pojmenujte kvadriku danou rovnici
y? —822+2y+1=0.
Reseni. Budeme postupovat jako v predeslém pifkladu:
(y+1)2-822=0
(y+1+2\/§z) <y+1—2\/§z> —0.

Uvedenou kvadrikou je dvojice riznobéznych rovin:

y+2v22+1=0, y—2v22+1=0.

8.4. Kvadriky v obecné poloze

Uvazujme nyni obecnou kvadratickou rovnici v R3

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

a11x2 ol a22y2 - a3322 + 2a102y + 201302 + 2a93y2+ 2014+ 2024y + 20342+ a44 = 0, (8.22)

v niz je alespon jeden z koeficient u kvadratickych ¢lent rtzny od nuly. Tuto rovnici

zapisujeme také maticové jako

ail a2 a1z a4

a12 Q22 G23 0G24
(a; Yy oz 1)

a13 a3 a3z a34

14 Q24 G34 (44

_ N e 8

(8.23)
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Abychom mohli uréit typ kvadriky, kterd je popsdna rovnici (8.22), musime ji pfevést na
tvar (8.21). Cést rovnice (8.22) oznacend cervené piedstavuje kvadratickou formu x? Ax,
kde

X ailp a2 a3
x=\|y |, A= a2 ax ay
% a13 a3 as3

Oznac¢ime-li si v maticovém zapisu (8.23) obecné kvadratické rovnice (v R?) bloky

a4
b=1| axu |, g=au,
a34

muzeme rovnici (8.23) zapsat také ve tvaru
xT Ax 4+ 2bTx + g = 0. (8.24)
Realnou symetrickou matici A rozlozime uzitim spektralniho rozkladu na
A =UDU”,
kde D je diagonalni matice a sloupce matice U jsou ortonormalni vlastni vektory matice A,

(UTU = UUT =1, det (U) = 1), a nasledné upravime rovnici (8.24):

x" A x+26" I x+g=0= (UTX)TD(UTX> n 2<UTb>T<UTx> +g=0.
UuDU”T uur

Pomoci ortogonalni substituce

x=Ux, x= (2,9, 2)" (8.25)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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uvedeme posledni rovnici do tvaru
xI'Dx +2blx + g =0, (8.26)
kde jsme polozili b = UTb. Oznacime-li jesté b = (d, e, f)T, lze rovnici (8.26) napsat jako
M2+ X + X322 +dx +ej+ fZ4+9g=0, (8.27)
coz je jiz rovnice typu (8.21). Tyto vysledky ted shrneme v nésledujici véte.
Véta 8.5. Kazdou kvadratickou rovnici typu (8.22) muzeme prevést na rovnici tvaru (8.27)

a to uzZitim ortogondlni substituce (8.25), jiz odpovidd otoceni soustavy souradnic.

Poznamka 8.6. O konkrétnim typu kvadriky rozhoduji vlastni ¢isla A1, A2 a A3 symetrické
matice kvadratické formy, jez je ¢asti rovnice (8.22). Klasifikace kvadrik podle znamének
vlastnich ¢isel je uvedena v tabulce 8.1.

Kvadrika
trojosy elipsoid

znaménka vlastnich ¢isel A1, Ao, A3
A3 >0V 0>\
A >0>A3 VAL >0> A hyperboloid (1 nebo 2 dil.), el. kuz. pl.
AM>0=X3 VA =0>X\ el. paraboloid, el. val. pl.
AL >A=0>A3 VAL >0=X> A3 | hyp. par., hyp. val. pl., dvé }f roviny
AM>X=0=X3VA\1=0=X > )3 par. val. pl., dvé || roviny

Tab. 8.1: Typ kvadriky podle znamének vlastnich ¢isel jejich kvadratické formy, vlastni ¢isla
jsou sefazena podle velikosti (A; 2 A2 = A3)

@:
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Priklad 8.7. Urcete kvadratickou plochu danou rovnici \ o7

2zy + 22 +1=0.
D ’ ZAPADOCESKA

Reseni. Symetricka matice kvadratické formy 2zy + 22 mé tvar

01
A=110
00

= O O

Najdeme vlastni ¢isla matice A a odpovidajici ortonormélni vlastni vektory:

-2 1 0
I =X 0 |=08(1-ANN-1)=0e =1 =1A=-L1
0 0 1—-2X
-1 10 -110
AMp=1: A-1I= 1 -1 0 |~ 000 |:e=|1r|;rseR,
0 00 000
1 0 L (] 0
e=r|1]4+s| 0 |=e1=—|1],e=| 0|,
0 1 2\ o 1
110 110 ] 1
Ms=—-1:A41I=(110|~[00 2 ]|:e3=—"2][ -1
00 2 000 V2 0
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RN
Pomoci ortogonalni substituce (8.25), kde v =
1 10 %7"“ u\\“‘é\}
U=—1|1 0 -1 |,
\/§ 0 \/§ 0 D ’ ZAPADOCESKA
tj. V PLZNI
1 1

r=—7(@+2 =—=(EZ=2 7=
7 ( )s Y 7 ( IE v,
redukujeme danou rovnici kvadratické plochy na rovnici
P+ =22-1.

Odtud je ziejmé, ze se jednd o rotacni hyperboloid dvojdilny, ktery bychom odvodili rotaci
hyperboly z? — 22 = —1 v roviné OzZz kolem osy Zz. A

Poznamka 8.8. Zvolime-li jiné poradi vlastnich ¢isel, napiiklad A\; = —1, Ay 3 = 1, ziskdme
redukovanou rovnici ve tvaru

— B+ +2 =1

Tentokrat se jedna o rotacni hyperboloid dvojdilny s osou soumérnosti v ose . Tato zména
je zpusobena jinym usporadanim sloupct v matici U, a tedy jinym otocenim soustavy
souradnic.

Priklad 8.9. Klasifikujte kvadratickou plochu

20y + 22z —x—1=0.
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Reseni. Kvadratické forma 2xy 4+ 222 mé symetrickou matici
0 1 1
A=|1 00
1 00

Jeji vlastni ¢isla jsou A\ = \/5, A =0, A3 = —/2. Najdeme k nim ptislusné vlastni vektory
a sestavime ortogonalni matici U. Plati

U=

N | =

Uzitim ortogonalni substituce
1 1 1
z=3 (V22 —v22), y=5(3+v2+3), 2=3(3—V2+3)
obdrzime
2 2
x/§f2—\/522—§3‘3+§z:1

resp.
272 — 272 — T+ 2z =12

Doplnénim na ¢tverec ziskdme nakonec rovnici

2(&—%)2—2(5—%)2:\@.

Uvedenou kvadratickou plochou je tedy hyperbolicka valcova plocha. A

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklady k procviceni

1. Pojmenujte kvadratickou plochu danou rovnici:

a) 22 + 3y? — 8z + 6y = 5;
b) 22 +2y% + 322 + 42 — 12y — 62 — 11 = 0;
c) 2% +y? + 22 + 8z + 42 = 29.

2. Klasifikujte nasledujici kvadriky:
a) 222 + 292 + 6yz + 1022 — 9 = 0;
b) 222 +y? +2y+1=0;
c) 22+ 9% + 2% + 2xy — 222 — 2yz = 9.

Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

1. Uvedené rovnice upravime metodou doplnéni na ¢tverec:
a) (z —4)% 4+ 3(y +1)% = 24 - elipticka valcova plocha;
b) (z+2)° +2(y —3)* 4+ 3(z — 1)*> = 36 - trojosy elipsoid;

¢) (z+4)>+y2+ (2 +2)* = 49 - kulova plocha.

2. Dané rovnice redukujeme pomoci ortogonalni substituce (8.25) na

a) 1122 4+ 2y% + 22 = 9 - trojosy elipsoid;

1 0
A =11, =2, A3=1, U:%r0 g \/01_0

-3
0
1

)

T7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
xS
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b) #2+ (§+1)> — 22 = 0 - rotaéni kuzel;

1
AM=X=1 A3=—-1, U:%((l) V2

¢) 372 = 9 - dvojice rovnobéznych rovin;

V2
A =3 da=23=0, U:% V2

V2
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8.5. Test l. =

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0[(4- ““\‘\

&
S

=

QO
Kvadriky
1. (1b.) Implicitnim vztahem z* — 422 — 23 — 2 4+ 5 = 0 je zaddna kiivka. Rovnice plochy,
kterd vznikne rotaci kiivky kolem osy z je

Y
3 A

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

2_

(c) 2% — 422 — /(22 + y2)3 — /22 + y2 + 5 = 0, nebo
=424+ /(2 + 2P + /22 + 32 +5=0

(d) 24 =422 — (22 + 422 — (22 +¢y*) +5=0
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(1b.) Geometrickym obrazem vSech feseni (v R3) rovnice v/322 — 7y + 22 =0 je
(a) trojosy elipsoid (b) elipticky paraboloid

(¢) jednodilny hyperboloid (d) dvojdilny hyperboloid

(e) elipticka kuzelova plocha (f) eliptickd valcova plocha

(g) hyperbolicky paraboloid (h) zadné z variant (a)—(g)

(1b.) Na obrézku je znézornén

a) trojosy elipsoid b) elipticky paraboloid

e) elipticka kuzelova plocha f) elipticka valcova plocha

(a) (b)
(¢) jednodilny hyperboloid (d) dvojdilny hyperboloid
(e) (f)
(g) (h)

) hyperbolicky paraboloid h) zadna z variant (a)—(g)

@:
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U <

) Elipticka kuzelova plocha v zdkladni poloze je (az na permutaci souradnicovych " 5
dana rovnici ’5% 4

4. (1b.

08)
z Y 22 z 22 y2 iy

(a)—z+—z H=-1 b)i=%+%
2 2 2 2 2 2

(2 +E-2=1 @ S+E+5=1 D.sz:c::z::“
% 2 9 2 2 V PLZNI

© F=%+k 6 %+ =1

5. Rovnici 36z 4 4y — 922 — 54z — 81 = 0 je zadana posunuté kvadrika.

(a) (2b.) Urcete délku poloos: By = 1L, @y — , Qy =
(b) (3b.) Urcete stied kvadriky: S=] , , ]
6. Rovnici 322 4+ 3y% — 22 = —1 je zadana kvadrika. Uréete, Jako napovéda miize poslouzit
spektralni rozklad
3 -1 0 1 1 -1 0 2 0 0 1 1 -1 0
-1 3 0f=—J1 1 0]-]10 4 O0|-— |1 1 O
0 0 -1 V2 0 0 1 0 0 -1 V2 0 0 1
(a) (1b.) Urcete typ kvadriky:
(a) trojosy elipsoid (b) elipticky paraboloid
(c¢) jednodilny hyperboloid (d) dvojdilny hyperboloid
(b) (1b.) Urcete délku poloos (od nejkratsi po nejdelsi): _
Ayt = , ay/ = , Ayt =
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Rejstrik

asymptota, 151

baze

kanonicka (standardni), 12
matice prechodu, 97
nesouhlasné orientovné, 97
ortogonalni, 36
ortonormalni, 37
souhlasné orientovné, 97

vzdélenost bodu, 37, 89

délka

hlavni poloosy, 148, 151
vedlejsi poloosy, 148, 151

dilatace, 191
dimenze, 13

E
excentricita
délkova
hyperboly, 151
¢iselna
hyperboly, 151
G
geometrie
kvadraticka, 145
linearni, 145
K

komplanarni vektory, 107
kuzelosecka, 145
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elipsa, 145, 146
degenerovand, 156
délka hlavni poloosy, 148
délka vedlejsi poloosy, 148
hlavni osa, 150
imaginarni, 156
ohnisko, 146
stred, 150
vedlejsi osa, 150
vrcholy, 150
hyperbola, 150
asymptoty, 151
degenerovana, 157
délka hlavni poloosy, 151
délka vedlejsi poloosy, 151
délkova excentricita, 151
¢iselnd excentricita, 151
hlavni osa, 151
ohniska, 150
rovnoosa, 151
stred, 151
vedlejsi osa, 151
vrcholy, 151
obecna poloha, 161
parabola, 145, 152

degenerovand, 157
ohniska, 152 Y7

ridici primky, 152
vrchol, 152
posunutd, 154 D p Zirasocesta

V PLZNI

regularni, 160
singularni, 160
zékladni poloha, 154

kvadrika, 145, 186

degenerovana, 203
dvojdilny hyperboloid, 195
rotac¢ni, 191
elipsoid
kulova plocha, 190
trojosy, 192
hyperbolicky
paraboloid, 200
jednodilny hyperboloid, 145, 192
rotac¢ni, 190
kuzelova plocha
elipticka, 195
rotacni, 191
obecnd
v zakladn poloze, 191
paraboid
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rotacni, 190
paraboloid, 145
elipticky, 192
regularni, 203
rotacni, 190
regularni, 190
singularni, 190
v zékladni poloze, 186
singularni, 203
valcova plocha
elipticka, 195
hyperbolicka, 200
parabolicka, 200
rotacni, 191

L

linearni kombinace, 13

M
matice

ortogonalni, 163
moment

staticky, 101

N
nadrovina, 29
neprima imeérnost, 161

nerovnost
Schwarzova, 36
norma, 35
eukleidovska, 40
indukovand sk. souc¢inem, 35, 89

O
objem
rovnobéznosténu, 98, 107
obsah
trojihelnika, 99
obsah rovnobéznika, 96
odchylka (1hel)
dvou primek, 115
dvou rovin, 116
dvou vektoru, 36, 89
piimky a roviny, 119
ohnisko
elipsy, 146
hyperboly, 150
paraboly, 152
otoceni, 163
soustavy souradnic, 161

P
parametr, 52, 62
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parametrizace, 150
plocha
kulové, 190
rotac¢ni, 187
podprostor
afinni, 28
eukleidovsky, 37
primka, 29
mimobézné primky, 54
vzdalenost, 109
obecna rovnice primky, 59
odchylka dvou ptimek, 115
fidici pfimky paraboly, 152
parametricka rovnice, 52
rovnobézné primky, 54
riznobézné primky, 54
smérnice primky, 134, 135
smeérnicova rovnice, 135
smérovy uhel, 137
usekova rovnice, 135
vektorova rovnice, 52
prostor
afinni, 19
aritmeticky, 20
soustava parametr. rovnic, 30

vektorové zameéreni, 19 v -
aritmeticky eukleidovsky, 39 N 4

eukleidovsky, 15, 34, 37
unitarni, 35

ZAPADOCESKA
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rovina, 29
normélovy vektor roviny, 102
obecna rovnice roviny, 64
odchylka dvou rovin, 116
parametricka rovnice roviny, 62
smérové vektory roviny, 62
usekova rovnice roviny, 66
vektorova rovnice roviny, 62
vzajemnd poloha rovin
rovnobézné ruzné, 70
rovnobézné splyvajici, 70
ruznobézné, 70
rovnice
obecné rovnice primky, 59
primky
parametricka, 52
smeérnicova, 135
usekova, 135
vektorova, 52
roviny
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obecnd, 64
parametricka, 62
usekova, 66
vektorova, 62
rovnobéznostén, 98
objem, 98
rychlost
obvodova, 99
thlova, 99

S
soucin
skalarni, 35
eukleidovsky, 40, 89
smiSeny, 106
vektorovy, 93
soutradnice
bodu, 22

normaéalového vektoru roviny, 103

valcové, 187

vektoru, 13, 22
soustava souradnic

afinni, 22

kartézska, 38, 44
stred

elipsy, 150

hyperboly, 151
substituce
ortogonalni, 163

U

ulohy
afinni, 31
metrické, 31

A%

vektor
délka (velikost), 40, 89
geometricky, 13
jednotkovy, 36
kolinearni vektory, 94
komplanarni vektory, 107
linearné nezavislé vektory, 13, 54
linearné zavislé vektory, 13, 54
nulovy, 12
opacny, 12
ortogonalni vektory, 36
smérovy vektor primky, 52
souradnice vektoru, 13
statického momentu, 101
volny, 13

vektorovy prostor

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Rejstrik

aritmeticky, 12
vzdalenost

bodu od primky, 128
bodu od roviny, 126
dvou mnozin, 124
dvou primek, 132
dvou rovin, 132
primky a roviny, 132

Z
zobrazeni
posunuti, 13
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