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Uvodem
Text, ktery praveé ctete, vznikal jako systematicka priprava pfednések i cviceni a soucasné obsahuje fadu po-
znamek a postiehl souvisejicich s predmétem Teorie grafi pro magisterské i doktorské studium na technické
vysoké skole. Pii vybéru témat a pifpravé textu jsem vychazel z osnov predmétu, ze skript Uvod do Teorie
grafi Dalibora Froncka [F], z knihy Kapitoly z diskrétni matematiky od Jiftho Matouska a Jaroslava Ne-
Setfila [MN], z knihy Discrete Mathematics and Its Applications od K. Rosena [R], z knihy Introduction to
Graph Theory od Douglase B. Westa [W] a celé fady dalsich. Vyuzil jsem také fadu podnéth z internetu,
zejména z Eut-the-Kknot.ory, fikipedia.orp a Eolfram com.

Pokud mate pocit, Ze v textu je néjakd nesrovnalost, dejte mi védét. Je velmi pravdépodobné, Ze se
jednéd o chybu nebo preklep. Budu rad, kdyZ mne upozornite i na méné srozumitelné pasaze, abych je
v dalsich verzich textu mohl vylepsit.

O projektu MI21

Vznik textu byl podpofen v ramci projektu ,Matematika pro inzenyry 21. stoleti — inovace vyuky ma-
tematiky na technickych skolach v novych podminkach rychle se vyvijejici informacni a technické spolec-
nosti.“ Hlavni motivaci projektu bylo reakce na zmény vyznamu jednotlivych partii matematiky pfi feseni
praktickych problémi, zpisobenou zejména velkym pokrokem v matematickém modelovani, dramatickym
zlepSovanim software a rychlym zvySovanim vypocetnich kapacit modernich pocita¢i. Projekt byl feSen na
Vysoké gkole banské — Technické univerzité v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni v obdobi 2009-2012.

V ramci projektu vzniklo ¢tyficet novych vyukovych materidld z matematické analyzy, linearni algebry,
numerickych metod, metod optimalizace, diskrétni matematiky, teorie grafl, statistiky a nékolika odbor-
nych kurzti. VsSechny hotové vyukové materidly jsou volné k dispozici na webovych strankach projektu
http://mi121.vsb.cH4.

Jak ¢ist tento text

Text je psan pro ¢tenadfe s hlubsim zajmem o oblast diskrétni matematiky, ktery prosel nékterym ze za-
kladnich kurzii kombinatoriky. Nultd kapitola shrnuje zédkladni pojmy a symboly, které se objevi v dalsich
kapitolach. Doporucuji ¢tenaitim ji prolistovat a pri ¢teni pozdéjsich kapitol se piipadné vratit k prislusnému
tématu. Pfi studiu doporucuji nejprve dobie zvladnout prvni ¢tyti kapitoly textu, poradi dalsich kapitol uz
neni rozhodujici.

Na konci kazdé podkapitoly najdete ptiklady k procviceni probrané latky. Protoze neni smysluplné
vybudovat nejdiive celou teorii a teprve potom fesit priklady, tak néktera cviceni se odvolavaji na pojmy,
které budou zavedeny teprve v pozdéjsich kapitolach. Vérim, Ze neni problém nalistovat si pfislusnou definici
(na konci textu najdete rejstiik), a pak takové piiklady vytesit.

Posledni podkapitola vétsiny kapitol se vénuje tématim, kterd presahuji ramec kurzu a kterd nejsou
pro pochopeni latky nezbytna. Chtél jsem zvidavym ¢tenaiim nabidnout Sirsi pohled na probiranou latku
a zminit souvislosti s jinymi disciplinami matematiky i védnimi obory. Nékteré pojmy jsou zde zavedené
volnéji, ¢asto postavené jen na intuitivni predstaveé, piipadné s odkazem na jinou literaturu. Vérim, ze praveé
rozsifujici témata se budou libit tém, ktefi s matematikou pijdou dal, nez ke zkousce.

V textu kapitol a na konci podkapitol jsem zafadil mnoZstvi odkazti na internet. Prosim o shovi-
vavost, jestlize nékteré odkazy budou v dobé vaseho studia zastaralé. Pripominky posilejte na adresu
petr.kovar@vsb.cz.

Podékovani

Dékuji Michaelu Kubesovi za peclivé precteni velké ¢asti jedné z verzi tohoto textu. Odhalil mnoho chyb
a jeho promyslené navrhy prispély ke srozumitelnosti celého textu. Dékuji i Martiné Litschmannové za uzi-
teéné pripominky k organizaci textu a k jazykové strance. Dik patii i Jakubovi Zavadovi, ktery pomohl
opravit fadu preklepti v anglické verzi ¢asti textu.

K pouzitym symbolum
Priklady oznacené ,* Xixs
rozbor. Pro feseni piikladti oznacenych ,*** je tieba néjaky ndpad nebo vysledek z jiné oblasti matematiky.


cut-the-knot.org
wikipedia.org
wolfram.com
http://mi21.vsb.cz

Zdtraznéme ale, 7e hvézdicka neznamend nutné ,to nikdy nevy¥esim“. Naproti tomu piiklady oznacené ,*«

jsou tak lehké, Ze jejich feSeni je zpravidla mozné zpaméti a jen s uzitim zdkladnich pojmi.

Do textu jsem zafadil i nékolik piikladti oznacenych symbolem ,’“, které mne potrapily a jejichZ Feseni
nezndm. Mozna jsem se vzdal prili§ brzy. Nékteré se tykaji zndmych otevienych probléma teorie graft.
Véfim, ze prave feseni takovych problémi mtze byt vyzvou pro tiibeni talentt.

V Krmeliné 10. ledna 2021.
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Piehled pojmu a oznaceni

V Gvodni kapitole shrneme stru¢ny prehled pojmt, se kterymi budeme v textu pracovat a které spadaji
do jinych (pfedchozich) matematickych kurzi. Budeme se snaZit spiSe o piehlednost, nez o korektni vybudo-
véni teorie. Pro studenty, ktefi si budou chtit doplnit znalosti podrobnéji, uvedeme nékolik odkazi na konci
podkapitol.

0.1. Motivacni priklady

Nésleduje mald ochutnévka problému, které se nauc¢ime reSit uzitim nastroju teorie grafu.

Priklad 0.1. ,,Handshaking problem*

Méme skupinu n lidi (n > 2) z nichz nékteti si podali ruce. Ukazte, Ze ve skupiné jsou alespon dva lidé,
ktefi podali ruku stejnému poctu lidi ve skupiné.

Kazdy z n lidi mohl podat ruku nejvyse n — 1 krat a nejméné 0 krat. To je celkem n moznych rtznych
poctti. Nemitze vSak souCasné nastat, ze nékdo poda ruku vSem n — 1 ostatnim a nékdo jiny si nepoda
ruku s nikym. Proto méme nejvyse n — 1 riznych poc¢tl podani rukou mezi n lidmi. Podle Dirichletova
principu musi alespon dva lidé podat ruku stejnému poctu lidi ve skupiné. Jiné, kratsi fesSeni si ukazeme
v kapitole T2 v

Priiklad 0.2. Sedm mostia mésta Kralovce

Meéstem Krélovec (nyni Kaliningrad na tizemi Ruska) tece feka Pregola, ktera vytvari dva ostrovy. V 18. sto-
leti byly ostrovy spojeny s obéma biehy i navzajem celkem sedmi mosty. Otézka zni, zda je mozné vSechny
mosty prejit tak, aby ten, kdo se o to pokousi, vstoupil na kazdy most pouze jednou.

V [ kapitole ukazeme, ze graf, jehoz vrcholy reprezentuji oba ostrovy a brehy a jehoz hrany reprezentuji
mosty v dobové mapé Kralovee, neni mozno nakreslit jednim tahem, protoze graf neni Eulerovsky. ReSeni
ulohy proto neexistuje. v

Piiklad 0.3. Vanoéni pohledy

Devét kamaradt na Vanoce posilalo pohlednice. Kazdy poslal pohlednici tfem svym kamaradum. Ukazte,
ze neni mozné, aby kazdy dostal pohlednice praveé od téch tii kamaradi, kterym pohlednice sam poslal.
Budeme postupovat sporem. Predpokladejme, ze takovou vyménu pohlednic podle podminek zadani lze
uskutecnit. VSimneme si, Ze v tom piipadé si kazdd dvojice kamaradt bud Zddnou pohlednici nevyméni
nebo si navzajem vymeéni dvé pohlednice. Proto celkovy pocet pohlednic musi byt sudy (ndsobek dvou).
Soucasné kazdy z deviti kamarad napsal a poslal t¥i pohlednice, to je celkem 9 -3 = 27 pohlednic (lichy
pocet), coZ je spor. Proto neni mozné, aby kazdy dostal pohlednice pravé od téch tii kamaradi, kterym
pohlednice sam poslal. Jiné elegantni feSeni si ukazeme v kapitole [ v

Priklad 0.4. Ke tfem nové postavenym domum ma byt zavedena voda, elektfina a plyn. Pro pfehlednost
predpokladejme, Ze vSechny t¥i domy jsou postavené na jedné strané cesty a spolecnd piipojka pro plyn,
spole¢na pfipojka pro vodu a také pro elektiinu jsou na druhé strané cesty. Vedeni do kazdého domu povede
v zemi a podle novych piedpist se jednotliva vedeni (vykopy) nesmi sdilet, dokonce ani kfizit. Jak navrhnout
trasu vedeni tak, aby se jednotliva vedeni nekfizila? Pomiize, kdyz domy a pfipojky budou rozmistény jinak
po obou stranach cesty?

V kapitole @I ukazeme, Ze TeSeni neexistuje ani kdyz dovolime libovolné rozmisténi domti a spoleénych pii-
pojek. Vzdy musi existovat alespon jedno kiizeni. Zminime dokonce jedno zobecnéni uvedeného problému.
Pokud by domy a ptipojky byly postaveny na hypotetické planeté ve tvaru anuloidu (torus), tak by bylo
mozno podle pfedpisii piipojit dokonce ¢tyfi domy ke ¢tyfem rtznym piipojkam (napiiklad jesté ke kanali-
zaci), vétsi pocet domi nebo vétsi pocet piipojek pak opét bude mozné vybudovat jen pokud budou povoleny
spole¢né vykopy nebo jejich kiizeni. v

Loydova patnactka

Hlavolam Patnactka, nebo také Loydova patnactka, sestava z patnacti kamend umisténych do krabicky
pro 4 x 4 kameny, pficemz kameny muzeme posouvat na sousedni volnou pozici. Jeho autorstvi byva
pripisovano Americkému vynélezci a matematikovi Samu Loydovi. Nékteré prameny vSak ptavod hlavolamu
pripisuji postmistrovi Noyesi Palmeru Chapmanovi z Canastoty ve staté new York. Cilem hlavolamu je
presunout kameny z vychozi pozice do stavu, kdy jsou kameny sefazeny vzestupné po fadcich a volna pozice
je na poslednim misteé.
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Rizna rozmichani Loydovy patnéactky a pfipustné tahy muZeme popsat pomoci stavového grafu. Kazdé
rozmisténi kament do krabicky bude odpovidat nékteré z 16! permutaci Sestndctiprvkové mnoziny (véetné
volné pozice). Takovy graf bude mit 16! = 2,1 - 10'3 vrcholi. Kazdy piipustny tah reprezentujeme hranou,
ktera spojuje vychozi a koncovy stav kament daného tahu.

Priklad 0.5. Ukézeme, Ze z pozice, kdy jsou prohozené kameny s ¢isly 14 a 15 (Obrazek @) neni mozné
dostat posloupnosti legalnich taht uspoirddany hlavolam, ve kterém jsou c¢isla po fadcich od 1 do 157

D4 se ukézat, Ze stavovy graf popsany v piedchozim odstavci neni souvisly a Ze pocatecni a cilovy stav
hlavolamu se nachéazi v riznych komponentich stavového grafu. Je to proto, Ze kazdy tah spojuje dva
vrcholy, které odpovidaji permutacim se stejnou paritou. Proto cilovy stav je v komponenté, ktera obsahuje
pouze vrcholy se sudymi permutacemi kament a vychozi stav patii do komponenty s vrcholy os lichymi
permutacemi kamenti. Zadna posloupnost legélnich tahfi proto neexistuje. v

Obrazek 0.1.: Ilustrace Loydovy patndactky z roku 1914.

O rozboru hlavolamu z pohledu algebry je psédno také v textu [A].

Odkazy:

® phttps://cs.wikipedila.org/wikil/Patnactk

Dalsi motivaéni ulohy

Dalsi klasickou tlohou diskrétni matematiky je skladovaci problém. Jeho formulace je na strané [R3.
Nékteré hry je mozno modelovat grafem. Napiiklad hry na strané B4 nebo strané [Zd. Radu mecha-

nickych hlavolamui je mozno popsat stavovym grafem, ve kterém vrcholy odpovidaji riznym rozmichanim

hlavolamu a hrany spojuji dva stavy, které mizeme jednim tahem zménit z jednoho stavu do druhého.

O rozboru hlavolamu z pohledu algebry je psédno v textu [A].

0.2. Mnoziny a posloupnosti

V textu budeme ¢asto pracovat s mnoZinou pfirozenych ¢isel N = {1,2,3.4,...}. Zejména si vSimnéte, Ze
na rozdil od pfedmétu Diskrétni matematika nepovazujeme ¢islo 0 za pfirozené ¢islo.

Mnoziny
MnoZinou rozumime néjaky soubor objektt. Mnoziny obvykle znac¢ime velkymi pismeny A, B, M,V E.
Proky mnozin zna¢ime malymi pismeny a, b, z,u, v, e, ... Skutecnost, Ze prvek a do mnoziny M patii, zapi-

Seme a € M (fekneme, Ze a je prvek mnoziny M) a pokud prvek a do mnoziny M nepatii, fekneme, Ze a
neni prvek mnoziny M, a zapiSeme struéné a ¢ M. Prdzdnou mnoZinu znac¢ime symbolem ().

MnozZiny zadévame bud vyétem prvkd (naptiklad X = {a,b, ¢, d}) nebo popisem vlastnosti (naptiklad
M ={z:z €N, z > 5}. V nékterych pfipadech vyuZijeme zavedena oznaceni, napfiklad pfirozena ¢isla
N, celé ¢isla Z nebo realné ¢isla R. Poradi prvkd mnoziny, na rozdil od posloupnosti, nehraje roli, dokonce
ani pro mnozinu reprezentujici interval celych ¢isel (definici najdete déle v této kapitole). V mnoziné neni
,prvni“ nebo ,druhy* prvek, na poradi ma smysl se odvolat jen pro uréity zapis dané mnoziny.

Pfedpoklddame, ze v mnoziné se kazdy prvek vyskytuje nejvyse jedenkréat. Proto naptiklad {a,b,a,c} =
= {a,b,c} a je tedy rozumné predpokladat, Ze v seznamu se kazdy prvek vyskytuje jen jednou. V literatute
se objevuje pojem multimnoZina, ktery popisuje takové zobecnéni pojmu mnoziny, ve kterém je povoleno
opakovani prvki. V tomto textu opakované prvky v obyc¢ejné mnoziné ani v jejim zapise nepfipustime s vy-
jimkou struc¢ného zapisu posloupnosti uzitim trojtecky. Naptiklad seznam 1,2,...,n pro n = 2 obsahuje
¢islo 2 dvakrat a pro n = 1 je dokonce ¢islo 2 nadbyteéné! Budeme dodrZzovat timluvu, Ze v zapise pou-
zitim trojtecky uvedeme vzdy dva prvni ¢leny a po trojtecce posledni ¢len a piipadné zdvojeni ¢lentt nebo
prekroceni vyc¢tu do pripustnych hodnot nezahrneme.

2
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Mnozina A je podmnozZinou B, jestlize pro kazdé a € A je také a € B, coz zapisujeme jako A C B.
Jestlize chceme zduraznit, ze A je vlastni podmnozinou mnoziny B, tj. B obsahuje alespon jeden prvek,
ktery neni v mnoziné A, tak pouZijeme symbol A C B.

Interval celych cisel [a,b] zavedeme jako mnozinu {x € Z : a < x Ax < b}. Mohutnost (koneéné)
mnoziny M udavd pocet prvkt v M a znacime ji |M|. Mohutnost ma smysl zavést i pro nekoneéné (i
nespocetné) mnoziny, v tomto textu ale budeme pracovat s mohutnosti jen koneénych mnozin.

Posloupnosti

Posloupnost je sefazeny seznam libovolnych prvki néjaké pevné zvolené mnoziny A. Nekone¢nou posloupnost

muzeme formalné zavést jako funkci, ktera kazdému pfirozenému éislu pfifadi néjaky prvek z mnoziny A. Ko-

neénou n-prvkovou posloupnosti budeme rozumét funkci a : {1,2,...,n} — A a zapisujeme ji (a1, as, ..., a,)

nebo (a;)!,. Podobné i-ty ¢len (prvek) posloupnosti zna¢ime a; misto a(7). Indexy ¢lend posloupnosti jsou

obvykle ptirozend ¢isla, ktera zacinaji od 1. Nékdy je vhodné za index prvniho ¢lenu zvolit jiné celé cislo.
Posloupnosti mohou byt kone¢éné i nekoneéné. Nekonecnou posloupnost zapiSeme (aj,az,...) nebo

(a;)2,. Dokonce dovolime, aby defini¢ni obor funkce posloupnosti byla prdzdnd mnozina. Hovoiime pak

o prdzdné€ posloupnosti. Vsimnéte si, ze podle definice se prvky v posloupnosti mohou opakovat v libovolném

poc¢tu kopii. Proto i z prvkid koneéné mnoziny miizeme sestavit nekoneénou posloupnost. V tomto textu

budeme pracovat téméi vyhradné s koneénymi posloupnostmi. Posloupnost mtizeme zadat nékolika rtiznymi
zpusoby:

Vyctem prvkiu Je-li posloupnost zadana vyctem prvki, tak jednoduse vypiseme vSechny ¢leny posloupnosti
(a1,aq,...,a,). Napiiklad (2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29).

Vzorcem pro n-tij ¢len Zadame funkéni predpis, jak vypocitat a,, napiiklad a, = n? +n + 41 pro n =
=0,1,...,39.

Rekurentné Je-li posloupnost dand rekurentné, znamend to, Ze zaddme dostateény pocet prvnich ¢lent
a vztah, jak vypocitat dalsi ¢len z nékolika pfedchozich ¢lend. Napiiklad zaddame dva prvni ¢leny
a1 =1, ag = 1 a rekurentni pfedpis a,412 = ant1 + a, pro n € N a dostaneme znamou Fibonacciho
posloupnost.

Prvky &iselné posloupnosti miizeme s¢itat. Pokud budeme séitat vSechny €leny posloupnosti (a;)P,
miizeme soulet zapsat pomoci sumacniho znaménka . jako

Podobné muzeme zapsat soucet jen nékterych c¢lenti posloupnosti, naptiklad 2?21 a9; nebo dokonce soucet
nekonecné posloupnosti Y o a;. Nékdy je Sikovné seéist jen vybrané ¢leny dané posloupnosti. S vyhodou
muzeme vyuzit indexovou mnozinu, tj. mnozinu indext vybranych c¢lend. Napiiklad

Z i2 =922 4424 72
1€{2,4,7}

P1i popisu indexové mnoziny se mohou vyuzit i jiné zapisy, pokud jsou obecné srozumitelné. Naptiklad

Z i=1424+3+4+6+7+8+9+10.

1<i<10
i#£5
Podobné jako se souc¢tem miizeme pracovat se souc¢inem prvkt posloupnosti. Zatimco pro oznaceni souctu
pouzivdme >, podle feckého pismene ¥ jako ,suma‘, tak pro oznadeni soucinu ¢lentt posloupnosti se pouziva
I ] podle feckého pismene IT jako ,produkt“. Soucin vSech ¢lenti posloupnosti (a;) ;, miizeme zapsat struéné

n
[
=1

Samoziejmé muzeme pracovat s indexovou mnozinou pro souciny podobné jako pro sumy. Pokud je posloup-
nost hodnot, pres kterou se ma séitat, prazdna, tak prdzdnou sumu klademe rovnu 0. Podobné soucin prvka
prazdné posloupnosti klademe roven 1 (nikoliv nula!), napiiklad

2
Y i=0, IIi=1
1=3

24<i<29
i prvoéislo
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Operace s mnozZinami

S mnozinami muzeme provadét razné operace. Oproti operacim s €isly jsou moznosti rozmanitéjsi. Operaci
(obvykle bindrni) na mnoziné A rozumime proces, ktery nékolika mnozindm (obvykle dvéma) pfifadi néjakou
dalsi mnozinu. Forméalni definici operace zminime pozdéji.

Pfi popisu operaci byva uzitecné zavést pojem univerza. Univerzem U rozumime takovou obecnou mno-
Zinu, ktera obsahuje vSechny prvky, se kterymi budeme pracovat. Kazda mnozina A pak bude podmnozinou
U. V analyze byva univerzem R, pfipadné C, v aritmetice N. V teorii grafii mizZe, v zavislosti na feSeném
problému, takovym univerzem byt napriklad mnozina ,vSech vrcholt“ grafu. Vsimnéte si, ze hrany pak
nebudou do zvoleného univerza patfit.

Nejjednodussi operaci je doplnék mnoziny na univerzu U. Jestlize mame mnozinu A v univerzu U, tak
jeji doplnék je mnozina, kterd obsahuje pravé vsechny prvky univerza U, které nejsou v mnoziné A. Doplnék
mnoziny zna¢ime A, pifpadné Ay, pokud chceme zdtiraznit mnozinu univerza, a formalné definujeme Ay =
={a € U:a¢ A}. Neformalné miZeme doplnék popsat pomoci Vennova diagramu na Obrazku 21 Vice
o Vennovych diagramech je psano na strané 0.

Otazky:

e Mize platit E = A?
e Miuze platit A C A?

U

Obréazek 0.2.: Doplnék mnoZiny A na univerzu U, pranik mnozin AN B a sjednoceni mnozin AU B
jsou vyznaceny cervene.

Rizngch bindrnich operaci existuje mnoho (kolik?). Prinik dvou mnozin A, B zna¢ime AN B a jedna se
o mnozinu prvki, které jsou v obou mnozinach sou¢asné. Formalné definujeme ANB = {z : 2 € ANz € B}.
Sjednoceni dvou mnozin A, B znad¢ime AUB a jedné se o mnozinu prvki, které jsou v alesponl jedné z mnozin.
Formalné definujeme AU B = {z : x € AV z € B}. Neformalni popis priniku a sjednocen{ mnozin A a B
pomoci Vennova diagramu je na Obrazku 2

Pro doplnék, prinik a sjednoceni dvou mnozin A a B plati De Morganova pravidla

ANB=AUB AUB=ANB.

€ ©O

Obrazek 0.3.: Rozdil mnozin A\ B a symetrickd diference mnozin A A B jsou vyznacéeny cervené.
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Rozdil mnozin znaéime A\ B (v tomto pofadi). Jedné se o mnozinu prvkd z mnoziny A, které nejsou
v mnoziné B. Formalné definujeme A\ B = {z : © € ANz ¢ B}. Symetrickd diference mnozin A a B
se zna¢i A A B nebo A © B. Nékdy také AAB ¢ A+ B. V tomto textu budeme pouZivat oznaceni
A A B. Jedna se o prvky, které jsou obsazeny v pravé jedné ze dvou mnozin A a B, formalné A A B =
={z:(xe€ ANz ¢ B)V(x ¢ ANz € B)}. Symetrickou diferenci mizeme nadefinovat také jako
AANAB=(A\B)U(B\ A) nebo AA B = (AN B)aup. Rozdil a symetrickd diference mnozin znazornéné
Vennovym diagramem jsou na Obrazku I3

Podobné, jako jsme na strané B zavedli sumac¢ni symbol pro soucet prvku posloupnosti, mizeme zavést
symbol pro prunik a sjednoceni posloupnosti mnozin Ay, Ao, ..., A,.

ﬂA,:AmAm...mAn, UAi:AIUAQU...uAn.

i=1 i=1

Analogicky zavedeme i prinik a sjednoceni posloupnosti mnozin pfes indexovou mnozinu J = {j1, j2,...,Jk },
kde {j1, 2.k} C{1,2,...,n}.

(4i=4,n4;,n...n4;, |J4=4;,U4;,U...u4;.
jeJ jeJ

Uvédomme si, ze prinik posloupnosti mnozin a sjednoceni posloupnosti mnozin miizeme takto zavést, protoze
operace prunik a sjednoceni mnozin je podle definice asociativni. Prunik a sjednoceni pres indexovou mnozinu
navic vyzaduje, aby pFislusné operace byly komutativni, coz plati (Cviceni I2Z2).

Symboltim U, N, \, A i dalsim podobnym fikdme bindarni operdtory.

Otazky:

e Je operace rozdil mnozin pro nékteré dvé mnoziny komutativni?
e Je operace rozdil mnozin pro nékteré tii mnoziny asociativni?
e Je operace symetrické diference mnozin pro nékteré dvé mnoziny asociativni?

Dalsi operace s mnozinami
Zavedeme dalsi uzitecné operace — kartézsky soucin a kartézskou mocninu mnozin. Méjme dvé mnoziny A
a B. Jejich kartézsky soucin bude mnoZina usporadanych dvojic prvkt z A a B, kterou oznacime A x B.
Definujeme

Ax B={(a,b):a€ ANb€E B}.

Pro koneéné mnoziny se da snadno ukazat, ze plati |A x B| = |A|-|B|. Grafické znazornéni je na Obrazku 01
Vsimnéte si, Ze obecné neplati A C A x B ani A € A x B.

Az |l (z,0) (2,0) (z,0) (2,d) |AxB
Y| wa) (w0) (y,0) (y,d)
z|| (za) (2,b) (2,0 (2,d)

(a ®» ¢ d )B

Obrazek 0.4.: Zndzornéni kartézského soudinu mnozin A x B = {x,y,z} x {a,b,c,d}.

Kartézsky soucin mnozin obecné neni komutativni operace. Komutativita je splnéna pouze v trivialnich
pfipadech, kdy A = B nebo kdyZ alespoii jedna z mnozin je prazdna. Kartézsky sou¢in miZeme zobecnit
i pro souc¢in vice mnozin. Definujeme a znac¢ime n-arni kartézsky soucin mnozin Ay, Ao, ..., A, jako

Ay x Ag x ... x Ay = {(a1,a2,...,an) 1 a; € A; proi =1,2,...,n},

pricemz unarni kartézsky soucin A; klademe roven A;. V nékteré literatufe najdeme rekurzivni definici n-
arniho soudinu, kterad vyuziva konstrukci A™ = A"~ ! x A. Striktné vzato bez néjaké dalsi tmluvy nejsou tyto
definice ekvivalentni a obecné by takto zavedend operace nebyla asociativni, protoze napiiklad pro A = {a}
bychom méli

Ax (Ax A) = {(a (a,a)} # {((a,a),a)} = (A x 4) x A,

5
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Zavedeme proto imluvu, ze prvky kartézského soucinu n mnozin pro libovolné uzavorkovani budou uspo-
rfadané n-tice sestavené po fadé z prvkd mnozin soufinu. Nyni snadno zavedeme také n-tou kartézskou
mocniny, mnoziny A jako

A" =A X AX...x A,

n krat
pficem# definujeme A! = A a A° = {0}.
Otazky:
Co je vysledkem kartézského soucdinu A x ()?
Co je vysledkem kartézské mocniny (??
Co je vysledkem kartézské mocniny (°?
Plati obecné A C (A x A)?
Plati vzdy AN (A x B) = 07

Jestlize mnozina S obsahuje jako prvky jen mnoziny, rikdme, Ze S je systém mnozin. Je to nejen
prehlednéjsi, ale i srozumitelnéjsi nez ,mnozina mnozin“. Ke kazdé mnoziné A umime sestrojit systém
mnozin, ktery obsahuje viechny jeji podmnoziny. Tento systém znac¢ime 24 a nazyvame jej potencéni mnozina
nebo potencni systém mnoziny A, protoze obsahuje vSechny potencidlni podmnoziny mnoziny A. Snadno se
ukéze (naptiklad indukci), e mohutnost potenéni mnoziny 24 mnoziny A je |24| = 24l (Cviceni ZTM).
Nyni snadno nahlédneme, odkud pochazi i ponékud zvlastni oznaceni potenéni mnoziny.

Otazky:
Jaky je rozdil mezi () a {0}?
Jak vypada potenéni mnozina prazdné mnoziny?

Jakd mnozina ma prazdnou potencéni mnozinu?
Plati A € 24 nebo A C 247

Cviceni
0.2.1.9 Ukazte, e pro libovolné univerzum U a libovolnou mnoZinu A € U platz’j = A.
0.2.2.% Ukazte, Ze operace prinik mnoZin a sjednoceni mnozin je komutationd a asociativni.
0.2.3.9 Ukaszte, e operace rozdil mnozin neni komutativni ani asociativond.
0.2.4. Ukazte, Ze operace symetrickd diference mnoZin je asociativni.
0.2.5. Nadefinujeme symetrickou diferenci pres indexovou mnoZinu J, piicemz |J| > 2, ndsledujicim zpi-
sobem: NjegAj = (((Aj DAL NAL) AN oA A, kde J = {41, 2, ..., k). UkaZte, Ze plati
NjejAj ={x € UjcsA; {4, : v € A} je liché ¢islo},
neboli symetrickd diference posloupnosti mnozin obsahuje pouze ty proky, které se vyskytuji v lichém poctu
mnozin daného systému mnozin.
0.2.6.*% Najdéte viechny takové mnoziny A, pro které plati A C powersetA.
0.2.7. Kolik existuje takoviych trojic mnozin A, B, C, aby platilo AC B C C?
0.2.8. Najdéte obecny vztah pro soucet a) prunich n lichych ¢isel, b) pronich n sudych kladnych cisel.
0.2.9. Vypocitejte soucet > (—1)%.

0.2.10. Pro kazdé prirozené cislo n najdéte nejuétsi systém S podmnozin néjaké n-prvkové mnoziny tak,

aby VA, B € S platilo AN B # ().

0.2.11. Ukazte, e potenéni mnozina libovolné konecné mnoziny A md 24 proki.

0.3. Relace
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Pokud dvé véci spolu souvisi, tak v bézné fe¢i nékdy ifkame, Ze jsou v relacil. Tuto vlastnost budeme nyni
formalizovat pro matematické objekty.

Zakladni vlastnosti relaci

Relace mezi mnoZinami A a B je néjaka (libovolnd) podmnozina R kartézského sou¢inu A x B. Soudin
A x B obsahuje vSechny usporadané dvojice prvki z A x B, relace R obecné obsahuje jen nékteré z nich — ty
dvojice prvki, které jsou v relaci. Vlastnost, Ze dva prvky a € A, b € B jsou v relaci zapisujeme zkracené
aRb misto (a,b) € R. Jestlize dvojice prvkii neni v relaci, piSeme a Rb misto (a,b) ¢ R. Prvek a se nazyva
predchidce prvku b a naopak prvek b se nazyva ndsledovnik prvku a.

Rada relaci ma své ustélend oznaceni, kterému fikame relacni symbol. Napiiklad relace rovnosti znacime
=, relace mensi <, relace mensi nebo rovno < nebo relace ekvivalence ~. V takovém pripadé je znaceni
a < b (rozumé&j aRb) mnohem prehlednéjsi, nez ,(a,b) <.

Specidlni a velmi dilezity pfipad je (bindrni) relace na mnoziné A. Jednd se o libovolnou podmnozinu
druhé kartézské mocniny A2. Relaci R na mnoziné A miizeme prehledné znazornit nékolika zptisoby. Jednim
je algebraicky zapis pomoci ¢tvercové matice M = (m;;) Fadu |A|. Kazdému prvku mnoziny A pfiradime
néjaky (jiny) rddek a sloupec. Jestlize plati iRj (prvky ¢ a j jsou v relaci R), tak polozime m;; = 1.
V opaéném piipadé definujeme m;; = 0. Naptiklad relaci R = {(1,3),(2,2),(2,3), (4,1), (4,4)} na mnoziné
A = [1,4] mizeme zndzornit pomoci nasledujici matice M.

-0 oo
OO = O
—_ O = =
-0 oo

Uvedeme i dva grafické zpusoby znazornéni relace. Podle toho, zda jsou prvky ¢ a j v relaci budeme
vybarvovat jednotkova policka ve ¢tvercovém schématu o rozmeéru |A| x | A| policek (pocitame jako v prvnim
kvadrantu soufadné soustavy). Pfiklad znézornéni relace R na mnoZiné A je na Obrézku ORIl vlevo. Zcela
odligné grafické znézornéni pomoci Sipek je na Obrézku X1 vpravo. KaZzdému prvku mnoziny A pfifadime
bod v roviné a dva body z, y spojime Sipkou sméfujici z z do y pravé tehdy, kdyz xRy.

3 C»
) 2 §

—0

1 2 3 4
Obrazek 0.5.: Dvé riznd grafickd zndzornéni téZe relace R na mnoZiné [1,4].

Pro piehledné znazornéni relace mezi dvéma riznymi mnozinami mutzeme pouzit obdélnikové matice
nebo obdélnikové grafickd schémata. Na Obrizku 0T vlevo je relace S = {(y,a), (v, ¢), (y,d), (z,a),(z,d)}
mezi mnozinami A = {z,y,2} a B = {a,b,c,d} zapsand v matici N a graficky zpisob znizornéni relace S
pomoci Sipek je na Obrazku OG vpravo.

=
Il
== O
o O O
o = O
=)

Obréazek 0.6.: Zndzornéni relace S mezi mnozinami A = {x,y,z} a B = {a,b,c,d}.

1 Relaci méame na mysli vzajemny vztah, nikoliv rozhlasové nebo jiné vysilani.
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Specialni typy relaci

Relaci na konecné mnoziné existuje sice kone¢né mnoho, ale i pro malé mnoziny mutze pocet riznych relaci byt
velky. Napiiklad na desetiprvkové mnoziné miizeme sestavit 2190 = 1, 3-103° rfizngch relaci. Pro zajimavost
srovnejme podcet riiznych relaci na patnactiprvkové mnoziné 2225 = 5.4 - 1057 a odhadovany pocet atomii
ve Slunecni soustavé 1,2 -10%7. Jak by asi vypadal seznam vsech takovych relaci? Protoze obvykle neni
mozno zkoumat vSechny relace na dané (byt pomérné malé) konecné mnozing, zaméiime se jen na relace,
které maji pékné vlastnosti a prakticky vyznam. Takové ,pékné“ vlastnosti maji své nazvy. Rekneme, Ze
(binarni) relace na mnoziné A je

reflexivni jestlize Vo € A plati (z,z) € R,

ireflexivnd jestlize Va € A plati (z,z) ¢ R,

symetrickd jestlize Vx,y € A plati (x,y) € R< (y,z) € R,
antisymetrickd jestlize Vx,y € A plati (z,vy), (y,z) € R=z =y,
asymetrickad jestlize Va,y € A plati (x,y) € R= (y,z) ¢ R,

tranzitioni jestlize Vx,y, z € A plati (z,v), (y,2) € R= (z,2) € R,
linedrni (nebo také upind) jestlize Va,y € A plati (z,y) € RV (y,x) € R.

Uvedeme nékolik prikladi. Relace rovnosti = je reflexivni, tranzitivni, symetrickd i antisymetricka.
Relace mensi < je tranzitivni, antisymetrickd a je ireflexivni na rozdil od relace <, kterd je tranzitivni,
antisymetrickd a reflexivni. Relace ,,dorozumét se“ je obvykle symetricka, nemusi vSak byt tranzitivni.

Méjme celé ¢isla a, b. Rekneme, 7e a déli b a piSeme a | b, jestlize existuje takové celé &islo k, ze b = ka.
V opa¢ném piipadé fekneme, Ze a nedéli b a piSeme a {1 b. Snadno se presvédéime, ze relace délitelnosti | je
reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni na né&jaké (kone¢né i nekoneéné) mnoziné ptirozenych cisel. Relace
délitelnosti | na mnoZiné pfirozenych ¢isel N je reflexivni, tranzitivni a antisymetrickd, neni v8ak Gplna ani
symetrickd. Stejné vlastnosti m4 i délitelnosti | na mnoziné pfirozenych éisel véetné nuly (NU{0}). Zejména
si vSimnéte, ze je reflexivni. AvSak relace délitelnosti na mnoziné vsech celych ¢isel Z neni antisymetricka.

Neni obtizné spocitat, kolik existuje raznych symetrickych relaci, antisymetrickych relaci, asymetrickych
relaci na dané n-prvkové mnoziné A (Cvifeni OIZ31). Je zndm pocet relaci na A, které jsou soucasné
symetrické a tranzitivni, které jsou soucasné reflexivni, symetrické a tranzitivni (relace ekvivalence) nebo
které jsou soucasné linearni, antisymetrické a tranzitivni. Na druhou stranu urceni poc¢tu vSech tranzitivnich
relaci (bez dalstho omezeni) na mnoziné A, je stéle otevieny problém.

Usporadani a ekvivalence

Mezi vSemi relacemi maji vyznamné postaveni dvé: relace ¢astecného usporadani a relace ekvivalence. Relace
castecného usporadani na mnoziné A je kazd4 binarni relace, kterd je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.
Céstecné usporadani se znac¢i symbolem =, protoZe se miize jednat i o jiné usporadani, nez je klasicka relace
uspotraddani < ¢isel podle velikosti. Nazvem ,,éasteéné“ chceme zdtiraznit, ze se nemusi jednat o tiplnou relaci
na mnoziné A, tj. ne kazda dvojice prvkt musi byt v relaci xRy nebo yRx. Takové dva prvky se nazyvaji
neporovnatelné. Napiiklad relace ,byti podmnoZinou“ (relace inkluze C) je relace ¢asteéného usporadéani
na néjaké mnoziné. Uz na dvouprvkové mnoziné {z,y} najdeme dvé neporovnatelné podmnoziny {z} a {y}.
Je-li naopak relace < linearni, tak fikdme, Ze relace je linedrni uspordddni (Obrézek OO vlevo). Ptikladem
linedarniho usporadéani je obycejné usporadani celych, racionalnich nebo redlnych ¢isel podle velikosti nebo
tfeba abecedni (lexikografické) uspofadéni slov ve slovniku (Cviceni I34).

Takova podmnozina B mnoziny A s uspofaddnim =, ve které jsou kazdé dva prvky porovnatelné, se
nazyva fetézec (anglicky ,chain“). Naopak, kazd4 podmnozina C' mnoZiny A, ve které jsou kazdé dva prvky
neporovnatelné, se nazyva uplné neusporddand mnozina nebo antifetézec (z anglického jantichain®).

Relaci ¢aste¢ného usporaddani na konecné mnoziné mizeme piehledné znézornit pomoci hasseovského
diagramu. Prvky mnoziny A zakreslime jako body v roviné. Déle dodrzime nasledujici dvé pravidla

(i) Je-li z < y, tak bod x zakreslime niZ nez bod y.

(ii) Dva body spojime hranou, jestlize < y a neexistuje zadné t € A takové, aby x <t a soucasné ¢t =< y.
Rikame, Ze y je bezprostiedni ndsledovnik prvku z. Vsimnéte si, Ze vzdjemnd urovei kazdych dvou prvki
v relaci je urena jednoznacné, protoze relace = je antisymetrickd. Navic vsechny dalsi spojnice vyplyvaji
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Obréazek 0.7.: Linedrni uspoidddni relace mensi nebo rovno < na mnoziné [1,6] a édstecné uspordddni
relace délitelnosti | na mnoziné [1,12].

Obrézek 0.8.: Relace podmnoZiny C na systému podmnozin mnoZziny {a,b, c}.

z tranzitivity relace, proto je do diagramu nemusime zakreslovat. Tyto spojnice ,navic* by cely diagram jen
znepiehlednily (viz strana E3).

Relace délitelnosti | na néjaké mnoziné ptirozenych ¢isel je péknym piikladem relace ¢dsteéného uspo-
fadani, které obecné nend linedrni (Obrazek A vpravo). Dalsim béznym piikladem nelinedrni relace uspo-
fadani je relace inkluze C na potenéni mnoziné néjaké n-prvkové mnoziny (Obrazek O, Cviceni EZI).

Otazky:

e Jaky je rozdil mezi délitelnosti ¢isel a, b a délenim ¢isel a, b7
e Vysvétlete, kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva: a) nula déli kazdé ¢islo, b) kazdé ¢islo déli
nulu, ¢) nulou muzeme délit kazdé ¢islo, d) nulu muzeme délit kazdym ¢islem.

V matematice, na rozdil od bézné feci, rozlisujeme pojmy nejvétsi a maximalni. Tyto pojmy jsou
(nékdy explicitng, jindy nepfimo) spjaty s néjakou relaci ¢aste¢ného uspofadani. Mnozina s usporadanim =<
se nazyva poset z anglického partially ordered set. M&jme né&jaky poset (A, X). Prvek m € A se nazjva

1) nejuétsi, jestlize pro kazdy prvek x € A plati x < m,

2) nejmenst, jestlize pro kazdy prvek x € A plati m =< z,

3) mazimdlnt, jestlize pro kazdy prvek = € A plati implikace m < x = = = m,
4) minimdlnt, jestlize pro kazdy prvek a € A plati implikace © < m = z = m.

Jingmi slovy, aby prvek m posetu (A, <) byl maximélni, nesmi existovat jiny prvek x (x # m), ktery by byl
,hasledovnikem prvku m®, tedy v relaci ,napravo od m“ m =< x. Z uvedené definice snadno odvodime, Ze
kazdy nejvétsi prvek je zaroven maximéalni. Opacné tvrzeni platit nemusi. Podobné je tomu s nejmensimi
a minimalnimi prvky posetu. Minimalni prvek posetu (A, <) neni nésledovnikem zadného jiného prvku
a prvek je nejmensi, jestlize kazdy prvek v posetu (4, <) je jeho nésledovnikem. Naptiklad poset ([1,12],])
na Obrazku O vpravo mé Sest maximalnich prvkd a nemé nejvétsi prvek. Naproti tomu nejmensim
a zaroven minimalnim prvkem je 1. Vyznam rozdilu obou pojmut bude patrny zejména v kapitole &

Piiklady nekone¢ného posetu bez maximdlniho prvku jsou (N, <), (N,|) a ({0,1), <). VSechny t¥i uve-
dené posety maji nejmensi prvek (jaky?) Naproti tomu poset (Z, <) nemé zadny nejmensi, nejvétsi ani
maximalni a minimalni prvek. Vsimnéte si, Ze poset (N U {0}, |) md nejvétsi prvek, jaky?

Otazky:

e Prvky fetézce usporadané mnoziny jsou podle definice hasseovského diagramu zakresleny v rdznych
hladinach. Je hladina kazdého prvku urcena jednoznac¢né?

e Jaké jsou maximalni a minimélni prvky posetu ([1,12],]) na Obrazku ICA vpravo?

e Jaky prvek bychom mohli do mnoziny A = [1,12] posetu (A4,|) ptidat, aby poset (A U {m},|) mél
nejvetsi prvek? Jaké by v tom ptipadé byly maximalni prvky?
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V celém textu budeme ¢asto rozdélovat néjaké mnoziny na disjunktni ¢asti. Rozklad mnoziny A je
takovy systém S neprazdnych podmnozin mnozZiny A, které jsou po dvou navzajem disjunktni a jejichz
sjednoceni je mnozina S. Formalné je rozklad mnoZiny A systém podmnozin A; C A (kdei € I a I je néjaka
indexovd mnozina), pro ktery plati

(i) A; # 0 pro kazdé i € I,

(i) A;NA; =0 prokazdéi,j € 1,i# j,

(iii) U;er Ai = A
Kazd4d mnozina A; se nazyva trida rozkladu mnoZziny A. Vsimnéte si, Ze definice zformulovand pomoci
indexové mnoziny zahrne i rozklad na nekone¢né mnoho ttid rozkladu, zatimco kdybychom fekli, ze rozklad
je tvofen tiidami Aj, As,..., Ak, tak t¥id bude pravé k, tedy koneéné mnoho. Samoziejmé tiidy rozkladu
A; mohou byt libovolné neprazdné konecné i nekoneéné mnoziny. Rozklad mnoziny na koneéné mnoho
podmnozin muzeme znazornit podobné jako na Obrazku ICW, jednotlivé tF¥idy mohou byt konecné i nekonec¢né
podmnoziny A. Rozklad na nekoneéné mnoho t¥id rozkladu lze zndzornit jen schématicky.

Obrazek 0.9.: Rozklad mnoZiny A na pét trid Ay, As, Az, Ayg, As.

Otazky:

e Najdete ptiklad rozkladu, ktery ma konecné mnoho nekonec¢nych trid rozkladu?
e Najdete priklad rozkladu, ktery ma nekonecné mnoho konec¢nych trid rozkladu?
e Najdete priklad rozkladu, ktery ma nekonecné mnoho nekonecénych t¥id rozkladu?

Dalsi vyznamnou relaci je relace ekvivalence. KaZzdou bindrni relaci na mnoziné A, kterd je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni nazveme relace ekvivalence. Relace ekvivalence se znac¢i podle kontextu riznymi
symboly, zpravidla =, =, ~, =, ~, = a podobné. V nésledujicich odstavcich budeme pouzivat symbol ~.

Kazdou relaci ekvivalence mtizeme znazornit, stejné jako kazdou relaci, matici nebo pomoci Sipek.
Vsimnéte si, ze znazornéni pomoci hasseovského diagramu obecné nemizeme pouzit (proé?). Nejpiehlednéjsi
je znézornéni pomoci rozkladu mnoZiny A na tzv. tfidy ekvivalence. Dalsi véta ukaZe, Ze mezi relacemi
ekvivalence na dané mnoziné a rozklady této mnoziny je izka souvislost. TFida ekvivalence pfislusnd prvku
x € A v relaci ~ je mnozina vSech takovych prvka A, které jsou s x v relaci ~. Znacime ji [z]~, pfipadné
[x], pokud je z kontextu zfejmé, s jakou relaci ekvivalence pracujeme.

Véta 0.1. Je-li >~ ekvivalence na mnoziné A, tak vSechny rizné tridy ekvivalence ~ tvori rozklad mno-
ziny A. Naopak, je-li Ay, Ao, ..., A rozklad mnozZiny A, tak existuje takovd relace ekvivalence >~ na mno-
zine A, Ze Ay, Ao, ..., Ay jsou tridy ekvivalence ~.

Diikaz. Jedna se o dvé implikace, dokédzeme prvni z nich. Druhd je ponechéna jako Cvic¢eni I3X1

M¢éjme relaci ekvivalence ~ na dané mnoziné A. Pro kazdy prvek x € A bude pfislusna tfida rozkladu
[x] neprézdné, protoZze z reflexivity je x ~ =z, a proto z jisté patii do [z]. ProtoZe do kazdé t¥idy [z]
zafazujeme pouze prvky A, jisté plati Uyca[z] C A. Dale, protoze kazdy prvek = € A patii do tfidy [z],
plati A C Uzea[z] a celkem dostaneme Uy 4[z] = A.

Zbyva ovefit, zda jsou disjunktni rizné tiidy rozkladu. Postupujeme nepiimo a ukdzeme, Ze je-li [x] N
[y] # 0, tak [z] = [y]. Je-li z € [z], tak podle definice [z] plati z ~ x. Protoze [z] N [y] # 0, tak existuje
w € [xz] N [y] a x definice t¥id [z], [y] je proto w ~ x a w ~ y. Déle ze symetrie relace ~ dostaneme = ~ w.
Vime, Ze z ~ x,  ~ w a w ~ y, a z tranzitivity relace ~ pak plyne z ~ y. To ale znamen, zZe z € [y] a plati
[] C [y]. Opacna inkluze se dokdze analogicky zdménou symbolt = a y. O

Vidime, Ze oba pojmy, rozklad mnoziny A a relace ekvivalence na mnoziné A, jsou jen dva rizné pohledy
na stejnou véc. Podle dikazu Véty OO miZzeme k libovolnému rozkladu S (jistému systému podmnoZin)
mnoziny A sestavit relaci ekvivalence tak, Ze t¥idy rozkladu prislusné této ekvivalenci budou pravé t¥idy
puvodniho rozkladu. A také naopak, méame-li relaci ekvivalence ~ na mnoziné A, udélame rozklad mnoziny

10
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A ) [w]

[v] [2]

Obrézek 0.10.: TFidy relace ekvivalence na mnoziné A.

A pfislusny relaci ~ a sestrojime relaci ekvivalence postupem podle ditkazu pifedchozi véty, dostaneme praveé
relaci ekvivalence ~ (Obréazek O1).
Otazky:

e Je mozno (a jak) zndzornit nékteré relace ekvivalence pomoci hasseovského diagramu?

e Jaky je rozdil mezi relacnim symbolem a bindrnim operatorem?

e Je symbol a) ,mnozinové €“, b) ,mnozinové C*, «¢) ,mnozinové =, d) ,mnoZinovy soucin x“
binarni operator?

Odkazy:

.Chapman.edu/ jipsen/Iilinitestructures

® http://en.wikipedia.org/wiki/kquivalence_relation

Cviceni
0.3.1. Mame poset P = (A, =) dany hasseovskym diagramem na Obrdzku @I a) Popiste prislusnou relaci
= na mnoziné A pomoci usporadanych dvojic. b) Najdéte nejuétsi a nejmensi proky (pokud existuji). c)

v

Najdéte nejdelsi tetézec B v posetu (A, =). d) Najdéte nejuétsi antitetézec C v posetu (A, <X).
e

a
Obrdzek 0.11.: Poset P = (A, =X).

0.3.2.  Ukazte, Ze relace R ma mnoziné A je tranzitivni prdvé tehdy, kdyz plati Ro R C R, kde ,0“ znaci
skldddni relact.

0.3.3. Dokazte, zZe je-li A reflexivni relace, tak plati Ao A = A pravé tehdy, kdyz A je tranzitivni relace.
0.3.4. Sestavte definici lexikografického usporaddni slov.

0.3.5.  Mdme mnozinu A s n prvky. Kolik existuje relaci na mnoziné A, které€ jsou a) reflexivni, b) syme-
trické, c) antisymetrické, d) asymetrické, e) symetrické i antisymetrické soucasné, f) vSech?

0.3.6. Rekneme, Ze dvé cisla x,y € R jsou v relaci x, jestlize 3k € N : ¥ = y*. Ukaste, Ze * je relace
ekvivalence na mnoziné R.

0.3.7. Najdéte priklad relace na mnoziné A, ktera je symetrickd, tranzitivni, ale nent reflexivni.

0.3.8. Dokazte zbyvajici implikaci Vety Je-li Ay, As, ..., A rozklad mnoZiny A, tok existuje takovd
relace ekvivalence ~ na mnozine A, zZe Ay, As, ..., Ay jsou tridy ekvivalence ~.

0.4. Zobrazeni a operace

Zobrazeni a operace miizeme chapat jako specialni ptfipady relaci mezi mnozinami.

Zobrazeni
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Zobrazen{ budeme chapat jako pravidlo, které kazdému prvku mnoZiny A (mnoZina vzord) ptifazuje prave
jeden prvek z mnoziny B (mnoZina obrazd). VSimnéte si, Ze toto ,pfifazeni je vztahem mezi dvojicemi
prvki, kdy jeden prvek je z mnoZiny A a druhy prvek je z mnoziny B. Proto formélné definujeme zobrazeni
mnoziny A do mnoziny B jako relaci mezi mnoZinami A a B, ve které je kazdy prvek mnoziny A v relaci
s pravé jednim prvkem mnoziny B. Podle uvedené definice ne kazdy prvek mnoziny obrazi B je nutné
v relaci (nésledovnikem) néjakého prvku mnoziny A. MnoZina vzort A je soudasné definicnim oborem D(f)
zobrazeni f a obor hodnot zobrazeni f je takova podmnozina H (f) mnoZiny B, jeZ obsahuje vSechny prvky B,
které jsou v relaci (ndsledovnikem) s néjakym prvkem mnoziny A.

Nékdy byva zobrazeni definovano jako pravidlo, které nékterym prvkim z mnoziny A pfifazuje nejvyse
jeden prvek z mnoziny B. Takové zobrazeni pak nazyvime zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B (nepfe-
hlédnéte pfedlozku ,z“ v nazvu) a definujeme jej jako relaci mezi mnozinami A a B, ve které je kazdy prvek
mnoziny A v relaci s nejvyse jednim prvkem mnoziny B. Vsimnéte si, ze podle definice nemusi byt kazdy
prvek mnoziny vzori A v relaci s néjakym prvkem mnoziny obrazti B. Defini¢nim oborem je pak takova
podmnoZina mnoziny A, kterd obsahuje vSechny prvky A, které jsou v relaci (pfedchtidcem) s néjakym
prvkem mnoziny B.

A B A B
Obrazek 0.12.: Zobrazeni A do B a z A do B se zvgraznénym definiénim oborem a oborem hodnot.

Zobrazeni f mnoziny A (nebo i z mnoziny A) do mnoziny B znacime f : A — B. Protoze takové
prifazeni je pro kazdy prvek z A jednoznacné, miZeme misto zapisu relace uzitim usporadanych dvojic
prvku a.

Méjme dano néjaké zobrazeni f : A — B a podmnozinu C' C A. Restrikce zobrazeni f na mnozinu C je
zobrazeni f’ : C' — B takové, ze Ve € C plati f'(c) = f(c). Je zfejmé, Zze pro kazdé zobrazeni z mnoziny A
do mnoziny B miizeme najit takovou nejvétsi podmnozinu C' C A, aby restrikce f' : C — B byla zobrazenim
mnoziny C' do mnoziny B, nikoliv z mnoziny C' do B.

AN

T\~
A B
Obrazek 0.13.: Restrikce zobrazeni f : A — B na mnozinu C.

Operace
Teprve nyni miazeme formalné popsat operaci na mnoziné. Bindrni operaci na univerzu U rozumime libo-
volné zobrazeni U x U — U. Kazdé uspofaddané dvojici prvki z mnoziny U pfifadime vysledek operace —
néjaky dalsi prvek z mnoziny U.

Podobné n-arni operace na univerzu U je zobrazeni U™ — n, kde U" je n-t4 kartézskd mocnina mnoziny
U. Vsimnéte si, ze ma smysl hovofit i o undrnich operacich, tedy operacich U — U. Prikladem takovych
operaci (a operdtorl) miZe byt opacné znaménko ,—* na mnoziné realnych éisel, faktorial ,!“ na mnoziné
prirozenych ¢isel véetné nuly (N U {0}), mocniny a dokonce libovolné funkce mtize byt chapana jako unarni
operace. Vyjimecné se lze setkat s pojmem nuldrni operace, coz je vlastné konstanta.

Cviceni
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0.4.1. Logicke spogky konjunkce A%, disjunkce ,NV“ a implikace ,=“ patri mezi bindrni logické operdtory
{0,1} x {0,1} — {0,1}, kde 0 a 1 odpovidaji pravdivostnim hodnotam. Kolik takovych riznych bindrnich
operdatoru existuje?

0.4.2. Méjme bindrni operaci ] a undrni operaci B definované pro vsechna redlnd cisla predpisem a1b =
= (a+b)/2 a undrni operaci Ba = (1 —a)?. Urcete a) (Ba) (1 —Ba), jestlize Ba =3 b) BEHa, jestlize
aldb=3.

0.5. Kombinatorické vybéry

Bézné se setkdme s problémem, kdy méame za kol odpovédét na otazku ,kolik“ je objektt jistého typu.
Jedna-li se o konecné velkou mnozinu, pak urceni celkového poctu moznosti ndm mutize pomoci ud€lat si
predstavu o rozsahu zkoumaného problému. Budeme-li, podobné jako mudrc v jednom starém pfibéhu,
chtit na prvni policko Sachovnice polozit jedno zrnko ryze a na kazdé dalsi policko dvojnasobek zrnek, nez
na policko predchozi, tak dojdeme k prekvapujicimu zavéru, ze na celém svété neni dostatek zrnek pro splnéni
tikolu?.

V této podkapitole piipomeneme nékolik zakladnich pocetnich postupt p#i hledéni (kone¢ného) poctu
objektt jistého typu. Vybérem budeme rozumét podmnozinu néjaké mnoziny, ptipadné posloupnost sestave-
nou z prvkl dané mnoziny. V prvnim pfipadé vybér nazveme neuspordadany, v druhém piipadé usporddany.
Jestlize se v ramci jednoho vybéru nemohou prvky (nebo jejich zkoumané vlastnosti) opakovat, jednd se
o vybér bez opakovdni. V opacném pripadé se jedna o vybér s opakovdnim.

Nejprve zminime t¥i jednoduché a jeden komplikovanéjsi poc¢etni postup pro urceni poc¢tu vybeériu jistého
typu.

Kombinatorické pravidlo souctu
Nejprve uvedeme nasledujici jednoduché pozorovéani.

Lemma 0.2. Jestlize Ay, Ao, ..., A, je rozklad konecné mnoZiny A, pak pocet prvki mnozZiny A je ddn

souctem poctu prvkid v jednotlivych triddch rozkladu A1, Ao, ..., Ay, 1.

A = U Al = Y14
i=1

Snadno si rozmyslime, ze kazdy prvek koneéné mnoziny A je vidy do celkového pocétu zapocitam pravé
jednou a tvrzeni proto plati.
Pravidlo souctu Jestlize existuje ny vybéri daného typu provedenych jednim zpisobem a no vybérd pro-
vedenych druhym zpusobem, pricemz Zddny z vybéri nelze provést obéma zpusoby, pak existuje praveé ny + no
ruznych vybérd dancho typu.

Priklad 0.6. Kolik riznych ¢tverct najdeme ve ¢tvercové miizce na Obrazku II?

vy

Obrazek 0.14.: Ctvercovd miizka.

2 Odhaduje se, ze v jedné tuné je asi 35 miliénd zrnek ryze. Budeme-li postupovat podle naznac¢eného schématu, pak bychom

na Sachovnici potiebovali vice nez 500 miliard tun zrnek ryze, coz mnohonasobné piekracuje celosvétovou ro¢ni produkci ryze.
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Miizka vznikne nakreslenim Sesti vodorovnych a Sesti svisljch tseéek. Ctverce rozdélime do nékolika skupin
podle délky stran. Skupina A; obsahuje ¢tverce o strané 1. Thned je ziejmé, ze |A1| = 25. Ctverce o strané 2
mohou mit levy horni roh jen na prvnich étyfech tseckach (pocitano jak zleva, tak shora). Proto |As| = 16.
Podobné ur¢ime |As] = 9, |A4| = 4 a |As| = 1. Protoze kazdy ¢tverec v miiZzce spadd do pravé jedné
mnoziny Aq, Ao, ..., As, tak celkovy pocet ¢tvercu je

5
D Al =1+4+9+16+25=55.
=1

v

Kombinatorické pravidlo souéinu

Zatimco kombinatorické pravidlo souctu vyuzivame pii poc¢itani moznosti, které nemohou nastat soucasné,
tak kombinatorické pravidlo soucinu vyuzijeme pro pocitani vybért, které sestavaji z nékolika nezavislych
podvybéri.

Lemma 0.3. Jestlize Ay, Ao, ..., A, jsou konecné mnoziny, tak pocet prvki jejich kartézského soucinu Ap X
As X ... X A, je ddn soucinem poctu prvki v jednotlivych mnozZindch Ay, Ao, ..., Ay, t].

Ay x Ay xox Ayl =[] 1Al

i=1

Prvky kartézského soucinu si mizeme predstavit jako body v koneéném n-rozmérném prostoru. Soufadnice
kazdého bodu je tvofena usporadanou n-tici prvki jednotlivych mnozin.

Pravidlo soucdinu Méjme vybér, ktery sestdva ze dvou podvybéri (cdasti). Jestlize pruni podvybér mii-
zZeme provest ny zpusoby a druhy podvybér ns zpusoby, pricemz pocet zpusobu jednoho podvybéru nezdvisi
na konkrétni volbé (vysledku) druhého podvybéru, tak existuje prdvé ny - ng rizngch vybérd daného typu.

Kombinatorické pravidlo soucinu se nékdy nazyva také princip nezdvislych vybéru. Zdurazinuje se tak, ze
pocet moznosti kazdého podvybéru nezavisi na tom, kterd moznost byla vybrana v druhém podvybéru.

Piiklad 0.7. Klasické domino obsahuje 28 dilkii s poc¢ty ok 0 az 6. Kolik je takovych dvojic dominovych
kostek, které mizeme piilozit k sobé (na kazdé kostce najdeme policko se stejnym poctem ok)?
Rozlisime dva disjunktni pripady.

(i) Jedna z kostek obsahuje dvakrat stejny pocet ok, kostka {i,i}, potom druha kostka obsahuje jedno
policko s ¢ oky a druhé poli¢ko s jinym poc¢tem ok j. Kostku {4,7} miZzeme vybrat ze sedmi moznosti
a druhou kostku {i,j} pak vybereme vzdy z Sesti moZnych. S vyuzitim kombinatorického pravidla
soucinu dostaneme, ze takovych dvojic kostek existuje 7 -6 = 42.

(ii) Kazd4 kostka obsahuje dva rtizné poéty. Spoleénd hodnota po¢tu ok i muze byt libovolna ze sedmi
moznych. Na kazdé kostce se pak vyskytuje jesté jiny pocet ok: na prvni hodnota j a na druhé
hodnota k. Zatimco j vybirdme z Sesti moznosti, tak k£ uz jen z péti moznosti. Jestlize nyni pocet
dvojic kostek vypocitame podle kombinatorického pravidla soucinu jako 7 -6 -5 = 210, tak kazdou
dvojici kostek zapocitdme dvakrit. Protoze nezévisi na pofadi vybéru kostek (kterd je prvni a kterd
druhd), je hledany pocet dvojic kostek poloviéni, tedy 105.

Celkem méme, s vyuzitim kombinatorického pravidla souc¢tu, 42 + 105 = 147 dvojic kostek, nebotf kazda
dvojice kostek s jednim spoleénym poctem ok odpovidé pravé jednomu z uvedenych piipadi. v

Priklad 0.8. Postupka

Hézime trikrat kostkou. Kolik existuje takovych moznosti, kdy v kazdém dalsim hodu padaji vetsi ¢isla nez
v predchozim?

Vsimnéte si, Ze pri feSeni nemuzeme pouzit kombinatorické pravidlo souc¢inu bez rozmyslu. Jestlize v prvnim
hodu padle ¢islo 1, tak v druhém hodu mame ¢tyfi (pro¢ ne pét?) mozné hody, které odpovidaji zadani.
Pokud ale v prvnim hodu padle ¢islo 4, tak v druhém hodu mame jen jedinou moznost, pro druhy i tfeti
hod. Poéet moznosti ny druhého podvybéru zdvisi na vysledku prvniho vybéru. Reseni piikladu si ukédZeme
pozdéji v této kapitole. v

Dirichletuv princip
Pri dikazech pocitanim moznosti se ¢asto s vyhodou vyuzije néasledujici tvrzeni.
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Dirichletav princip Jestlize alespori nk+1 predmétu je rozdéleno do k prihradek, pak v nékteré prihradce
je alespont n + 1 predmeéti.

Diikaz je ponechan jako Cviceni 021

Sestavovani posloupnosti — variace
Pomoci kombinatorickych pravidel souc¢tu a soucinu muzeme odvodit vztahy pro vSechny klasické vybéry
jako permutace, kombinace i variace s opakovanim i bez opakovani. V tomto textu jen pfipomeneme vztahy
pro poéty pfislusnych vybért, jejich odvozeni najde ¢tendf napiiklad v [HKS], [MN] nebo [T].

Kazdou k-prvkovou posloupnost sestavenou z prvkt néjaké n-prvkové mnoziny nazyvame k-prvkovou
variact s opakovdnim z prokid n-prukové mnoZiny. Jejich pocet V*(n, k) je dan vztahem

V*(n, k) = nF.

Jestlize nedovolime, aby se prvky v posloupnosti opakovaly, hovoiime o k-prvkové variaci (bez opakovdni)
z prukid n-prukové mnoziny. Jejich podet V(n, k) je dan vztahem

Vin, k) = (nilk)'

Oba vztahy snadno odvodime uzitim kombinatorického pravidla soucinu.

Piiklad 0.9. Kolik riiznych znacek Morseovy abecedy je mozné vytvorit, jestlize tecky a ¢arky sestavujeme
do skupin o jednom az ¢tyfech znacich?

S vyuzitim kombinatorického pravidla souétu si ilohu rozdélime na ¢tyri ¢asti pro skupiny Ni, No, N3, Ny
s jednim, dvéma, tfemi a Ctyfmi znaky. PTi sestavovani znakt skupiny N; vybirame i¢-krat vzdy ze dvou
mozmnosti (tecka a ¢arka) s moznosti opakovani. Proto |V;| je rovna poctu i-prvkovych variaci s opakovanim
ze dvou prvki. Plati |N;| = V*(2,i) = 2°. Celkem dostaneme hledany pocet znaki

4 4
22’:2—&-4—1-8—&—16:307

i=1 i=1

]
=
I

proto muze existovat nejvyse 30 symboli Morseovy abecedy dlouhych nejvyse ¢tyfi znaky. v

Sestavovani podmnozin — kombinace
Kazdou k-prvkovou podmnozinu néjaké n-prvkové mnoziny nazyvame k-prvkovou kombinaci z prvki n-
prvkové mnoziny. Jejich pocet C(n, k) je dan vztahem

Pokud ve vybéru k prvka dané n-prvkové mnoziny dovolime opakovani vybranych prvkd, hovorime

o k-prvkové kombinaci s opakovdnim z prvki n-prukové mnoZiny. Poclet takovych vybéri C*(n,k) je dén
vztahem N . ) ny
C*(n, k) = ( - ) _ k4n- L

n—1 )  kl(n-1!"

Vsimnéte si, ze takovy vybér neni ani posloupnosti (nebof pofadi vybranych prvka nehraje roli), ani pod-
mnozinou dané n-prvkové mnoziny, nebot se prvky vybé&ru mohou opakovat. Jedna se o pocet rtiznych
k-prvkovych multimnoZin sestavenych z prvka néjaké n-prvkové mnoziny. Alternativné bychom takovy vy-
bér mohli popsat jako pocet vSech zobrazeni néjaké k-prvkové mnoziny A do n-prvkové mnoziny B, piicemz
nerozliSujeme takovd zobrazeni, kterd se lisi zdménou (permutaci) prvkd mnoziny A. P¥ehledné jsou v8echny
zékladni kombinatorické vybéry shrnuty na strané Ea.

Priklad 0.10. Postupka (podruhé)

Hazime tiikrat kostkou. Kolik existuje takovych moznosti, kdy v kazdém dalsim hodu padaji vétsi ¢isla nez
v predchozim?

Vsimneme si, ze kazda pripustna trojice hodd obsahuje t¥i rtizné dcisla, pficemz poradi ¢isel béhem tri
hodu je jednoznac¢né urceno. Pocet takovych trojic proto pfesné odpovida vybéru tfiprvkové podmnoziny
z Sestiprvkové mnoziny vysledkil. Jedn4 se o kombinace C(6,3) = (5) = 20. v
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Priklad 0.11. Kolika zpusoby, je mozné napsat k jako soucet n séitancu? Predpokladame, ze rozliSujeme
poradi s¢itanct.
Hledame pocet takovych Feseni rovnice

k=z1+z2+ - +zn,

kde hodnoty proménnych zi,xs,...,T, jsou neziporna celd Cisla. Predstavime si ¢islo k jako soucet k
jedni¢ek. Nyni rozdélime téchto k jednicek do n skupin tak, Ze mezi né (piipadné pfed ¢i za jednicky)
pfidame n — 1 symbola ,,+“ a dostaneme vzdy jiny soucet ¢isla & pomoci n sc¢itanci. Jedna se tedy o vybér
n — 1 symbold ,+“ v fadé s celkem k + n — 1 symboly (k jedni¢ek a n — 1 symbolt ,,+*). Hledany podcet
feSeni rovnice uré¢ime jako kombinace (n — 1)-prvkové kombinace z k +n — 1 prvki.

Clh+n—1n—1)= <n+k—1> _ <n+ll:—1>

n—1
Jiné feSeni:
Opét si predstavime ¢islo k jako soudet k jednic¢ek. Kazdé jednicce pfifadime jednu z n pfihradek (s¢itancti

X1,%2,...,%,). Jednd se o neusporddany vybér nékterého z n indexit s moznosti opakovani. Proto je pocet
FeSeni rovnice roven poc¢tu k-prvkovych kombinaci z n prvkt s moznosti opakovani.

C*(n k) = (n:ﬁzl) _ (n—l—:—l)

v
Princip inkluze a exkluze
Pti hledani poc¢tu vybért, které lze rozdélit do nékolika disjunktnich podvybérd, mizeme pouzit kombi-
natorické pravidlo souctu. AvsSak v piripadech, kdy sloZeny vybér neni rozdélen na disjunktni podvybéry,
kombinatorické pravidlo sou¢tu pouZit nelze, nebot bychom nékteré vybéry zapoditali vicekrat. Pro dva nebo
tfi podvybéry s neprazdnymi pruniky neni tézké dopocitat se spravného poc¢tu vybéri peclivym rozborem
(pFi¢tenim a odeétenim) jednotlivych moznosti (Obrazek IX). Pro komplikovanéjsi systémy vybérta vSak
radéji pouzijeme obecnéjsi pocetni postup — princip inkluze a exkluze. Princip ukazuje, jak v obecném vy-
béru zapocitat kazdy z podvybéra praveé jednou, tj. vyloucit duplicity, které vzniknou z neprazdnych prinikt

jednotlivych podvybért.

Obréazek 0.15.: Pocet prokd sjednoceni mnozin je |AUB| = |A|+|B|—|ANB|, respektive AUBUC| =
=|A|+|B|+|C|-|AnB|—|BNC|-|ANnC|+|ANnBNC|.

Pro pocet prvki ve sjednoceni (kone¢ného) systému (koneénych) mnozin A, Ag, ..., A, jisté plati

U4 <> 14,
j=1 j=1

pri¢emz rovnost nastane pouze v pripadé, kdy jsou kazdé dvé rizné mnoziny disjunktni. Zavedeme-li priro-
oL . . o . ) .. y . -,
zenou konvenci, ze | J;_; Ai = A;, je pocet prvki obecného systému mnozin popsan v nasledujicim lemmatu.

Lemma 0.4. Princip inkluze a exkluze
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Pocet prvkiu ve sjednoceni systému mnozin Ay, As, ..., A, je

Ua= > it : (1)

j=1 IC{1,2,...,n}
‘ I#0

(A

el

Jestlize kazda mnozZina A; md stejny pocet proki a také kazZdy prinik k razngch mnoZin md stejny pocet
proki, je pocet pruki ve sjednocent systému mnozin Ay, As, ..., A, uréen jednodussim vztahem

n

UA =S (7) (_] 4. )

i=1

Otazky:
e Kolik sé¢itancii ma suma ve vztahu [I] a kolik ve vztahu [2}?
e Jak se zméni vztahy [T] a [2}, pokud jsou vSechny mnoziny A, As, ..., A, navzdjem disjunktni?

Priiklad 0.12. Mame ¢isla 1,2,...,1000. Kolik ¢isel zustane po vyskrtani vsech nasobku 2,3,5, 77
Symbolem A; ozna¢ime mnozinu vSech nasobku ¢isla ¢ mezi 1 a 1000. Vyskrtana ¢isla pak lezi ve sjednoceni
mnozin A; U A3 U As U A;. Podle principu inkluze a exkluze uré¢ime jejich pocet

|A2 U A3 U A5 U A7| =|As| + |A3] + |A5] + |A7]—
|45 1 As| — |43 1 As| — | A2 1 As| — | Az N Aq| — |As N As| — | A5 N Ag| — |As N As|+
+|A2 N As ﬂA5| + |A2 N As ﬁAﬂ + |A2 N As ﬂA7| + |A3 N As ﬁA7|—
—As M As N As N Aq].

Vsimneme-li si, ze A;NA; = A;; (index ij chapeme jako souéin i-j), pak snadno uréime velikosti jednotlivych
priniki.

e Nasobkt dvojky je |Ay| = 1990 = 500.

e Nésobki trojky je |As| = L@J = 333.

e Nésobki pétky je |As] = 192¢ = 200.

o Nésobki sedmicky je [A7| = [1%0] = 142.

e Nésobkti 2-3 =6 je |4g| = L%J = 166.

e Nésobkii 25 = 10 je | A1o| = 1990 — 100.

e Nasobkit 27 = 14 je |Ay| = | 1000 =71,

e Nésobkit 3-5 — 15 je | Ays| — | 2000 — g6.

e Nasobkil 37 = 21 je |Agy| — | 1000] — 47.

e Nésobkii 57 = 35 je | Azs] = [ 1000] = 28

e Nasobkti 2-3-5 =30 je |A3g| = fooo _ 33.

e Nésobkii 2-3-7 =42 je |Agp| = ﬁ%ﬁj = 23.

e Nésobkti 25 -7 = 70 je |Azo| = | 1800 = 14.

e Nasobku 3-5-7 =105 je |A105| = L%J =9.

e Nésobkii 2-3-5-7 =210 je |[As1| = 22| = 4.
P1i urceni velikosti mnozin jsme vyuzili, Zze se jedna o mnozinu po sobé jdoucich ¢isel zac¢inajicich ¢islem
1. Odeétenim poctu vyskrtanych ¢isel od poctu v8ech dangch ¢isel, dostaneme (s vyuzitim principu inkluze
a exkluze)

1000—|A2UA3UA5UA7| = 1000—500—333—200—142+166+100+71+66+47+28—-33—23—14—-9+4 = 228,

coz je hledany pocet Cisel, kterd ztistanou po vyskrtani nasobkt 2, 3,5, 7. v

Priklad 0.13. Kolik existuje surjektivnich zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny.

Pocet vsech zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny se rovna poctu vsSech usporadanych vybérta
k prvki z n moznych obrazt, tj. jejich pocet je V*(n, k) = n¥. Avsak ne kazdé uvedené zobrazeni pro n > 1
je surjektivni.
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Bez ijmy na obecnosti méjme K = {1,2,...,k} a N = {1,2,...,n} (miZzeme je chapat jako mnoziny
indext prvku libovolnych dvou neprazdnych koneénych mnozin). Pro ¢ = 1,2,...,n ozna¢ime A; mnozinu

vSech zobrazeni K — N takovych, ze prvek ¢ € N neni obrazem zadného prvku. Je zfejmé, ze vSechna
zobrazeni K — N, ktera nejsou surjektivni, patii do sjednoceni A; UA2U...UA,. Poéet takovych zobrazeni
uréime pomoci principu a inkluze uzitim vztahu [2], nebot velikost priniku nékolika vybranych mnozin
A NA,N...NA; (pficemz ji,j2,...,Ji € {1,2,...,n}) nezdvisi na vybéru konkrétnich mnozin, jen
na jejich poctu. Plati

|Aj1 ﬂAjz ﬂﬁA]l\ = (n—i)k,

protoze vztah uddva pocet zobrazeni mnoziny K do néjaké (n — )-prvkové mnoziny. Dle vztahu [2] pak
ihned dostaneme

n

AL UA UL UA,| = (-1)! (’Z) QA]- = i(—nifl (’;) (n — i),

i=1 i=1

Odecteme-li nyni od poc¢tu vsech zobrazeni K — NN pocet vSech zobrazeni, kterd nejsou surjektivni, dosta-
neme hledany pocet surjekci

nF — A U Ay U.. . UAy|=nF - zn:(—n“ (’Z) (n—i)k = 2":(_1)1- (”) (n—d)*.

i=1 =0

Posledni séitanec sumy je vzdy nulovy (odpovida poétu zobrazeni neprazdné mnoziny do prazdné mnoziny).
Je zajimavé si uvédomit, ze vztah plati i pro n > k a déva spravny ¢&iselny vysledek 0 (Cvifeni O53). v

Cviceni
0.5.1.  Dokazte, Ze pro libovolné mnoziny A, B an € N plati a) |A x B| = |A|-|B|; b) |A"] =]|A|".
0.5.2.  Dokazte Dirichletuv princip.

0.5.3. Mdme k dispozici neomezené mnozstvi neobarvenych krychlicek a sest ruznych barev. Mac Maho-
novy kostky® je sada vsech riznych krychlicek, z nichz kazdd md stény obarvené Sesti rizngmi barvami. Dvé
kostky povaZujeme za shodné, pokud jednu muzZeme dostat z druhé vhodnym otocenim. Kolik existuje riznych
Mac Mahonovyjch kostek?

0.5.4. Hdzime trikrdat kostkou. Kolik existuje takovych moznosti, kdy v kazdém dalsim hodu nepadaji mensi
¢isla nez v predchozim?

0.5.5. Vysuvétlete, pro¢ vztah Z;’:U(—l)’(?) (n — )% pro pocet surjekci z k-prokové mnoZiny do n-prvkové
mnoZziny ddvd pro n > k ciselné spravny vysledek 0.

0.5.6. Méjme obdélnikovou sit m x n étverecki (podobné jako v Pfikladu T@). Kolik riznyjch a) étverci,
b) obdélniki v siti najdeme?

0.6. Dukazové techniky

Matematika, ale i jiné moderni védni discipliny se vyznacuji svou exaktnosti. Rozumime tim schopnost
odvodit ¢i dolozit pravdivost predkladanych tvrzeni, tj. zdivodnit, pro¢ jisté predpoklady garantuji splnéni
néjakého tvrzeni. V moderni matematice je pojem matematického dikazu peclivé formalizovan.

V matematické logice podléha formulace tvrzeni i dikazu pfisnym pravidlim, véetné pouzité abecedy,
syntaxe, tzv. primitivnich pojmu, axiomt a logickych krok. Pfi formulaci tvrzeni a jejich dokazovani
v matematice zpravidla vystacime s béznym jazykem. Nékdy se tak dopoustime jistych nepfesnosti, zejména
s viceznacnosti nékterych formulaci. V tomto textu se snazime o peclivé formulace, vyuzivime ustalené
slovni obraty a formulace tak, aby text byl korektni a soucasné srozumitelny.

Historicky vyvoj dikazu sahd hluboko do minulosti. K nejznaméjsim historicky dolozenym dikaztm
patii razné prevazné grafické dikazy Pythagorovy véty. Zatimco tvrzeni samotné najdeme na Babylonské
tabulce z doby cca. 1900-1600 pr.n.l., nebo na ,Rhindové Papyru®“ z Egypta 1788-1580 pr.n.l., tak dikaz je
piisuzovan tzv. Pythagorejské gkole (560-480 pi.n.l.) a nezévisle také v Ciné cca. 500-200 pted n.l.

3 Mac Mahonovy kostky, podobné jako pentomino, jsou jednim ze znadmych hlavolam, pro ktery existuje fada tloh rekreacni

matematiky. Viz napfiklad pETp://www.mathematische-basteleien.de/macmahon.ht.
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V moderni matematice je matematicky diitkaz chapan jako posloupnost elementarnich ovétitelnych krokt
vedoucich od znamych nebo pfedpokladanych tvrzeni k novému dokazovanému tvrzeni. Sytém axiomu se
lisi dle pouzité teorie. Zatimco v geometrii se jedna zpravidla o pét Euklidovych axiomu, tak v diskrétni
matematice (i teorii grafi) se jednd o tzv. Peanovy axiomy. ProtoZe fada mySlenek zasahuje i do dal-
$ich matematickych disciplin, pracujeme s pojmy a tvrzenimi spadajicimi napiiklad do teorie mnozin nebo
aritmetiky.

V dalsim textu pripomeneme hlavni myslenku matematického diikazu i nejbéznéjsi dikazové techniky.

Vyrok a vyrokova forma

Virokem je takové tvrzeni, kterému mé smysl pfifadit pravdivostni hodnotu pravda (,true* ¢ 1) nebo
nepravda (false“ ¢i 0). Z jednoduchych vyroki mizeme sestavovat slozené vyroky pomoci logickych spojek.
Mezi nejcastéjsi logické spojky patii konjunkce ,a soucasné“, disjunkce ,nebo“ a unérni logicky operator
negace ,neni pravda ze“. V tomto textu konjunkci zna¢ime ,A“, disjunkci ,,V“ a negaci ,,—“.

Dalsi ¢asto pouzivanou spojkou je implikace, kterd se pouziva jednak prii formulaci tvrzeni vét, kdy
tvrzeni véty je splnéno jen za urcitych predpokladi, tak ptfi odvozovani a sestavovani diikazti tvrzeni. V tomto
textu implikaci znacime ,,=“ a ekvivalenci ,,<*. Fkvivalence ndm umozni sestavit slozeny vyrok, ktery rika,
Ze oba vyroky maji stejnou pravdivostni hodnotu. Tvrzeni ve tvaru ekvivalence maji ¢asto hluboky vyznam,
nebot ukazuji, jak jeden problém formulovat ¢i dokonce FeSit v kontextu jiné tilohy a naopak.

Vyrokovd forma je tvrzeni, které obsahuje jakousi vyrokovou proménnou. Vyrokova forma neni vyrokem
sama o sobé, vyrok dostaneme naptiklad dosazenim konkrétni hodnoty za vyrokovou proménnou. V bézné
fe€i rozdil mezi vyrokem a vyrokovou formou snadno prehlédneme, coz byva zdrojem chyb a zdanlivych
paradoxti. Napiiklad ¢asto uvadény priklad ,dnes je pékné“ neni vyrokem, nebot pravdivost tvrzeni zavisi
na konkrétnim datu nebo misté, kde jeho platnost posuzujeme. Tato vyrokova forma vyslovena v urcitou
chvili mtize mit jinou pravdivostni hodnotu na rtznych mistech. Napsané tvrzeni snadno zméni pravdivostni
hodnotu podle toho, kdy vyrok ¢teme.

Takovym nepfesné vyjadfenym tvrzenim se v matematice snazime vyhnout peclivou formulaci. Mira
podrobnosti formulace zavisi na kontextu a o¢ekdvaném Ctenari.

Ukazme si rozdil vyroku a vyrokové formy na dalsim piikladu. Bez dalsiho kontextu je

x>0

vyrokovou formou. Nema smysl rozhodovat o pravdivosti nebo nepravdivosti tvrzeni, ze x je nezaporné ¢islo.
Casto se vSak zépis x > 0 objevi na konci v§pocetniho postupu. Pak chipeme zapis > 0 jako soucast
slozeného vyroku ,jestlize realné c¢islo = je feSeni nerovnice, tak x > 0“, pripadné ,feSenim nerovnice jsou
vSechna realné ¢isla, pro kterd plati x > 0“. Zatimco bez kontextu se o vyrok nejednd, tak po zasazeni
do obvyklého, byt nevysloveného kontextu se o vyrok jedna.

Kvantifikatory

7 vyrokové formy mizZe ziskat vyrok, aniz bychom dosazovali konkrétni hodnotu vyrokové proménné, a sice
pouzitim kvantifikdtoru. Kwantifikdator je proto dilezity nastroj, pomoci kterého lze sestavit vyroky, které
zpravidla maji vyznamnou vypovidaci hodnotou. Nejbé&znéjsi kvantifikdtory jsou univerzalni (vSeobecny)
kvantifikator a existenc¢ni kvantifikator.

Univerzalni kvantifikdtor ,pro kazdy prvek x dané mnozZiny M“ znac¢ime Vx € M. Symbol pochdzi
z prvniho pismene anglického slova ,all“. Pouzitim univerzalniho kvantifikatoru fikame, Ze z vyrokové formy
dostaneme pravdivy vyrok bez ohledu na to, ktery prvek mnoziny M zvolime a do vyrokové formy dosadime.
Takovy vyrok zpravidla fiké4, Ze mame mnozinu feseni néjaké tlohy.

Existenc¢ni kvantifikator cteme ,existuje prvek = dané mnoziny M*“ a zna¢ime 3x € M. Symbol pochazi
z prvniho pismene anglického slova ,exist*. Pouzitim existen¢niho kvantifikatoru fikdme, Ze v dané mnoziné
existuje alesponl jeden prvek (jeden nebo vice prvki), jehoz dosazenim dostane z vyrokové formy pravdivy
vyrok. Vyrok s pouzitim existen¢niho kvantifikdtoru zpravidla fikd, Ze néjaka tloha ma FeSeni.

Neékdy se pouziva jesté kvantifikdtor jednoznacné existence ,existuje pravé jeden prvek x dané mno-
Ziny M“, zna¢ime jej Jlz € M. Pouzitim kvantifikdtoru jednoznacné existence fikdme, Ze v dané mnoziné
existuje jediny prvek, jehoz dosazenim dostane z vyrokové formy pravdivy vyrok. Takovy vyrok zpravidla
fika, ze néjaka tiloha ma feSeni a toto feSeni je urceno jednoznacné.

Jesté pfipomeneme, Ze negaci vyroku s existenénim kvantifikdtorem je vyrok se vSeobecnym (v jistém
smyslu opaénym) kvantifikdtorem a negaci vyrokové formy. Jestlize P(x) je vyrokova forma, tak negace
kvantifikovanych vyrokt mtizeme obecné zapsat:

- (Vzem: Plx)) =3z € M :-P(z)
—(Jz em: Px)) =V e M:-P(z).
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Abychom mohli popsat nejbéznéjsi dikazové techniky, podivejme se nejprve na obvyklou strukturu
dokazovanych tvrzeni.

Struktura tvrzeni
Matematickd tvrzeni maji zpravidla tvar implikace P = T, kde P je predpoklad a T je samotné tvrzeni.
Predpokladu fikame také postacujici podminka implikace a tvrzeni je nutnd podminka implikace.

Predpoklad miize byt i nevysloveny, jestlize vyplyva z kontextu. Pii sestavovani diikazu vSak s predpo-
kladem zpravidla pracujeme a musime z kontextu poznat, jaky pfedpoklad je. Rika-li véta naptiklad ,Kazdy
pravidelny graf sudého stupné s alespon jednou hranou ma 2-faktor“, tak tvrzeni muzeme prirozené prefor-
mulovat do tvaru implikace ,Jestlize G je pravidelny graf sudého stupné, ktery ma alespon jednu hranu,
potom graf G mé 2-faktor.“ Predpoklad véty ika, ze mame pravidelny graf G sudého stupné, ktery mé
alesponi jednu hranu. Tvrzeni véty fika, Zze graf G ma 2-faktor. Jestlize véta plati, tak existence 2-faktoru
nutné vyplyva ze splnéni predpokladu. Naopak, aby platilo tvrzeni, sta¢i aby byl splnén predpoklad.

Vétsinu dilezitych tvrzeni formulujeme jako véty. Disledek véty je takové tvrzeni, které snadno vyplyne
z jiz dokézané véty. Dukaz disledku byva zpravidla kratky, sta¢i jeden nebo dva kroky a z tvrzeni véty
odvodime tvrzeni disledku. Lemma je pomocné tvrzeni, které nékdy neni zajimavé samo o sobé, ale popisuje
néjaky obrat nebo vlastnost, ktera usnadni konstrukci ¢i diikaz jiné véty.

Ne kazdé tvrzeni vSak umime dokazat. Tvrzeni, o kterém mame divod pfedpokladat, ze je pravdivé,
ale neni znam jeho dukaz, se nazyva hypotéza. Jakmile se tvrzeni podafi dokazat, stane se z hypotézy
véta. BohuZel nemizeme Cekat, Ze vSechna tvrzeni se podafi dokazat. Kurt Godel v roce 1931 ukazal, ze
axiomatickd vystavba teorie ma své limity. V kazdé dostateéné bohaté teorii je mozné formulovat tvrzeni,
tzv. ,nerozhodnutelnd tvrzeni®, kterda v rdmci teorie neni mozné dokazat, ani vyvratit.

Struktura dukazu

Diikaz tvrzeni je posloupnost kroki, které na sebe logicky navazuji, kazdy krok vyplyva z predchozich krokt
dle pravidel odvozovani. Posloupnost krokt obvykle vychéazi z predpokladu tvrzeni, vyuziva jiz dokazana
tvrzeni a axiomy dané teorie, a postupné odvodi dokazované tvrzeni. Sestaveni diikazu je tvoriva ¢innost,
autor musi spravnou posloupnost kroku objevit. Naproti tomu verifikace dukazu je jednodussi, spociva
v ovéfeni vSech jednotlivych krokt dikazu.

Nékteré typy dukazt maji jistou ustilenou strukturu, kterd nalezeni celého postupu usnadnuje. Ty-
pickym prikladem je dikaz matematickou indukci. Elegantni dikazy naopak vyuzivaji néjaky prekvapivy
obrat nebo pozorovani, které usnadni naroény krok dikazu a které prinasi radost a pozitivni prozitek i cte-
nari. Matematik Paul Erdds o obzvlasté elegantnich dtikazech fikal, Ze pochézi z Knihy (anglicky ,The
Book“), bajné pfirucky, kterd obsahuje ty nejelegantnéjsi ditkazy vSech moznych tvrzeni. V roce 2003 vysla
kniha ,Proofs from THE BOOK*, ve které editofi shroméazdili 32 dukazu, které jsou Casto vnimany jako
mimoradné pékné.

V dalsich odstavcich pfipomeneme nékolik nejcastéjsich dikazovych technik.

Pifimy dukaz

Pfimy dtkaz je nejjednodussi dikazova technika. Jestlize tvrzeni ve tvaru implikace P = T dokazujeme
primo, tak vyjdeme z predpokladu P a za pouziti pravidel odvozovani, axiomu a dfive dokazanych tvrzeni
odvodime tvrzeni véty T

Priiklad 0.14. Ukézeme, Ze druhd mocnina lichého celého ¢isla je liché éislo.

Mé&jme liché celé ¢islo n, tj. n = 2t + 1 pro néjaké t € Z. Druh mocnina ¢isla n je n? = (2t +1)% = 42 +2t +
+1=2(2t2 +t) + 1. Protoze ¢islo 2t2 + ¢ je jisté celé &islo a 2(2t2 + t) je jisté sudé &islo, tak 2(2t2 +¢) + 1
je liché celé cislo. v
Piiklad 0.15. Ukazeme, Ze rovnice x2 + 4z + 6 = 0 nem4 feseni v mnoziné realnych ¢éisel.

Kvadraticky trojélen upravime na étverec. Dostaneme 2% +4x +5 =22 +4r + 4+ 1 = (v +2)? + 1. Prvni
séitanec (x + 2)? je jisté nezdporny a druhy séitanec je kladny. Proto x2 + 42 + 6 > 0 a rovnice nem4 feseni
v mnoziné realnych ¢isel. v

Nepiimy dukaz
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P |\T |P=>T |-T=-P
010 1 1
01 1 1
110 0 0
11 1 1

Tabulka 0.1.: Tabulka pravdivostnich hodnot implikace a obmeény implikace.

Nepfimy dikaz tvrzeni ve tvaru implikace P = T vyuziva faktu, ze obména =T = —P ma stejnou vzdy
pravdivostni hodnotu, jako ptvodni implikace P = T'. Tabulka 0 porovnava pravdivostni hodnoty obou
slozenych vyrokt P = T i =T = —P.

Nékdy mtze byt jednodussi misto implikace P = T' dokazovat jeji obménu =T = —P.

Priiklad 0.16. Jestlize soucin dvou celych ¢isel ab je sudy, tak alespon jedno z ¢isel a, b je sudé.
Postupuje neptimo, tj. dokdzeme obménu implikace: jestlize jsou cela ¢isla a, b licha, tak jejich soucin ab je
lichy. Vsimnéte si, ze misto tfi moznych pfipadd parity cisel a, b tak staci rozebrat pfipad jediny.

Protoze a je liché ¢islo, tak existuje celé ¢islo t takové, ze a = 2t + 1. Podobné b = 2s + 1, kde s € Z.
Potom souéin ab = (2t +1)(2s+ 1) = 4st +2s+ 2t + 1 = 2(2st + s+ t) + 1. Protoze 2st + s+t je celé {islo,
tak 2(2st + s +t) je sudé ¢islo a 2(2st + s +t) + 1 je liché &islo.

Dokézali jsme obménu implikace, kterd plati pravé tehdy, kdyz plati pivodni implikace. Tvrzeni je
dokézano. v

Dukaz sporem

Dokazujeme-li sporem tvrzeni ve tvaru implikace P = T, tak ukdzeme, Ze soucasné splnéni pfedpokladu
a neplatnost tvrzeni ve ke sporu. Sporem rozumime situaci, kdy odvodime platnost néjakého tvrzeni a sou-
¢asné platnost negace tvrzeni: A A —=A. V teorii vybudované z konzistentnich axiomt nemame zadny spor?.
Symbolicky mtzeme zapsat strukturu dikazu implikace P = T sporem takto:

PA-T=...= AN-A (3)

Predpokladame-li bezespornost teorie, tak v okamziku, kdy narazime na spor, mazeme tvrdit, ze implikace
P = T plati, tj. za predpokladu P plati tvrzeni T'. Zduvodnéni je nasledujici: Narazime-li za pouziti pravidel
odvozovani v fetézci implikaci [3] na spor, tak musi byt vychozi krok fetézce implikaci neplatny, tj. neplati
konjunkce P A =T. Konjunkce neplati, jestlize alespon jeden z vyrazti neni pravdivy. Pokud neni pravdivy
predpoklad P, tak nejsou splnény predpoklady dokazované véty a takova situace neni pro dikaz tvrzeni
relevantni. Jedinou zbyvajici moznosti je, Ze neni pravdiva negace tvrzeni =T a plati —(—T), tedy plati T
Uvedené zduvodnéni je spoleéné vSem dikazim sporem, proto se zpravidla jiz neuvadi. Zkuseny ctenar vi,
7e dostaneme-li v ditkazu sporem dvé navzajem se vylucujici tvrzeni, dostavame spor AA—A. Proto muZzeme
ihned tvrdit, ze za splnéni pfedpokladu P plati tvrzeni T'. Mame tak dokdzanou implikaci P = T
Mezi klasické priklady dtikazu sporem patii Euklidtv dikaz, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel.

Piiklad 0.17. Ukéazeme, Ze prvocisel je nekoneéné mnoho.
Postupujeme sporem. Vyuzijeme zakladni vétu aritmetiky, kazdé pfirozené ¢islo vétsi nez 1 muzeme napsat
jednoznacné jako soucin prvocisel. Pro spor predpokladame, Zze prvocisel je koneéné mnoho, oznacime je

P1,P2, ..., Pn- AvSak ¢islo z, kde = p; - ps - - - p, + 1, neni délitelné ani jednim z prvocisel! Dostavame spor.
Predpoklad, Ze prvocisel je koneéné mnoho, vede ke sporu, proto neni pravdivy, tj. prvocisel je nekonecné
mnoho. v

Jen upozornime, Ze na konstrukci diikazu sporem se nemuzeme spolehnout v takové teorii, kde samotné
axiomy vedou ke sporu. Proto fada autorii preferuje misto dikazu sporem dtikaz pfimy, ¢i nepfimy, nebot
dikaz sporem vyuziva bezespornost dané teorie. Jesté upozornime, ze v teorii, ktera obsahuje spor, je mozné
dokazat libovolné tvrzeni vCetné negace kazdého tvrzeni. O fenoménu tak zvané logické exploze je psdno
na strané BU.

Dukaz matematickou indukci
Matematicka indukce je dikazova metoda, ktera se pouziva zejména pro dikazy tvrzeni ve tvaru

VYn € M : P(n),

1y Godelovy Druhé véty o netuplnosti vSak vyplyva, ze bezespornost dostateéné bohaté teorie, mezi které diskrétni mate-

matika patfi, bezespornost mizeme pouze predpokladat, nemizeme ji vSak dokéazat.
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kde M je néjakd mnozina cisel aritmetické posloupnosti. Diikaz matematickou indukci mé vzdy dvé princi-
pialné rtzné ¢asti. Zdklad indukce je Gast, ve které ukdzeme platnost tvrzeni vyrokové formy P(n) pro jednu
nejmensi, pripadné nékolik nejmensich, hodnot n. Hodnotu oznac¢ime ng. V indukénim kroku pak ukazeme
obecny postup, jak platnost vyroku P(n) odvodit na zdkladé platnosti vyroku P(k) pro hodnoty k mensi
nez n.

Jestlize k je jedna nebo vice hodnot bezprostfedné mensich nez n, fikdme, Ze pouzivame klasickou
indukci. V pfipadé, Ze potfebujeme vyuzit platnosti pro jednu nebo vice hodnot k z intervalu [ng,n — 1],
fikdme, Ze pouzivame silnou indukci. Nazev ,silnd“ indukce je ponékud zavadéjici, protoze oba pristupy jsou
ekvivalentni co do mnoziny dokazatelnych tvrzeni.

Matematicka indukce nachazi uplatnéni pii ditkazu fady vztahti, rovnosti, nerovnosti, relaci, ale i algo-
ritmi. Casto lze induktivni ditkaz néjakého tvrzeni implementovat jako rekurzivni algoritmus pro konstruk-
tivni feseni tlohy.

Piiklad 0.18. Ukazte Ze pro kazdé n > 5 plati 2" > n2.

Zdklad indukce: Nejmensi hodnota, pro kterou mame tvrzeni dokézat, je n = 5. Protoze 2° = 32 > 25 =
= n?, tak tvrzeni pro n = 5 plati. (V§imnéte si, Ze pro mensi hodnoty tvrzeni platit nemusi: naptiklad pro
n =0 an = 1 tvrzeni sice plati, ale pro n = 2, n = 4 nastavé rovnost a pro n = 3 tvrzeni také neplati, nebot
23 =8<9=32)

Indukcéni krok: Predpokladejme, Ze pro néjakou hodnotu n, kde n > 5, je nerovnost splnéna, tj. plati
2" > n2. Uvédomte si, Ze zde nepiedpokladame platnost dokazovaného tvrzeni, protoze tvrzeni dokazujeme
pro vsechna n > 5, ale platnost predpokladame pro néjaké n, coz dle zdkladu indukce mame provéfeno.
Nyni ukdzeme, Ze nerovnost je splnéna i pro nasledujici hodnotu n + 1.

2'",—‘,—1 —9. 2n
S vyuzitim indukéniho predpokladu 2" > n? miizeme pravou stranu upravit
2n+l > 9. n2
=n? +n?
=n?+2n+ (n —2)n,
a protoZe pro n > 5 je (n — 2)n > 1, tak miZeme upravit
2"t > n? 4 2n 41
=(n+1)%

Celkem dostévame, ze 2"*! > (n + 1)? a podle principu matematické indukce je nerovnost 2" > n? splnéna
pro vSechna n > 5. v

Jak muze dukaz dvou kroki zajistit platnost tvrzeni pro nekonecné mnoho hodnot? Princip matematické
indukce byva nékdy pfirovnavan k padajici fadé dominovych kostek (Obrazek OIGI). Zaklad indukce odpo-
vidd prvnimu kroku: shozeni prvni kostky v fadé. To vsak nesta¢il Musi byt zajisténo, Ze kazda padajici
kostka shodi nésledujici kostku, coz zajistuje platnost indukéniho kroku. Uvédomte si, jak se oba kroky
principidlné lisi: zatimco zadklad indukce Fesi jednu konkrétni hodnotu (kostku), pripadné nékolik hodnot
(kostek), tak indukéni krok fesi vztah mezi obecnou n-tou hodnotou (kostkou) a nésledujici, respektive
predchozi hodnotou (kostkou).

Obrézek 0.16.: Rada dominovijch kostek.
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Uplnost dfikazu matematickou indukci, tj. platnost P(n) pro kazdy prvek mnoziny M, miizeme opét
znéazornit padajici fadou kostek. Nebude-li shozena prvni kostka, fada nespadne. Déle, pokud nebude
zajisténo, ze kazda kostka shodi nasledujici kostku, fada kostek také nespadne cela.

V diskrétni matematice a zejména v teorii grafi mize mit diikaz matematickou indukeci svou specifickou
strukturu. Zatimco v diikazech matematickou indukci rtiznych algebraickych tvrzeni hodnotu vyrokové pro-
ménné v indukénim kroku zpravidla zvysujeme, z pfedpokladu platnosti P(n) odvozujeme platnost P(n+1),
tak v teorii grafii ¢asto hodnotu vyrokové proménné nejprve zmensime, prozkoumame strukturu mensiho
grafu, a poté hodnotu parametru opét zvysime a odvodime platnost P(n) na zdkladé pozorovani pro hod-
noty k z intervalu [ng,n — 1]. To mé dobry dtivod. Zatimco v algebfe je zajimava pouze hodnota indukéni
proménné, kterou muzeme zvysit nebo snizit, tak v teorii grafi je vyznam hodnoty indukéni proménné vazan
na strukturu grafu. Potom nemusi byt jasné, zda kazdou vétsi strukturu miZzeme dostat pouhym pfidavanim
k mensi struktufe. Dokonce je fada pfikladi, kde to neni pravda: napiiklad vétsi cyklus C), 11 nedostaneme
pouhym pfidanim vrcholu a hrany do mensiho cyklu C),. Museli bychom néjakou hranu také odebrat. Mu-
zeme vSak z cyklu C,, nejprve hranu odebrat, potom zkoumat vlastnosti vzniklého podgrafu P,, ktery ma
sice stejnou mnozinu vrcholt, ale mensi pocet hran. Nebo muZeme z cyklu C,, odebrat vrchol (a obé inci-
dentni hrany) a zkoumat vlastnosti vzniklého podgrafu P, _;. Poté vratime odebranou hranu resp. odebrany
vrchol zpét a odvodime platnost tvrzeni pro cyklus C,,.

Priklad 0.19. Vime, Ze soucet vnitinich Ghla trojuhelnika je m. Méjme konvexni n-tthelnik. Indukci
ukdzeme, Ze soucet vnitinich thld tohoto n-thelnika je (n — 2).

Zaklad indukce: Nejmensi hodnota ¢isla n, pro kterou ma smysl sestrojit n-thelnik, je n = 3. Pro trojuhel-
nik vime, ze sou¢et hodnot vnitinich Ghlu je 7, coz odpovida dokazovanému vztahu (n —2)m = (3—2)7 = 7.
Indukcéni krok: Méjme néjaky konvexni n-thelnik pro n > 3. Daéle predpokladejme, pro hodnoty k, kde
3 < k < n, soucet vnit¥nich hli n-thelnika je (k — 2)m. Nyni uréime soucet vnitfnich hla naseho n-
uhelnika. Libovolnou thlopfickou rozdélime n-thelnik na dva mensi konvexni mnohotihelniky. Neni tézké si
rozmyslet, Ze pro konvexni mnohotihelnik se vzdy miZe jednat o jeden trojuhelnik a jeden (n — 1)-tithelnik
(Obrézek OT7).

Obréazek 0.17.: Rozdéleni n-uhelnika na trojuhelnik a (n — 1)-thelnik.

Soucet vnitfnich Ghlid trojthelnika je 7 a podle indukéniho pfedpokladu je souéet vnitinich thla (n—1)-
thelnika roven (n—3)m. Soucet vnitinich hlt daného n-thelnika je dan souc¢tem vnitinich (hlé trojihelnika
a (n — 1)-thelnika, coz dava m + (n — 3)m = (n — 2)7.

Podle principu matematické indukce je proto soucet vnitinich thli kazdého konvexniho n-thelnika roven
(n—2)7. v

Priiklad 0.20. Ukéazeme, ze kazdé postovné vétsi nebo rovno 9 K¢ miZze byt zaplaceno uzitim znamek
v hodnoté 3 K¢ a 5 K¢.

Tvrzeni ukdzeme matematickou indukei vzhledem k cené c.

Zidklad indukce: Nejprve ukdzeme, ze je mozno vyplatit ¢astky

e 9Kcjako3+3+3=09,
e 10 K¢ jako 5 + 5 = 10,
e 11 K¢ jako 5+ 3+ 3 =11.

Indukcéni krok: Ukéazeme, ze kdyz jde zaplatit postovné v cené c, tak jde zaplatit také postovné o hodnoté
¢+ 3. Staci nalepit o jednu tfikorunovou znamku navic.

To podle principu matematické indukce znamen4, ze pomoci znamek v hodnoté€ 3 a 5 K¢ mtzeme zaplatit
jakékoliv postovné v hodnoté alespon 9 K¢.

Vsimnéte si, ze postovné 8 K¢ je také mozno zaplatit jako 3 + 5 K¢. Dokazované tvrzeni by mohlo
byt obecnéjsi. Naproti tomu hodnotu 7 K¢ zaplatit neni mozné. Pokud bychom platili pouze tfikoruno-
vymi znamkami, 7 K¢ nezaplatime. Pokud platime alespon jednou pétikorunovou znamkou, tak zaplatime
¢asku 5 K¢, 8 K¢, nebo castky vyssi, ale 7 K¢ zaplatit nelze. v

Otazky:
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e Vysvétlete rozdil mezi pojmem indukce a silnd matematickéd indukce.
e Vysvétlete analogii princip matematické indukce na vystoupani na libovolné vysoky zebtik.

O dtkazech matematickou indukei napsal David S. Gunderson péknou knihu ,,Handbook of Mathema-
tical Induction: Theory and Applications”.

Odkazy:

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_proo

® pttps://en.wikipedia.org/wiki/Godel’s_incompleteness theorema

® pttps://www.maa.org/press/maa-reviews/handbook-or-mathematical-induction-theory-and-applicationg

Cviceni

0.6.1. Dokazte, Ze ¢islo \/3 nent raciondlni.

0.6.2. Ukazte Ze soucet licheho poctu lichych scitanci je liché cislo.

0.6.8. Mé&jme prirozené ¢islo n. Ukazte, Ze pro ¢islo n* + 4 je prvocislo pouze pron = 1.

0.6.4. Méjyme prirozené cislo n. UkaZte, Ze pokud soucet vSech kladnych deliteli cisla n je n+ 1, tak n je
prvocislo.

0.6.5. Ukazte, Ze logy 3 je iracionalni cislo.

0.6.6. Ukazte, Ze je-li néjakd operace asociativni pro libovolnou trojici proki x,y,z € A, tak vysledek ope-
race bude stejny pro libovolné uzdvorkovani kazdé posloupnosti prvki ay, as,...,a € A (tj. vysledek operace
je asociationi pro k prokd).

0.6.7. Ukazte, Ze Zddny polynom anx™ + ap_12p" "t + - + a1z + ag s celoc¢iselnymi koeficienty (a; € Z
pro 0 < 1 < n) nemize mit v prirozenych cislech (pro x € N) pouze prvociselné funkéni hodnoty, jestlize ag
nent prvocislo ani 1. Plati tvrzeni pokud ag je prvocislo? Plati tvrzeni pokud aqg je 17

0.6.8.  Méjme libovolnd dvé po sobé ndsledugici lichd ¢isla p a q. Ukazte, Ze (p+ q) | (p? + ¢F).

0.7. Co se neveslo
Nasleduje nékolik poznamek, které nespadaji do zadné z predchozich podkapitol.

Symboly

Funkce ,,|z|“ se nazyva dolni celd édst z ¢isla x a je definovdna jako nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez
x. Podobné funkce ,[z]“ se nazyva horni celd édst z ¢isla x, definujeme ji jako nejmensi celé ¢islo, které
neni mensi nez x.

Systém (mnozinu) v8ech k prvkovych podmnozin mnoziny X budeme znadit ()k() Casto budeme pra-
covat se systémem ()2{ ), tj. systémem vSech dvouprvkovych podmnozZin mnoziny X. Aby nedoslo k zdméné
s kombina¢nimi ¢&isly, budeme diisledné horni symbol (mnozinu) znaéit velkymi pismeny a konstantu u kom-
binac¢niho ¢isla malymi pismeny. Navic vyznam symbold s kombinac¢nimi ¢isly bude vzdy ziejmy z kontextu.

Grupoidy a grupy

V diskrétni matematice ¢asto pracujeme i s operacemi na konecnych ¢iselnych mnozinach. Korektni vybudo-
véni teorie ¢iselnych mnozin spada do algebry, my zde pfipomeneme jen nékolik zékladnich pojmi a faktu,
které se nam budou hodit pfi feseni konkrétnich problémn.

Mg¢jme néjakou mnozinu M. Na strané [ jsme zavedli pojem bindrni operace na mnoziné M jako
zobrazeni M x M — M. Mnozinu M spolu s touto operaci nazveme grupoid (v nékterych knihéch se
pouziva termin magma). Znadime ji (M,®), kde symbolem ® chceme zdlraznit, Ze operace miZe byt
libovolna, ne nutné klasické nasobeni nebo s¢itani jaké zname z pocitani s pfirozenymi nebo redlnymi ¢isly.
Misto ¢ = ®(a,b) obvykle piSeme a ® b = ¢. Uzavienost operace ® na mnoziné M vyplyva ihned z definice
binarni operace, tj. pro libovolné a,b € M je vysledek operace a ® b € M.

Ruznych operaci i na malych koneénych mnozindch existuje mnoho (Cviceni ). Nés vSak obvykle
zajimaji jen takové operace na mnoziné M a takové grupoidy (M, ®), které maji nékteré pékné vlastnosti.
DulezZitou a mozna nejdilezitéjsi skupinu grupoidt tvori grupy.

Definice Grupa
Kazdy grupoid (M, ®), ktery spliiuje nasledujici vlastnosti (axiomy grupy) nazyvame grupa (M, ®).
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1) asociativita
Pro kazdé t¥i prvky a,b,c € M plati (a®b) @ c=a® (b® c).
2) existence neutralniho proku
Existuje takovy prvek e € M, ze pro kazdy prvek a € M plati e ® a = a ® e = a.
3) existence inverzniho prvku
Pro kazdy prvek a € M existuje takovy prvek b € M, ze a ® b =b® a = e, kde e € M je neutralni
prvek grupoidu.
Pokud je z kontextu zifejmé, s jakou operaci pracujeme, hovorime stru¢né o grupé G.

Vsimnéte si, ze obecné nevyZadujeme komutativitu operace ®. Déle se da ukézat, ze neutralni prvek e je
v kazdé grupé definovany jednoznacné, tj. neutralni prvek existuje v grupé praveé jeden (Cviceni ICZ20). Také
inverzni prvek ke kazdému prvku a € M je urcen jednoznacné, proto ma smysl pro inverzni prvek k prvku a
pouZivat oznadeni a~! (Cviceni ICZ3). A koneéné z definice grupy nenf ani tézké ukézat, ze pokud a®b = e,
tak b® a = e, tj. nasobeni inverznim prvkem v grupé vzdy komutuje vzhledem k operaci ®. Zajemce o teorii
grup odkazeme napfiklad na knihu [G].

Cviceni
0.7.1. Kolik existuje riznych operaci na n-prvkové mnoziné?
0.7.2. Ukazte, Ze v kaZdé grupé existuje prave jeden neutrdalni prvek.

0.7.3.  Ukazte, Ze v grupé je inverzni prvek ke kazdému prvku urcen jednoznacné.

0.7.4. Méjme celé cislo a a prirozené c¢islo b. UkaZte, Ze plati {%W = L”“LI%J

0.8. Doplnkova témata

Posledni ¢ast kazdé kapitoly obsahuje nékolik poznamek, které souvisi s probiranou tématikou. Ukazeme
souvislosti s jinymi disciplinami a zminime zajimavé problémy, které byly vyfeseny ale i takové, jejichz feseni
neni znamo. Na konci kapitol najdete i stru¢né poznamky o nékterych matematicich.

Diagramy

Smyslem diagrami (nejen v matematice) je ndzorné popsat néjakou souvislost a soucasné zprostiedkovat toto
poznani ostatnim. Soucésti dikazt byva diagram, ve kterém jsou dilezité vlastnosti zvyraznény a naopak
nedilezité vlastnosti jsou zjednoduseny nebo tiplné vynechany. V teorii graf (jak napovid4 samotny nazev)
je mnoho souvislosti popsédno diagramem — nakreslenim grafu. Kazdy graf zachycuje, zda objekty (vrcholy)
spolu souvisi (jsou spojeny hranou) nebo nesouvisi (nejsou spojeny hranou). Casto samotné zakresleni
souvislosti do diagramu vede k vyfeSeni problému.

Jeden z nejstarsich dochovanych diagrami je babylénska tabulka®, kterd obsahuje aproximaci v/2 v Se-
desatkové soustavé (Obrazek IIX1). Mezi dalsi dochované diagramy pat¥i grafické diikazy Pythagorovy véty
(ve staroveéké Cing, Indii i Recku).

Obrazek 0.18.: Babylonskd tabulka YBC 7289 z doby 1800-1600 pr.n.l.

Diagramy jako jsou schémata elektronickych obvod® nebo koneénych automatt slouzi k pfehlednému
feSeni praktickych problémil. Za diagramy mizeme povazovat znazornéni vyvoje druhil, rodokmeny nebo
planetarni model atomu.

Hasseovsky diagram

5 Tabulky YBC 7289 ze sbirky Yale Babylonian Collection. Fotografii poridil Bill Casselman.
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Pfipomerime, Ze relace ¢astecného uspofadani < na mnoziné A je relace, kterd je reflexivni, antisymetricka
a tranzitivni. Relaci < miZeme znézornit pomoci Sipek (orientovanych grafll) nebo matic. Zakresleni vsak
obvykle obsahuje mnoho takovych Sipek, které bychom mohli vynechat, nebot vyplyvaji z tranzitivity. Matice
je vhodnéa pro implementaci do pocitace, naproti tomu pro rucni vypocet je obvykle velmi neptehledné, stejné
jako znézornéni pomoci barevnych poli¢ek (Obrazek OAl). Proto se relace éasteéného usporadani znazoriiuje
uzitim hasseovského diagramu.

7 kazdého hasseovského diagramu mtzeme samoziejmé jednoznacné zrekonstruovat piislusné c¢astecné
usporadani. Uvédomme si, ze cely hasseovsky diagram muzeme nakreslit cely jen pro konecéné mnoziny.
Pro nekonec¢né mnoziny hasseovsky diagram nékdy mize ale nékdy nemusi byt ndzornym zachycenim struk-
tury posetu (srovnejte napiiklad posety (N, <) a N,|). Pro nékteré posety nemé smysl se o diagram ani
pokouset (napifklad pro poset 2%, C).

Gaussova rovina
Komplexni ¢isla nékdy znazornujeme jako body v roving, které se fikd Gaussova rovina. V anglosaské
literatufe se ji ¥ika také Argandiv diagram. Horizontélni osa odpovida redlnym slozkdm komplexniho éisla
z = a + bi, svisla osa pak imagindrnim slozkdm. V uvedené geometrické interpretaci pak snadno popiseme
velikost komplexniho ¢isla (znaéi se |z|) jako délku vektoru sméfujictho z poc¢étku do bodu o soufadnicich
[a,b] a argument komplexniho ¢isla, coz je thel, ktery svird piislusny vektor s kladnou ¢asti redlné osy
(Obrézek OT9).

S¢éitani komplexnich ¢isel odpovida skladani vektort v roviné a nasobeni odpovida soucinu velikosti
a sou¢tu argumentt komplexnich éisel. Body (komplexni ¢isla), které odpovidaji n-té (pfirozené) odmocning
daného komplexniho ¢isla lezi ve vrcholech pravidelného n-tihelniku se stfedem v pocéatku Gaussovy roviny.
Komplexni jednotky lezi na kruznici s polomérem 1 a stfedem v pocatku. Néasobeni komplexniho cisla
komplexni jednotkou odpovida otoceni prislusného bodu v Gaussové roviné kolem pocatku o thel, ktery se
rovna argumentu komplexni jednotky.

Im
z=a+W
ht——————
i |
1
2] |
arg z l
-1 0 1 a Re
-1

Obrazek 0.19.: Komplexni jednotky a komplexni ¢islo a 4+ bi v Gaussové roviné€, jeho velikost a argument.

Vennovy a Eulerovy diagramy

Mgjme systém uzavienych k¥ivek C = {C,Cy,...,C,} v roving a systém mnozin X1, Xo, ..., X,,, kde kazda
mnozina X; odpovidd interiéru k¥ivky C; nebo exteriéru k¥ivky C; (interiér a exteriér uzaviené kiivky jsou
nadefinovany na strané IGA). Venniv diagram je takovy systém uzavienych ki¥ivek C v roving, kde kazdy
pruanik mnozin ﬂ:’zl X je neprazdny. VsSimnéte si, ze systém mnozin X1, Xo,..., X, v pruniku neni pevné
uréeny, uvazujeme vSechny mozné kombinace interiéri a exteriért kiivek v C. Obvykle navic pozadujeme,
aby pocet spolecnych bodi dvou kiivek byl koneény. Vyloucime tak moznosti, kdy dvé kiivky maji spoleény
tsek (Obrazky ).

Vsimnéte si, ze uvedend definice zarucuje, ze v diagramu budou zastoupeny vSechny mozné pruniky
mnozin X1, Xo, ..., X,. Pocet raznych oblasti Vennova diagramu tak odpovida poctu prvki potenéni mno-
ziny néjaké n-prvkové mnoziny. Ne kazdy systém uzavienych kiivek v roviné nazveme Vennovym diagramem.
V literature se takovym systémtm, kde se nékteré priniky nevyskytuji, fikd Fuleruv diagram. Naptiklad
diagram na Obréazku 20 je Euleriv a neni Venniv.

Otazka: Pro¢ neni diagram na Obrazku 2O Venniiv?

Pomoci Vennovych diagrami mizeme znazornit vztahy mezi libovolnymi obecnymi mnozinami. Prvkam
obecnych mnozin vhodné prifadime body uvnitt oblasti. Venniiv diagram jedné, dvou nebo tfl mnozin je
snadné nakreslit. Venntiv diagram pro ¢tyfi mnoziny neni obtizné najit, jen musime kreslit pecliveé, protoze
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Obrézek 0.20.: Venniv diagram t7'i mnoZin, ¢tyr mnoZin a péti mnoZin.

Obrazek 0.21.: Euleriv diagram.

Obrazek 0.22.: Venniv diagram sedmi mnozin zvany ,Adelaide®.

se lehce muzeme dopustit chyby (Obrézek I2ZM). Vennovy diagramy pro pét a vice mnozin neni snadné
sestavit bez systematického pfistupu (Cviceni IXT).

Ferrersuv diagram

Ferrersiuv diagram slouzi k zakresleni rozkladu pfirozeného ¢isla n na prirozené scitance a; + as + ... + ag
(Obrazek 230). Nebudeme rozliSovat takové rozklady ¢isla n, které se lisi jen pofadim s¢itanci. Protoze
pofadi s¢itanci nehraje roli, budeme vzdy predpoklddat, ze a; > as > --- > ai. Rozklad pak mizeme
znazornit pomoci n puntikt v k fadcich, kde na i-tém fadku je pravé a; puntikt. Naptiklad ¢islo 6 mé
jedenact raznych rozklada

6, 5+1, 4+2, 4+1+1, 3+3, 3+2+1, 3+1+1+1,
24242, 2424141, 241414141, 14+14+1+1+1+1
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a jejich znazornéni pomoci Ferrersovych diagramu je na Obrazku

Pomoci Ferrersova diagramu snadno zdavodnime, Ze pocet ruznych rozkladu ¢isla n na nejvyse k pri-
rozenych séitanctt odpovida presné poctu rozkladu ¢isla n na scitance, z nichz zadny neni vétsi nez k. Staci
si uvédomit, Ze zdménou Fadki za sloupce (nebo ,pfeklopenim*) Ferrersova diagramu ke kazdému rozkladu
s nejvyse k scitanci dostaneme rozklad s nejvétsim scéitancem k. Vyuziti Ferrersovych diagrami rozhodné
presahuje ramec skolské matematiky. Jejich piehlednost se vyuziva pfi diikazu nékolika netrividlnich tvrzeni
z teorie Cisel.

J
Obrazek 0.23.: Ferrersuv diagram rozkladu 16 =7+ 4+ 3+ 1+ 1.

Obrazek 0.24.: Ferrersovy diagramy vsech jedendcti rozkladi cisla 6.

Diagram Bellovych ¢isel

Bellova ¢isla B,, (jsou zavedena na strané BO) udavaji pocet rozkladi n-prvkové mnoziny na podmnoziny.
Diagram Bellovych cisel pak prehledné kazdy rozklad znazoriiuje. Na Obrazcich MZhHIZZ] jsou uvedeny
diagramy popisujici vSechny rozklady tii-, ¢tyr-, péti- i Sestiprvkové mnoziny.

> > B D>

Obrazek 0.25.: Diagram Bellovych cisel pro n = 3.

POOOPOOOOOD

Obrazek 0.26.: Diagram Bellovijch ¢isel pro n = 4.

N T AN S &
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Obrazek 0.27.: Diagram Bellovijch ¢isel pro n = 5.

OO
O
©
=1
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Obrazek 0.28.: Diagram Bellovych ¢isel pro n = 6.

Odkazy:

L) P Www.absoluteastronomy.com/topics/llathematica. 1agr.

® http://www.math.ubc.ca/ cass/euclid/papyrus/papyrus.html

® phttp://plato.stanford.edu/archives/Tfall2008/entries/diagrams/|

® http://en.wikipedia.org/wiki/Hasse_diagr

® http://www.combinatorics.org/surveys/dso/VennkJC.html]

) p://wWww.maa.org/editorial/mathgames/mathgames 01 _0Z html
) p: am.mif.cuni.cz amserie/serie/clanky S P

® http://mathforum.org/advanced/robertd/index.htmll

Cviceni
0.8.1. Zdvodu se ticastnila ctyri auta: cervené, modré, zelené a fialové. Cervené auto prijelo do cile diive

nez fialove. Zelené auto prijelo diive nez cervené. Fialové auto prijelo diive neZ modré. Zelené auto prijelo
drive nez fialove. Které auto prijelo ze vSech nejpozdéji?

0.8.2.  Zmente barvy aut v jedin€ veté zaddni z predchoziho Cviceni X tak, aby uloha neméla jedno-
znacné resent.

0.8.3.  Ukazte, Ze do uzlovych bodu libovolné velké ctvercové sité nelze umistit vrcholy rovnostranného troj-
thelnika.

0.8.4. Ukazte ,obrdazkem®, Ze soucet prunich n lichyjch ¢isel, je n?.

0.8.5. Obrazek zachycuje matematickou formuli. Vysvétlete o jakou formuli jde.

Obrdzek 0.29.: Diagram popisujici matematickou formuli.
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0.8.6.% Kolik oblasti md Venniv diagram pro n mnozZin? Najdéte postup, jak nakreslit Venniv diagram
systému n. mnozin.

0.8.7. Ukazte, Ze pocet rozkladu prirozeného ¢isla n na nejvyse k prirozenych scitancu odpovidd poctu
rozkladu ¢isla n + k na prave k prirozenych scéitanci.

0.8.8. Dwva rozklady c¢isla n se nazyvaji konjugovane, jestlize Ferrersuv diagram jednoho dostaneme z Ferrer-
sova diagramu druhého zaménou radki a sloupci. Rozklad se nazyvd samokonjugovany, jestlize je konjugo-
vany sam se sebou. Ukazle, Ze pocet samokonjugovanych rozkladu cisla n odpovida poctu rozkladu cisla n
na ruzné scitance lichée velikosti.

0.8.9. Najdeéte néjaky priklad mnozin, pro ktery je smysluplnéjsi zndzornéni uzitim Eulerovym, nikoli Ven-
novym diagramem.

Bellova ¢éisla

Bellovo ¢islo B, udava pocet ruznych rozkladu n-prvkové mnoziny na tfidy rozkladu. Soucasné podle
Véty O je B, rovno poctu relaci ekvivalence na n-prvkové mnoziné.
Snadno se presvédcime, zZe plati By = 1, By = 1, By = 2. Protoze existuje pravé pét raznych rozklada

{{a}, {0}, {c}}, {{a, 0}, {c}}, {{a,c},{b}}, {{a},{b,c}}, {{a,b,c}}
t¥iprvkové mnoziny {a, b, c} na t¥idy, tak plati B3 = 5. Prvnich dvandct Bellovych &isel je
1,1,2,5,15,52,203,877,4140,21147,115975, 678570.

Rozklad n-prvkové mnoziny se nékdy znézotuje pomoci tzv. diagramu Bellovych ¢isel. Ptiklady jsou na Ob-
razcich 211 az
Nejprve indukci ukdzeme, ze pro Bellova ¢isla plati rekurentni vztah

Ban =3 ()8 (@

k=0

kde klademe By = B; = 1, nebof prazdnd mnozina mé jediny rozklad na prazdné tiidy a jednoprvkova
mnozina mé jediny rozklad na jednoprvkovou t¥idu. M&me néjakou (n + 1)-prvkovou mnozinu A a pred-
pokladejme, Ze pro libovolnou mnozinu s t prvky, kde t < n, existuje pravé B; riznych rozklada. Zvolme
libovolny pevny prvek x € A a pro libovolny rozklad S mnozZiny A ozna¢me X takovou mnozinu rozkladu
S, kterd obsahuje prvek x (takovd mnoZina existuje vzdy pravé jedna). Pocet vSech prvkii mnoziny A, které
nejsou v mnoziné X, oznac¢ime k. Protoze mnozina X je jednoznacné urcena zbyvajicimi n + 1 — k prvky
mnoziny A, tak snadno nahlédneme, Ze riznych mnoZin X miZeme sestavit pravé (Z) Pro mnozinu X 4
existuje By rliznych rozkladil, coZz pro vSechny piipustné hodnoty k = 0,1,...,n (alesponl jeden prvek je
v X)) davé vztah [4].

Pomoci principu inkluze a exkluze je mozno odvodit explicitni vztah, nikoli jen rekurzivni vztah, pro vy-
pocet Bellova ¢isla B,, (Cvic¢eni IXTT).

n

3 D

k=1 1i=1
Pomoci vytvorujicich funkci se da ukéazat, ze plati

n

g’:

@ | =

A konecné, protoze Stirlingovo ¢islo druhého druhu {Z} (strana B1) udéva pocet rozkladti n-prvkové mnoziny
na pravé k tfid, tak pro Bellova ¢isla ihned dostavame také nasledujici vztah
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15 20 27 37 52
52 67 87 114 151 203
Tabulka 0.2.: Tabulka prunich Sesti radku Bellova trojuhelnika.

n
111

2|1 2
312 3 5
415 7 10 15
5

6

Belluv trojihelnik
Bellova ¢isla je mozno snadno spoéitat ,ruéné“ pomoci tzv. Bellova trojihelnika (Cviceni IXT2).

1) Zac¢neme ¢islem 1 na samostatném radku.

2) Novy fadek zacina poslednim éislem z pfedchoziho Fadku.

3) Kazdé dalsi ¢islo na fadku se spocitd jako soucet pfedchoziho éisla z na faddku a ¢isla nad timto
poslednim ¢islem x.

4) S¢itani opakujeme tak dlouho, dokud nenapiSeme o jedno ¢islo vice, nez mél predchozi fadek.

5) Posledni ¢islo v n-tém fadku udéva Bellovo éislo B,,.

Prvnich Sest fadkd Bellova trojuhelnika je v Tabulce 21
Odkazy:

® http://en.wikipedia.org/wiki/Bell numbersg
® phttp://mathworld.wolfram.com/BellNumber.htmll
® RTTp://mathiorum.org/advanced/robertd/bell. htm]

Cviceni

0.8.10. Ukazte, Ze pocet riuznych surjektivnich zobrazeni n-prvkové mnoZiny na k-prvkovou mnoZinu je
k 1 k—i(k\;n

S (F1)E(G)am

0.8.11.  Ukaste, 3e plati _yn sk D)

8.11. azte, Ze plati vztah By =3, 1 Y | ————.

0.8.12.  Vysvétlete, pro¢ popsand konstrukce Bellova trojuhelnika ddva B,,.

Stirlingova cisla
Na Stirlingova ¢isla narazime v fadé kombinatorickych tloh, nebot jedno udava pocet permutaci n-prvkové
mnoziny s pravé k cykly a druhé pocet rtznych rozkladt n-prvkové mnoziny na k neprazdnych podmnozin.

Stirlingovo ¢€islo prvniho druhu
Stirlingovo ¢islo pruntho druhu udava pocet permutaci n-prvkové mnoziny s pravé k cykly a znadci se sym-

bolem
n
g

Nékdy se pouziva také zapis s(n, k). Naptiklad [;] = 11, nebot existuje 11 riznych permutaci ¢tyiprvkové
mnoziny s pravé dvéma cykly.

(1)(234), (1)(243), (134)(2), (143)(2), (124)(3), (142)(3), (123)(4), (132)(4), (12)(34), (13)(24), (14)(23)

Hodnotu Stirlingova ¢isla prvniho druhu muzeme vypoéitat pomoci rekurentniho vztahu

n n—1 n—1
= n—1
pro k > 0, pficemz poloZime [8} =1la [g] = [g] =0 pron > 0.

P1i odvozeni vztahu mtizeme vyuzit nasledujici kombinatorickou iivahu. Kazdou permutaci n-prvkové
mnoziny s pravé k cykly miizeme ziskat z n&jaké permutace (n — 1)-prvkové mnoziny pfidanim nového prvku.
Miuzeme postupovat dvéma zpiisoby:

1) bud do (n — 1)-prvkové permutace s k — 1 cykly pfiddme novy cyklus s jedingm prvkem (takovych

mozZnosti je [Z:ﬂ),
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2) nebo do nékterého z k cykli (n — 1)-prvkové permutace s k cykly pfiddme novy prvek. Prvky takové
(n —1)-prvkové mnoziny s k cykly pak mizeme oznadit tak, aby permutace byla tvofena nésledujicimi
cykly

(1,22, oo Ty ) (g1, Ty 425 - s Tng )« - (T 141> Trg_ 1425 - - - s Ty )s

kde ni1 +no + ...+ ng = n — 1. Nyni novy prvek mizeme vlozit ihned za libovolny z uvedenych n — 1
prvki a pokazdé dostaneme jinou permutaci n-prvkové mnoziny s pravé k cykly. Takovych permutaci
proto je (n —1)[".'].

Celkem proto dostaneme pocet [Z] permutaci n-prvkové mnoziny s pravé k cykly jako soucet poctu obou

moznosti [171] + (n — 1)[". ']

Otazka: Proc je ptirozené zvolit R; =1la ” = E: =0 pron > 07
Stirlingovo ¢islo druhého druhu
Stirlingovo ¢islo druhého druhu udava pocet rozkladi n-prvkové mnoziny na pravé k tfid rozkladu a znaci

se symbolem
n
k )

nékdy se pouzivd také zapis S(n,k). Naptiklad {g} = 7, nebot existuje 7 rtiznych rozkladi étyiprvkové
mnoziny na dvé tiidy rozkladu.

{1234}, {2H{134}, {3H{124}, {4}{123}, {12}{34}, {13}{24}, {14}{23}

Hodnotu Stirlingova ¢isla druhého druhu mizeme vypocitat pomoci rekurentniho vztahu

n|l [n-1 1 n—1
U=t}
pii¢emz polozime {7} =1 a {"} = 1. Dale mizeme definovat {J} =1 a {i} =0 pro n > 0.

Rekurentni vztah snadno odvodime pomoci nasledujici kombinatorické ivahy. Kazdy rozklad n-prvkové
mnoziny na pravé k t¥id rozkladu mtzeme ziskat z rozkladu néjaké (n—1)-prvkové mnoziny pfidanim nového
prvku. Mtzeme postupovat dvéma zptisoby:

1) bud pfiddme jednu jednoprvkovou t¥idu obsahujici novy prvek k rozkladu (n — 1)-prvkové mnoziny
na pravé k — 1 tfid (takovych moznosti je {Z:} ),
2) nebo pridame novy prvek do nékteré z existujicich k t¥id rozkladu (n — 1)-prvkové mnoziny na pravé

k t¥id. Takovych moznosti je k:{";l}

Celkem proto dostaneme pocet {Z} rozkladt n-prvkové mnoziny na pravé k tfid rozkladu jako soucet poctu
obou moznosti {Zj} + k{";l}

Pro ruéni vypocet malych hodnot Stirlingova ¢isla druhého druhu muzeme sestavit trojihelnikové
schéma jako v Tabulce I3 Prvni a posledni ¢islo v kazdém fadku je uréeno z definice. Zbyvajici ¢isla
ve tfetim a dalSich fadcich mtizeme dostat néasledujicim zptsobem. Pro urceni k-tého ¢isla v fadku n staci
secist pfedchozi ¢islo (ze sloupce oznaceného (k — 1)) a k ndsobek k-tého ¢isla z pfedchoziho Ffadku.

n\k|0 1 2 3 4 5
0 |1

1 |01

2 |01 1

3 /01 3 1
4 101 7 6 1
5 |0 1 15 25 10 1

Tabulka 0.3.: Tabulka malych Stirlingovich c¢isel druhého druhu {Z}
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Otazka: Vsimnéte si, Ze definujeme pro k& > 0 je {ﬁ)} =0, ale {8} =1 proc?

Pfipomenme jesté, ze pocet vsech rozkladi n-prvkové mnoziny na libovolny pocet tfid rozkladu je uréen
Bellovym cislem.

Odkazy:

® phttp://en.wikipedia.org/wiki/Stirling numbe

P matnwor. .wollram.com irlinghumbero o€ COI

Pocet rozkladu prirozeného ¢isla n na pravé k scitancu

Pocet rozkladti ¢isla n na pravé k sc¢itanct, pficemz poradi s¢itancti nehraje roli, oznac¢ime symbolem
P(n, k).
Naptiklad P(7,3) = 4, nebot existuji 4 rtizné rozklady ¢éisla sedm na t¥i séitance.
7T=5+1+41, 7=4+4+2+1, 7=3+3+1, 7=3+2+2
Hodnotu éisla P(n, k) miZzeme vypoéitat pomoci rekurentniho vztahu
P(n,k)=P(n—-1,k—1)+ P(n—k,k),

kde P(n,k) =0 pro k > n, P(n,n) =1 a P(n,0) = 0.
Odvozeni rekurentniho vztahu nahlédneme nasledujici kombinatorickou ivahou. Kazdy rozklad ¢isla n
na praveé k scitanc mizeme ziskat dvéma zpusoby:

1) bud rozklad obsahuje séitanec 1; takovy rozklad ziskdme, kdyZ k rozkladu ¢isla n — 1 na pravé k — 1
s¢itancim piiddme nového séitance 1 (takovych rozkladi je P(n — 1,k — 1)),

2) nebo rozklad neobsahuje zadného séitance 1; kazdy takovy rozklad miizeme ziskat z rozkladu éisla n—k
na pravé k s¢itanci zvétSenim kazdého séitance o 1 (takovych rozkladt je P(n — k, k)).

Celkem dostaneme vztah pro pofet P(n,k) rozkladu ¢isla n na pravé k scitanct jako soucet poétu obou
moznosti P(n — 1,k — 1)+ P(n — k, k).

Pro vypocet ¢isla P(n, k) miZeme sestavit trojihelnikové schéma jako v Tabulce @ Prvni a posledni
¢islo v kazdém Fadku je urceno z definice. Zbyvajici ¢isla ve tietim a dalSich Ffadcich muzeme dostat nésle-
dujicim zpisobem. Pro uréeni k-tého ¢isla v fadku n stadi secist (k — 1). ¢islo z pfedchoziho fadku a k-té
¢islo z tadku n — k.

n\k |1 2 3 4 5 6 7
1 |1
2 1 1
3 |1 11
4 11 2 1 1
5 |1 2 2 1 1
6 (1 3 3 2 1 1
7 1 3 4 3 2 11
Tabulka 0.4.: Tabulka poctu rozkladi ¢isla n ma prdavé k scéitanci.
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Poznamka 0.1. Vsimnéte si rozdilu mezi P(n, k) a Stirlingovym ¢islem druhého druhu (strana BI). Za-
timco Stirlingovo ¢islo druhého druhu {Z} udava pocet rozkladi n-prvkové mnoziny na prave k trid rozkladu,
tak P(n, k) udava pocet rozkladh ¢isla n na pravé k séitancti. Dva rozklady n-prvkové mnoziny se lisi, i kdyz
maji stejné velké tiidy rozkladu avsak néktera tfida jednoho rozkladu neni tfidou ve druhém rozkladu. Od-
povidajici rozklady ¢isla n (chdpaného jako velikost n-prvkové mnoziny) na séitance, které udavaji velikost
jednotlivych tiid rozkladu vSak nerozliSujeme. Proto obecné {Z} > P(n, k).

Odkazy:
® pttp://mathworld.wolfram.com/PartitionfunctionP.html]

theory.cs.uvic.ca/ini/nump/NumPartition.htm

Cviceni
0.8.18. Kolika zpusoby je mozné€ napsat ¢islo n jako soucet prirozenych sc¢itanciu? Predpokldddme, Ze roz-
lisugeme poradi scitanci.

Dvanactero zpusobtu pocitani
Pfi feseni kombinatorickych tloh Casto narazime na néktery z klasickych pocetnich postupt. Nasleduje
systematicka klasifikace pocetnich problému jednak z pohledu zobrazeni f : K — N s jistymi omezujicimi
podminkami a soucasné interpretace takovych zobrazeni v jazyce rozdélovani k objektt do n ptihradek.
Kazdé zobrazeni k-prvkové mnoziny K do n-prvkové mnoziny N si mtzeme predstavit jako rozmisténi
k objektti do n prihrddek. Zobrazeni f : K — N popisuje, do které prihrddky f(¢) je umistén ten ktery
objekt i. Objekty i pfihrddky mohou byt rozliSitelné (oc¢islované, oznacené) nebo nerozlisitelné. Striktné
vzato nerozliSitelné objekty nebo nerozlisitelné piihradky nejsou mmnoziny, ale multimnoziny. Na nerozli-
Sitelné prihradky se muzeme divat i jako na mnozinu raznych prihradek, kdy nerozlisime takova rozdéleni
objektu, kterd se lisi permutaci (zdménou, preéislovanim) piihradek. MuZeme pozadovat, aby zobrazeni f
bylo prosté (injektivn{), nebo zobrazenim na (surjektivni), nebo na zobrazeni f nebudeme klast z4dné ome-
zeni. Omezujici podminky na zobrazeni f muzeme piehledné shrnout:

1) Zddnd podminka na f, kazdy objekt mize byt umistén do libovolné ptihradky bez omezeni,

2) f musi byt injektivnd, neboli aby kazda pfihradka obsahovala nejvyse jeden objekt,

3) f musi byt surjektivni, v odpovidajicim rozdéleni objekt nesmi zadné ptihradka zistat prazdna,

4) f musi byt bijektivnd, tj. injektivni i surjektivni.
Posledni moznost, kdy zobrazeni je bijektivni, dava smysl pouze v pfipadé, kdy k = n. Prislusny pocet
moznych zobrazeni je specidlnim piipadem tlohy s injektivni nebo surjektivnim zobrazenim, a proto tato
varianta kombinatorickych problémi nepiinasi zddnou novou myslenku a bylo by mozné ji z ivah vynechat.

Déle mizeme zavést relace ekvivalence pro prvky mnoziny K nebo pro prvky mnoziny N a dvé zobrazeni

fi: K — N a fy: K — N budeme povazovat za shodnd, pokud jedno mutzeme z druhého dostat zaménou
ekvivalentnich (nerozlisitelnych) prvka. Rozdélujeme-li naptiklad k identickych (nerozlisitelnych) pfedméty
do n riznych (rozlisitelnych) piihradek, tak mtizeme tlohu zkoumat jako zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-
prvkové mnoziny N, pfiCemz nerozliSujeme zobrazeni, ktera se lisi jen néjakou permutaci prvk mnoziny N.
Jsou ¢tyti (zdkladni) moznosti:

1) vSechny prvky mnozin K i N povazujeme za ruzné, coZ odpovida rozmistovani rtiznych objektt do riz-
nych ptihradek,

2) v8echny prvky mnoziny K povazujeme za ekvivalentni, rozmistujeme nerozlisitelné objekty do rtiznych
prihradek,

3) vSechny prvky mnoziny N povaZzujeme za ekvivalentni, rozmistujeme rizné objekty do nerozlisitelnych
prihradek,

4) vSechny prvky mnoziny K povazujeme za ekvivalentni i v8echny prvky mnoziny N povazujeme za
ekvivalentni a rozmistujeme nerozlisitelné objekty do nerozlisitelnych pfihradek.
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objekty prihradky podminka pro f

k n zadna injektivni surjektivni bijektivni

1 L —
o , oo . i 1k n!  pro n
rozlisitelné rozliSitelné n V(k,n) n!{*} { 0 prok#£n
_ _ 1 prok=n

.. , e . nt+k—1 n k-1 pro

nerozlisitelné  rozlisitelné ( oy ) (k) (nfl) { 0 prok#£n
e , - , n ok 1 prok<n k 1 prok=n
rozligitelné  nerozlisitelné | Y7 {7} { 0 prok>n {r} { 0 prok#£n
nerozliSitelné nerozlisitelné | P(k + n,n) L prok<n P(k,n) 1 prok=n
’ 0 prok>n ’ 0 prok#n

Tabulka 0.5.: Dvandctero pocitani.

Pozadavky na zobrazeni mtzeme libovolné kombinovat s pozadavkem na nerozliSitelnost prvki, a proto
dostaneme celkem 3-4 = 12 (dvanécteroG) kombinatorickych uloh. V Tabulce A jsou pro Gplnost zahrnuty
i ¢tyfi ulohy odpovidajici bijektivnim zobrazenim f : K — N.

Symbolem P(k, n) oznacujeme pocet rozkladi éisla k na n nenulovych ¢asti. Vice o ¢isle P(k, n) je psdno
na strané B3. Pocty jednotlivych zobrazeni, kterd odpovidaji jistym kombinatorickym vybértim, podrobné
rozebereme postupné po fadcich Tabulky I3

Rozdélovani ruznych objekta do rozlisitelnych prihradek

Zobrazeni K — N Pocet vSech rozdéleni k riznych objekt do n riznych (rozlisitelnych) pfihrddek presné
odpovida poctu vSech raznych zobrazeni f néjaké k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny. Soucasné
miuzeme tlohu preformulovat jako uréeni poctu vsech k-prvkovych posloupnosti sestavenych z n prvk,
ve kterych se kazdy prvek mize opakovat v libovolném poctu kopii. Pravé kazda posloupnost k obrazt
v zobrazeni f je vybérem k prvkt z n moznych, pfi¢emz prvky vybéru se mohou opakovat. Celkovy

pocet je dan vztahem (strana [3)
V*(n, k) = nk.

Injektivni zobrazeni K — N Pocet takovych rozdéleni k rtzngch objektti do n riznych (rozlisitelnych)
prihradek, kdy kazdy predmét piijde do jiné ptrihradky, pfesné odpovida poctu vSech injektivnich zob-
razeni néjaké k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny. Soucasné se jednd o pocet vSech k-prvkovych
posloupnosti sestavenych z n prvka, pricemz prvky posloupnosti se nemohou opakovat. Celkovy pocet
je pro k < n dén vztahem (strana [3)

n!

V(n, k)= Co

=nn—-1)---(n—k+1).

Je-li k > n, tak neexistuje zadna takova posloupnost. V takovém piipadé preferujeme vypocetni vztah
n(n—1)---(n—k+ 1), nebot faktoridly zdpornych é&isel se nedefinuji.

Surjektivni zobrazeni K — N Pocet takovych rozdéleni k rizngch objektid do n riiznych (rozlisitelnych)
prihradek, kdy zadné prihradka neztstane prazdna, presné odpovida poctu vsech surjektivnich zobra-
zeni néjaké k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny N. Soucasné mizeme ulohu pfeformulovat jako
urceni poctu vsech k-prvkovych posloupnosti sestavenych z n prvki, ve kterych se kazdy prvek z N
vyskytuje alespon jedenkrat. Celkovy pocet je dan vztahem

=0

ktery odvodime nejlépe uzitim principu inkluze a exkluze (Cvi¢eni IXTM). Navic, protoZe Stirlingovo
¢islo druhého druhu {Z} (jsou zavedena na strané B2) udava pocet rozkladtt mnoziny K na n (neprézd-
nych) tiid rozkladu, tak pocet surjektivnich zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-prvkové je soucasné

dan vztahem
k
n!
n )

nebot rozdéleni riznych k objektt do n prihrddek mtzeme chapat jako rozklad mnoziny K, pricemz
rozliSujeme n! ruznych poradi t¥id rozkladu.

6 Anglicky termin twelvefold way je pripisovan Joelu Spencerovi, do Cestiny jsem jej prelozil jako dvandctero pocitani.
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Bijektivni zobrazeni K — N Pocet takovych rozdéleni k rtznych objektid do n riznych piihradek, kdy
kazda prihradka obsahuje pravé jeden objekt, presné odpovida poctu vSech bijektivnich zobrazeni
néjaké k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny N. Soucasné mizeme tlohu preformulovat jako urceni
poctu vsech k-prvkovych posloupnosti sestavenych z n prvka, ve kterych se kazdy prvek vyskytuje
pravé jedenkrat, jedna se o permutace prvki mnoziny N. Jejich pocet je P(n) = nl. Je-li k # n, pak
pochopitelné zadné takové zobrazeni nefunguje. Obecny vztah pro pocet bijektivni zobrazeni K — N
je

n! prok=n
{ 0 prok #n.

Vsimnéte si, ze uvedeny vztah dostaneme jako specidlni pfipad pro pocet injektivnich zobrazeni K — N

pro k = n, nebot (n%'k), = ”T' = n! i jako specidlni pfipad pro pocet surjektivnich zobrazeni K — N

pro k = n, nebot n!{"} =n!-1=nl

Rozdélovani identickych objekti do rozlisitelnych prihradek

Rozdélovani identickych objekt odpovida takovym zobrazenim f : K — N, kdy nerozlisSujeme dvé zobrazeni,

ktera se lisi jen néjakou permutaci prvkt mnoziny K. Obecné mizeme fici, ze pro dané mnoziny K a N bude

takovych raznych rozdéleni (zobrazeni) existovat méné, nez kdyz budeme povaZovat objekty v mnoziné K

za ruzné.

Zobrazeni K — N, ruznd aZ na permutaci prvki mnoZiny K Pocet vSech rozdéleni k identickych objektt
do n rtznych (rozlisitelnych) piihradek pfesné odpovidd poctu vSech rtznych zobrazeni f néjaké k-
prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny, ktera nerozlisuji permutaci prvk mnoziny K (potradi vzort
zobrazenych na ten ktery prvek mmnoziny N). Soucasné mtizeme tlohu pfeformulovat jako uréeni
poctu vsech k-prvkovych multimnozin sestavenych z n riiznych prvkd, ve kterych se kazdy prvek mtize
opakovat v libovolném poctu kopii. Celkovy pocet je dan vztahem (strana [3)

. k+n-—-1
C*(n, k) = < n_1 >

Injektioni zobrazeni K — N, riznd aZ na permutaci prvkid mnoZiny K Pocet takovych rozdéleni k identic-
kych objektt do n riznych (rozlisitelnych) prihradek, kdy kazdy pfedmét pfijde do jiné prihradky, od-
povidé poctu vsech takovych injektivnich zobrazeni né€jaké k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny,
kterd nerozlisuji permutaci prvkd mnoziny K (pofadi vzori zobrazenych na ten ktery prvek mmno-
Ziny N). Soucasné se jednd o pocet vSech k-prvkovych podmnozin sestavenych z prvk mnoziny N.
Jejich pocet pro k < n je dan vztahem (strana [3)

Ckl(n—k) k(k—1)---1

C(n,k):(Z)— nl nn—1)---(n—k+1)

Je-li k > n, tak neexistuje zadné takové zobrazeni.

Surjektivni zobrazeni K — N, ruznd aZ na permutaci prukd mnoziny K Pocet takovych rozdéleni k iden-
tickych objektti do n riznych (rozlisitelnych) ptihradek, kdy zadna piihrddka neztistane prazdna,
presné odpovida poc¢tu vSech surjektivnich zobrazeni néjaké k-prvkové mmnoziny do n-prvkové mno-
Ziny N, kterd nerozlisuji permutaci prvki mnoziny K (pofadi vzori zobrazengch na ten ktery prvek
mnoziny N). Ulohu miizeme pieformulovat také jako uréeni poétu vsech k-prvkovych multimnozin
sestavenych z n rtiznych prvki, ve kterych se kazdy prvek mtze musi vyskytnout alespon jednou. Na-
vic tato tloha odpovida poctu rozkladt ¢éisla k na pravé n pfirozenych (nenulovych) séitancti, pficemz
rozliSujeme pofadi séitanct (3+ 540 je jiny rozklad ¢isla k = 8 na n = 3 s¢itance nez 5+0+3). Pocet
takovych rozkladf (zobrazeni ¢i multimnozin) je ddn vztahem

(5 =n) = (om1) = ey

Je-li k < n, tak neexistuje zadné takové zobrazeni.

Odvozeni vztahu mizeme nahlédnout nésledujici kombinatorickou tvahou pro pocet rozkladu éisla k
na n pfirozenych sc¢itanct, pfi¢emz poradi scitanci budeme rozliSovat. Predstavme si ¢islo k zapsané
jako k jednicek oddélenych k—1 symboly +. Odstranime-li nyni nékterych n—1 symbola + z celkového
poc¢tu k—1 symbold, dostaneme pravé n kladngch(!) ¢isel, kazdé zapsané jakou soucet jednic¢ek. Protoze
vybér n — 1 odstranénych symbolt + pfedné odpovidd vybéru k — 1 — (n — 1) = k — n ponechanych
symbolt +, ihned dostaneme vyse uvedeny vztah.
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Bijektivni zobrazeni K — N, kterd nerozlisuji permutaci prvki mnoZiny K Bijektivnich zobrazeni K —
N, pokud k = n, existuje n!. Pokud vSak nerozliSujeme zobrazeni, ktera se lisi jen permutaci prvki
mnoziny K (existuje jich k! = n!), tak existuje jedind takova bijekce. V pfipadé, kdy k # n, tak nee-
xistuje zadna bijekce K — N. Obecny vztah pro pocet bijektivni zobrazeni K — N, ktera nerozlisuji
permutaci prvkt mnoziny K, je

n! prok=n
{ 0 prok #n.

Vsimnéte si, Ze dosadime-li & = n do vypoétu Stirlingova ¢isla druhého druhu (strana BI) pro surjek-
tivni zobrazeni K — N, kterd nerozliSuji permutaci prvkd mnoziny K, dostaneme {Z} = 1. Také
vztah pro pocet takovych injektivnich zobrazeni dava ve specidlnim pripadé k = n jednicku.

Rozdélovani ruznych objektii do nerozliSitelnych piihradek

Rozdélovani riaznych objektt do nerozlisitelnych prihradek odpovida takovym zobrazenim f : K — N, kdy

nerozlisujeme dvé zobrazeni, kterd se lisi jen néjakou permutaci prvkt mnoziny N. Obecné opét plati, ze

pro dané mnoziny K a N bude takovych raznych rozdéleni (zobrazeni) existovat méné, nez kdyz budeme
povazovat prihradky v mnoziné N za rozlisitelné.

Injektivni zobrazeni K — N, ruznd aZ na permutaci prokd mnoZiny N Pocet vSech rozdéleni k ruznych

objektd do m nerozlisitelnych prihradek, kdy kazdy predmét pfijde do jiné prihradky, odpovida po-
¢tu vSech takovych injektivnich zobrazeni f néjaké k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny, kterd
nerozlisuji permutaci prvkd mnoziny N.
Protoze nerozliSujeme piihrddky (obrazy v mnoziné N), tak kazdd dvé rozdéleni (zobrazeni) jsou
ekvivalentni. Dvé injektivni zobrazeni K — N se totiz mohou lisit jen pfidélenim vzorti, a proto staci
udélat néjakou permutaci nerozlisitelnych obrazti, abychom dostali libovolné jiné zobrazeni. Podobné
vysvétleni 1ze podat i v terminologii rozdélovani objektt do prihradek: protoze do kazdé pfihradky
miize prijit nejvys jeden prvek, a protoze prihradky nerozliSujeme, tak pro k < n existuje jediné takové
rozdéleni a pro k > n neexistuje rozdéleni zadné. Celkem miZzeme hledany pocet vyjadiit vztahem

1 prok<n
{ 0 prok > n.

Surjektivni zobrazeni K — N, ruznd aZ na permutaci prvkd mnozZiny N Pocet takovych rozdéleni k riz-
nych objekt do n nerozlisitelnych prihradek, kdy Zadna prihradka neztstane prazdna, presné odpo-
vida poctu vsech surjektivnich zobrazeni néjaké k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny N, pfi¢emz
nerozliSujeme zobrazeni lisici se jen permutaci prvki mnoziny N. Souc¢asné mizeme tlohu preformulo-
vat jako uréeni po¢tu vSech rozkladt mnoziny K na prévé n (neprazdnych) podmnozin, p¥ipadné jako
pocet vsech relaci ekvivalence na k-prvkové mnoziné s pravé n tfidami ekvivalence. Protoze pravé Sti-
rlingovo ¢islo druhého druhu {:} udévé pocet rozkladi mnoziny K na n (neprazdngch) tiid rozkladu,
tak hledany pocet surjektivnich zobrazeni dan vztahem

k
{of
Ciselna hodnota mutiZze byt popsana rekurentnim vztahem, pomoci sum nebo pomoci vytvorujicich
funkei (viz strana B2). Neexistuje vSak jednoduchy vzorec pro Stirlingova ¢isla druhého druhu, ktery
by nevyzadoval pouziti sumy.

Zobrazeni K — N, ruznd aZ na permutaci prvki mnoZiny N Pocet vSech rozdéleni k riiznych objektt do n
nerozliSitelnych pfihradek odpovida poctu vSech takovych raznych zobrazeni f néjaké k-prvkové mno-
Ziny do n-prvkové mnoziny, kterd nerozlisuji permutaci prvkt mnoziny N (pofadi obrazi na které se
zobrazi ten ktery prvek mnoziny N). Podobné jako v pfedchozim odstavci miizeme tlohu pfeformu-
lovat jako urceni poc¢tu vSech rozkladi mnoziny K na nejvyse n (neprazdnych) podmnozin, piipadné
jako pocet vSech relaci ekvivalence na k-prvkové mnoziné s nejvgse n t¥idami ekvivalence. S vyuzi-
tim symbolu pro Stirlingovo ¢islo druhého druhu miZeme pocet rozkladd mnoziny K na nejvyse n
(neprézdnych) t¥id rozkladu zapsat sumou
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Upozornime jesté, ze pro k > 0 je {’8} = 0, nebof neprédzdné mnoziny nelze rozlozit do nula t¥id
rozkladu.

Bijektivni zobrazeni K — N, kterd nerozlisuji permutaci prvkd mnoZiny N Bijektivni zobrazeni K — N,
které nerozlisuje permutaci prvkt mnoziny N, mize existovat jen pro k = n. Thned vidime, Ze existuje
jedind takova bijekce, kdy prvky mnoziny N nerozliSujeme, nebot kazd4 bijekce je slozenim jedné pevné
bijekce K — N a néjaké permutace mnoziny N. Je-li k # n, tak vySe uvedena bijekce neexistuje zadna.
Hledany pocet takovych bijekci mizeme vyjadfit vztahem

1 prok=n
0 pro k #n.

Vsimnéte si, ze kazdé bijektivni zobrazeni K — N, které nerozlisuje permutaci prvkd mnoziny N, je
specidlnim pfipadem odpovidajiciho injektivniho ¢i surjektivniho zobrazeni. Proto také dosazenim k =
= n do odpovidajiciho vztahu pro pocet injektivnich zobrazeni f : K — N, ktera nerozliSuji permutaci
prvkd mnoziny N dostaneme 1 stejné jako ve specidlnim piipadé pro odpovidajici surjektivni zobrazeni.

Rozdélovani identickych objektu do nerozlisitelnych prihradek

Rozdélovani identickych objektt do nerozlisitelnych ptrihradek odpovida takovym zobrazenim f : K — N,

kdy nerozlisujeme dvé zobrazeni, ktera se lisi jen néjakou permutaci prvki mnoziny K nebo permutaci prvkt

mnoziny N, tj. prvky povazujeme za nerozliSitelné. Je prirozené, ze pro dané mnoziny K a N bude takovych

riiznych rozdéleni (zobrazeni) existovat méné, nez kdyz budeme povazovat prvky v alespoii jedné mnoziné K

a N za ruzné.

Injektioni zobrazeni K — N, riznd aZ na permutace prvku mnoZiny K a N Pocet vSech rozdéleni k iden-
tickych objektt do n nerozlisitelnych prihradek, kdy kazdy predmét prijde do jiné prihradky, odpovida
poctu vSech takovych injektivnich zobrazeni f néjaké k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny, ktera
nerozlisuji permutaci prvk mnoziny K (pofadi vzort zobrazenych na ten ktery prvek mnoziny N) ani
permutaci prvkd mnoziny N (obrazy v mnoziné N). ProtoZe nerozliSujeme ptihradky (prvky mno-
Ziny N), tak kazda dvé rozdéleni (zobrazeni) jsou ekvivalentni. Dvé injektivni zobrazeni K — N se lisi
jen pridélenim vzorti a my zobrazeni lisici se permutaci vzori nerozliSujeme, tak existuje jediné takové
zobrazeni. V terminologii rozdélovani objektii do piihradek opét podame analogické vysvétleni: pro-
toze do kazdé ptrihradky miize ptijit nejvys jeden prvek, a protoze pfihraddky (a dokonce ani objekty)
nerozliSujeme, tak pro k£ < n existuje jediné takové rozdéleni a pro k > n neexistuje rozdéleni zadné.
Celkem mizeme hledany pocet vyjadfit vztahem

1 prok<n
0 prok > n.

Surjektivni zobrazeni K — N, ruznd aZ na permutace proki mnozZiny K a N Podet takovych rozdéleni k
identickych objekt do n nerozliSitelnych prihradek, kdy zadné prihradka neztistane prazdné, presné
odpovida poctu vsech surjektivnich zobrazeni néjaké k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny N,
pri¢emz nerozliSujeme zobrazeni lisici se jen permutaci prvkt mnoziny K nebo permutaci prvkd mno-
Ziny N. Souéasné miizeme tlohu pfeformulovat jako uréeni poc¢tu vSech rozkladu ¢isla k = | K| na prdavé
n nenulovych séitancti, pricemz pofadi s¢itancii nehraje roli. V§imnéte si, jak se tato tloha lisi od roz-
kladu mnoziny K na n neprazdnych podmnozin. Napiiklad rozklad ¢isla 8 = 4 + 4 je jediny, avsSak
rozkladt 8-prvkové mnoziny na dvé étyiprvkové t¥idy existuje fada (celkem (i) ), nebot dva rozklady po-
vazujeme za ruzné, pokud se néjaka tfida jednoho rozkladu nevyskytuje jako tfida v druhém rozkladu.
V naSem pfipadé mizeme hledany pocet vyjadfit rekurentnim vztahem (odvozeni je na strané B3)

P(k,n) =Pk —-1,n—-1)4+ P(k—n,n),

kde P(k,0) =0, P(k,k) =1 a P(k,n) =0 pron > k.

Zobrazeni K — N, riznd az na permutace prvkid mnoZiny K a N Pocet vSech rozdéleni k identickych ob-
jekti do n nerozlisitelnych prihradek odpovida poctu vsech takovych riaznych zobrazeni f néjaké k-
prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny, pfi¢emz nerozliSujeme zobrazeni lisici se jen permutaci prvki
mnoziny K nebo permutaci prvké mnoziny N. Ulohu mtiZzeme opét preformulovat jako uréeni poétu
v8ech rozkladi ¢&isla k = |K| na nejvyse n pfirozenych séitancii. S vyuzitim symbolu P(k,n) pro podet
rozkladu ¢isla k na pravé n prirozenych s¢itancti mizeme vyjadrit pocet vSech takovych zobrazeni

(rozdéleni objektil) vztahem
n

> P(k,i) = Z P(k,i),

=0
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nebot P(k,0) = 0. Je snadné si uvédomit, ze pfiddme-li do kazdé z n pfihradek jeden novy objekt,
miuzeme studovat ekvivalentni tlohu rozdéleni k+n identickych objektt do n nerozliSitelnych prihradek,
kdy z&ddna prihradka nezlistane prazdnd a vyjadiit hledany pocet rozdéleni objekti (pocet riznych
zobrazeni) nasledujicim vztahem bez sumy

P(k+n,n).

Bijektivni zobrazeni K — N, kterd nerozlisuji permutace prvki mnozZiny K a N Je zfejmé, ze bijektivni
zobrazeni K — N, mizZe existovat jen pro k = n. Pokud navic nerozliSujeme zobrazeni, ktera se
lisi permutaci prvktt mnoziny K nebo permutaci prvkid mnoziny N, tak ihned vidime, Ze existuje
jedind takové bijekce, nebot kazdé bijekce je slozenim jedné pevné bijekce a né&jaké permutace mno-
ziny N. Je-li k # n, tak takova bijekce neexistuje zadna. Pocet hledanych bijekci mizeme vyjadrit

vztahem
1 prok=n
0 prok #n.

Vsimnéte si opét, ze kazdé bijektivni zobrazeni K — N, které nerozliSuje permutaci prvkd mnoziny K
nebo N, je specidlnim pfipadem odpovidajiciho injektivniho ¢i surjektivniho zobrazeni. Proto také
dosazenim k£ = n do odpovidajiciho vztahu pro pocet injektivnich zobrazeni f : K — N, ktera
nerozliSuji permutaci prvki mnoziny N, dostaneme 1. Stejné tak je ve specidlnim piipadé &k = n
odpovidajici pocet surjektivnich zobrazeni P(n,n) = 1.

Odkazy:

® http://en.wikipedia.org/wiki/Twelvefold _wa
* Vv ,
Cviceni
0.8.14. Kolik existuje relaci ekvivalence na pétiprvkové mnoziné?

0.8.15.  Ukazte, Ze plati B, =Y ., {7;}

Logicka exploze

Soucasné platnosti dvou navzdjem se vylucujici tvrzeni (tvrzeni T a negace —7T') Fikdme spor. Pokud bychom
pripustili, Ze takova situace nastane, tak i v intuitivni logice mtizeme odvodit platnost libovolného tvrzeni X.
Situaci, kdy jsme schopni dokazat libovolné tvrzeni, se fika logickd exploze.

1) Pfedpokladejme platnost (T'A —T).

2) Odtud eliminaci dostaneme platnost tvrzeni T

3) Zeslabenim tvrzeni T dostaneme platnost tvrzeni (T'V X).

4) Eliminaci musi podle bodu m) platit také —7T.

5) Vyloucenim platnosti 7' podle @) z tvrzeni B) dostaneme platnost libovolné zvoleného tvrzeni X.

V parakonzistentnich logickych systémech takova konstrukce neplati, nebot nékteré pouzité elementarni
ipravy nejsou povazovany za platné.

Je zajimavé si uvédomit analogii nepfipustnosti sporu v matematické teorii s obycejnym protimluvem.
I v bézné teci se nékdy dopustime protichtidnych tvrzeni. Jsme-li na protimluv upozornéni, pak je v lidské
prirozenosti pripadné nedorozumeéni vysveétlit a spor eliminovat, misto abychom jej povazovali za norméalni
soucast zivota a spokojili s konstatovanim ,no tak si protife¢im, no a co ma byt?«

Odkazy:

® pttp://en.wikipedia.org/wiki/Principle_oI_explosion

® pttp://de.wikipedia.org/wiki/EkExX_Talso_quodlibeq
® http://xkcd.com/(04/]

John Venn (4. srpna 1834 — 4. dubna 1923)

John Venn byl Britsky logik a filozof. Jeho jméno je spjato pfedev§im s Vennovymi diagramy, které popisuji
vsechny mozné vztahy mezi danymi mnozinami.
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Obrazek 0.30.: John Venn a vitrdZ v Caius Hall na Cambridgské univerzite.

John Venn se narodil v Hull, Yorkshire. Jeho matka zemfela, kdyz byly Johnovi tii roky. Otec,
Rev. Henry Venn, vychoval syna v pfisném duchu rodinnych tradic. John Venn studoval v letech 1853-1857
na Gonville and Caius College na Cambridgské univerzité. Brzy na to se v roce 1859 stal knézem. Od roku
1862 se vratil do Cambridge vyucovat humanitni obory, logiku i pravdépodobnost.

Venn se zajimal predevsim o logiku. V roce 1881 vydal knihu ,,Symbolicka logika“, ve které zavedl
diagramy, dnes znamé jako Vennovy diagramy. Roku 1883 byl zvolen ¢lenem Kréalovské spolec¢nosti.

Odkazy:

® phttp://www.answers.com/topic/john-venn

[ ] P WWW.pucrs.br/Iramat/statwe lstoria/daestatistica/blograrias/venn.
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Kapitola 1. Grafy a podgrafy

1.1. Grafy a jednoduché grafy

Pojem grafu byl zaveden Leonhardem Eulerem’ v roce 1736. Jedna se o model, ktery reprezentuje objekty
a vztahy mezi nimi. Zdiraznéme, Ze v tomto textu grafem nebude graf funkce, ale nasledujici struktura.

7

Definice Jednoduchy graf G je uspordadana dvojice (V, E), kde V je neprazdnad mnozina vrcholi a E je
néjakad mnozina dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Prvkim E fikdme hrany.

Mnozinu vrcholt grafu G budeme oznacovat V(G) a mnozinu hran E(G). Pokud nebude hrozit mylka,
vysta¢ime s oznacenim V a E. Jestlize budeme chtit zdliraznit mnozinu vrcholi resp. hran, oznac¢ime graf
G = (V,E), v literatufe najdeme také zapis G(V, E). Rdd grafu G je pocet jeho vrcholt a velikosti grafu
rozumime pocet jeho hran.

Diagramy

Grafy znazorfiujeme pomoci diagramt®. Sila teorie grafii spociva zejména ve struéné a prehledné interpretaci
problému, kdy abstrahujeme od nedilezitych symbold a soustfedime se na strukturu, ktera je v problému
obsazena. V nakreslend grafu (v diagramu) zndzornime vrcholy jako body v roviné a hrany jako kfivky, které
spojuji vzdy oba body odpovidajici vrcholiim jez hranu urcuji. RozliSujeme pojmy hrana a nakresleni hrany.
V nakresleni grafu prochéazi kazda hrana jen dvéma takovymi body, které odpovidaji vrcholim a sice dvojici
vrcholti, které hranu urcuji. Je praktické pozadovat, aby se dvé rtizné hrany protinaly nejvyse jedenkrat.

Obrézek 1.1.: Nakresleni grafu G.

Na Obrazku IO je nakresleni grafu G = (V, E) s mnozinou vrchold V' = {v1, va, v3, v4, vs5, vg, U7, Us, Vg }
a mnozinou hran F = {{’Ul,’Ug}, {v1,v3}, {v1,va}, {v1,v5}, {va,vs}, {va, v7}, {va, vs}, {v2,v9}, {v3,va},
{'Ug, U5}ﬂ {’1)3, 'Ug}, {'04, ’U5}a {057 '07}, {077 ’Ug}, {1)77 09}7 {1)87 09}}'

Znaceni a terminologie

Budeme pracovat téméf vyhradné s koneénymi grafy. V takovém pfipadé md smysl Fici, ze graf G mé |V|
vrchollt a |E| hran. Vrcholy u a v jsou koncové vrcholy hrany {u,v}. Hrany oznac¢ujeme obvykle pismeny
z prvni poloviny abecedy (e, f,h,...) a vrcholy pismeny z konce abecedy u,v,w,...,z. Mame-li hranu e
s koncovymi vrcholy w, v, tak misto e = {u,v} pouzivame krat$i zapis e = uv nebo jen hrana wv. Incidence
je vztah mezi hranou a jejimi koncovymi vrcholy. Je-li vrchol v koncovym vrcholem hrany e, mizeme psat
v € e a fikdme, ze vrchol v je incidentni s hranou e nebo také ze hrana e je incidentni s vrcholem v.

Dva rtzné vrcholy u, v v grafu jsou sousedni neboli zdvislé, jestlize v grafu existuje hrana uv (jsou
koncovymi vrcholy téze hrany). V opaéném piipadé se vrcholy nazyvaji nezdvislé nebo nesousedni. MnoZina
vrchold, ve které jsou kazdé dva vrcholy nezavislé, se nazyva mnozina nezdvislych vrcholi. Modré vrcholy
v levém grafu na Obrazku A jsou zavislé a bilé vrcholy tvofi nejvétsi nezévislou mnoZinu vrcholl (nejuétsi
znamend, Ze zadné nezavisld mnozina s vice prvky v grafu neexistuje). V pravém grafu tvofi modré vrcholy

7 Na strané B2 je popsana uloha sedmi mosti mésta Kralovce.

8 Diagramy odpraddvna pomadahaly porozumét popisu.

Na obrazku je fragment textu a diagram z Eukleidovych Zakladt. Jedna se o jeden z nejlépe docho-

vanych Oxyrhynchskych papyri, jejichz vznik se datuje na pfelom prvniho a druhého stoleti naseho

letopoc¢tu. hETp://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Uxyrhynchus_papyrj
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mnozinu nezavislych vrcholfi, kterd je maximalni, ktera ale neni nejvétsi (mazimdini znamend, ze zadny
vrchol do mnoziny nezévislych vrcholt jiz nemiizeme pfidat). S nezavislymi mnozinami vrcholi budeme
pracovat v Kapitolach [d a El

Podobné fikdme, Ze dvé hrany jsou mezdvislé, jestlize nemaji zadny spoleény koncovy vrchol (prinik
hran je prazdnd mnozina). MnozZina hran se nazyvd mnoZina nezdvislych hran (v Kapitole B ji budeme
fikat také pdrovdnd), jestlize kazda dvojice hran z mnoZiny je nezavisld. Naopak, pokud néjaké dvé hrany
maji spolecny koncovy vrchol, fikdme, Ze jsou zdwvislé.

Obrazek 1.2.: Zdwvislé a nezdvislé vrcholy v grafu.

Otazky:
e Kolik nejvyse nezavislych vrcholtt mize existovat v grafu G7
e Kolik nejvyse nezavislych hran muze existovat v grafu G?
e Existuje graf, ve kterém ma néjaka mnozina nezavislych hran vice prvkiu, nez nejvétsi mnozina neza-
vislych vrchola?

Zobecnéni pojmu graf
Graf, tak jak jsme jej zavedli v definici na strané I, se nazyva jednoduchy graf. VSimnéte si, Ze nerozliSujeme
hrany uv a vu. PfifeSeni n€kterych problémt vsak ma smysl rozlisit poradi vrchold hrany. V takovém piipadé
zobecnime definici grafu na orientovany graf. Orientovanym grafiim se budeme vénovat v Kapitole 2

Definice jednoduchého grafu nedovoluje, aby oba koncové vrcholy hrany byly stejné, protoze by se
nejednalo o dvouprvkovou podmnozinu V(G). Takovym ,hrandm* se ¥ikd smycky. Pokud bychom chtéli
do definice grafu zahrnout i smycky, dovolime, aby hrany byly i jednoprvkové podmnoziny V(G), tedy
E' C E(G)UV(G). Zavedeme tak graf se smyckams.

Jesté obecnéjsi je multigraf, ve kterém dovolime, aby dva vrcholy byly spojeny i vice nez jednou hranou,
a pseudograf, ve kterém navic povolime smycky. Pripomernme, ze symbolem ()k( ) znacime systém vsech k-
prvkovych podmnozin dané mnoziny X, zatimco (I)k( |) je kombinaéni ¢islo, které urcuje pocet takovych
podmnozin. Definice obecného grafu, ve kterém mohou byt orientované i neorientované hrany i smycky
vypada takto:

Definice Obecny graf
Obecny graf je trojice (V, E, ), kde V je neprazdnd mnozina vrchold, E je mnozina hran, ENV =0, a ¢
je incidencni zobrazeni ¢ : E — (‘2/) uVvzuv.

Vsimnéte si, ze E je néjaka obecnd mnozina, interpretaci jejich prvkd zajisti teprve funkce ¢.

Ay vy 7Y vy

Obrazek 1.3.: Orientovany graf, graf se smyckou, multigraf, pseudograf a obecny graf.
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Jesté obecndjsi nez graf je hypergraf. Hrany hypergrafu? nemusi byt jen dvouprvkové, ale obecné
podmnoziny V.

V dal8im se zamérime na tzv. jednoduchy graf, tj. koneény neorientovany graf bez smycek a nasobnych
hran. Nebude-li vyslovné feceno jinak, tak pod pojmem ,graf“ budeme rozumét jednoduchy graf. Ackoli mé

velmi dobry smysl zabyvat se i nekoneénymi grafy, my se budeme zabyvat jen koneénymi grafy (tj. takovymi
grafy G, kdy |V (G)| € N).

Zakladni typy grafu

Podle definice nemiZe byt graf prazdny. Graf, ktery obsahuje jediny vrchol (a Zddnou hranu) se nazyva
trividlni graf. Rada grafii, se kterymi budeme pracovat, ma sva jména. Napiiklad graf s n vrcholy, ktery
obsahuje vSech (g) hran, se nazyva kompletni graf (nékdy také klika) a znaci se K.

@] o0—O
K; Ky
K3 K4 KE)

Obrazek 1.4.: Trivialni graf K1, kompletni grafy Ko, K3, K4 a Ks.

Graf s vrcholovou mnozinou V = {1, zs,...,2z,}, pro n alespoil 3, a mnozinou hran E = {z12, xox3,
ey Tp—1Tp,Tpr1} se nazyva cyklus. Cykly znacime C,. V nékteré literatufe se pro cyklus pouzivd po-
jem kruznice, zatimco ,cyklus“ se k4 orientovanym cyklim (definice orientovaného cyklu je na strané ZZ1).
V tomto textu nebudeme cykly a kruznice striktné rozlisovat, rozdil bude vzdy jasny z kontextu.

Cesta je graf s mnozZinou vrcholtt V = {z1, 23, ..., 2, } a mnozinou hran E = {2129, X223, ..., Tn_1Tn}.
Cesty znad¢ime P,, (z anglického ,,path“). Pokud je V jednoprvkovd mnozina, tak E neobsahuje Zddnou hranu
a cesta P; se nazyva trividlni cesta. Pozor, v nékterych ucebnicich symbol P, oznacCuje cestu s n hranami,
tedy s n + 1 vrcholy! V novéjsi literatufe index zpravidla oznacuje pocet vrchola grafu.

o—0O—~C0—-oO
d Y i j Py
C
3 o,

Obrazek 1.5.: Cykly C3, C7 a cesta Pj.

Graf, jehoz vrcholovad mnozina je sjednocenim dvou neprazdnych disjunktnich mnozin U, W a mnozina
hran je F = {uw : u € U Aw € W}, se nazyva kompletni bipartitni graf nebo biklika s partitami U
a W. Kompletni bipartitni graf znac¢ime K,, ,, kde m = |U| a n = [W|. Na Obrazku A jsou piiklady
kompletnich bipartitnich grafi.

X B E

K7
Obrézek 1.6.: Kompletni bipartitni grafy Ky 7, K33 a K3 4.

9 O jednom typu hypergrafu je psdno na strané B3.
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Bipartitni graf je zobecnénim kompletniho bipartitni grafu. V bipartitnim grafu nemusi byt vSechny
hrany mezi partitami U a W, ale jen nékteré: F C {uw : u € U,w € W}. Trividlni graf neni bipartitni
(pro¢?). O bipartitnich grafech se dozvime vice v podkapitole B2

Kompletnimu bipartitnimu grafu K ,, se fikd hvézda. Dalsi typy grafti (napfiklad stromy, kola, mapy)
zavedeme v dalSich kapitolach, nékdy i v ramci cviceni.

Zadavani grafu
Graf muzeme zadat tfemi zpusoby:

e algebraicky — uréenim mnoziny vrcholi a mnoziny hran,

e graficky — zakreslenim diagramu,

e popisem vlastnosti nebo ve specidlnich pripadech jménem grafu.

Napftiklad cyklus C5 muzeme zadat algebraicky jako graf G = (V,E), kde V' = {v1,v2,vs,v4,v5},

E = {v1v2, 0903, V304, V405, V105 } nebo Obrazkem A Také miizeme cyklus Cs popsat jako graf na péti
vrcholech, ve kterém je kazdy vrchol incidentni s pravé dvéma hranami.

Obrazek 1.7.: Cyklus Cs.

Vsechny zpusoby obvykle povazujeme za ekvivalentni, neméli bychom je vSak zaménovat vzdy. Grafy
s ohromnym poctem vrcholti nemé smysl a nékdy ani neni mozné zadat graficky. Pro néktery graf muze byt
algebraicky popis vyrazné jednodussi, nez popis jeho vlastnosti, které by jej jednoznaéné uréily'®. Obvykle
budeme pracovat s grafem danym (podle definice) mnozinou vrcholi a mnozinou hran.
Doplnék grafu
Piipometime, Ze symbolem 2% zna¢ime potenéni mnozinu mnoziny X (definice je na strané B). Dale (?f)
oznacuje systém vsech k-prvkovych podmnozin mnoziny X a zejména ()2( ) je systém vsech dvouprvkovych
podmnozin mnoziny X.
Definice Dopliikem grafu G = (V, E) rozumime graf G = (V, E), kde E = (g) \ E.

V literatute se nékdy pro doplnék pouziva znaceni G’. Z definice plyne, Ze pro kazdy graf G je jeho doplnék G
uréen jednoznacné (proc?).

Y

Obrazek 1.8.: Graf G, jeho doplnék G a graf (V

O grafu fekneme, Ze je husty, jestlize obsahuje mnoho hran, fadové vice nez vrchold, presnd hranice se

Yy s

nestanovuje. Pokud zkouméame vlastnosti hustého grafu, mize byt jednodussi zkoumat doplnék grafu.
Otazky:

e Mame danu mnozinu A. Jaka je mohutnost mnoziny 247
e Najdete néjakou triprvkovou mnozinu a deset rtiiznych podmnozin?

Cviceni
1.1.1.° Ukaszte, ze pla,tz'ﬁ = G, tj. doplnek dopliiku grafu G je pravée graf G.

10 O jednom pfipadu, kdy se lisi rizné zpusoby zadani grafu, je psdno na strané B3.
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1.1.2.  Muize byt graf svym vlastnim doplrikem? Pokud ano, najdéte vsechny grafy, ktere jsou shodné se svym
doplrikem.

1.1.8.% Najdéte priklad grafu, ktery je izomorfni (md stejnou strukturu) se svym dopliikem (izomorfismus je
zaveden na strané E).

1.1.4.° Najdete priklad grafu na deseti vrcholech, ktery je izomorfni se svym doplitkem?
1.1.5.% Najdéte tFidu nekoneéné mnoha grafi, které jsou izomorfni se svym doplrikem.
1.1.6.*% Pro které pocty vrcholi existuje graf izomorfni se svym doplrikem?

1.1.7.° Jakd je nejuétsi nezdvisld mnozina vrcholi v kompletnim bipartitnim grafu Kon?

1.1.8. 'V grafu G na Obrazku @ najdéte nejuétsi nezdvislou mnoZinu vrcholi a zduvodnéte, proc je nejvétsi.

Obrazek 1.9.: Graf G.

1.1.9.% Netriwvidlni graf md 3n — 6 hran. Kolik hran md jeho doplnék?
1.1.10.° Pro jaké velikosti partit m, n mize byt soucasné graf G i jeho doplnék G bipartitni?
1.1.11.° Najdéte priklad bipartitniho grafu, ktery je izomorfni (md stejnou strukturu) se svym doplikem

(izomorfismus je zaveden na strané E3).

1.1.12.  Mé&jme bipartitni graf G = (U cupW, E). Definujte pojem bipartitni doplnék bipartitniho grafu G.
1.2. Stupen vrcholu

Definice Stuper vrcholu v je pocet hran, se kterymi je vrchol v incidentni, a znaci se deg(v).

Pokud je t¥eba zdlraznit, ke kterému grafu se stupen vrcholu v vztahuje, pouzijeme dolni index deg (v).
Vrcholu stupné 0 fikdme izolovany vrchol. Graf, ve kterém jsou vSechny vrcholy stejného stupné se nazyva
pravidelny, nebo také reqularni. Napiiklad graf, ve kterém jsou vSechny vrcholy stupné 2, nazyvame 2-
pravidelny. Nejvétsi stupen v grafu se znaci A(G), nejmensi stuperi pak §(G). Vsimnéte si, Zze zatimco
deg(v) je vlastnost vrcholtl, tak 6(G) a A(G) pfifazujeme grafu. Na Obrazku I je piiklad 4-pravidelného
grafu a grafu G, ktery mé nejmensi stupeni 6(G) = 2 a nejvétsi stupeiit A(G) = 4.

Graftum, které jsou 3-pravidelné, se ¥iké kubické grafy. Napiiklad Petersentiv!! graf na Obrazku IO
je kubicky. Dalsi kubické grafy jsou na Obrazcich CIX a [N

Obrézek 1.10.: 4-pravidelny graf a graf G s nejmensim stupném §(G) = 2 a nejvétsim stupném A(G) = 4.

11 O déanském matematikovi Petersenovi je psano na strané B3.
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Symbolem h(G) budeme oznacovat podet hran grafu G a symbolem v(G) podet vrcholt grafu G. V hus-
tém grafu je vysoky pramérny stupen
ZvEV(G) deg(v)

v(G)

Véta 1.1. Princip sudosti
Méjme graf G s vrcholy vi,va, ..., v,, kde n > 1. Symbolem h(G) oznacme pocet hran grafu G. Potom

Z deg(v;) = 2h(G).

v; €EV(G)

Dikaz. Kazdé hrana je incidentni s pravé dvéma vrcholy a proto prispiva jednickou ke stupni dvou vrcholfi.
V souctu na levé strané tak prispéje kazda hrana dvojkou a proto je soucet roven dvojnasobku poc¢tu hran.
|

Jing dikaz. Indukci vzhledem k poctu vrcholi
Zdklad indukce: Pro trividlni graf K7 s jedingym vrcholem tvrzeni jisté plati

D> deg(vi) =0=2-0=h(Ky).

’UiGV(Kl)

Indukcni krok: Predpokladame, Ze tvrzeni plati pro vSechny grafy s nejvyse n vrcholy, kde n > 1. Ukéazeme,

Ze potom tvrzeni plati i pro libovolny graf s n 4+ 1 vrcholy. Mé&jme libovolny graf G = (V, E) s n+ 1 vrcholy.

Vyberme libovolny vrchol v G (takovy vrchol v G jisté existuje, pro¢?). Ozna¢me G —x graf, ktery vznikne

z grafu G odebranim vrcholu z a vSech deg(x) hran s vrcholem z incidentnich, tj. G—xz = (V\{z}, E\ {2y :

y €V Awy € E}). Graf G — x spliiuje indukéni piedpoklad, proto }°, oy (g_,) dega_.(vi) = 2h(G — z).
Nyni vyuzijeme vztah dege v = deg_,(v) + 1 pro v # x a vypoditame

Y degg(vi) =degg() +1+1+--+1+ > degg_,(v) =
~——————

’U,;EV(G) degG(w) viGV(Gfm)

= 2degq(z) + 2h(G — z) = 2 (degy(z) + h(G — x)) = 2h(G).

To je dokazované tvrzeni a podle principu matematické indukce je ditkaz hotov. (I
Tteti zpusob, dikaz indukci vzhledem k poctu hran je ponechan jako cviceni.

Piiklad 1.1. Kolik hran mé 4-pravidelny graf na Obrazku I vlevo?

Pfi feSeni vyuzijeme princip sudosti. Graf na Obrazku I vlevo méa devét vrchold stupné 4, proto soucet

stupn vrchold je 9 - 4 = 36, coz je dvojnasobek poctu hran. Graf ma 18 hran. v
Tvrzeni Véty T je pomérné jednoduché, presto ma celou fadu disledkt, jak je vidét i podle pfed-

choziho prikladu. Nésleduje tvrzeni, které rika, ze grafy s lichjym poctem vrchola lichého stupné nemohou

existovat.

Dusledek 1.2. Pocet vrcholi lichého stupné v libovolném grafu je sudy.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Necht plati predpoklad véty a neplati tvrzeni, tj. ,méjme takovy graf G,

ze pocet vrcholu lichého stupné v G je lichy“. Uzitim principu sudosti dojdeme ke sporu. Je-li pocet vrchola

lichého stupné lichy, tak soudet stupi vSech vrcholi je také lichy (proc¢?) Avsak podle Véty I je soucet

stupniit vSech vrchol® roven dvojnasobku poc¢tu hran, a je tedy sudy. Dostavame spor a tvrzeni je dokazano.
O

Jing dikaz. 'Tvrzeni dokdzeme nepfimo. Misto implikace ,mé&jme libovolny graf GG, potom pocet vrcholu
lichého stupné v G je sudy“ budeme dokazovat implikaci ,mame-li v G lichy pocet vrcholu lichého stupné,
potom G neni graf*.

Vime, Ze je-li pocet vrchola lichého stupné lichy, tak soucet S stupnt vSech vrchold je také lichy. Podle
Véty O je roven dvojndsobku poétu hran S = 2h(G). Odtud vidime, ze h(G) = S/2 neni celé éislo, protoze
S je liché. V grafu je jisté pocet hran celociselny, proto G neni graf. O
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Méjme na paméti, ze graf je mnoZina vrcholi a mnozina hran, které splnuji dalsi vlastnosti. Pokud
vezmeme napiiklad mnoziny

V= {33,9,2}7 E = {{‘Tay}a {y,z}, {v,y}},

tak snadno ovéfime, Ze vSechny t¥i prvky (,vrcholy“) z, y, z patii do jedné nebo t¥i dvouprvkovych pod-
mnozin (,hran“) v systému mnozin E. Vypada to, Ze vSechny t¥i vrcholy jsou stupné 1 nebo 3. Vysvétlete,
v ¢em je chyba.

Priklad 1.2. Vanoé¢ni darky (podruhé)

Devét kamaradit si na Vanoce dalo darky. Kazdy dal darky tfem svym kamaradtm. Ukazte, ze neni mozné,
aby kazdy dostal darky pravé od téch tii kamaradi, kterym darky sdm dal.

Problém popiseme grafem, ve kterém vrcholy odpovidaji kamaradiim a hranou spojime ty dva kamarady,
ktefi si vymeéni navzadjem darky. Pokud by existovala situace, kdy si kazdy jen vyméni darky se tiemi
kamarady, tak odpovidajici graf by byl kubicky graf na deviti vrcholech. Takovy graf vSak podle Dusledku I
neexistuje! v

Posloupnost stupnu vrchola
Nékdy je vyhodné pracovat nejen s hranami, které jsou incidentni s danym vrcholem v (resp. s jejich poc¢tem
deg(v)), ale také s vrcholy, které jsou s danym vrcholem sousedni.

Definice Me¢jme graf G. Okoli vrcholu v je mnozina vSech vrchold sousednich s vrcholem v. Znacime ji

Ng(w) ={u eV :3Juv € E(G)}.

Okoli vrcholu je mnozina vrcholl, které jsou sousedni s danym vrcholem v. Znaéime ji N(v) a pokud
budeme chtit zdiiraznit, Ze se jedna o okoli vrcholu v v grafu G, pouzijeme dolni index: Ng(v). VSimnéte
si, Ze v jednoduchém grafu G pro kazdy vrchol v € V(G) plati |[N(v)| = deg(v).

Definice Grafova posloupnost
Mame dan graf G s vrcholy vy, v, ..., v,. Posloupnost (deg(vq),deg(vs2), ..., deg(v,)) nazyvame stupriovou

posloupnosti grafu G, piipadné skdre grafu G. Nerostouci posloupnost D = (dy,ds,...,d,) se nazyva
grafovd, je-li stupnovou posloupnosti néjakého grafu.

Ke kazdému grafu jisté najdeme stupnovou posloupnost, ale neni tézké si uvédomit, ze ne kazda neros-
touci posloupnost nezapornych celych ¢isel je grafova. Jisté musi byt nejvétsi ¢islo v posloupnosti mensi,
nez pocet prvkt posloupnosti. Déle napiiklad podle Disledku T2 vime, Ze posloupnost, kterd obsahuje
lichy pocet lichych ¢isel, nemuze byt grafovid. Dokonce ani posloupnost, ktera obsahuje sudy pocet lichych
nezépornych ¢isel nemusi byt grafova (pro¢?). Napiiklad posloupnosti (2, 0,0) nebo (2,2, 0) jisté nejsou stup-
novou posloupnosti zddného grafu (proé?). Nésledujici véta déavad pomérné jednoduchy navod jak poznat,
zda néjaka posloupnost je nebo neni grafova.

Véta 1.3. Havel-Hakimi

Necht D = (dy,da, . ..,dy,) je nerostouci posloupnost a necht D' vznikne preusporaddnim posloupnosti (dy —
1,ds —1,...,dg,+1 — 1,dg, 42, - - .,d,) na nerostouct posloupnost. Potom plati, Ze D je grafovd posloupnost
netrividiniho grafu prdvé tehdy, kdyZ D' je grafovd posloupnost.

Jinymi slovy D’ vznikne z nerostouci posloupnosti D tak, Ze vynechdme prvni ¢len d; a pravé d; nésledujicich
prvki (pokud existuji) zmensime o jednicku. Nakonec jeji prvky preusporddame tak, abychom dostali
nerostouci posloupnost.
Diikaz. Jedna se o ditkkaz ekvivalence, proto musime dokazat obé implikace.
»=*“ Mg&jme netrividlni graf G se stupiiovou posloupnosti D = (dy,ds,...,d,). Odebereme-li z grafu G
vrchol stupné d; (a vSechny hrany s nim incidentni), tak dostaneme mensi graf, jehoz stupiiovd posloup-
nost nemusi byt posloupnost D', protoZe vrchol stupné d; nemusi byt sousedni pravé s vrcholy stupiit
do,ds,...,dg,+1. Ukédzeme vSak, Ze z daného grafu G miZeme sestrojit takovy graf G’ se (stejnou) stup-
novou posloupnosti D, Ze odstranénim vrcholu stupné d; (a vSech hran s nim incidentnich) z grafu G’
dostaneme mens{ graf H' se stupiiovou posloupnosti D’. Ozna¢me v vrchol stupné d; = A(G). Oznacme S
mnozinu téch d; vrchol grafu G, které jsou stupiitt da, ds, . .., dq,+1 (Obrazek [CIT).

Je-li Ng(v) = S, je diikaz hotov, protoZe graf, ktery dostaneme z G tak, Ze odebereme vrchol v a vSechny
hrany s nim incidentni (ozna¢ime jej G — v), je graf se stupfiovou posloupnosti D’.

Je-li Ng(v) # S, tak ukézeme, jak sestavit graf G; se stupiiovou posloupnosti D (stejnou jako mé
graf G), pro ktery plati

|NG1(’U) ns|= |Ng(v) N Sl + 1.
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Obrazek 1.11.: Zameéna dvou hran grafu G v dikazu Véty Havla—Hakimiho.

Necht tedy Ng(v) # S, tj. existuje takovy vrchol z € S, Ze ve ¢ E(G). Protoze |Ng(v)| = |S| musi soucasné
existovat takovy vrchol z € (Ng(v) \ S), ze vz € E(G), viz Obrazek IO

Nyni si uvédomime, Ze v mnoziné S jsou vrcholy nejvyssich stupnd v grafu G (s vyjimkou vrcholu v)
a proto deg(z) > degy(z) > 1. Navic jeden ze sousedt vrcholu z je vrchol v, avSak v neni sousedni s z.
Protoze degq_,(x) > degq_, (%), tak jisté nékde v grafu G —v (a také v grafu G) existuje takovy vrchol y (y
je riizny od v, x, z), ktery je sousedni s vrcholem « a neni sousedni s vrcholem z. Nyni z grafu G odstranime
hrany vz, zy a pfiddme hrany vz a zy. Dostaneme graf G1, pro ktery plati |[Ng, (v) N S| = [Ng(v) N S| + 1.
Grafy G a G; maji stejnou stupnovou posloupnost. Postup mtizeme analogicky zopakovat vicekrat a dostat
takovy graf Ga, ze |Ng,(v) NS| = |Ng(v) N S| + 2 a nejpozdéji po deg(v) = d; krocich dostaneme graf G’
se stejnou stupiiovou posloupnosti D jako mé graf G, pro ktery v8ak plati N(G') = S. Pro graf G’ nyni jisté
plati, ze G’ —v = H’, kde H' je graf se stuptiovou posloupnosti D’. Tim je dtikaz prvni implikace dokonden.

,<=* Dilkaz této implikace je jednodussi. Jestlize posloupnost D’ je grafovéa, tak existuje jednoduchy graf G’

se stuptiovou posloupnosti D' = (dy — 1,ds — 1,...,d4,+1 — 1,dg,+2,-..,d,). Do grafu G’ pfidame vrchol
v stupné d; a spojime jej hranami s vrcholy stupnt ds — 1,ds — 1,...,dg,+1 — 1. Ziskdme tak netrividlni
nadgraf G grafu G’, ktery mé stupiiovou posloupnost D = (dy,ds, ... ,d,), tj. D je grafova posloupnost, coz
je dokazované tvrzeni. O

Postup uvedeny v dikazu Véty 3 dava rekurzivni algoritmus pro ovéfeni, zda dana posloupnost je
grafovd. Opakovanym pouzitim Véty I3 dostaneme po koneéném poctu krokti odpovéd. Vypodet milzeme
pouzit i pro konstrukei grafu s danou stupriovou posloupnosti (Cvi¢eni Z3). Je nutné si uvédomit, ze
ne kazdy graf s danou stuprniovou posloupnosti mizeme zkonstruovat zptusobem, ktery je popsan v diukazu
Véty I3 u implikace ,,<* (Cvic¢eni [ZTH).

Otazky:

e Kde se v dikazu Véty I3 pouzil predpoklad, ze graf se stuptiovou posloupnosti je netrivialni?
e Jaky je nejmensi graf, ktery nelze ze zadané posloupnosti zkonstruovat zptisobem popsanym v dikazu

Véty 317

Priklad 1.3. ,,Handshaking problem* (podruhé)

Méme skupinu n lidi (n > 2) z nichz néktefi si podali ruce. Ukazte, Ze ve skupiné jsou alespon dva lidé,
ktefi podali ruku stejnému poctu lidi ve skupiné.

Sestavime graf, kde vrcholy budou odpovidat lidem a hranou spojime kazdou dvojici, kterd si podala ruce.
Je z¥ejmé, Ze relace ,podat si ruce” je symetrickd a ireflexivni, proto graf bude jednoduchy (neorientovany
a bez smycek). Pro dikaz mtZeme pouzit také Vétu Havla—Hakimiho. Kazdy z n lidi mohl podat ruku
nejvyse n — 1 krat a nejméné 0 krat. Pokracujme sporem. Pokud by bylo mozné, aby si kazdy podal ruku
s jinym poctem lidi, tak by odpovidajici graf mél stupiiovou posloupnost D = (n—1,n—2,...,0). Po jediné
Upravé uzitim Véty I3 dostaneme posloupnost D' = (n — 3,n — 4,...,0,—1), kterd jisté neni grafova
(pro¢?). Dostévame spor a proto alesporti dva lidé musi podat ruku stejnému poctu lidi ve skuping. v

Cviceni
1.2.1. Dokazte Vetu @A indukci vzhledem k poctu hran.
1.2.2.° Kolik existuje 0-pravidelngjch grafi? Kolik z nich je souvisljch (souvislost je zavedena na strané G3)?

1.2.3.  Oznaéme v(QG) pocet vrcholi grafu G. Ukazte, Ze v kazdém grafu plati 6(G) < 2h(G)/v(G) < A(G).
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1.2.4. Ve firmé pracuje kromé teditele i néekolik zaméstnanciu. Muzi je mezi zaméstnanci o t7i vice nez
zen. Béhem doby se zaméstnanct mnohokrdt stehovali a sdileli kancelare. Vime, Ze jedendct zaméstnanci
jiz behem doby sdilelo kancelar s dvéma kolegy, tri se ¢tyrmi kolegy a ostatni sdileli kancelar s jednim, tremi
nebo péti kolegy (nevime kolik jich je, jen vime, Ze takovi zaméstnanci ve firmé jsou). Reditel md nyni
kancelar sam pro sebe. Bylo tomu tak vidy?

1.2.5.  Najdéte algoritmus pro konstrukci grafu s danou stupriovou posloupnosti D. Vyuzijte Vétu Havla—
Hakimiho.

1.2.6. Necht G je k-pravidelny graf, kde k je liché ¢islo. Dokazte, Ze pocet hran grafu G, h(G), je nasobkem
¢isla k. Plati to i v pripadé, Ze k je sudé? Co must byt splnéno?

1.2.7.  Necht graf G md n vrcholii a n — 1 hran. Ukazte, Ze G md vrchol stupné 1 nebo izolovany vrchol.

1.2.8.  Ukazte, Ze neexistuji jednoduché grafy se stupriovymi posloupnostmi (3,3,3,1) a (3,3,3,1,1). Do-
kazte i bez pouZiti véty Havla—Hakimiho.

1.2.9. Najdéte vsechny ruzné grafy se stupriovgmi posloupnostmi (3,3,3,1,1,1) a (3,3,2,2,1,1), pFicemz
nerozlisujeme pojmenovani vrcholi.

1.2.10. Je mozno Vetu T zobecnit i pro jin€ neZ jednoduché grafy? Pokud ano, pro které? Zobecnénou
vetu dokazte.

1.2.11. Ezistuje néktery z grafu ze Cviceni ZR, pokud se neomezime na jednoduché grafy?
1.2.12.  Kolik existuje 2-pravidelnych grafi na patndcti vrcholech? Kolik z nich je souvislych?
1.2.13.¥ Kolik existuje 3-pravidelngjch grafi na Sesti vrcholech?

1.2.14.° Kolik existuje riznijch 8-pravidelngjch grafi na deseti vrcholech?

1.2.15.  Mame 25 mobilnich stanic a kazdd mize komunikovat s ostatnimi na 60 riznych (spolecnych) frek-
vencich, pricemz dvé ruzné dvojice stanic nemohou komunikovat soucasné na jedne frekvenci. Oznacme
f(G) nejmensi pocet spojeni, ktery udriuje néjakd stanice v siti. Navrhnéte takovou sit, aby hodnota f(G)
byla co nejuétsi a ukazte, Ze sit s vétsi hodnotou f(G) nemiZe existovat.

1.2.16.° Pro jakd n existuje graf s n vrcholy, ktery md vrcholy n — 1 rizngch stuprii? (Tj. pro kterd n
existuje graf, ktery md vsechny vrcholy az na dva rizného stupné.)

1.2.17.  Kolik nejvyse ruznych stupniv mohou mit vrcholy grafu s n vrcholy?

1.2.18. Najdéte priklad grafu s nerostouci stupriovou posloupnosti D = (dy,ds, ..., d,), ze kterého odebra-
nim libovolného vrcholu stupné dy nevznikne graf se stupriovou posloupnosti D' = (dy —1,ds—1,...,dg,+1 —
1,dg, 12, -.,dy) sestavenou podle Vety I3

1.2.19.  Najdéte priklad grafu, ktery neni mozno sestavit postupem popsanym v dukazu druhé implikace
Veéty Havla—Hakimiho (Veéty I3).

1.3. Podgrafy

V ptredchozi podkapitole jsme v dikazu Véty 3 pracovali s grafem G a s grafem, ktery vznikl odstranénim
nékteré hrany grafu G. Pracovali jsme s objektem, ktery bychom intuitivné nazvali ,podgrafem“ grafu G.
Nyni si pojem podgrafu korektné nadefinujeme.

Definice Mg¢jme dan graf G = (V,E). Rekneme, ze graf H = (V',E’) je podgrafem grafu G, jestlize
V' CV asoutasné B/ C E.

Vsimnéte si, Ze definice je korektni. Ne kazd4 dvojice podmnozin V', E’ tvoii podgraf grafu G. Je-li
napiiklad V' jednoprvkové a E’ neprazdnd, tak mnozina E’ nemtize byt systémem dvouprvkovych podmnozin
V', protoze s kazdou hranou, musi v grafu lezet oba jeji koncové vrcholy. V definici proto pozadujeme, aby
H byl graf.

Definice pfipousti i takovy extrémni piipad, kdy V' = V a E' = E, neboli kazdy graf je svym pod-
grafem. Jestlize alespori jedna z rovnosti neni splnéna (tj. alespori jedna z mnozin V', resp. E’ je vlastni
podmnozinou V, resp. E), fikdme, 7ze H je vlastnim podgrafem grafu G. V opa¢ném piipadé fikdme, 7Ze graf
H je nevlastni podgraf. Pro graf, ktery vznikne z grafu G vynechanim jedné hrany wv, zavedeme oznaceni
G — uv. Podobné graf, ktery vznikne z grafu G vynechanim jednoho vrcholu v a vSech hran incidentnich
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s timto vrcholem, budeme znacit G — v. Je-li N néjakd podmnozina vrchold grafu G, tak symbolem G — N
znacime graf, ktery vznikne z G odebranim vsech vrcholi v N a vSech hran incidentnich s témito vrcholy.
Podobné, je-li M néjakda podmnozina hran grafu G, tak symbolem G — M znacime graf, ktery vznikne z G
odebranim vSech hran v M.

Dalsim dilezitym specidlnim pfipadem je podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy ptvodniho grafu
(tj. V! = V). Takovému podgrafu fikdme faktor. Poslednim specidlnim p¥ipadem podgrafu je indukovany
podgraf, ktery obsahuje vSechny hrany ptivodniho grafu G, které jsou incidentni s vrcholy v mnoZiné V.
Ekvivalentné mutzeme fici, Ze indukovany podgraf H vznikne z grafu G pfipadnym vynechanim nékterych
vrcholll a vynechdnim pouze vsech takovych hran, které byly incidentni s nékterym vynechanym vrcholem.
Tieti zplsob, jak popsat indukovany podgraf, je Tici, Ze se jedna o takovy podgraf H grafu G, ktery mé
ze v8ech podgrafi s vrcholovou mnozinou V(H) nejvétsi podet hran.

Jestlize o grafu H fikame, ze je podgrafem grafu G, tak naopak graf G se nazyva nadgraf nebo také
supergraf grafu H. Rikdme, Ze kazdy graf H je obsaZen v kazdém svém nadgrafu G a naopak kazdy graf G

Obsahu]e VSVeChIly SVé [)()(1glafy H.

Obrézek 1.12.: Graf G a jeho podgraf H, indukovany podgraf I a faktor F.

Otazky:

e Existuje takovy graf G a takovy jeho podgraf H, ze H neni faktorem grafu G, ani indukovanym
podgrafem grafu G?7

e Muze byt graf H soucasné podgrafem i nadgrafem néjakého grafu G?

e Muze byt graf H soucasné vlastnim podgrafem grafu GG i nadgrafem grafu G?

Na strané E3 jsme zavedli cestu. Cestou G v grafu rozumime takovy podgraf grafu G, ktery je cestou.
Zcela analogicky zavedeme cyklus v grafu, kliku v grafu i dalsi podgrafy.

Cviceni
1.3.1.  Dokazte, ze pro kazdy graf G ezistuje takovy jeho nadgraf N, Ze N je pravidelny stupné A(G) a G
je indukovany podgraf grafu N.

1.8.2.  Muze byt indukovany faktor F grafu G vlastnim podgrafem grafu G¢ Pokud ano, najdéte priklad,
pokud ne, dokazte.

1.3.83. Predpokldidejme, Ze rozlisujeme jednotlivé vrcholy grafu G (naptiklad oznacenim). Kolik rizngch
faktoru md graf G?

1.3.4. Predpoklddejme, Ze rozlisujeme jednotlivé vrcholy grafu G (napiiklad oznacenim). Kolik riznijch
podgrafi ma kompletni graf K, ?

1.3.5.  Predpokldidejme, Ze rozlisujeme jednotlivé vrcholy grafu G (naptiklad oznacenim). Kolik existuje
ruznych grafi bez izolovangch vrcholi s vrcholovou mnozinou {vy,va, ... ,v,}7

1.8.6. Mame graf G, ktery neobsahuje vrchol stupné 0 ani Zddny indukovany podgraf s pravé dvéma hranams.
Ukazte, Ze G je kompletni graf.

1.8.7.  Najdéte chybu v ndsledujicim dukazu:

Ukdzeme, Ze kazdy bipartitni graf G = (U U W, E) je podgrafem néjakého A(G)-pravidelného bipartitniho
grafu. Pokud nejsou partity U a W stejné velikosti, pridame do mensi partity tolik vrcholi, aby byly obé
partity stejné velikosti. Jsou-li vSechny vrcholy stejného stupné, dikaz konci. Jinak najdeme ke kazZdému
vrcholu w € U stupné mensiho nezZ A(G) vrchol w € W stupné mensiho neZ A(G), protoZe soucet stuprit
vrchold v kazZdé partité je stejny. Nyni stact spojit u a w hranou a zvysime tak stuperi vrcholi u a w. Je-li
vysledny graf pravidelny, dikaz konci, jinak priddvame hrany dokud vysledny nadgraf nebude pravidelny.
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1.8.8. Kolik existuje indukovanijch podgrafi s k vrcholy v kompletnim grafu K, ? Predpokladejme, Ze vrcholy
kompletniho grafu rozlisujeme (napviklad oznacenim).

1.3.9. Dokazte, ze kazdy graf G obsahuje takovy meprazdny podgraf H, Ze 6(H) > d(G)/2, kde d(G) je
pramerny stupen grafu G.

1.8.10. Najdéte vsechny grafy, pro ktere plati, Ze neobsahuji vrchol stupné 0 ani Zddny indukovany podgraf
s prave tremsi hranami.

1.3.11.° Urcete nejuétsi kliku v grafu na Obrdzku LT3

Obrazek 1.13.: Graf G.

1.8.12. Méjme souvisly graf G, ktery neobsahuje indukovany cyklus Cs ani indukovanou cestu Py. Ukazte,
ze G je kompletni bipartitni graf.

1.3.13. Ukazte, Ze v kaZdé skupiné Sesti lidi se nekteri tri lidé navzdjem znaji nebo nékteri tri lide se
navzdjem neznaji.

1.8.14. Kolik riznych podgrafi Cg existuje v kompletnim bipartitnim grafu Km,n?

1.4. Implementace grafui v pocitaci

Resime-li jednoduché alohy pro malé grafy, nejnidzornéjsi je obvykle nakreslit diagram p¥islusného grafu
a ulohu vyfesit rucné. AvSak uz pro graf s vice nez dvaceti vrcholy mize byt diagram hustého grafu znacné
neprehledny. Pokud uvazujeme o implementaci v poc¢itaci, je nutné zvolit vhodny forméat pro ulozeni grafu.
Pfitom musime uvazit jednak jak bude konkrétni graf do pocitace vkladan a jednak jaké operace se budou
pri feSeni tlohy pouZivat. Existuje nékolik zékladnich struktur, které se pouZivaji pro implementace grafi.

Incidenéni matice

Mé&jme dan graf G. Incidencni matice B(G) je obdélnikovd matice s v(G) fadky a h(G) sloupci. Vrcholy
grafu G oznacime vy,vs,...,v, a hrany ej,es,...,e,. Kazdému vrcholu grafu G odpovida jeden radek
matice B a kazdé hrané grafu G jeden sloupec matice B. Prvek b;; matice B nabyva hodnoty 1 préve
tehdy, kdyZz vrchol v; je incidentni s hranou e;. V opa¢ném pfipadé je b;; = 0. Je snadné si uvédomit, ze
pro jednoduché grafy déava soucet Cisel v kazdém sloupci inciden¢ni matice vzdy 2 a soucet Cisel v i-tém
fadku dava stupen vrcholu v;. Incidenéni matice je proto velmi rozsahla a ¥idka. Obsahuje jen 2m jednicek
z celkového poc¢tu mn prvku. Priklad grafu G a jeho inciden¢ni matice je na Obrazku I

V1V2  UV1V3  V2U3 V2U4 U3V4 UsUs

(o U1 1 1 0 0 0 0
: w|l 1 0o 1 1 0 0
6

w|l 0 1 1 0 1 0

(Y (% =
’ ’ i v B@=ul o o o 1 1 o0
s 0 0o 0o 0o 0 1
V1 Vg 0 0 0 0 0 1

Obrézek 1.14.: Graf G a jeho incidencni matice.
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Matice sousednosti

Uspornéjsi vyuziti paméti pro husté grafy ziskdme uloZenim grafu v matici sousednosti. Vrcholy grafu G
opét oznaéime vy, va,. .., v,. Matice sousednosti A(G) je étvercovd matice Ffadu n, ve které je prvek a;; =1
pravé tehdy, kdyz jsou vrcholy v; a v; sousedni. V opa¢ném piipadé je a;; = 0.

Qs — 1 jeli ViV; € E(G)
W70 jinak.

Je zfejmé, Ze matice A(G) je pro jednoduché grafy symetrickd a Ze soudet ¢isel v i-tém Fadku (v i-tém
sloupci) matice A(G) je roven stupni vrcholu v;. Matice sousednosti grafu G z Obrézku [CIA je

V1 V2 V3 Vg Vs Vg

vi /0 1 1 0 0 0
vwl1 0 1 1 0 0
vs] 1 1 0 1 0 0
AG =10 1 1 0 0 o
vs1 0 0 0 0 0 1
w6 \0 0 0 0 1 0

Seznam sousedu

Graf muzeme reprezentovat i pomoci seznamii sousednich vrcholi. Pro kazdy vrchol v;, i = 1,2,...,n,
grafu G vytvofime seznam (pole) vrcholt, napiiklad a;[1, které jsou s vrcholem v; sousedni. Kazdé pole
bude mit deg(v;) polozek. Je vhodné vytvofit pomocné pole (naptiklad degll), jehoZz i-t4 polozka bude
obsahovat stupefi vrcholu v;. Prvky a;[1]1, a;[2], ..., a;[deglil] obsahuji vrcholy (nebo jejich indexy)
sousedni s vrcholem v;. Seznam stupna vrcholi a seznamy sousedt vrchold grafu G z Obrazku CIA jsou

aill = [v2,v3],
a2l = [v1,v3,v4]
degl] = [2, 3, 3, 2, 1, 1], zig - EZ;Z;JMJ
as[1 =[],
agll = [usl.

Vsimnéte si, ze ma-li graf h hran, budou seznamy poli obsahovat celkem 2h polozek, nebot kazda
hrana v;v; je v seznamech uloZena dvakréat. Jednou jako vrchol v; v poli a; [1 a podruhé jako vrchol v; v poli
a; [] .

Jestlize implementujeme algoritmus, ktery bude zpracovavat obecny ridky graf, tak pro seznamy sousedt
muze byt vhodnéjsi pouzit misto poli dynamické linkované seznamy. Vyhodou je, ze strukturu grafu mtzeme
v pribéhu algoritmu snadno modifikovat. Polozky seznamu muzeme vyradit nebo do seznamu zafadit nové.
Nevyhodou je ¢asovd naro¢nost vyhledani konkrétni hrany. Naproti tomu pouzijeme-li pole, miZeme (uz
pii vytvoreni) sefadit seznamy sousedii podle pevné zvoleného kli¢e a pro vyhleddni pouzit bindrni déleni.
Nevyhodou poli je naro¢na tprava takové struktury v pribéhu algoritmu.

Ohodnocené grafy

Pokud pracujeme s grafem, ktery je ohodnoceny (tj. hrandm nebo vrcholiim jsou pfifazena nenulova ¢isla),
je mozné modifikovat matici sousednosti. Misto jednicek polozime kazdy prvek a;; rovno ohodnoceni hrany
v;v;. Nenulova ohodnoceni vrcholu v; mizeme ulozit na hlavni diagonalu v prvku a;;. Stupenl vrcholu v;
je pak pocet nenulovych prvki v fadku (sloupci) s vyjimkou prvku a;; matice sousednosti. Jestlize nula je
pripustna hodnota pro ohodnoceni vrcholt nebo hran, tak bud pouZijeme druhou pomocnou matici, ve které
budou na odpovidajicich pozicich ulozeno ohodnoceni, nebo zvolime jinou ,zakazanou® ¢iselnou hodnotu,
kterou pouzijeme v matici tam, kde hrana neni nebo chybi ohodnoceni vrcholu.

Podobné ohodnoceni hran mizeme do incidenéni matice ulozit do nového (pfidaného) radku. Jestlize
jsou ohodnocené vrcholy grafu, muzeme pridat dalsi sloupec do incidenéni matice. Pokud jsou hrany nebo
vrcholy ohodnoceny vice funkcemi, muzeme prfidat vice fadkt nebo sloupci.

V piipadé komplikovanéjsich ohodnoceni uz nevystac¢ime s jednoduchou strukturou, mizeme vyuzit
slozitéjsi datové struktury. Kazdy vrchol nebo hrana mtze byt strukturovany datovy typ, jehoz polozky
mohou slouzit k implementaci sousednosti, incidence i ohodnoceni. Mmnozina vrcholt miiZze byt ulozena
jako linkovany seznam vrcholti, mnozina hran jako linkovany seznam hran. Vazby mezi obéma strukturami
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vybereme v zavislosti na konkrétni tloze tak, aby vyhledavani nebo jiné ¢asto pouzivané operace v grafu
byly co nejefektivnéjsi.

* Vv ,
Cviceni
1.4.1. Definujte incidencéni matici a matici sousednosti multigrafu se smyckami. Cemu se Tovnd soucet
i-tého Tadku a cemu soucet j-tého sloupce v incidencéni matici a cemu v matici sousednosti?

1.4.2.  Mize mit incidencni matice jednoduchého grafu dva shodné tadky nebo sloupce? Jak je tomu u mul-
tigrafu?

1.4.3. Najdéte takovy netrivialni souwvisly graf s n vrcholy, Ze kaZdd mocnina matice sousednosti bude mit
néjaké nulové prvky.

1.5. Doplinkova témata

Nésleduje par poznamek, které souvisi s probiranou latkou volnéji. Ukazeme nékolik zajimavych souvislosti
a upozornime na jeden zndmy otevieny problém teorie grafii — posledni chybé&jici Mooreovsky graf.

Grafy a designy

Na strané E3 jsme zminili pojem hypergrafu. Hypergrafy jsou na pomezi teorie grafii a teorie designu.
Nésledujici definice designu je jinak fecend definice jistého typu hypergrafu. Designy se vyuzivaji napiiklad
pii planovani statistickych experimentu.

Pojem kombinatorického designu

Definice Kombinatoricky design
Méjme danu kone¢nou mnozinu V, jejimz prvkiim se rikd body. Dale méjme prirozena cisla k,r, A > 1.
Ozna¢me B takovy systém k-prvkovych podmnozin mnoziny V', kterym se tiké bloky, ze kazdy prvek x € V
se vyskytuje pravé v r (,repetition*) blocich a kazda dvojice prvka x,y € V se vyskytuje pravé v A blocich.
Ozna¢me |V| = v a |B| = b. Pétice (v, b, k,r, \) se nazyvé (v, b, k,r, \)-design, nebo jen design.

Dtlezitym piipadem designu je tzv. steinerovsky systém trojic (v, b, 3,r, 1)-design.

Pro libovolny design plati (Cvideni [C3), Ze
bk=vr, Mv—1)=r(k—-1).

Plati také, ze steinerovsky systém trojic existuje, pravé kdyz v =1,3 (mod 6) (Cviceni [22).
Otazky:

e Je kazdy jednoduchy graf specidlnim pripadem designu?
e Jak souvisi design s grafem? Tj. pro jaké hodnoty v, b, k, r a A je néjaky graf specidlnim pripadem
designu?

Najdeme-li steinerovsky systém trojic pro néjaké v, tak umime rozlozit kompletni graf K, na trojuhel-
niky (Obrazek [CIX), pficemz rozkladem grafu G = (V, E) rozumime takovy systém jeho podgrafi, jejichz
hranové mnoziny tvori rozklad mnoziny E a sjednoceni vrcholovych mnozin je V. Plati i opacnéd impli-
kace: umime-li rozlozit kompletni graf K, na trojuhelniky, tak snadno sestavime steinerovsky systém trojic
pro v bodt. Rozkladem rozumime mnozinu hranové disjunktnich podgrafi G1,Ga, ..., Gs, jejichz hranové
muoziny F(G1), E(Gs), ..., E(Gp) tvoii rozklad mnoziny E. O rozkladech graft je psdno v podkapitole =31

@)
Obrazek 1.15.: Rozklad K7 na trojuhelniky.
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Kirkmanuv problém patnacti §kolacdek

Kirkmanova tloha patnacti §kolacek je kombinatorick tloha, kterou Thomas P. Kirkman!?2 publikoval v roce
1850 v casopise The Lady’s and Gentleman’s Diary. Problém muzeme zformulovat takto: ,,Muze kazdy den
pani vychovatelka sestavit 15 skolacek do péti fad po trech tak, aby se béhem sedmi dnt nesetkaly zadné dvé
divky v urcité trojici vice nez jednou?* Jedné se o hledani steinerovského systému trojic s dalsimi pozadavky.
Mezi patnacti skolackami mtizeme vybrat celkem (135) = 455 trojic. V hledaném rozvrhu je vybrano 35 trojic
tak, ze kazdy den odpovida jedné pétici trojic, které jsou po dvou disjunktni.

Kazdé feseni Kirkmanovy tlohy je soucasné navic steinerovskym systémem trojic, protoze kompletni graf
na patnicti vrcholech rozlozime pravé na (%) /3 = 105/3 = 35 trojuhelniki, které jsou po dvou disjunktni.
Opacné tvrzeni vsak obecné neni pravda. Ne kazdy steinerovsky systém trojic na patnacti vrcholech mtizeme
seskupit (35 trojic rozdélit do sedmi skupin po péti) tak, aby odpovidaly feSeni Kirkmanova problému.

Kirkmaniv problém je mozné zobecnit pro libovolny pocet n =3 (mod 6) skolacek [LR].

Odkazy:
® http://al.uwaterloo.ca/ vanbeek/Constraints/Papers/BarnierB05.pdf]
® phttp://en.wikipedia.org/wiki/Kirkman’s_schoolgirl_proble:

® http://mathworld.wolfram.com/KirkmansschoolgirlProblem.htmll

Cviceni

1.5.1.  UkaZte, Ze v obecném designu must platit bk = vr a M(v — 1) = r(k — 1).

1.5.2.  UkaZte, Ze steinerovsky systém trojic mizZe existovat pouze kdyZ v=1,3 (mod 6).
1.5.3.*% Najdéte alespon jedno teseni Kirkmanova problému patndcti skolacek.

1.5.4. Méjme d-pravidelny graf G. Dokazte, Ze graf G je mozZno hranové rozloZit na kopie grafu Ky 4 prave
tehdy, kdyz G je bipartitni graf.

Mooreovské grafy

P1i feseni praktického problému je obvykle lhostejno, zda zadavatel popsal strukturu obrazkem nebo mnozi-
nami vrchold a hran nebo vlastnostmi, protoze graf reprezentuje jednu konkrétni situaci. Pokud ale fesime
obecné ulohy nebo i tlohy tykajici se velkych grafii, mize mit zptisob zadani grafu zasadni vyznam. V nésle-
dujicich odstavcich pracujeme s grafy, jejichz vlastnosti jsou znamy avsSak najit néjaké nakresleni takového
grafu neni snadny tkol.

Obvod grafu je délka nejkratsiho cyklu v grafu. Pokud graf neobsahuje zadny cyklus, definujeme jeho
obvod jako nekoneéno. Napiiklad Cy mé obvod 4, Peterseniiv graf (Obrazek 1) mé obvod 5 a Heawoodtiv
graf (Obrazek IR vlevo) mé obvod 6.

Obrazek 1.16.: Heawooduv graf a Leviho graf.

12 5 T.P. Kirkmanovi je pséno na strané B3.
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Mooreovsky graf je d-pravidelny graf s danym priimérem k (primér je zaveden na strané B3), jehoz
pocet vrcholi je roven

k—1
1+dYy (d—1),
=0

coz je horni hranice poctu vrcholu v grafu se stupni d a primérem k. Ekvivalentné je Mooreovsky graf urcen
svym prumérem k a obvodem 2k 4+ 1. Dvé trividlni tfidy Mooreovskych graft jsou liché cykly a kompletni
grafy. Hoffman a Singleton ukazali, ze pro kazdy d-pravidelny Mooreovsky graf s primérem 2 musi byt
d e {2,3,7,57}. Pro d = 2,3 takové grafy existuji a jsou ureny jednoznaéné: cyklus C5 a Petersentiv graf
(Obrazek EImM). Pro d = 7 Hoffman a Singleton takovy graf sestavili, ¥ikd se mu Hoffman-Singletontiv graf
(Obrazek CI). Ale pro d = 57 neni znadmo, zda takovy graf existuje! Pokud existuje, tak uz nyni je zndma
celd fada jeho vlastnosti. Avsak diky velikosti tohoto ,,posledniho* Moorovského grafu se nedafi jej najit
(zkonstruovat) ani pomoci pocitace a ani se nedaii jeho existenci vyvratit.

Obrazek 1.17.: Hoffman-Singletoniv graf (hrany obarveny sedmi barvams).

Odkazy:

P matnwor. .wolTram.com/lMooreGraph. juil

P en.wikipedlia.org/wikil/lMoore_grap.

pttp://en.wikipedia.org/wiki/Hoffman-Singleton_graph

ttp://en.wikipedia.org/wiki/Degree_diamete

ttp://www.maa.org/editorial/mathgames/mathgames 11 _0O1_04.htm
Vv ,
Cviceni
1.5.5. Ukazte, Ze obé definice Moorovského grafu
(i) d-pravidelny graf s dangm primérem k a nejuétsim poctem vrchold,
(ii) graf s dangm pramérem k a obvodem 2k + 1 s nejvétsim poctem vrcholi,
jsou ekvivalentni.

1.5.6.  Najdéte graf s co nejuétsim poctem vrcholi, ve kterém je mazimalni vzddlenost (vzddlenost je zave-
dena na strané B3) dvou riuznych nesousednich vrcholi 2 a A(G) = 3.

1.5.7.  Najdéte graf, ve kterém je mazimding vzddalenost dvou riznych nesousednich vrcholi 2 nebo 3 a §(G) =
= A(G) = d pro libovolné d € N.

1.5.8. Mejme k-pravidelny graf G s obvodem 4. Ukazte, Ze graf G mda alespon 2k vrcholi. Navic urcete
vsechny takové grafy s pravé 2k vrcholy.
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1.5.9.7 Pro libovolné d > 2 a prirozené;r najdéte graf, pro ktery plati rad(G) = r, diam(G) = r + 1
ad(G)=A(G)=d.

Silné regularni grafy
Rekneme, Ze k-pravidelny graf G na n vrcholech je silné regquldrni, jestlize existuji takovéa pifirozend &isla \
a u, ze

e kazdé dva sousedni vrcholy maji A spole¢nych sousedt a

e kazdé dva nesousedni vrcholy maji p spoleénych sousedii.
Kompletni grafy a kompletni bipartitni grafy jsou trividlni priklady silné regularnich graft. Dalsi silné
regularni grafy jsou napfiklad

e cyklus C5 s parametry n =5, k=2, A=0, p =1,

e Petersentv graf (Obréazek EIM) s parametry n =10, k=3, A=0, p =1,

e grafy na Obrazku CIX s parametry n =9, k=4, A=1, p=2an=13, k=6, A =2, u = 3,

e graf pravidelného Ctyfsténu (coz je graf Ky) s parametry n = 4, k = 3, A = 2, Vu € N a graf

pravidelného osmisténu s parametry n =6, k =4, A = 2, u = 4 (Obrazek BEZ0),
e Hoffman-Singletontv graf (viz také strana B3) s parametry n =50, k =7, A =0, p = 1,
e graf tahi véze po Sachovnici (Obrazek CIW) s parametry n =64, k =14, A =6, p = 2.

Pokud existuje, tak také ,chybé&jici“ Mooreovsky graf je silné regularni s parametry n = 3250, k = 57, A = 0,
@ = 1. Naproti tomu grafy pravidelného Sestisténu, dvandctisténu a dvacetisténu (Obréazky a @Z7)
silné regularni nejsou.
Otazka: Proc nejsou grafy pravidelného Sestisténu, dvanactisténu a dvacetisténu silné regularni?

Ctyfi parametry n, k, \, p silné regularnich grafii nejsou nezavislé. D4 se ukazat, ze (v —k — 1)u =
= k(k — X\ —1). Dtikaz je ponechédn jako cviceni.

77 XX
| " N

Obrazek 1.18.: Silné reguldrni grafy s parametryn =9, k=4, A=1, u=2an=13, k=6, A =2,
w=3.

Obrazek 1.19.: Graf tahi vézZe po Sachovnici.
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Odkazy:

e Dalsi silné regularni grafy najdete na adrese EEEp://mathworld - wolfram. com/StronglyRepularCraph htmll.

Cviceni
1.5.10. UkaZzte, Ze pro k-pravidelny graf G na n vrcholech, kde kazZdé dva sousedni vrcholy maji A spolecnych
sousedi a kazdé dva nesousedni vrcholy maji v spoleénych sousedi plati (v —k — 1)p = k(k — X —1).

1.5.11. Dokazte nebo vyvratte: PoZadavek k-pravidlenosti silné requldrniho grafu vyplyvd z toho, Ze ewis-
tugi takova prirozend cisla A\ a u, Ze kazZdé dva sousedni vrcholy maji A spolecnych sousedi, a Ze kazZdé dva
nesousedni vrcholy maji v spolecnych sousedi, proto muzeme v definici silné reguldrniho grafu G vynechat
poZadavek, aby G byl k-pravidelny.

1.5.12.  Ukazte, Ze silné reguldrni graf md prumeér nejvyse 2.

Diskrétni grafy a prazdny graf
V diskrétnim grafu nejsou zadné dva vrcholy spojené hranou. Pro pevné dany pocet vrcholi n je diskrétni
graf dopliikem kompletniho grafu K,, a ¢asto byva oznacovan symbolem D,,.

Diskrétni graf neni prilis zajimavou strukturou, jednd se vSak o nejmensi prvek mnoziny grafa s da-
nym poctem vrchold vzhledem k relaci byti faktorem néjakého grafu. Diskrétni graf je pfirozenou vychozi
strukturou fady konstrukénich algoritmi.

Anglicky se diskrétnimu grafu fiké null graph nebo edgeless graph. Nékdy se vSak terminem ,null graph®
oznacuje prazdny graf, jehoZ vrcholové, a proto i hranovd mnozina jsou prazdné. VSimnéte si, Ze definice
uvedend v tomto textu prazdny graf mezi grafy nepocita.

©)

©) @) @]

D D
1 2 o o

D5
Obrézek 1.20.: Diskrétni grafy D1, Dy a Ds.

Julius Peter Christian Petersen (16. ¢ervna 1839 — 5. zari 1910)

Déansky matematik Julius Petersen byl aktivni v mnoha matematickych disciplindch (geometrie, analyza,
teorie ¢isel, matematické ekonomie, kryptografie a teorie grafl).

d

Obrazek 1.21.: Julius Petersen.

Petersen se narodil ve vesni¢ce Sorg. Jeho rodice neméli moc penéz, presto se mu snazili poskytnout
vzdélani. Avsak v roce 1854 musel Skolu opustit, protoze rodic¢e uz neméli prostfedky na dalsi studium.
Pracoval néjakou dobu v obchodé svého stryce. Kdyz stryc zemfel, odkazal Petersenovi néjaké penize,
za které pak Petersen dostudoval. V roce 1860 vystudoval odbornou skolu College of Technology a roku
1866 dokoncil Kodanskou univerzitu, kde pozdéji, v roce 1871, ziskal i doktorat. Pracoval nejprve na College
of Technology a pozdéji na Kodanské univerzité. Jiz béhem studii se oZenil. Aby uzivil rodinu, pfivydélaval
si u¢enim. U¢il Sest az sedm hodin denné, Sest dni v tydnu. Petersen byl povazovan za dobrého ucitele, mél
v8ak problém udrzet ve t¥idé kazen.
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V roce 1891 vydal ¢lanek ,Die Theorie der reguldren graphs“, ktery vyrazné ptispél k rozvoji teorie
grafti. Ukazal, Ze kazdy kubicky graf bez mosti (most je nadefinovan na strané IIA) obsahuje 1-faktor.

V roce 1898 nasel protiptriklad k Taitové hypotéze o 1-faktorizaci 3-pravidelnych graf. Tait se snazil
dokézat hypotézu o ¢tyfech barvach. Vyslovil ,vétu“, ze ,hrany kazdého mnohosténu, ve kterém jsou vSechny
vrcholy stupné 3, mizeme rozdélit do tfi skupin tak, ze hrany v kazdé skupiné obsahuji vSechny vrcholy
mnohosténu“, o které si myslel, Ze je pravdiva. Petersen preformuloval Taitovu hypotézu jako ,kazdy 3-
pravidelny graf bez mosttt ma 1-faktorizaci“ (rozklad grafu na hranové disjunktni faktory, ve kterych jsou
v8echny vrcholy stupné 1). Potom Taitovu hypotézu vyvrétil tak, ze nasel protiptiklad — zndmy Petersentv
graf (Obrazek EIM). Dalsi pozndmky o Taitovi a diikazu hypotézy o ¢tyfech barvich jsou na strané [Z2.

Odkazy:

® pttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Petersen.html|
e Peterseniiv ¢lanek z roku 1891 FEEp://www.springerlink. com/index/B53050P5J001J465.pdA
® http://www.mathpuzzle.com/4Dec2001.htn

Cviceni
1.5.13.  UkaZte, ze Peterseniv graf (Obrdzek E-I0]) je silné requldrni. Je doplnék Petersenova grafu silné
requldrni?

1.5.14. Ukazte, Ze obvod Petersenova grafu je 5. Jaky je obvod dopliiku Petersenova grafu?

Thomas Penyngton Kirkman (31. bfezna 1806 — 3. Gnora 1895)

Britsky matematik Thomas P. Kirkman pfispél vyraznou mérou k formovani teorie grup a kombinatoriky.
Kirkman publikoval béhem zivota (az do svych 89 let) vice nez 60 vyznamnych matematickych praci a celou
fadu drobnéjsich praci.

Obrazek 1.22.: Thomas P. Kirkman.

Thomas Kirman vystudoval zakladni Skolu v Boltonu, fe¢tinu a latinu, avSak zaddnou matematiku.
Ackoli mél potencial pro studium na univerzité, jeho otec prosadil, Ze od ¢trnacti let Kirkman misto studii
pracoval u néj v kancelafi. Samostatné pokracoval ve studiu jazyku, naudil se francouzsky a némecky.

Po deviti letech préace v kancelafi se proti otcové vuli vratil na skolu, Trinity College v Dublinu. Studoval
matematiku, filozofii a pfirodni védy. Po navratu do Anglie v roce 1835 vstoupil do anglikanské cirkve. Pét
let byl zastupcem farafe v Bury a pozdéji v Lymm. Od roku 1839 se stal vikafem farnosti Southworth
v Lancashire, zde setrval 52 let.

Béhem studii v Dublinu byl ovlivnén Hamiltonem™*, avsak prvni vyznamnou praci napsal az v roce 1846,
kdyz mu bylo 40 let. Vyftesil problém, ktery byl publikovan v Lady’s and Gentleman’s Diary v roce 1845
a dokézal existenci steinerovskych trojic o sedm let dfive, nez vysel Steineruv ¢lanek, ve kterém se Steiner
ptal, pro jaké mnoziny takové trojice existuji. Kirman publikoval své vysledky o steinerovskych trojicich
v Cambridge and Dublin Mathematical Journal.

Od roku 1853 se Kirkman snazil o klasifikaci mnohosténii, publikoval fadu praci v Kralovské spolecnosti.
Clenem Kralovské spole¢nosti se stal roku 1857. Pozdé&ji pracoval v oblasti teorie grup a dale v kombinatorice.
Jeho znamy problém patnacti Skolacek byl publikovan v roce 1850 v Casopise The Lady’s and Gentleman’s
Diary.

V roce 1884 (bylo mu 78 let) publikoval prvni prici o uzlech. Nésledovala fada ¢lanku na toto téma
a ve spolupraci s Taitem sestavili tabulku vSech uzld s osmi, deviti a deseti kfiZenimi.

Odkazy:

13

13 O Williamu Hamiltonovi je psano na strané ZIa.
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® http://www.ams.org/featurecolumn/archive/finitegeometries.htmll

® phttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Kirkman.html]

[ ] [iEEp:7 7WWW.EHEEDBEI‘Q.OI'E7 etext/ 9942
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Kapitola 2. Cesty a cykly v grafu

Pokud graf reprezentuje né&jakou sit (silni¢ni, Zeleznicni, elektrickou, ...), tak je pFirozené zkoumat, jak je
mozno v grafu putovat. Mezi vrcholy grafu, ktery reprezentuje danou sit, je dovoleno putovat jen po hranach
grafu. Dospéjeme k zavedeni pojmu sled, tah a cesta. V druhé ¢asti kapitoly ukdzeme, jak mérit vzdalenosti
v grafu. V posledni ¢asti se budeme vénovat nejmensi a nejvétsi vzdalenosti mezi dvéma vrcholy v grafu
a také vztahim mezi témito parametry.

2.1. Sledy, tahy a cesty

Definice Sled v grafu G je takova posloupnost vrcholi a hran
(/“07 €1,0V1,€2,0V2,...,€n, 'U,,/)., (5)

7ze hrana e; ma koncové vrcholy v;_; a v; pro v8echna i = 1,2,...,n. Sled [5] se nazyva (vg, v, )-sled.

Sled v grafu muzeme chapat jako zdznam putovani nebo bloudéni v grafu. Vsimnéte si, ze vrcholy i hrany
ve sledu se mohou opakovat, a to i vicekrat. Vrchol vy se nazyva pocdtecni a vrchol v, koncovy vrchol (vg, vy, )-
sledu [5]. Ostatni vrcholy, pokud existuji, jsou vnitini vrcholy sledu. Vnitfnim vrcholim sledu se nékdy #ika
interni. Jestlize n = 0, tak sled se nazyva trividlni a pochopitelné nerozlisujeme jeho pocatecni a koncovy
vrchol. Pokud je vg = v, pro kladné n, fekneme, Ze sled v grafu je uzavieny. Pro jednoduché grafy neni
nutné explicitné uvadét hrany sledu, protoze mezi libovolnymi dvéma vrcholy grafu existuje vZdy nejvyse
jedna hrana, ktera je jednozna¢né urcena dvojici koncovych vrchold. Pokud nebude vyslovné feceno jinak,
omezime se na jednoduché grafy a hrany sledu nebudeme dale vypisovat. Sled pak budeme zapisovat
strucné bez zavorek vg, v, ..., V.

Délkou sledu budeme rozumét pocet hran, které se ve sledu vyskytuji, pricemz kazdou hranu zapocitadme
tolikrat, kolikrat se v posloupnosti objevi. Definice, tak jak je zformulovand, nepfipousti sledy nekoneéné
délky (pro¢?). Na druhou stranu podle definice miizeme snadno definovat délku (vg, v, )-sledu [5] jako n.
Obecnéjsi definice sledu a délky sledu je ponechana jako cviceni.

Definice Tah je sled, ve kterém se zadna hrana neopakuje. Tah s poc¢ateénim vrcholem u a koncovym
vrcholem v budeme nazyvat (u,v)-tah.

Slovo ,,tah“ souvisi s kreslenim jednim tahem. Podrobnéji se tomu tématu budeme vénovat v kapitole [
V tahu se nemohou opakovat hrany, vrcholy se vSak opakovat mohou. Protoze tah je specialni ptipad sledu,
tak definice koncovych, vnitfnich vrcholi a uzavieného tahu je analogicka jako pro sled. Délka tahu je opét
pocet hran tahu, dokonce nemusime uvazovat opakujici se hrany.

Definice Cesta v grafu je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy. Cestu s pocate¢nim vrcholem wu a koncovym
vrcholem v budeme nazyvat (u,v)-cesta.

Neéktefi autoii disledné rozlisuji mezi pojmy had jako graf a cesta jako podgraf néjakého grafu. V tomto
textu budeme pracovat jen s terminem cesta, z kontextu bude zfejmé, o ktery z obou vyznamt se jedna.
Zavedeni pojmu koncovych vrchold, vnitinich vrcholi a délky cesty v grafu je analogické. Cestu délky n — 1
budeme znaéit P,. Trividlni sled délky 0 (neobsahuje zddnou hranu) se nazyva také trividalni cesta. Nejkratsi
netrividlni cesta (hrana spolu s obéma koncovymi vrcholy) je délky 1.

V cesté se nemohou opakovat ani hrany ani vrcholy. Vyjimkou je, pokud hovorime o uzavrené cesté
v grafu, neboli o cyklu v grafu. Jsou-li u, v sousedni vrcholy v grafu G a P, je néjaka (u,v)-cesta v G, kterd
neobsahuje hranu wwv, pak cesta P, spolu s hranou uv tvofi cyklus C,, v grafu G. Pfi popisu cyklu C,, staéi
zadat jen posloupnost n vrcholt, posledni (opakujici se) vrchol obvykle nezapisujeme.
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U7 U7 U7
V4 Vs Vg Vg %) Ve Vg Vs V6
U1 V2 U3 U1 V2 U3 U1 V2 U3

Obrazek 2.1.: Priklad sledu, tahu a cesty v grafu.

V grafu na Obrazku I je vlevo ptiklad sledu vy, ve, vs, v7, vg, V3, V2, Us, U4, Us, uprostied je priklad tahu
v1, V2, Us, U7, Vg, Us, V4 & vpravo je priklad cesty wvi,vs,vs,vr7,vg,v3. Kazda cesta je tahem a kazdy tah je
sledem. Opacné implikace obecné neplati.

Pri dtikazu fady tvrzeni vyuzijeme nésledujici tvrzeni.

Lemma 2.1. Euxistuje-li v grafu G mezi dvéma vrcholy (u,v)-sled, potom v G ezistuje také (u,v)-cesta.

Dikaz je ponechan jako cviceni (Cvideni ZT2). Postup, kdy ze sledu nebo z tahu S vynechdme hrany
a dostaneme kratsi sled, res. tah S’, se ¢asto pouziva. Rikdme, Ze dostaneme podsled, resp. podtah S’
tahu S. Hrany podsledu S’ nemusi ve sledu S néasledovat bezprostredné za sebou, avsak posloupnost vrcholt
a hran podsledu tvoii podposloupnost v posloupnosti vrcholti a hran sledu S v tomto poradi. Napiiklad
sled S1 = vy, v, v5, V7, Vg, Vs, U2, Us, Vg, Us, Ktery je vlevo na Obrazku BT, obsahuje cestu vy, v, vs, v4, kterou
dostaneme vynechanim tseku vy, vg, vs, V2, U5 a Useku vy, v5. Naproti tomu sled S; neobsahuje cestu vy, v, v3,
proc¢?

Sledy a cykly

Pfipomerime, Ze sled jsme definovali jako posloupnost vrcholt a hran. Méjme dva sledy (ug,wv1)-sled
a (ug2,v9)-sled. Jestlize vrchol vy je totoZny s vrcholem us, tak mtizeme tyto dva sledy navdzat. To znamen4,
Ze spojime obé piislusné posloupnosti tak, ze za poslednim vrcholem (uj,v;)-sledu pokrac¢ujeme prvni hranou
(ug,v9)-sledu. Vznikne (uq,vs2)-sled. Pokud je navic vrchol uy totozny s vrcholem vq, tak vznikne uzavieny
sled. V8imnéte si, Ze navazanim dvou sledi, taht ¢i cest vznikne opét sled, zatimco navazanim dvou tahu
miiZe, ale nemusi vzniknout tah a ani navazanim dvou cest nemusi vzniknout cesta. To je dtvod, proc je
pojem sledu zaveden.

Pro uzaviené sledy liché délky plati nasledujici tvrzeni.

Lemma 2.2. KaZdy uzavreny sled liche délky obsahuje cyklus liche délky.

Dikaz. Tvrzeni ukdzeme indukci vzhledem k pocétu hran sledu.

Zdklad indukce: V jednoduchém grafu ma nejkratsi uzavieny sled liché délky délku 3. V takovém sledu se
nemuze zadna hrana opakovat, a proto se jedna o cyklus.

Indukcéni krok: Meéjme néjaky uzavieny sled S liché délky k a predpokladejme, ze pro vsechny sledy liché
délky mensi nez k tvrzeni plati. Pokud se v uzavieném sledu S neopakuje zadny vrchol, je samotny sled S
cyklem liché délky a tvrzeni plati. Pokud se néjaky vrchol v v uzavieném sledu S opakuje alespon dvakrat,
rozdélime uzavieny sled S na dva uzaviené (v,v)-podsledy. Protoze sled S je liché délky, je jeden z téchto
podsledi sudé délky a druhy je liché délky. Sled liché délky je kratsi nez S a podle indukéniho predpokladu
obsahuje lichy cyklus. O

Je zajimavé si uvédomit, ze uzavieny sled sudé délky mtize vzniknout pouze opakovanim hran (a koncovych
vrcholt) a nemusi obsahovat Zddny cyklus. Vyskytuje-li se vSak v néjakém uzavieném sledu libovolné délky
nékterd hrana jen jednou (napiiklad v tahu), tak tento sled musi obsahovat cyklus. Dikaz tohoto tvrzeni je
ponechan jako Cviceni T

Otazka: Kde se v diikazu Lemmatu 220 pouzil predpoklad, Ze uzavieny sled je liché délky?

Cviceni

2.1.1.  Zformulujte definici sledu tak, aby pripoustéla existenci i nekonecného sledu. Pro konecné grafy by
mel smysl definice zustat zachovdn. Jak bude definovdna délka sledu?

2.1.2. Dokazte Lemma BE: existuje-li v grafu G mezi dvéma vrcholy (u,v)-sled, potom v G ezistuje také
(u,v)-cesta. Ndvod: Dokazte silnéjsi turzeni, Ze z kazdého (u,v)-sledu miZeme pripadnym vynechdnim vr-
choli (a hran) dostat (u,v)-cestu.

2.1.3. Dokazte, Ze v jednoduchém grafu G vidy existuje cesta délky 6(G).
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2.1.4.% Najdéte néjaky graf G a takovy uzavieny sled S v grafu G, Ze S neobsahuje cyklus.

2.1.5. Dokazte, zZe vyskytuje-li se v uzavreném sledu S nékterda hrana pouze jednou, tak sled S obsahuje
cyklus.

2.1.6.° Najdéte priklad grafu G a vrcholu v € V(G) tak, Ze §(G — v) > 6(Q).

2.1.7. Najdéte ptiklad grafu G a vrcholu v € V(G) tak, Ze 6(G) = m a 6(G —v) = k pro libovolnd disla
k,m €N, kde k > m.

2.1.8. Kolik riznych cest existuje v kompletnim grafu K, mezi dvéma riznymi vrcholy u a v?

2.1.9. Méjme netrivialni souvisly graf. Oznacme X = Hu;é,uev((;) dist(u, v) soucin vSech vzddlenosti dvojic
riuznych vrcholi. Jaké a) nejmensi, b) nejuétsi hodnoty mize X nabyvat? A pro jaké grafy? Sva tvrzent
dokazte.

2.1.10. Meéjme uzavieny sled W s alesponi jednou hranou, ktery neobsahuje cyklus jako podsled. Ukazte, Ze
nékterd hrana sledu W se opakuje dvakrdt bezprostredné za sebou (v opacném sméru).

2.2. Souvislost a vzdalenost v grafu

Souvislost a dosazitelnost

Jestlize vrcholy grafu reprezentuji redlné objekty a hrany reprezentuji vztahy mezi nimi, pfirozené vyvstane
otézka, zda graf tvofi jeden celek nebo zda se skladé z nékolika ¢asti, které spolu nesouvisi. Dospéjeme tak
k pojmu souvislosti grafu.

Definice Souvislost
Rekneme, Ze vrchol v je dosazitelny z vrcholu u v grafu G, jestlize v G existuje (u,v)-sled. Graf G je souvisly,
jestlize pro kazdou dvojici vrchold u, v € V(@) existuje (u,v)-sled. V opacném piipadé je graf nesouvisly.

MuZeme Fici, ze graf je souvisly, jestlize kazdy vrchol v je dosaZitelny z kazdého vrcholu u, pripadné
z jednoho pevné zvoleného vrcholu u. V Kapitole B budeme dokonce rozlisSovat ,,jak moc* je graf souvisly.
Jestlize graf neni souvisly, tak je mozno jej rozdélit na nékolik souvislych indukovanych podgrafi.

Definice Komponenta grafu

Rekneme, 7ze L je komponenta grafu G, jestlize je L souvisly podgraf grafu G a soucasné pro kazdy souvisly
podgraf W grafu G plati, ze W je podgraf L a nebo vrcholové mnoziny podgrafi W a L jsou disjunktni.
Pocet komponent grafu G zna¢ime w(G).

Na Obrazku 2 vlevo je souvisly graf, vpravo je nesouvisly graf se tfemi komponentami.

=

Obrazek 2.2.: Souwvisly graf a nesowvisly graf se tremi komponentams.
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Zavedeme relaci dosaZitelnosti ~ tak, ze dva vrcholy v grafu jsou v relaci ~, jestliZze jsou navzajem
dosazitelné. Tato relace je relaci ekvivalence (Cvi¢eni EZZZI). Alternativné mizeme vrcholovou mnozinu
kazdé komponenty definovat jako tfidu rozkladu prislusného relaci ~ a samotna komponenta bude podgraf
indukovany na této tiidé. Graf je souvisly, ma-li relace ~ jedinou tfidu rozkladu. Neni tézké si rozmyslet,
Ze obé definice jsou ekvivalentni.

Vzdalenost v grafu
V grafu, ktery reprezentuje komunikacéni sit, je velmi pfirozené zjistit, jak blizko jsou jednotlivé vrcholy.
Vzdalenosti mérime délkou cest.

Definice Vzdalenost v grafu

Vzddlenost vrcholu w od vrcholu v (nebo vzdalenost mezi vrcholy u a v) v grafu G je délka nejkratsi
(u,v)-cesty. Znacéime ji dist(u,v), pfipadné distg(u,v). Jestlize vrchol v neni dosazitelny z u, definujeme
dist(u,v) = oo.

Definice je korektni, nebot pro kazdé dva dosaZitelné vrcholy u, v nejkratsi (u, v)-cesta existuje, a proto
existuje i délka (u,v)-cesty. Tato délka je vzdy nezdporné celé ¢islo. Pro nedosazitelné vrcholy neexistuje
(u, v)-cesta, a proto délka (u,v)-cesty neni definovéna, avSak podle definice je vzdélenost dist(u,v) = oo.

Neékdy se vzdalenost mezi vrcholy u a v znadi jen d(u,v). VSimnéte si, ze v definici mizeme nahradit
slovo ,cesta“ slovem ,sled“ a vyznam definice ztistane zachovan. Protoze nejkratsi sled je vzdy cestou, je
uvedend definice prakti¢téjsi. Vsimnéte si, Ze nejkratsi (u, v)-sled existuje vzdy, kdyz existuje alespoii jeden
(u, v)-sled, tj. kdyz neni dist(u,v) = co.

Metrika
V matematice je metrika takova funkce p, kterd ptitazuje vzdalenost kazdé dvojici prvki z dané mnoziny A
a kterd ma navic urcité vlastnosti. Mnozina A spolu s metrikou p se nazyva metricky prostor.

S riznymi metrikami se setkdvame i jinych matematickych disciplinach. Napiiklad v analyze se pracuje
s metrikou, ktera je sestavena pomoci absolutni hodnoty rozdilu dvou ¢isel. V geometrii se pracuje s metrikou,
ktera je dana eukleidovskou vzdélenosti dvou bodu a v algebie lze zavést rizné metriky s vyuzitim riznych
norem.

Definice Metrika p na mnoziné A je zobrazeni p : A x A — R (pfipadné p : A x A — R*) takové, ze
Va,y,z € A plati

e p(z,y) > 0, pticemz p(x,y) = 0 pravé tehdy, kdyz = = y,
e p(z,y) = p(y,z),
e p(z,y) + p(y, 2) = p(z,2).

Také vzdélenost v jednoduchém grafu zavedend v definici na strané B3 je metrika na mnoziné vrcholu
daného souvislého grafu.

Lemma 2.3. Vzddlenost vrcholi v souvislém grafu G je metrika na mnoZiné V(G).

Diikaz tohoto lemmatu je ponechan jako Cvic¢eni ZZZ0 Metriku lze rozsifit i pro nesouvislé grafy, musime
v8ak spravné zformulovat praci se vzdalenosti co (Cvi¢eni EZZT31). Upozornime jen, Ze symbolem R* rozu-
mime RU{oo} a pfedpoklddame, Ze na mnoziné RU{oco} méame pfirozené nadefinované s¢itani a porovnavani
realnych cisel a oo.

Cviceni

2.2.1. Ukazte, Ze pocet riznych (u;,uj)-sledd délky k v grafu G je roven prvku aﬁJ (v jiném znaceni
[A(G)k’}ij) matice A(G)*, kde A(G) je matice sousednosti grafu G a A(G)* je jeji k-td mocnina, k € N.
2.2.2.  Ukazle, Ze relace ~ (,byt dosazitelny®) zavedend v textu na strané B3 je relaci ekvivalence.

2.2.3. Na strané byl nadefinovan pojem souvislosti uzitim sledu a alternativné uzitim trid ekvivalence
relace dosaZitelnosti ~ (zavedena na strané B3). UkaZte, Ze obé definice souvislosti jsou ekvivalentns.

2.2.4. Dokazte Lemma EZ3, tj. Ze vzddlenost v souvislych grafech je metrika.

2.2.5. Dokazte, ze G = (V, E) je souvisly pravée tehdy, kdyz pro libovolny rozklad vrcholové mnoziny V
na dvé mnoZiny U a W existuje hrana e = uw € E takovd, Ze w € U a w € W. (Neprdzdné mnoziny U a W
tvori rozklad V', jestlize UUW =V a UNW =0).

2.2.6.% Kolik nejvice hran mize mit graf s n vrcholy a k komponentami? DokaZte.
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2.2.7.  Dokazte, ze je-li 6(G) > |v(G)/2| — 1, tak graf G je souvisly.

2.2.8. Najdéte takové sudé cislo n a takovy nesouwvisly graf G, Ze n = v(G) a G je pravidelny graf stupné
(n/2 —1).

2.2.9. Necht u je vrchol lichého stupné v grafu G. Ukazte, Ze potom v G ezistuje (u,v)-cesta do vrcholu v,
ktery je riuzny od u a je také lichého stupné.

2.2.10. Ukazte, zZe odebrant jedné hrany ze souvislého grafu dostaneme graf, ktery ma nejvyse dvé kompo-
nenty.

2.2.11. Mame osmi litrovou nddobu s vinem a dvé prazdné nadoby — pétilitrovou a trilitrovou. Rozdélte
osm litri na ¢tyri a ctyri litry jen s uzitim téchto nddob, bez pouZiti odmerky. Ulohu namodelujte grafem,
najdéte nejkratsi reseni a popiste vsechna pripustnd resent.

2.2.12.  Zmente objem a) trilitrové b) pétilitrové ndadoby tak, aby uloha ze Cvicendi BZZIT neméla fesent.
Najdéte jind nez trivialni vesent, kdy jsou nékteré dvé nadoby stejné velke.

2.2.13." Najdéte nutnou a postacujici podminku pro to, aby tloha s prelévdnim jedné plné a dvou prazdnijch
nddob méla vidy Teseni. Jak tvrzeni zobecnit pro vice nddob?

2.2.14.% Kolik riznych (u,v)-sledi délky k existuje mezi nékterymi dvéma vrcholy u, v v grafu a) Cy, b) Cs,
C) K4, d) Kg,g ?

2.2.15. Na zdklade vzdalenosti v grafu sestavte definici metriky pro nesouvislé grafy, kterd bude zpeétné
konzistentni s metrikou v souvislych grafech (Cvicent ).

2.3. Excentricita, polomér a praumér grafu

Vzdalenost mezi dvéma vrcholy v grafu méfime jako délku nejkratsi cesty mezi nimi. Pfi feseni praktickych
problémt ma smysl se podivat na extrémni vzdélenosti v grafu. S tim souvisi nasledujici definice.

Definice Méjme graf G a vrchol v € V(G). Excentricita vrcholu v je nejvétsi ze vSech vzdalenosti v
od ostatnich vrcholt v G. Excentricitu zna¢ime ecc(v), pfipadné eccg(v).

Symbolicky mtizeme excentricitu vrcholu v popsat

ecc(v) = urel%/a(%){dist(u, v)}.

Uvédomte si, ze v predchozi definici je vrchol v pevné dany, zatimco vrchol u je libovolny vrchol grafu G.
Prislusné maximum je pak urceno pro kazdy vrchol v jednoznac¢né.

Excentricité vrcholu se v literature rika také vystrednost vrcholu. V souvislych grafech je excentricita
vrcholu v métitkem, jak ,daleko® je k ostatnim vrcholiim v grafu (Obrézek EZX). Aby v grafu existovaly
vrcholy s velkou excentricitou, musi mnoho hran v grafu chybét. Grafy s velkou excentricitou nékterych
vrcholi jsou fidké, naptiklad stromy a cykly.

4 3 4
3 2 3

1 3 f

Obrézek 2.3.: Graf s vyznacenymi excentricitami vrcholi.
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Vrcholy s velkou excentricitou lezi ,na kraji“ grafu a vrcholy s malou excentrictou lezi ,uvniti grafu®.
Mnozina vrcholt, ze kterych je ,blizko“ do vSech ostatnich vrchold, je jakymsi centrem grafu. Tuto vlastnost
muzeme formalizovat.

Definice Centrum grafu je podgraf indukovany na mnoziné vrcholti s nejmensi excentricitou.

V grafu muze existovat nékolik vrcholt, které maji nejmensi excentricitu, naptiklad v cyklu maji vSechny
vrcholy stejnou excentricitu a cyklus je totozny se svym centrem. Vsimnéte si, Ze podle uvedené definice
je centrum grafu vice nez jen mnozina vrcholi, jedna se o podgraf daného grafu. V nékteré literature se
centrum grafu definuje jen jako mnozina vrchold s nejmensi excentricitou. V nesouvislych grafech maji
vSechny vrcholy stejnou excentricitu co, a proto je nesouvisly graf totozny se svym centrem.

Otazky:

Jaka je excentricita vrcholu v nesouvislém grafu?
Mize centrum grafu obsahovat vice vrchold, nez je zbyvajicich vrcholt v grafu?

Mize centrum grafu byt nesouvisly podgraf?

[ J

[ J

e Mize centrum grafu G byt totozné s celym grafem G?

[ ]

e Je rozdil mezi vrcholem s nejmensi excentricitou a vrcholem s minimalni excentricitou?

Definice Nejvétsi excentricita v grafu G se nazyva praumeér grafu a nejmensi excentricita se nazyva polomer
grafu G. Prumér grafu G se znac¢i diam(G) a polomér rad(G) (diametr a rddius).

Primeér grafu se v nékteré literatufe nazyva ezxcentricita grafu. Symbolicky mtizeme primeér a polomér
grafu G popsat
diam(G) = vg‘l/a{)é){ecc(v)}7 rad(G) = Uénvl(%){ecc(v)}.
Nesouvislé grafy maji podle definice polomér i primér oo, tento trivialni piipad zpravidla nebudeme uvazovat
a omezime se na souvislé grafy. JestliZze si uvédomime, Ze excentricita vrcholu v je maximum ze vzdélenosti
dist(u,v) a vzdalenost vrcholt dist(u,v) je minimum z mnoZziny délek sledit mezi vrcholy u a v, tak na-
hlédneme, ze hledani poloméru a pruméru grafu bez obecné znalosti struktury grafu je pracné, jedna se
o extremalni tlohy
diam(G) = max max  min {délka (u,v)-cesty},
veV (@) ueV(Q) (u,v)-cesty

rad(G) = vénvl(%) uén‘;a()é) (u,vI)I—l(ljrelSty{delka (u,v)-cesty}.

Je dobré si uvédomit, Ze vzdéalenost je vlastnost kazdé dvojice vrcholl, excentricita je vlastnost kazdého
vrcholu a polomér i priamér jsou vlastnosti celého grafu. Jestlize pramér grafu G je roven ¢islu k, tak musi
v grafu G existovat takové dva vrcholy u a v, Ze jejich vzdalenost je k, tj. délka nejkratsi (u,v)-cesty je
k. Takové cesté fikdme diametrickd cesta. Je pfirozené ocCekavat, Ze ¢im je v grafu vice hran, tim mensi
je prumér grafu, a naopak grafy s velkym pramérem jsou Fidké. Také je ziejmé, Ze graf a jeho doplnék
nemohou oba mit ,malo hran“. Nasledujici véta pak ukazuje, Ze graf a jeho doplnék nemohou mit soucasné
velké praumery.

Véta 2.4. Je-li G graf s primérem diam(G) > 3, pak plati diam(G) < 3.

Diikaz. Jestlize graf G neni souvisly, nebo mé primér diam(G) > 2, tak v G existuji nesousedni vrcholy
u a v, které nemaji v G Zadného spoleéného souseda a distg(u,v) > 3. VSechny zbyvajici vrcholy muzeme
rozdélit do tii mnozin U, V a W. Do mnoziny U dame vSechny vrcholy, které nejsou v G sousedni s vrcholem u
a jsou sousedni s vrcholem v. Do V patii vSechny vrcholy, které nejsou v G sousedni s v a jsou sousedni
s u. A koneéné do W dame vSechny vrcholy, které nejsou v G sousedni ani s u ani s v. V doplitku G jsou
nyni vSechny vrcholy v U sousedni s u, u je sousedni s v a vSechny vrcholy z V' jsou sousedni s v. Vrcholy
z W jsou v doplitku G sousedni s obéma vrcholy u a v (Obrazek ). Neékterd z mnoZin miize byt prazdna,
avSak kazdy vrchol grafu G je bud u, nebo v, nebo patfi do nékteré ze t¥i mnozin U, V, nebo W, a proto

ihned vidime, Ze diam(G) < 3. O
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Obrazek 2.4.: Urceni priméru grafu G (dopliku ke grafu G).
Ve Cviceni 3= ukazeme, ze je-li prumeér grafu alespon 4, tak primeér doplitku je dokonce nejvyse 2.
Nasledujici véta ukazuje, zZe polomér a primér spliuji nerovnosti, které bychom mohli nazvat intuitivni.
Véta 2.5. V kazdém grafu G plati rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Diikaz. Pro nesouvislé grafy plati tvrzeni trividlné. Prvni nerovnost plyne ihned z definice poloméru a pru-
méru grafu. Pfi dikazu druhé nerovnosti vyuzijeme, Ze vzdélenost v grafu je metrika (Cvic¢eni ZZ20). Méjme
libovolny vrchol ¢ z centra grafu. Podle definic centra a poloméru je jeho excentricita ecc(c) = rad(G). Pri-
mér je nejveétsi z excentricit vrcholl a tato excentricita je realizovana néjakou dvojici vrcholi u, v, tj. plati
diam(G) = ecc(u) = dist(u, v). Pro libovolnou dvojici vrchold u, v v grafu G vsak plati (s vyuzitim trojt-
helnikové nerovnosti)

dist(u, v) < dist(u, ¢) + dist(c,v) < ecc(c) + ecc(c) = 2rad(G)

a proto diam(G) < 2rad(G). O

Pro kazdou z nerovnosti ve Vé&té 31 (pfipadné zaddnou nebo i ob&) mize nastat rovnost. Priklady
takovych grafii jsou na Obrazku 21 Ve Cvideni E330 ukdZeme, Ze obé hodnoty rad(G) a diam(G) mohou
nabyvat libovolnych hodnot v mezich stanovenych Vétou X

Obrézek 2.5.: Priklady grafi s riznymi vztahy mezi poloméry a primeéry.

Cviceni
2.8.1. Ukazte, Ze doplnék nesouvislého grafu je souvisly.

2.3.2.  Urcete polomér a priumér ndsledujicich grafi: a) grafy na Obrdazkuw 2R, b) kompletni graf K,,, c¢)
Qn hyperkrychle radu n.

2.3.3.  Dokazte, Ze pro libovolnd prirozend cisla n, m, ktera spliuji podminku n < m < 2n, existuje takovy
graf G, ze rad(G) = n a diam(G) = m.

2.8.4. Méjme dano prirozené cislo k. Najdeéte priklad grafu, ve kterém md centrum prdvé k komponent.
2.8.5. Méjme ddno prirozen€ cislo d. Najdeéte priklad grafu G, ve kterém je centrum tvoreno dvéma vrcholy
jejichZ vzddlenost v grafu G je d.

2.3.6.° Ukaste, %e je-li graf H podgrafem grafu G, tak pro kaZdé dva wvrcholy z V(H) plati distg(u,v) <
dist g (u, v).

2.3.7.° Najdéte takovy priklad grafu G a jeho podgrafu H, Ze a) diam(G) < diam(H), b) diam(G) >
diam(H).

2.8.8.  Ukaste, Ze je-li G graf s primeérem diam(G) > 4, tak potom plati diam(G) < 2.

2.8.9. Ukazte, Ze md-li graf G polomérem rad(G) > 3, tak potom plati rad(G) < 2.

2.3.10. Ukazte, Ze excentricita dvou sousednich vrcholu se lisi nejvyse o jedna.

2.8.11. Plati nékterd z nasledujicich implikaci? a) Je-li graf pravidelny, pak vSechny jeho vrcholy maji
stejnou excentricitu. b) Maji-li vSechny vrcholy daného grafu stejnou koneénou excentricitu, pak se jednd
o pravidelny graf.
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2.8.12. Mame dan graf G. Najdéte takovy jeho nadgraf N, Ze G je centrem grafu N.
2.8.13.° Najdéte priklad netrividlniho grafu G, pro ktery plati diam(G) < 2 a soucasné diam(G) < 2.
2.8.14. Urcete polomér a primér vsech grafi platonskych téles (Obrazky a@Z7) .

2.4. Doplnkova témata

Periferie grafu

Analogicky jako jsme zavedli centrum grafu na strané B3, tak periferie grafu G je podgraf grafu G indukovany
na mnoziné vrcholt s nejvétsi excentricitou.

Je zajimavé srovnat, Ze zatimco centrem grafu mize byt libovolny graf (Cviceni EZ2), tak periferie
ne. Napiiklad cesta P3; obsahuje jeden vrchol excentricity 1 a dva vrcholy excentricity 2, a proto tato
cesta nemfize byt periferii sama sebe. Ze cesta P; nemtize byt periferii zadného vétsiho grafu, pak vyplyva
ze Cvifeni 2231

Odkazy:
o
Cviceni
2.4.1.  Graf nazveme samocentricky, jestlize jeho prumeér je roven poloméru. Najdéte priklad grafu, ktery
mad a) souvislé centrum a nesouvislou periferii a  b) nesouvislé centrum a souvislou periferi.
2.4.2.  Ukazte, Ze libovolny graf G miZe byt centrem néjakeho grafu.
2.4.8. Ukazte, Ze graf G je periferii néjakého grafu prdavée tehdy, kdyz md bud vSechny vrcholy s excentrici-

tou 1 nebo nemd Zadny vrchol s excentricitou 1.

Operace s grafy

Pro grafy je definovana celd fada operaci. Nejjednodussi je sjednoceni grafii.
Definice Sjednoceni grafi Gy, Go,. .., Gy je graf, jehoz vrcholova mnozina je U¥_, V(G;) a hranovd mno-
Zina je Uﬁ’zlE(G,;). Sjednoceni grafii znac¢ime Gy U Gy U -+ - U G,.

U1 U1 U1

(%) \Us U3, U4 (%) U

U3 V4 Vs V2 U3 V4
Obrazek 2.6.: Sjednoceni dvou cykli.
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Obrézek 2.7.: Soucet grafi Py + C3 a spojent grafi PyV Cs.

O grafech fekneme, ze jsou disjunkini, jestlize jsou disjunktni jejich vrcholové mnoziny. Vsimnéte si,
ze definice sjednoceni nevyzaduje, aby grafy G a H byly disjunktni. Napiiklad sjednocenim dvou cykla
v1, Vg, U3, Vg, Us, V1 & V1, V3, Uy, U2, Vg, v1 dostaneme kompletni graf K5 (Obrazek ). Soucet grafu je speci-
alnim pripadem sjednoceni grafu v pripadé, Ze vrcholové mnoziny sjednocovanych grafti jsou disjunktni.

Definice Soucet nebo disjunktni sjednoceni grafi G a H je sjednoceni grafi G a H, jejichz vrcholové
mnoziny jsou disjunktni. Soucet grafii znac¢ime G + H. Symbolem kG budeme znacit sjednoceni takovych k
kopii grafu G, kde kazdé dvé kopie jsou vrcholové disjunktni. Vysledny graf kG nazyvame k kopit grafu G.

V kapitole 3 jsme definovali ,,odebrani vrcholu“ G — v a ,,odebrani hrany“ G — uv. Podobné mutzeme
definovat také ,pridavani“ vrcholu G + v, coz je graf, ktery z G vznikne priddnim jednoho nového vrcholu.

Definice Spojeni grafu G a vrcholu v ¢ V(G) je graf, ktery vznikne pfidanim v do vrcholové mnoziny
V(G) a soucasnym pfidanim vSech hran vz, kde x € V(G). Spojeni znac¢ime G'Vv. Obecnéji spojeni dvou
disjunktnich grafi GV H je graf, ktery vznikne ze souc¢tu G + H pridanim vSech hran zy, kde z € V(G)
ayeV(H).

Na Obrazku IO jsou grafy P, a Cjs, které soucasné tvori soucet P, + C3 a jejich spojeni Py V Cj.

Definice Kartézsky soucin graft G a H je graf, ktery mé vrcholovou mnozinu V(G)OV (H) a dva vrcholy
(u1,v1) a (ug,ve) jsou spojeny hranou prave, kdyz plati uy = us a vive € E(H) nebo vy = vg a ugus € E(G).
Kartézsky soucin grafi G a H znac¢ime GUH.

Priklady kartézského soucinu graft jsou na Obrazku EZX1: jsou to grafy P,,[JP,, kterym se fika Zebriky,
grafy P,,00P,, kterym se fika sité, a graf P,OC,,, kterym se ¥ikd hranoly. Dalsi ptiklad je hyperkrychle
Q4 = C4,0C, na Obrazku 10 Existuji i jiné druhy soucint grafu.

Obrézek 2.8.: Zebrik P,OP,, sit P,,OP, a hranol P,OC,,.

Kladnou kartézskou mocninu grafu G™ muzeme zavést jako soucin GOGO. ..OG.
_—
n krat

Definice Kompozice nebo také sloZeni grafi G a H je graf, ktery ma vrcholovou mnozinu V(G) x V(H)
a dva vrcholy (ui,v1) a (u2,v2) jsou spojeny hranou pravé, kdyz plati uy = ue a vive € E(H) nebo
uus € E(G). Kompozici grafi G a H zna¢ime G[H]|.

Vsimnéte si, ze kartézsky soucin graft GOH je podgrafem kompozice grafti G[H] (srovnejte Obrazky X1
a ). Zatimco kartézsky soudin graft je komutativni operace, tak kompozice grafii obecné neni komutativni
(Cvi¢eni 21 a Obrazek ).

Cviceni

2.4.4.° Ukazte, Ze plati |V(GOH)| = |V(G)| - |V (H)].

2.4.5.° Kolik hran md graf GOH ? Najdete podobny vztah jako ve Cviceni BZz]?

2.4.6. Plati rovnost K,,[1K,, = K+, nebo K, 0K, = K,,, ¢

2.4.7.7 Kolik existuje riznyjch cest mezi dvéma vrcholy v grafu P,, [P, ?

2.4.8." Ukazte, Ze a) Peterseniiv graf (Obrdzek BIO]), b) Mobitiv Zebiik (Obrdzek BZO) nejsou kartézské

souciny Zadnych netrividlnich grafi.
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Obrazek 2.9.: Kompozice grafi P,[Pz], Pa[Py] a Cp[Pa

2.4.9. Najdéte nekonecnou tridu grafi G, H tak, aby kartézsky soucin GUH byl soucasné kompozici grafi
G[H]. Mohou byt oba grafy G a H netrividlni?

2.4.10. Najdéte nekonecnou tiidu navzdjem grafi G,H tak, aby kompozice grafi G[H| i H[G] byly izo-
morfni (izomorfismus je zaveden na strané ). Mohou byt oba grafy G a H netrividlni? Mohou mit oba
grafy neprdazdnou mmnoZinu hran?

Dalsi tridy grafua

Nyni zavedeme nékolik t¥id graf. Smyslem neni vycerpavajici prehled vsech pojmenovanych tiid graft
(takovy text by zabral desitky stranek), ale piehled takovych t¥id, které se objevi v dalsim textu jako
priklady respektive protipriklady, a nebo které se budou hodit pfi feseni nékterych cviceni.

Hyperkrychle

Definice Hyperkrychle tadu k je graf, jehoZ vrcholy odpovidaji usporadanym k-ticim nul a jednicek, pfi-
¢emz dva vrcholy jsou spojené hranou pravé tehdy, kdyz se odpovidajici k-tice lisi v jediné soutfadnici.
Hyperkrychli fadu k£ znacime Q.

Hyperkrychle libovolného Fadu je bipartitni graf (Cviceni EZTM). Na Obrazku I jsou piiklady
hyperkrychli @)1, @2 a Q3 vcéetné popisu vrcholt. Na Obrazku I jsou dvé ruzné nakresleni hyperkrychle

ore

(1,0) (1,1)

) 1)
o—o0 (0,0) (0,1) (0,0,0) (0,0,1)

Obrazek 2.10.: Hyperkrychle Q1, Q2 a Q3.

C‘]| |[’)
O O

Obrazek 2.11.: Dvé nakreslent hyperkrychle Qy4.
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KPP

Obrazek 2.12.: Cirkulanty C10(1,2), C10(1,3), C10(1,3,5) a C12(2,4).

Cirkulanty

Definice Mgéjme déna kladna celd ¢isla ay,as,...,ag. Cirkulantem C,(ai,as,...,a;) rozumime graf G
s vrcholovou mnozinou V- = {vg, v1, ..., v,—1} a hranovou mnozinou E = {v; V(ita;)modn : 0 <7 <n—1A1<
j <k}

Priklady cirkulantt jsou na Obrazku T2 Mezi cirkulanty patii i cykly a kompletni grafy. Cirkulantem
je 1 Mobitiv zebtik na Obrazku EZZ0, jednd se o cirkulant Cax (1, k).

Kola
Definice Graf, ktery vznikne z cyklu C,, with vertices vy, vo,...,v, pfiddnim nového vrcholu vy a vsech
hran vgv; pro i =1,2,...,n, se nazyva kolo a znacime jej W, ;1.

Nejmensi pfiklad kola je W31, ktery je soucasné grafem K. Ackoli bychom mohli psat Wy, preferujeme
zapis W3, 1, aby nedoslo k mylce. V nékteré literatufe index znaci jen pocet vrchold cyklu. Na Obrazku T3]
jsou priklady kol pro néktera n.

X R

Obrazek 2.13.: Kola W4+1, W5+1 a Wg+1.
Lizatka
Definice Graf, ktery vznikne z kompletniho grafu K,, pro m > 3 tak, ze z jednoho vrcholu vede netrivialni

cesta délky n, znac¢ime L,, , a nazyvame jej lizdtko.

Na Obrazku LTZ1 je nejmensi lizatko Ls 1, které je soucasné tzv. prackou, alizatka Ls 3 a Lg 2. VSimnéte
si, ze lizadtka obsahuji mnoho vrcholid s vysokou excentricitou, zatimco pro pulce tomu tak neni.

I>o—o O—O0—0

Obrazek 2.14.. Lizdtka L371, L573 a L&Q.
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Obréazek 2.15.: Pulci T3’1, T5,3 a Tg}z.

Pulci

Definice Graf, ktery vznikne z cyklu C, tak, ze z jednoho vrcholu vede netrividlni cesta délky n, znacime
T,..n a nazyvame jej pulec.

Na Obréazku I3 je nejmensi pulec T3 1, ktery je soucasné lizatkem i prackou, a pulci T53 a T3 2.
Anglicky se pulec nazyva ,tadpole graph“. Graf T}, 1, specidlni pfipad pulce, se nazyva pdnev.

Mlyny

Definice Graf, ktery sestava z m kopii kompletniho grafu K, , které sdili jeden spole¢ny vrchol se nazyva
mlyn a znaci se W)*. Podobné graf, ktery sestava z m kopii cyklu C),, které sdili jeden spolecny vrchol se
nazyva holandsky mlyn a znaci se D).

Terminologie je i v tomto pfipadé popisna a znaceni pochéazi z anglického terminu ,,windmill“, respektive
,Dutch windmill“.
Specialni grafy
Existuje celd fada grafii (nikoli tiid grafti), které maji své jméno. Mezi nejzndméjsi patii Peterseniv graf
(Obrézek ECIR1). Ve cviceni ZZTA1 ukdZzeme, Ze Petersentiv graf muzeme zadat jako Kneserdv graf, tj. graf,
jehoz vrcholy jsou dvouprvkové podmnoziny néjaké pétiprvkové mnoziny a hrany spojuji ty vrcholy, které
odpovidaji disjunktnim mnozinam. O jedné dilezité vlastnosti Petersenova grafu je psano na strané 3.

Obrazek 2.16.: Petersenuv graf.

Dalsi piiklady pojmenovanych jsou pracka na Obrazku T3], Hoffman-Singletontiv graf (Obréazek ICTA),
drak (anglicky ,kite“, Obrdzek EZT), motylek (anglicky ,bowtie“ nebo ,butterfly”, Obrazek EEI7) a také
vlagka (anglicky ,banner®, Obrazek EZT7).

Obrazek 2.17.: Grafy zvané drak, motylek a vlajka.
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Odkazy:

e Prehled mnoha t¥id grafﬁ; pttp://mathworld.wolfram.com/topics/SimpleGraphs.htmll
® phttp://mathworld.wolfram.com/HypercubeGraph.html
® http://en.wikipedia.org/wiki/Kneser graph

Cviceni

2.4.11.  Ukazte, zZe hyperkrychle Qy, je pro vSechna k > 0 bipartitni graf.
2.4.12.  Je hyperkrychle Q,, silné reguldrni graf?

2.4.13.  Spocitejte, kolik existuje v hyperkrychli Q,, riznych cest Ps.

2.4.14. Ukazte, Ze pokud budeme hasseovsky diagram relace C podmmnoZiny na potencéni mnozine nejaké
n-prokové mnoziny povazovat za graf G, tak G je izomorfni s grafem hyperkrychle Q. (Izomorfismus je
zaveden na strané @.)

2.4.15. UkaZte, Ze Petersentv graf miZeme zadat jako Kneseriv graf. Kneseriuv graf KGs o je graf, jehoZ
vrcholy jsou dvouprvkové podmmnoziny néjaké pétiprvkove mnoziny a hrany spojuji ty vrcholy, které odpovidagi
disjunktnim mmnozindm.

2.4.16. Ukazte, Ze v Petersenové grafu neexistuje cyklus délky 7.

2.4.17.  Sestavime graf Op. MnozZina vrcholi grafu Oy je mnoZina vsech k-prvkovych podmnozin mno-
zZiny {1,2,...,2k+1}. Hranou jsou spojeny kazdé dva vrcholy, které odpovidaji dvojici disjunkinich mnoZin.
Ukazte, Ze obvod grafu Oy, je 6 pro k > 3.

Koncept nejdelsi cesty

Protoze pracujeme s jednoduchymi koneénymi grafy, tak kazda cesta v daném grafu obsahuje nejvyse kone¢né
mnoho vrchold, a proto nejvyse koneéné mnoho riznych cest. Mezi vSemi cestami jisté existuje cesta (nebo
vice cest) nejvétsi délky, tj. takova cesta, ze v daném grafu neexistuje zddné cesta s vétSim poctem hran
(vrcholi).

Problém nejdelsi cesty se v teorii grafti nazyva tloha nalezeni nejdelsi cesty v daném grafu. Na rozdil
od problému nejkratsi cesty, ktery je dobfe algoritmicky FeSitelny (napiiklad Dijkstriiv algoritmus je polyno-
mialni, v obecném grafu m4 slozitost O(n?)), tak nalezeni nejdelsi cesty je N P-tiplny problém, coz znamena,
ze neni zndm polynomialni algoritmus (a asi ani neexistuje) pro nalezeni nejdelsi cesty v obecném grafu,
pokud P # NP.

Pri dtkazu celé fady tvrzeni v této i nasledujicich kapitolach nékolikrat pracujeme s nejdelsi cestou
v néjakém grafu. Obvykle staéi fici ,necht P je nejdelsi cesta v grafu® a potom vyuZit, Ze cestu P neni
mozno jiz déle prodluzovat. Vsimnéte si, ze ditkkazy postavené na pojmu nejdelsi cesty jsou spiSe existencni
nez konstruktivni, protoze neméme zadny polynomidlni algoritmus pro nalezeni nejdelsi cesty v obecném
grafu.

V hamiltonovskych grafech, kterymi se budeme zabjvat v kapitole [, existuje cesta, kterd prochazi
vS8echny vrcholy v grafu. Takova cesta je pochopitelné nejdelsi mozna. Podobné méa smysl mluvit o nejdelsim
tahu v grafu, protoze konecny graf obsahuje nejvyse koneéné mnoho hran. Grafy, ve kterych existuje tah
obsahujici v8echny hrany, se také budeme zabyvat v kapitole [ Vsimnéte si ale, ze nema smysl zabyvat se
nejdelsim sledem, protoze v grafu s alespoii jednou hranou takovy sled neexistuje (proc?).

Otazky:

e Je diametrickd cesta vzdy nejdelsi cesta v grafu?
e Je ve stromu (stromy jsou zavedeny na strané @) diametricka cesta vzdy nejdelsi cesta?
e Jestlize je v grafu G diametricka cesta zaroven nejdel$i cesta, musi byt G strom?

Odkazy:

® hEtTp://en.wikipedia.org/wiki/Longest path_problen

Cviceni

2.4.18.9 Ukazte, %e v netrividlnim grafu muZe byt centrum realizovdno jen jedingm vrcholem.
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2.4.19.% Ukazte, Ze v kaZdém netrividlnim grafu je excentricita alespori dvou vrcholii rovna primeéru grafu
(Fikdme, Ze primér netrividlniho grafu je realizovdn v alespori dvou vrcholech).

2.4.20. Dokazte, Ze kazdé dve nejdelsi cesty v souvislém grafu maji spolecny vrchol.

2.4.21.  Vysvétlete, proc¢ pro nalezeni nejdelsi cesty v grafu G s kladnym ohodnocenim hran h : E — RT
(délky hran) nestaci vzit opacné ohodnoceni hran h'(e) = —h(e), Ve € E(G), a hledat nejkratsi cestu v grafu.

2.4.22.  Vysvétlete, proc¢ pro nalezeni nejdelsi cesty v grafu G s kladnym ohodnocenim hran h : E — RT
(délky hran) nestaci vzit ohodnoceni s prevrdacenou vihou h'(e) = ﬁ, Ve € E(G), a hledat nejkratsi cestu

v grafu.

Barycentrické souradnice

Méjme dan trojuhelnik A;A;As. Barycentrické soufadnice bodu P v roviné jsou trojice redlnych cisel
(t1,ta,t3), které odpovidaji takovym hmotnostem (hmotnym bodim) umisténym do vrchold trojihelnika
A1 As Ag, aby bod P lezel v jejich hmotném stiedu. Kazdé trojice hmotnych bodi méa jednozna¢né urceny
hmotny stfed P, avSak jednomu bodu P odpovida nekoneéné mnoho trojic, které se lisi o nasobek nenulového
¢isla. M4-li bod P barycentrické soufadnice (t1,t2,t3), tak i (kt1, kta, kts) pro kazdé k € R, k # 0 jsou
soufadnice stejného bodu. Rekneme, Ze barycentrické soufadnice jsou normované, jestlize soucet t; + to +
+ t3 = 1. Body o soufadnicich (¢1,0,0), (0,t2,0) a (0,0,¢3) odpovidaji po fadé vrcholtim trojuhelnika A,
As, Asz. Pro body uvnitf trojahelnika A; A3 A3 jsou vSechny tii barycentrické soufadnice kladné, na hranici
je jedna soufadnice nulova a pro body mimo trojihelnik je jedna nebo vice soutadnic zapornych.

AS (0307t3) A3 (anat?))

Ar (41,0,0) @ (t1,t2,0) Az (0,2,0) Ay (t1,0,0) Az (0,12,0)
Obrazek 2.18.: Barycentrické souradnice.

Abychom uréili barycentrické soutadnice (t1,t2,t3) libovolného bodu P trojuhelnika, Najdeme prise-
¢ik @ tsecky A1 As s polopfimkou Az P. Délka tiseku A;Q odpovida souradnici to, délka tseku QQ As odpovida
soufadnici ¢;. Soufadnice t3 pak odpovida takové hmotnosti umisténé do bodu As, kterd vyvazi hmotnost
t1 + to umisténu do bodu @ (Obrazek X1 vlevo).

Navic obsahy trojuhelnikit PAyAs, PAsA; a PA;As jsou piimo tmérné soufadnicim ¢1, ta, t3 (Obra-
zek ICIX1 vpravo).

Pro body v siti se zdkladnou z k trojihelnikt na Obrazku T3 zvolime hmotnosti vrchold ,trojihelnika®
tak, ze vSechny ,uzly“ v trojihelnikové siti maji celociselné barycentrické soufadnice se souctem t; + t5 +
+ t3 = k. Hranou spojime dva vrcholy, jestlize dvé jejich barycentrické soufadnice se lisi o jedni¢ku (jedna
soufadnice o jednicku véts$i a druhé o jednicku mensi). Pomoci barycentrickych souradnic miZzeme elegantné
vyfFesit nékteré tlohy (Cviceni EZZT20). S vyuzitim barycentrickych soufadnic se dokazuji nékterd tvrzeni
v geometrii.

O
060 051 042 033 024 015
Obrazek 2.19.: Diskrétni barycentrické souradnice.
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Barycentrické soufadnice jsou specialnim p¥ipadem homogennich soufadnic, které zavedl Mobiusl®.
Pojem barycentrickych soufadnic je mozno zobecnit i pro dva, ¢tyfi nebo i vice bodt A;. Zobecnéni je
ponechéano jako cviceni.

Odkazy:

® http://www.cut-the-knot.org/triangle/glasses.shtmll

[ ] P matnwor. .wollram.com/barycentricLoordinates.

® http://en.wikipedia.org/wiki/Barycentric_coordinates_(mathematics)|

Cviceni
2.4.23.9 Jak by vypadal graf, ktery spojuje body se ¢tyimi celociselngmi barycentrickymi soufadnicemi?

2.4.24. Zobecnete pojem barycentrickych souradnic pro libovolny pocet k bodu, k > 2.

Wieneruv index

V grafu, ktery reprezentuje komunikacni sit, preferujeme co nejmensi vzdélenosti jednotlivych vrcholi, tcéast-
nikt. Muze vsak byt pfipustnd i situace, kdy vétsina dvojic vrcholt muze komunikovat prostifednictvim
kratkych cest, pficemz nékolik malo dvojic vrcholt je ve velké vzdalenosti. Potom spise nez primér grafu je
zajimava primérnd vzdalenost vrcholt v grafu, kterou miZeme vypocitat dle vztahu

Zu,vGV(G) diSt(u7 ’U)
(2)

Zatimco citatel odpovida souc¢tu vzdalenosti vsech dvojic vrcholi, tak jmenovatel odpovida pocétu dvojic
vrcholt. A préavé Citatel tohoto zlomku se nazyva Wieneriv index grafu G a znadi se W(G), piipadné D(G).
Pro dany graf G je W(G) = ., ,cv(q) dist(u, v).

Tento parametr vyuzival Americky chemik Harry Wiener k popisu topologickych invariantd molekul
s riiznou strukturou a stejnym poctem atomu (tzv. strukturdlnich izomert). Parametr nazyval ,path num-
ber“ (pocet cest) a vyuzil jej napiiklad pfi studiu bodu varu parafinu.

Neni tézké si rozmyslet, ze pro dany pevné zvoleny pocet vrcholti n souvislého stromu 7' mé nejvétsi
Wienertiv index cesta P, a nejmensi Wienertuv index mé hvézda K ,,—1 (Cvifeni EZ21).

Odkazy:

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Wiener_inde

e FEtps://en.wikipedia org/wiki/Structural isome
Cviceni
2.4.25.  Urcéete Wieneriv index W(P,) cesty P,.
2.4.26. Urcete Wieneriv index W (Ky p—1) hvézdy Ky p_1.
2.4.27.  Ukazte, e Wienertiv index W (T,) stromu s n vrcholy je alespori (n —1)? (Wienertiv index hvézdy)
a nejuyse (";1) (Wieneriv index cesty).

2.4.28.  Méjme libovolny souvisly graf G s n vrcholy. Ukazte, ze W(G) < W(P,).

August Ferdinand M&bius  (17. listopadu 1790 — 26. zafi 1868)

August Ferdinand Mébius byl némecky matematik a astronom. Narodil se v méstecku Schulpforta. Ackoliv
své studium zacal na pravech, nakonec vystudoval matematiku na univerzité v Lipsku. Habilitoval se v roce
1815 z astronomie. O rok pozdéji se stal vyjimeénym profesorem a astronomem v Lipské hvézdarné. Byl
jednim ze zakladatelt Saské kralovské védecké spolecnosti v roce 1846.

Mezi jeho nejznaméjsi objevy patii bezesporu Mobitv list, coz je neorientovatelnd dvoudimenzionalni
plocha s jedinou stranou. Mébius zavedl v projektivni geometrii homogenni soutfadnice. Na Obrazku 220 je
graf, kterému se rika Mobiav zebiik, protoZe pfipomind Mobiav list. Mobiuv Zebiik My, vznikne ze sudého
cyklu Cy,, pfidanim vSech hran, které spojuji protilehlé vrcholy.

Odkazy:
® http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/NMobius.html]

en.wikipedia.org/wiki/August_kerdinand_lMobiu

14 O Augustu Mobiovi je psano na strané [A.

74


http://www.cut-the-knot.org/triangle/glasses.shtml
http://mathworld.wolfram.com/BarycentricCoordinates.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Barycentric_coordinates_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Wiener_index
https://en.wikipedia.org/wiki/Structural_isomer
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Mobius.html
http://en.wikipedia.org/wiki/August_Ferdinand_M�bius

Petr Kovdr, 2. Cesty a cykly v grafu 25. kvétna 2022

Obrézek 2.20.: August Ferdinand Mdbius a Mdbitv list.

Obrazek 2.21.: Dvé nakresleni Mdbiova Zebriku.

@
\

Obrazek 2.22.: Mezindrodni symbol pro recyklaci obsahuje Mdbitv list.
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Kapitola 3. Stromy, cykly a bipartitni grafy

Stromy patii ke strukturdm, se kterymi se setkdvame nejen v pfirodé, ale i v fadé aplikaci: t¥idici a rozhodo-
vaci algoritmy, rodokmeny, ... VSechny piiklady maji jedno spole¢né: piislusna struktura neobsahuje (nebo
by neméla obsahovat) objekty spojené ,v kruhu®. Takovy ,uzavieny kruh“ nebo ,cyklus“ by odpovidal
nekonecné smycce v algoritmu, incestu v rodokmenu, a podobné.

3.1. Stromy

V této kapitole se budeme vénovat strukturam, které neobsahuji cyklus. Ukazeme, Ze praveé tato jednoducha
podminka spolu se souvislosti staci, abychom popsali strukturu ,,stromu“.

Definice Graf se nazyva acyklicky, jestlize Zadny jeho podgraf neni cyklus. Acyklicky graf se nazyva les.
Souvisly acyklicky graf se nazyva strom.

Strom budeme obvykle oznacovat T', pfipadné T}, pokud budeme chtit zdraznit, Ze se jedna o strom
s n vrcholy.

Podle definice les je takovy graf, jehoz kazda komponenta je stromem. To je snadné si zapamatovat.
Definici bychom mohli alternativné vyslovit takto: acyklicky graf je les, souvisly les je strom!®, coz se
pamatuje jen o malo hur.

Ackoli je definice stromu pomérné jednoduché, jeho struktura je natolik zajimavé, Ze muZzeme vyslovit
celou fadu netrividlnich tvrzeni. Za¢neme dvéma jednoduchymi pozorovanimi, které vyuzijeme pti (induké-
nich) dikazech celé fady dalsich tvrzeni.

Lemma 3.1. KazZdy strom s alesponi dvéma vrcholy mad nejméné jeden vrchol stupné 1.

Diikaz. Dikaz povedeme sporem. Vezméme néjakou nejdelsi cestu P = vy, v9,...,v; v grafu T,,. Pokud
by T, neobsahoval zadny vrchol stupné 1 (a protoZe mé alespoit dva vrcholy, tak ani stupné 0), musi byt
koncovy vrchol vy cesty P stupné alesponi 2. Vrchol vy mé tedy kromé vrcholu vg_; jesté jednoho souseda
mezi vrcholy v1,ve, ..., vk_2, jinak by nebyla P nejdelsi. Oznacme jej vy. Potom ale vy, voi1, ..., v, ve tvori
cyklus v T, coz je ve sporu s definici stromu. (]

Strom s jedinym vrcholem se nazyva trividlni strom. V opa¢ném pfipadé budeme strom nazjvat netrivi-
dlni. Vrchol stupné 1 v grafu se nazyva list. Trividlni strom je natolik vyjimecny, ze néktefl autofi jej za strom
nepovazuji, protoze celd fada tvrzeni plati pro vSechny stromy s vyjimkou trividlniho stromu. Lemma BT]
muzeme preformulovat: v kazdém netrividlnim stromu existuje alespon jeden list. Ve Cviceni BT ukazeme,
ze v kazdém netrividlnim stromu existuji dokonce alespon dva listy.

Lemma 3.2. Odebrdnim libovolného listu z netrividlniho stromu s n vrcholy dostaneme strom s n — 1
vrcholy.

Diikaz. Méjme libovolny list v netrividlniho stromu 7;,. Oznacime T,,_1 = T, —v. List v se jisté nenachazi
na zadné cesté, kterd spojuje néjaké dva jiné vrcholy x, y stromu T,, (pro¢?). Proto je kazda (x,y)-cesta
v T, také v T,,_1 a T,,_1 souvisly. Navic odebranim jednoho vrcholu a jedné hrany jisté nevznikne cyklus.
Ukazali jsme, Ze graf T,,_1 je souvisly a acyklicky, a je proto stromem s n — 1 vrcholy. (I

Definice stromu je sice vystiznd, neni ale Sikovné pro algoritmické ovéfeni, zda dany graf je nebo neni
strom. Existenci cyklu v grafu neni snadné pro velké grafy vyvratit. Nasledujici véta udava dalsi podminky,
které jsou ekvivalentni definici stromu. Jednd se o G¢inny arzenal podminek pro ovérovani, zda néjaky graf
je nebo neni strom.

Véta 3.3. Necht T, je graf s n vrcholy. Potom ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentni:

(i) T, je strom,
(i) T, je acyklicky a souvisly,

15
Neékteré druhy stromu maji nékolik kment, které vyrustaji ze spolecného kofenového systému. Jed-
notlivé stromy (kmeny) jsou proto geneticky identické a je mozno je povazovat za jeden organismus.
Nejvétsi znama takova kolonie je osika ve staté Utah, které se ¥ikd ,Pando“. Tento ,souvisly les* roste

na rozloze ptiblizné 0.43 km?. Odhaduje se, ze celkovéa vaha Zivé hmoty je asi 6 000 tun.

Viz také pTtp://en.wikipedia.org/wiki/Largest_organisn.
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(iii) T,, je acyklicky a md n — 1 hran,
(i) T, je souvisly a md n — 1 hran,
(v) T,, je souvisly a vynechdnim libovolné hrany se souvislost porusi.

Dikaz. Tvrzeni () a (O) jsou ekvivalentni, protoze se jedna o definici stromu. Déle ukdZeme platnost
implikaci (0) = (M), (d) = (&), (&) = (0) a nakonec () = (m) a (m) = (0). Tim bude dikaz kompletni
(proc?).

»(0) = (E)“ Stac¢i ukazat, Ze strom ma n — 1 hran. Tvrzeni dokdZzeme indukci vzhledem k poétu vrchold.
Zdklad indukce: Trividlni strom ma n — 1 = 0 hran.

Indukcnd krok: Netrividlni strom T), s n vrcholy musi obsahovat list v (podle Lemmatu B) a jeho ode-
branim (a odebrdnim jediné incidentni hrany) dostaneme podle Lemmatu B2 strom 7,1 =T, —vsn—1
vrcholy, ktery ma dle indukéniho pfedpokladu n — 2 hran. Strom 7;, mé proto n —2+ 1 = n — 1 hran
a tvrzeni plati.

»(@) = (B)“ Staci ukédzat, ze acyklicky graf s n — 1 hranami je souvisly. Predpokladejme, ze T;, mé k
komponent S7,Ss,...,S;. Kazdd komponenta je souvislda a podle predpokladu také acyklicka, a je proto
strom. Poéet vrchold komponenty S; ozna¢ime n;, kde i = 1,2,... k. Podle jiz dokdzané implikace (0) =
(@) vime, Ze kazda komponenta S; obsahuje n; — 1 hran. Seéteme vSechny hrany v grafu 7,

k

k k k
> IE(S))] :Z(ni_l): (Zn) —len—kz

i=1

a porovname s poc¢tem hran v grafu T),, kterych je n — 1. Dostaneme k = 1, proto méa graf T, jedinou
komponentu, coz znamena, Ze je souvisly.

»() = (@)“ Ukadzeme sporem, Ze T, je acyklicky. Pokud by T, obsahoval cyklus, tak vynechanim
libovolné hrany uv cyklu neporusime souvislost (obsahovala-li néjaké cesta mezi dvéma vrcholy v grafu 7,
hranu wv, sta¢l v ni tuto hranu nahradit (u,v)-sledem). Odebirani hran opakujeme, dokud nedostaneme
souvisly acyklicky graf (strom), ktery mé nejvyse n — 2 hran (alesporii jednu jsme odebralil). To je vSak
ve sporu s jiz dokdzanymi implikacemi (0) = () = (&), podle kterych ma T, pravé n — 1 hran.

@) = (m)* Nepfimo ukdZeme, Ze odebranim libovolné hrany souvislého acyklického grafu se porusi
souvislost. Jestlize odebranim hrany wv se souvislost neporusi, tak (u,v)-cesta v grafu T,, —uv spolu s hranou
uv tvoii cyklus v T),, a proto T,, neni acyklicky graf a neni strom.

»@) = (0)¢ Postupujeme opét nepiimo. Pokud graf T, neni acyklicky, obsahuje cyklus C a vynechdnim
libovolné hrany uv cyklu C souvislost grafu neporusime, protoze obsahuje-li néktery sled mezi dvéma vrcholy
grafu T,, hranu uv, tak ji mizeme nahradit (u, v)-cestou z cyklu C. O

Vsimnéte si, ze ze t¥i vlastnosti: souvislost, acykli¢nost a mit n — 1 hran, kterékoliv dvé definuji strom.
Navic stromy maji vysadni postaveni na hranici souvislosti a acykli¢nosti.

e ze stromu uz nemuzeme zadnou hranu vynechat: porusila by se souvislost.
e do stromu nemutizeme zadnou hranu pfidat: porusila by se acykli¢nost.

Diky souvislosti vime, Ze ve stromu existuje mezi kazdymi dvéma vrcholy cesta, naproti tomu acykli¢nost
stromu zajisti, ze putovani ve stromu je velmi omezené. Nasleduje dalsi nutna a postacujici podminka pro to,
aby graf byl strom.

Véta 3.4. Graf je strom pravé tehdy, kdyz mezi kaZdymi dvéma jeho vrcholy existuje pravé jedna cesta.
Diikaz. Veéta ma tvar ekvivalence, musime dokézat obé implikace.

»,= Nepfimo: pokud mezi nékterymi dvéma vrcholy grafu G existuji alespoii dvé rtzné cesty Py, Po (1isi se
alespori jednou hranou), tak jejich navazénim dostaneme uzavieny sled. Vyskytuje-li se v tomto uzavieném
sledu napfiklad hrana uv jen jednou, tak odebranim hrany uv dostaneme ze sledu otevieny (u,v)-sled. Podle
Lemmatu Z0 muZeme piipadnym vynechdnim vrchold z (u,v)-sledu dostat (u,v)-cestu. Tato (u,v)-cesta
neobsahuje hranu wv. Nyni je zfejmé, Ze hrana wv spolu s (u, v)-cestou tvoii cyklus v grafu G, a proto G
neni strom.

»<=“  Opét neptimo: Pokud graf neni strom, potom bud neni souvisly a mezi nékterymi dvéma vrcholy
neexistuje ani jedna cesta, nebo obsahuje cyklus, a potom mezi kazdymi dvéma vrcholy cyklu existuji alespon
dveé razné cesty. |

Nésledujici véta je jednoduchym disledkem Véty B0
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Dusledek 3.5. Meéjme nejaky strom T na alespors trech vrcholech. Priddnim jedné hrany do stromu T
vznikne pravé jeden cyklus.

Dikaz. ProtoZe mezi libovolnymi dvéma vrcholy u, v stromu T existuje pravé jedna (u,v)-cesta, tak pii-
danim hrany wv dostaneme cyklus. Naopak, pokud by pfidanim hrany wv vznikly alesponl dva cykly (lisi se
alespoii jednou hranou, ale nemusi byt nutné hranové disjunktni), oba musi obsahovat hranu uv a odebranim
uv z kazdého cyklu bychom dostali riznou (u,v)-cestu ve stromu 7', coZ neni mozné. O

Otazka: Kde se v dikazu Véty B pouzila Véta BZO?

V kapitole 231 jsme zavedli excentricitu vrcholu, polomér a primér grafu. Pro stromy jsou obecné
definice téchto pojmt samoziejmé stejné, avSak vzhledem ke struktufe stromi muzeme nékterd tvrzeni
zpFisnit. Ve stromu s alesponi tfemi vrcholy je vzdy rad(G) < diam(G) (Cviceni BTII).

Na strané B3 jsme definovali centrum grafu. V ramci cviceni jsme ukazali, Ze centrum obecného grafu

miize obsahovat libovolny pocet vrcholi. Pro stromy je opét situace jednodussi, jak ukazuje nésledujici
tvrzeni.

Véta 3.6. Centrum stromu je bud jeding vrchol a nebo dva vrcholy spojené hranou.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme indukci vzhledem k poctu vrcholfl.

Zdklad indukce: Pro graf s jednim nebo dvéma vrcholy tvrzeni plati trividlné, nebot cely strom je centrem.
Indukéni krok: Méjme strom T na alespon tfech vrcholech. Sestavme strom 7", ktery vznikne ze stromu T
odstranénim vsech listi (tomuto procesu se ¥iké holent).

Ukézeme, ze stromy T a T’ maji stejné centrum. Podle Lemmatu B=2 je T” také strom. ProtoZe z kazdé
cesty zlistanou vnitini vrcholy, zfistane v T alespoii jeden vrchol.

Pro kazdy vrchol v ve stromu T jsou nejvzdalenéjsi vrcholy listy, jinak bychom mohli cestu z vr-
cholu v prodlouzit do vzdalengjsiho vrcholu. ProtoZe jsme z grafu T odstranili vSechny listy a zddna cesta
mezi zbyvajicimi vrcholy neobsahuje list jako vnitini vrchol, musi pro kazdy vrchol v ve stromu T platit
eccy (v) = eccr(v) — 1. Navic excentricita listu ve stromu je vétsi nez excentricita jeho sousedniho vrcholu
(Cvic¢eni BETIA1). To znamend, Ze vrcholy s nejmensi excentricitou ve stromu 7" jsou stejné jako vrcholy
s nejmensi excentricitou ve stromu 7T, a proto stromy 7" a T’ maji stejné centrum. Tvrzeni plyne z principu
matematické indukce. ]

Dikaz Véty BT nam dava navod, jak centrum stromu najit. Mame-li trividlni strom nebo strom
na dvou vrcholech, je centrum cely graf. Jinak postupnym holenim stromu, kdy v kazdém kroku odebereme
vSechny listy, dostaneme po |diam(7")/2| krocich centrum stromu.

Otazky:

e Je diametricka cesta ve stromu urcena jednoznac¢né?
e Mize v néjakém stromu na alespon tfech vrcholech byt polomér roven priméru?

Cviceni
3.1.1. Dokazte, Ze kaZdy netrividlni strom md nejméne dva listy.

3.1.2. Bez pouziti Vely @A dokazte, Ze graf T,, s n vrcholy je strom prdve tehdy, jestlize ma n — 1 hran
a je souvisly.

3.1.3. Bez pouziti Vety @R dokazte, Ze graf T,, s n vrcholy je strom prdve tehdy, jestlize ma n — 1 hran
a je acyklicky.

3.1.4. Dokazte, Ze strom T,, na alespon tiech vrcholech je cesta prdvé tehdy, kdyz A(T,) = 2.

3.1.5. Dokazte, Ze strom T, je hvézdou (hvézda je strom, obsahujici nejuyse jeden vrchol stupné vyssiho,
neZ 1) pravé tehdy, kdyz A(T,) =n — 1.

3.1.6. Méjme strom T,, a necht A(T,,) = k. DokaZte, Ze potom T,, obsahuje alespon k vrcholi stupné 1.
3.1.7. Dokazte, Ze strom T, je netrivialni cesta pravé tehdy, kdyz obsahuje presné dva vrcholy stupné 1.
3.1.8. Necht F, je les s k komponentami. Dokazte, Ze h(F,) =n — k.

3.1.9. Charakterizujte tridu grafiu, pro které plati, Ze kazZdy jejich souwvisly podgraf je jejich indukovanym
podgrafem.

78



Petr Kovdr, 3. Stromy, cykly a bipartitni grafy 25. kvétna 2022

3.1.10. Necht T,, je netrividlni strom s n vrcholy a v je jeho vrchol takovy, Ze deg(v) = k. DokaZte, Ze
w(T, —v) = k.

3.1.11.  Pouzijte vysledek (predchdzejiciho) Cviceni @I k dikazu implikace (@) = () ve Véte Bz

3.1.12. Dokazte, Ze ma-li graf G s alespon jednou hranou vsechny vrcholy sudého stupné, potom G obsahuje
cyklus.

3.1.13.  Dokazte, Ze je-li 5(G) > 2, potom G obsahuje cyklus.
3.1.14. Dokazte, Ze je-li 5(G) > 2, potom G obsahuje dokonce i cyklus délky alespon 6(G) + 1.

3.1.15.  Ukazte, Ze ve stromu T s alespon tremi vrcholy je excentricita listového vrcholu vidy vetsi, neZ
excentricita sousedniho vrcholu.

3.1.16.  Ukazte, Ze ve stromu T s alesporni tfemi vrcholy je vidy rad(T) < diam(T).

3.1.17. Mejme strom T, jehoZ kazdy vrchol je lichého stupné. Ukazte, Ze odebrdnim libovolné hrany e
stromu T dostaneme graf, ktery ma pravé dvé liché komponenty. Lichd komponenta ma lichy pocet vrcholi.

3.1.18. Mejme strom T, ktery obsahuje vrcholy pouze dvou stupni: 1 a k. Urcete, jakych hodnot mize
nabyvat pocet vrcholi n stromu T'.

3.1.19. Mejme netrividlni strom T, ve kterém je kazdy list sousedni s néejakym vrcholem stupné alespor 3.
Ukazte, Ze ve stromu T existuji alespon dva listy sousedni se spolecnym sousednim vrcholem.

3.1.20. Mejme strom T s 2k vrcholy lichého stupne. DokaZte, Ze strom T je mozno rozloZit na k cest.

3.1.21. Dokazte nebo vyvratte ndsledujici tvrzeni: kazdy graf, ktery md méné hran neZ vrcholi, obsahuje
alespon jednu komponentu, kterd je stromem.

3.1.22. Mejme strom T se sudym poctem vrcholu. Ukazte, Ze ve stromu T existuje faktor, ktery md vsechny
vrcholy lichého stupné. Ukazte take, Ze tento faktor je jeding.

3.2. Kostry

V minulé podkapitole jsme ukézali, ze stromy maji vysadni postaveni na hranici souvislosti a acykli¢nosti:
ze stromu neni mozné zadnou hranu vynechat aniz by se porusila souvislost a do stromu neni mozné zadnou
hranu pfidat aniz by se porusila acykli¢nost. Ma proto smysl hledat v souvislém grafu podgraf, ktery je
strom. Takovy podgraf zistane souvisly a pfitom vyradime ,nadbyteéné“ hrany.

Definice Méjme graf G. Kostrou grafu G nazveme kazdy jeho faktor, ktery je soucasné stromem.

Z definice ihned vidime, Ze kostra existuje pouze pro vSechny souvislé grafy (Cvi¢eni BE2Z1), nesouvislé
grafy kostru nemaji. Z predchozich kapitol vime, Ze kostra je specialni podgraf grafu G:

e kostra je faktor (obsahuje vSechny vrcholy grafu G),

e kostra je souvisld (mezi kazdymi dvéma vrcholy grafu G existuje cesta, kterd obsahuje jen hrany
kostry),

e kostra je acyklicka.

e pro pevné zvolenou kostru grafu G je cesta mezi dvéma vrcholy po hranach kostry urcena jednoznacné,

Kostry grafu vyuZzijeme napiiklad pfi sestavovani soustavy linedrné nezavislych rovnic z Kirchhoffovych
zdkont!6. Nejprve najdeme kostru v grafu reprezentujicim elektrickou sit, a potom pfidavame riizné hrany
tak, abych uzavreli rizné obvody a pro kazdy sestavime linedrni rovnici.

Méjme dan graf G. Uloha najit néjakou kostru grafu G je dobfe znamé. Existuji algoritmy, které najdou
kostru grafu s n vrcholy a m hranami v éase fadové O(m + n) (Cvifeni BEZA0). Dokonce je mozno v ¢ase
O((m++n)logn) najit minimalni kostru hranové ohodnoceného grafu G. Problému nalezeni minimalni kostry
se v tomto textu nebudeme vénovat. Naproti tomu ukazeme, jak urcit pocet vSech koster kompletniho grafu,
jestlize rozliSujeme jeho vrcholy.

V dikazu nésledujiciho tvrzeni budeme pracovat s kofenovgm stromem, coz je dvojice (T,r), kde T
je néjaky strom a r € V(T) je kofen stromu T. V kazdém kofenovém stromu miizeme vSechny hrany
(dle Véty B jednozna¢né) zorientovat, naptiklad od list ke kofentun.

Véta 3.7. Cayleyho vzorec

16 5 Gustavu Kirchhoffovi je psano na strané EA.
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Pro kazdé n > 2 je pocet riznych stromii s n vrcholy roven n™ 2.

Dikaz. Diikaz provedeme metodou dvojiho pocitani. Dvéma zpiisoby spoéitame tzv. povykosy (postup
vyroby kofenovych stromt) s n vrcholy.

Nejprve vyrobime kofenovy strom tak, Ze mezi vrcholy postupné nakreslime hrany a jeden vrchol zvolime
za kofen. Na Obrazku B je kofen vyznacen puntikem. Vezméme libovolny strom T, s n vrcholy. Strom
T,, mé n — 1 hran, které mtZzeme postupné pfidat v libovolném poradi. Poéet takovych pofadi je (n — 1)!.
Za kofen r mtZzeme vybrat libovolny z n vrcholti. Oznacime-li k(n) pocet riznych stromt s n vrcholy, tak
pocet riznych povykost je n(n —1)lk(n) (nezévislé volby: k(n) riznych koster; n moznosti, jak zvolit kofen;
(n — 1)! pofadi, jak pfidat hrany).

1T
Obrazek 3.1.: Kotenovy strom s n vrcholy a postupné pridanymi n — 1 hranami.

V kofenovém stromu (T5,,7) zorientujeme hrany od listii ke kofenu. Pfitom z zddného vrcholu jisté
nemiize vést vice nez jedna hrana, prichozich hran mize byt libovolny pocet.

Povykosy muzeme sestavovat druhym zpisobem, kdy pridavame orientované hrany mezi n izolovanych
vrchold. Na Obrazku B2 jsou kofeny komponent opét vyznaceny puntikem. Soucasné dbame ta to, aby
v kazdé komponenté takto sestavovaného lesa byl pravé jeden vrchol (kofen komponenty), ze kterého zadna
orientovana hrana nevychazi. Pfidame-li v néjakém kroku novou orientovanou hranu mezi dvé komponenty,
koncovy vrchol hrany mtzeme zvolit libovolné, ale vychozi vrchol mizeme volit pouze mezi kofeny zbyvajicich
i — 1 komponent. Pfi konstrukeci povykosu pfiddme celkem n — 1 hran (posledn{ hranu pfiddvdme mezi dvé
komponenty) a existuje proto

(nn—-1))-(n(n—2))---(n-1) = Hn(z 1) =n""t(n-1)

n—1
®
N
2 ®
Z>4© Medo

Obrazek 3.2.: Korenovy ,les“ s n vrcholy a nékolika pridanymi orientovanymi hranams.

raznych zpusobu sestaveni povykosi.

Dvéma rtiznymi zpiisoby jsme spocitali pocet stejnych objektid. Porovname oba vztahy a dostaneme
n(n — )k(n) =n""1(n —1)!
k(n) =n""2.

Tento dikaz z roku 1998, jehoz autorem je Jim Pitman, je asi nejkratsi ze znaAmych dikazt Cayleyho vzorce.
O

Cayleyho vzorec udava obecny vztah!” pro pocet koster kompletniho grafu. Napiiklad graf K, ma
16 koster, jestlize rozlisime vrcholy ¢tyfmi barvami (Obrazek BZ3). Pokud bychom vrcholy nerozliSovali,
existuji jen dva stromy na ctyfech vrcholech, které se 1isi svou strukturou: P, a K; 3. Co to znamend ,lisit
se strukturou® rozebereme podrobné v kapitole @

NG D S G S G
LINN ANSN W A

Obrazek 3.3.: Graf Ky md 16 ruznych koster.

17 O poctu koster jednoduchého grafu, ne nutné kompletniho, je psano na strané EQ.
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Otazka: V dukazu Véty BRI se pri pocitani povykosu druhym zptsobem pridava v kazdém kroku orien-
tované hrana n(i — 1) zptsoby. Vysvétlete, pro¢ hledany pocet neni i(n — 1), tj. pro¢ neni spravné postup,
kdy za vychozi vrchol zvolime néktery z kotfenti ¢« komponent a za koncovy vrchol zvolime libovolny z n — 1
zbyvajicich vrcholu.

Ze Cviceni BZZ0 plyne, ze kazdy souvisly graf ma kostru. Snadno nahlédneme, Ze kazdy strom 7,
je kostrou né&jakého grafu (napiiklad sebe sama nebo kompletniho grafu s n vrcholy, kde n = |V(T3,)|).
Nasledujici véta dava postacujici podminku pro to, aby strom dany byl podgrafem néjakého grafu.

Véta 3.8. Méjme strom T s k hranami a graf G. Je-li §(G) > k, tak T je podgrafem G.

Diikaz tohoto tvrzeni je ponechan jako Cvi¢eni I VSimnéte si, Ze opacné tvrzeni neplati. Naptiklad
cesta Ps ma 5 hran a je podgrafem cyklu Cg, pficemz §(Cg) = 2 # 5. Na druhou stranu nerovnost ve Vété BX1
neni mozno zpfisnit, protoze naptiklad hvézda K; , mé k hran, Kj mé 6(K}) = k — 1, ale K7 j jisté neni
podgrafem Kj (proc?).

Cviceni
3.2.1.% Ukazte, Ze kazdy souvisly graf md néjakou kostru.
3.2.2.  Kolik koster md unicyklicky graf? (Unicyklicky graf obsahuje jediny cyklus.)

3.2.8.  Kolik koster ma bicyklicky (graf s prdvé dvéma cykly) graf? Ndpovéda: které mozZnosti musime
rozlisit?

3.2.4. Navrhnéte algoritmus pro hledani kostry (ne nutné minimdlni) souvislého grafu, ktery pracuje se slo-
Zitosti Tddoveé O(m + n).

3.2.5.  Je mozno graf G na Obrdzku BZ] rozlozit a) na dvé kostry; b) na dvé kostry se stejnou strukturou
(na dvé izomorfni kostry)?

Obrdazek 3.4.: Graf G na deviti vrcholech.

3.2.6. Kolik koster ma kompletni graf s alespori dvéma vrcholy bez jedné pevné zvolené hrany?

3.2.7. Mame kompletni graf K, a takovou mnozinu jeho koster Ty, Ts, ..., Ty, Ze kaZdd hrana grafu K,
patii do néjaké kostry pricemz Zddné dvé kostry nemaji spoleénou hranu. UkaZte, Ze a) n je sudé, b) pron
delitelné€ 4 je mezi vrcholy koster Ty, Ts, ..., Ty alespon n vrcholi sudého stupné.

3.2.8.  Méjme graf G na Obrazku @3 Urcete pocet a) pocet neizomorfnich koster grafu G, b) pocet koster
grafu G, jestlize rozlisujeme vrcholy.

V4 Us Ve
O
U7
\J
U1 V2 U3

Obrazek 3.5.: Graf G.
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3.2.9. Méjme souvisly graf G s alespon tremi vrcholy. DokaZte, Ze pro kazZdou kostru T grafu G a hranu e €
E(G)\ E(T) existuji dvé takové hrany e',e” € E(T), Ze T —¢e' +e i T — " + e jsou opét kostry grafu G.

3.3. Cykly a bipartitni grafy

Na strané E4 jsme nadefinovali bipartitni graf. VsSimnéte si, Ze hrany bipartitniho grafu (pokud existuji)
mohou spojovat pouze vrcholy z rtiznych partit, zadné hrana nespojuje dva vrcholy ve stejné partité.

Sikovnou pomtickou pfi praci s bipartitnimi grafy jsou barvy vrcholt. Mtizeme pfedpokladat, Ze vrcholy
bipartitniho grafu jsou obarveny dvéma barvami, vSechny vrcholy v jedné partité vzdy stejnou barvou. Hrany
pak spojuji pouze dva vrcholy riznych barev, nikdy dva vrcholy stejné barvy. Naopak, jestlize se ndm podari
obarvit vSechny vrcholy néjakého grafu G dvéma barvami tak, aby Zaddnad hrana nespojovala dva vrcholy
stejné barvy, tak vime, Ze graf G je bipartitni. Partity jsou uréeny pravé barvami. Rozdéleni vrchold do obou
partit je pro souvislé bipartitni grafy urceno jednoznacné az na poradi partit, pro nesouvislé grafy existuje
vice moznosti, jak vrcholy do partit rozdélit.

Graf je podle definice strom pravé tehdy, kdyz neobsahuje zadné cykly. Nasledujici véta udava nutnou
a postacujici podminku pro to, aby graf byl bipartitni. V§imnéte si, ze omezeni se tyka jen cykld liché délky.

Véta 3.9. Netrwidlni graf je bipartitni prave tehdy, kdyz neobsahuje cykly liché delky.

Dikaz. Tvrzeni je ekvivalence, musime dokéazat obé implikace.

»,= Postupujeme pfimo. Mé&jme bipartitni graf G = (U U W, E). Vrcholy kazdého sledu (a proto i kazdé
cesty) v G jsou st¥idavé z mnoziny U a W, protoze vSechny hrany jsou jen mezi partitami U a W. Bez
1jmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze prvni vrchol patii do mnoziny U, potom druhy a kazdy sudy
vrchol sledu patfi do mnoziny W. Vsechny sledy, jejichz posledni vrchol patii do U, jsou sudé délky. Pokud
je sled uzavfeny, musi se ,vratit“ do partity U a musi proto obsahovat sudy pocet hran. Protoze cyklus je
specidlnim pripadem uzavieného sledu, tak bipartitni graf neobsahuje cykly liché délky.

»<=“ Méjme graf G, ktery neobsahuje liché cykly. Vrcholy grafu rozdélime do dvou mnozin U a W a uka-
Zeme, Ze koncové vrcholy vSech hran grafu budou z raznych mnozin, tedy z ruznych partit. Trividlni kompo-
nenty muzeme pridat do libovolné mnoziny, bez jmy na obecnosti do mnoziny U. Je-li u libovolny vrchol
netrividlni komponenty L, tak pro v8echny vrcholy v € V(L) uréime dist(u, v). Do mnoziny U ddme vSechny
takové vrcholy komponenty L, které maji sudou hodnotu dist(u, v) a do mnoziny W vrcholy s lichou hodnotu
dist(u,v). V rdmeci z4dné mnoziny neni hrana vv’, protoze navazanim (u,v)-sledu, hrany vv’ a (v, u)-sledu
bychom dostali uzavieny sled liché délky, ze kterého podle Lemmatu EZ2 je mozno vybrat lichy cyklus. To
by byl spor s predpokladem. Mnoziny U a W jsou partity bipartitniho grafu. (I

Ukazuje se, ze fadu praktickych problému mtzeme popsat pravé bipartitnim grafem, naptiklad sachové
ulohy. Napfiklad bipartitnost grafu, ktery znézornuje tahy jezdce (koné) na Sachovnici (Obrézek BH), plyne
ihned z obarveni policek Sachovnice. AvsSak tieba graf, ktery znézornuje tahy stfelce nebo véze bipartitni
neni, proc¢?

o
Svivieivivi
R ..' B IRIRIRIRED
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“ ,»"':»”@"4:»"4,»"4:

dhndhndhndhr&"
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Obrézek 3.6.: Graf moznich tahu ]ezdce po Sachovnici je bipartitni.
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Piiklad 3.1. Putovani jezdce po Sachovnici

Ukazte, ze putovani jezdce po Sachovnici mizeme popsat bipartitnim grafem.

Sestavime graf S, jehoz vrcholy budou policka klasické Sachovnice 8 x 8 poli a hrany spojuji vidy takova

dvé policka, mezi kterymi lze tahnout jezdcem. Snadno nahlédneme, Ze S je bipartitni graf. Jedna partita

je tvofena Cernymi policky, druha bilymi policky. Hrany vedou pouze mezi nékterymi ,ernymi“ a ,bilymi*

vrcholy, nebot mezi dvéma policky stejné barvy neexistuje leglni tah jezdcem (Obrazek B1). v
Dalsim aplikacim bipartitnich grafii se budeme vénovat v kapitole B2

Cyklomatické ¢islo grafu
Je-li G graf a w(G) pocet jeho komponent, tak cyklomatické ¢islo u(G) = h(G) — v(G) + w(G) udava, kolik
nejméné hran je tfeba z grafu odebrat, aby v grafu neztstal zadny cyklus. Pro stromy a lesy je cyklomatické
¢islo rovno 0, pro kompletni grafy je cyklomatické éislo u(G) = (";1) Cyklomatické ¢islo je jakasi mira
slozitosti. V souvislych grafech cyklomatické ¢islo u(G) udéavé, jak moc se graf G ,lisi od stromu®. Cim
vétsi je cyklomatické ¢islo u(G), tim vice cyklt graf G obsahuje.

Cyklomatické ¢éislo grafu udava pocet cyklt v bézi (fundamentdlnim systému cykld) prostoru cykli.
O prostoru cykli je psano na strané H2.

Otazky:
e Udava cyklomatické ¢islo grafu pocet cykla v grafu?

e Co muzeme Fici o grafu G, ve kterém pocet cyklu je roven u(G)?

Poznamka 3.1. O grafech, které neobsahuji sudé cykly

Protoze stromy neobsahuji zadné cykly, bipartitni grafy neobsahuji liché cykly, tak by se mohlo zdat, Ze méa
smysl uvazovat také grafy, které obsahuji pouze liché cykly. Ve Cvic¢eni BXX1 ukazeme, Ze pozadavek, aby
graf obsahoval jen liché cykly, je pfilis omezujici a mnoziny hran cykla takového grafu musi byt po dvou
disjunktni.

Odkazy:

e Jiny dukaz Cayleyho vzorce najdete na pttp://en.wikipedia.org/wiki/Cayley’s_Tormuld.
y yley J E|

Cviceni
3.8.1.% Dokazte, Ze kaZdy netrividlni strom je bipartitni graf.

3.3.2.  Necht G je pravidelny bipartitni graf s partitami U a W a alespori jednou hranou. UkaZte, Ze potom
|U| = |W|. Je predpoklad existence alespori jedné hrany nutny?

3.3.8.  Dokazte, Ze kazdy podgraf bipartitniho grafu je bipartitni.

3.8.4. Ukazte, Ze pri putovani jezdcem po Sachovnici neni mozno vrdatit se na vychozi policko po lichém
poctu tahi.

3.3.5.  Sestavime graf V', jehoZ vrcholy budou policka klasické sachovnice 8 X 8 poli a hrany spojuji vZdy
takova dvé policka, mezi kterymi lze tahnout vézi. Je graf V bipartitni? Najdete v grafu V lichy cyklus?

3.8.6. 'V grafech na Obrazku B-7] najdéte bipartitni podgraf s co nejvétsim poctem hran. Dokazte, Ze tento

pocet je nejuétsi.

Obrdzek 3.7.: Grafy, které nejsou bipartitni.

3.3.7.  Ukazte, Ze graf G je unicyklicky pravé tehdy, kdyz p(G) = 1.
3.8.8.  Ukazte, Ze pokud graf obsahuje pouze liché cykly, tak Zddné dva cykly nemohou mit spolecné hrany.

3.8.9.  Ukazte, Ze souvisly k-pravidelny bipartitni graf pro k > 2 neobsahuje Zadny most (most je takovd
hrana, Ze jejim odebranim dostaneme nesouvisly graf).

3.8.10. Kolik je vsech cykli v grafu K, ? Vrcholy rozlisujeme oznacenim.
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3.3.11.  Kolik je cykli a) délky 4, b) délky 5, c¢) délky 6 v grafu @, ?

3.8.12.  Kolik riznych cykli obsahuje kompletni bipartitni graf K,,,? Dva cykly povaZujeme za rizné,
pokud se lisi v alespon jedné hrané.

3.3.13.  Jaké je cyklomatické cislo a) cyklu C,, b) kompletniho bipartitniho grafu K, ., c) hyperkrychle
Qn?

3.8.14. Najdéte priklad tri grafi se stejnym poctem wvrcholi, se stejnym cyklomatickym cislem a ruznygm
poctem cykli.

3.8.15. Pro kazdé prirozené cislo k najdéte priklad a) dvou grafi se stejnym poctem wvrcholi, stejngm
cyklomatickym cislem a poctem cykla lisicim se o k, b) k grafi se stejngm poctem vrchold, stejnym cyklo-
matickym cislem, pricemz kazdé dva grafy magi riuzny pocet cykli.

3.3.16. Ukazte, Ze kazdy graf G s cyklomatickym cislem p(G) obsahuje alespon u(G) rizngch cykli.

3.3.17.  Dokazte nebo vyvratte: a) kaZdy bipartitni graf, ve kterém jsou vsechny vrcholy sudého stupné, md
sudy pocet hran, b) kazdy graf se sudgm poctem vrcholi, ve kterém jsou vSechny vrcholy sudého stupné, md
sudy pocet hran, c¢) kazdy graf se sudym poctem lichych cykli md sudy pocet hran.

3.8.18. Mejme graf G s n vrcholy, n > 4 a alespon 2n — 3 hranami. UkaZle, Ze v grafu G existuji alespon
dva cykly stejné délky.

3.8.19. Ukazle, Ze v kazdém grafu G s h(G) hranami ezistuje bipartitni podgraf s alespori h(G)/2 hranami.

3.4. Doplnkova témata

Hry na grafech

Radu her je mozno analyzovat s vyuzitim pojmi teorie grafii. Kromé toho existuje nékolik her, které se
opravdu hraji na libovolném grafu, pfipadné na grafu z néjaké pevné urcené tiidy.

Bridge-it
Hru Bridge-it'® vymyslel David Gale. Na trh ji uvedla firma Hasbro Toys.

Méame herni plan jako na Obrazku BEXX1 Plan obsahuje n fad po n + 1 ¢ernych punticich a n + 1 fad
po n bilych punticich. Dva hraé¢i stfidavé spojuji vzdy dva puntiky své barvy (Gerné nebo bilé) mostem
odpovidajici barvy. Mosty mohou byt vedeny pouze svisle nebo vodorovné. Cilem hry prvniho (éerného)
hrace je spojit alespoii jednou ¢ernou cestou levy kraj herniho plénu s pravym krajem. Podobné druhy (bily)
hrac je snazi spojit bilou cestou horni a spodni okraj herniho planu. Mosty se nesmi kiizit, a proto kazdy
most jednoho hrace zamezi jednomu tahu druhého hrace. Navic, protoze kazda cesta spojujici dva protilehlé
okraje rozdéli herni plan na dvé ¢asti, muze pfi libovolném rozlozeni ¢ernych a bilych mostt na hernim planu
vyhrat nejvyse jeden hrac.

o o o o o
Obrazek 3.8.: Herni plan hry Bridge-it a jedna hra, kterou vyhral bily hrac.

18 Cesky ekvivalent by mohl byt Premosti to!
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Vsimnéte si, Ze oba hraci maji stejné vychozi rozlozeni puntiki, a proto i stejné vychozi podminky.
Snadno vSak zdivodnime, Ze hra nemuze skoncit remizou (Cvi¢eni BZ ) a Ze neexistuje vitézna strategie
pro druhého hrice (Cviceni BEZZ1). O néco pracnéjsi je ukdzat, Ze hra neni spravedlivd, nebot prvni hrac
mize vzdy vyhrat. Najit vitéznou strategii je mozné napiiklad s vyuzitim koster grafu (Cvifeni BZ3])
pro graf jedné barvy.

Odkazy:

® http://www.math.cornell.edu/ mec/2008-2009/ChorHangl.am/bridge.html|

Hex
Hru vymyslel dansky matematik Piet Hein. Nezavisle na ném vymyslel analogickou hru i americky mate-
matik John Nash v roce 1947. Na trh ji uvedla firma Parker Brothers v roce 1952.

Dva hrac¢i stfidavé umistuji kameny své barvy (napiiklad ¢ervené a modré) na pole hraciho planu
(Obrézek B™). Vyhraje ten hrac, ktery jako prvni sestavi z kamenii své barvy cestu, ktera spoji protilehlé
strany planu své barvy. Rohova pole planu patfi obéma barvam.

Obrazek 3.9.: Hract plan hry HEX.

John Nash ukézal, ze hra nemtze skoncit remizou, tj. jediny zptisob jak zabranit, aby jeden hrac spojil
strany své barvy cestou, je spojit strany druhého hrace cestou. Ve Cviceni BEZ ukazeme nemoznost remizy
pomoci Spernerova lemmatu (Lemma BT7).

Existuje klasicky nekonstruktivni diikaz z teorie her, Ze existuje vitézné strategie pro prvniho hréce:
Protoze hra HEX je kone¢na hra, ktera nemiize skoncit remizou, musi existovat vitézna strategie pro prvniho
nebo druhého hrace. Kamen navic ve vlastni barvé na libovolném poli hraciho planu je vzdy vyhodou, a proto
mé-li néktery hra¢ tah navic, mize mu to ve strategii jen pomoci. Nyni si snadno uvédomime, ze pokud by
existovala vitézna strategie pro druhého hrace, mize mu ji prvni hrac¢ ,ukrast“. Staci, aby udélal libovolny
prvni tah nepodstatny pro strategii druhého hrace, a pak pokracoval podle vitézné strategie druhého hrace.
Pokud by mél podle strategie béhem hry polozit kdmen na takto obsazené pole, staci, aby ve svém tahu
polozil kdmen na libovolné neobsazené pole. Druhy hrac¢ neziska vyhodu pro svou strategii, kameny prvniho
hrace mu nemohou pomoci vyhrat.

Jestlize maji strany hraciho planu stejné rozméry, ma zacinajici hra¢ uréitou vyhodu. Proto se vyuziva
pravidlo zdmény, kdy po prvnim tahu prvniho hrace si druhy hrac¢ vybere, zda akceptuje tah prvniho hrace
nebo si vyméni role, tj. druhy hrac¢ si ponechéd tah prvniho hrace a stane se tak prvnim hracem. Vitézna
strategie prvniho hrace byla nalezena pro vSechny symetrické herni plany aZ do rozméru 9 x 9 poli.

Pokud bychom se nevyhodu druhého hrace snazili vykompenzovat zménou rozmeéru hraciho planu, kdy
strany druhého hrace budou bliZe u sebe, tak jednoducha strategie zalozené na parovani vzdy zajisti vitézstvi
druhého hréacée (Cviceni E220).

Odkazy:

® http://en.wikipedia.org/wiki/Hex (board_game)]

Sprouti
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Hru $prouti (anglicky ,sprouts® znamena ,vyhonky“) vymysleli v roce 1967 matematici John H. Conway
a Michael S. Paterson v dobé, kdy byli na univerzité v Cambridge. Jedna se o hru pro dva hrace. Pravidla
jsou popsana ve Cviceni 311

S vyuzitim pocitace byly objeveny vitézné strategie pro nékteré malé pocty vychozich puntik hry
Sprouti. Na zdkladé vysledkt byla vyslovena hypotéza, Ze pro takovy vychozich pocet puntiki, ktery po déleni
Sesti dava zbytek 3, 4 nebo 5, mize vzdy vyhrat prvni hra¢. Naopak pro pocet puntiki, ktery po déleni
Sesti dava zbytek 0, 1, 2, muze vzdy vyhrat druhy hrac. V dobé vzniku tohoto textu byla hypotéza ovéfena
pro nejvyse 11 puntiki.

Modifikace hry zvand ,,podvodni Sprouti“ je pouze pro hrace, se silnymi nervy, nebotf se da ukazat, ze
o vitézi je rozhodnuto dfive, nez se za¢ne hrat (Cviceni BE3101).

Odkazy:

® http://www.math.cornell.edu/ mec/2006-2007/Games/sprouts.htmll
® http://en.wikipedia.org/wiki/Sprouts_(game)|

P WWww.madras.IlTe.sch.uk/maths/games/Sprouts.

Dalsi hry na grafech
Nékteré dalsi hry na grafech jsou zminény dale v textu. Napfiklad ve Cviceni ECI=X] nebo na strané 2.

Poznamka 3.2. Pokud narazite na jiné pékné hry na grafech, poslete mi je, abych je mohl zafadit do dalsi
verze textu.

Cviceni

3.4.1. Ukazte, Ze hra Bridge-it nemiZe skoncit remizou.

3.4.2. Ukazte, zZe druhy hrac ve hie Bridge-it nemuze mit vitéznou strategii.

3.4.83. Ukazte, Ze pruni hrac¢ ve hre Bridge-it ma vitéznou strategii.

3.4.4. UvaZme nasledujici variantu hry Bridge-it. Hrac, ktery spoji své dvé protilehlé strany cestou, pro-
hraje. Je zakdzdno zdrZovat spojovdanim puntiki na vychozim nebo koncovém okraji a je zakdzdano i spojovat
puntiky, mezi kterymi uZ existuje cesta odpovidagici barvy. Ukazte, Ze druhy hrdé mizZe vidy vyhrdt (prinutit
prontho hracée prohrat).

3.4.5.  Ukazte, Ze ve hie HEX nemiZe nastat remiza. Ndavod: vyuZijte Spernerovo lemma (Lemma BIZ]).

Kirchhoffova véta

Cayleyho vzorec udava pocet koster kompletniho grafu. Pocet koster obecného grafu dava Kirchhoffova véta.
Dfive nez ji vyslovime, je tfeba nadefinovat nékteré pojmy.

Laplaceova matice
V podkapitole A jsme zavedli matici sousednosti. V nasledujici definici zavedeme podobnou matici, ktera
mé prekvapiva vyuziti.
Definice Méjme (jednoduchy) graf G na n vrcholech vy, va, ..., v,. Laplaceova matice je étvercovd matice
radu n, jejiz prvky jsou

deg(v;) je-li i = j,

l'ij = -1 je-li ViV € E(G).
0 jinak.

Laplaceouvu matici znac¢ime L(G).

V nékteré literatufe se zavadi Laplaceova matice v normované tvaru:

1 je-lii =j a deg(v;) # 0,
1 ST
l?,] — 7m Je—h Uin S E(G),
0 jinak.
Je zfejmé, ze Laplaceova matice (i v normovaném tvaru) je symetrickd. Oznadme \g < A1 < ... < A\

vlastni ¢isla matice L(G). D4 se ukédzat, ze

e soulet kazdého Fadku (i sloupce) je 0,
e L(G) je pozitivné semidefinitni,
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e )y = 0 pro vSechny grafy G,
e pocet nulovych vlastnich ¢isel udava pocet komponent grafu.

Priklad 3.2. Méjme graf G na Obrazku B, jeho vrcholy oznac¢ime vy, vs,...,vs. Urcete Laplaceovu
matici L(G) a jeji vlastni ¢isla.

Obrazek 3.10.: Graf G.
Laplaceova matice (nikoli v normovaném tvaru) grafu G je

2 -1 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
LG =|-1 -1 4 -1 41
0 0 -1 1 0
0 0 -1 0 1

Z charakteristické rovnice det(L(G) — AI) = 0 ur¢ime vlastni ¢isla matice L(G). Vychdzi A\g = 0, Ay = 1,
)\2:1,)\3:3a)\4:5. v

Inciden¢ni matice a Laplaceova matice

Nejprve ukdzZeme, jak spolu souvisi inciden¢ni matice a Laplaceova matice libovolného grafu. Nésledujici
lemma plati pouze pro orientované grafy. Jestlize mame neorientovany graf G, stac¢i vzit libovolnou jeho
orientaci D(G). Orientace je zavedena na strané EZA. Nam v tuto chvili postaéi védét, Ze v incidenéni matici
orientovaného grafu je ve sloupci kazdé hrany oznacen pocatecni vrchol —1 a koncovy 1.

Lemma 3.10. Méjme orientovany graf G s vrcholy vi,va,...,v,. Oznaéme B(G) takovou incidencni

matici (Cviceni TZT@) a L(G) takovou Laplaceovu matici orientovaného grafu G, ve kterych vrcholu v;
odpovidd vddek i. Pak plati L(G) = B(G)B(G)T, kde B(G)T je transponovand matice B(G).

Diikaz. Oznaéme M = B(G)B(G)T. Diagonélni prvky matice M odpovidaji skalarnimu soucinu fadku
matice B(G) se sebou samym. ProtoZze fadek ¢ matice B(G) obsahuje tolik hodnot 1 nebo —1, s kolika
hranami je pfislusny vrchol v; sousedni, tak hodnota souc¢inu udava stupen vrcholu v; v grafu GG. A protoze
kazdy sloupec matice B(G) obsahuje pravé jednu hodnotu —1 za pocéateéni vrchol orientované hrany a jednu
hodnotu 1 za koncovy jeji vrchol, soudin fadku i a fddku j (sloupce j v matici B(G)?) nabyva nenulové
hodnoty pouze v pfipadé, Ze vrcholy v; a v; jsou spojeny hranou v grafu G. Prvek m;; (v fadku ¢ a sloupci j)
pak nabyva hodnoty 1-(—1) = —1. To znamend, 7ze matice M odpovidé definici Laplaceovy matice L(G).
|

Priklad 3.3. (pokracovani Prikladu BZZ)

Zorientujte graf G na Obrazku BT Sestavte inciden¢ni matici B(G) a z ni vypocitejte Laplaceovu ma-
tici L(G).

Hrany grafu G zorientujeme libovolné. Jedna moZnéa orientace D(G) a pFislugnd incidenéni matice je na Ob-
razku BE11

U1V3 U3V4 U1V2 UV2V3 U3Us

v /-1 0 -1 0 0
vl 0 0 1 -1 0
B@)=wv| 1 -1 0 1 -1
wul|l 0 1 0 0 0
s\ 0 0 0 0 1

Obréazek 3.11.: Orientace D(G) grafu G a pfislusnd incidencéni matice.
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Vypoéitame B(G)B(G)T a dostaneme

-1 0 -1 0 0 -1 0 1
0 0 1 -1 0 0o 0 -1
1 -1 0 1 -1 -1 1 0
0 1 0 0 0 0 -1 1
0 0 0 0 1 0o 0 -1

Vysledkem je Laplaceova matice L(G).

[N ool o)

— o O oo

2
-1
-1

0

0

-1 -1 0 0

-1 4

v

Pocet koster grafu
Nejprve vyslovime nasledujici lemma, které dava do souvislosti kostry grafu G a hodnoty determinantt
submatice inciden¢ni matice grafu G. Dikaz je ponechan jako Cviceni BEZ1

Lemma 3.11. M¢&jme sowvisly graf G a jeho orientaci D(G). Ddle oznacéme S néjakou podmnozinu n — 1
hran grafu G. Symbolem H* oznac¢me incidencni matici orientovaného grafu D(G), ze které je vynechany
néjaky jeden radek a vsechny sloupce s vyjimkou tech, které odpovidaji hranam v S. Potom plati

det(H*) = +1,—1 pokud hrany S tvori kostru grafu G,
10 Jinak.

V dalsim textu pouzijeme Lemma BTT] pro uréeni poctu vSech koster obecného souvislého grafu G.

Priklad 3.4. (pokradovani Prikladu BZ2)

Z inciden¢ni matice B(G) grafu G na Obrazku B sestavte a vypocitejte vSechny determinanty H* podle
Lemmatu BT, které vzniknou vynechanim prvniho rfadku matice L(G) (fadku pfislusného vrcholu vy).
Inciden¢ni matice s vynechanym vrcholem v; je

V1V3 UV3Vyg UV1U2 V2V3 U3Us
Vo 0 0 1 -1 0
V3 1 -1 0 1 -1
Vg 0 1 0 0 0
Vs 0 0 0 0 1

Hledanych determinanti je () = 5. Determinanty Hy, Ha, ...
tretiho, ¢tvrtého respektive patého sloupce.

0 1 -1 0 01 -1 0 0 0 -1 0
-1 0 1 -1 10 1 -1 1 -1 1 -1
H=19 g o ofl=t H2=lg¢g o o0 H=lg 1 o o|=7}!
0 0 0 1 00 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 -1
1 -1 0 -1 1 -1 0 1
Hi=lg 1 o0 o|=Y H=lg 1 o o0
0 0 0 1 0 0 0 0

Obrazek 3.12.: Podgrafy grafu G, které odpovidaji submaticim s determinanty Hy, Hs, ..., Hs.
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Srovname-li determinanty Hi, Ho, ..., Hs s odpovidajicimi podgrafy grafu G na Obrazku BT, tak
vidime, ze pravé tfi nenulové determinanty odpovidaji kostram grafu G. v

V dalsim textu budeme symbolem 7(G) znacit pocet koster grafu G. Nésledujici véta ukazuje péknou
souvislost algebry a teorie grafi.

Véta 3.12. Kirchhoffova véta
Necht G je souvisly graf s n vrcholy a L(G) je jeho Laplaceova matice. Oznacme A1, Aa, ..., An—1 nenulovd
vlastni ¢isla Laplaceovy matice. Pocet koster grafu G je

1
T(G) == ﬁ)\l)\z te )\”,1. (G)

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze pro Laplaceovu matici L(G) fadu n (ve které je soucet kazdého fadku a kazdého
sloupce roven 0) plati, Zze algebraické doplitky vSech prvki jsou si rovny. Ozna¢me L(G)* matici adjungova-
nou k L(G), tj. matici sestavenou z algebraickych doplitkt matice L(G). Ctvercovou matici samych jednicek
ozna¢ime J. Potom plati L(G)L(G)* = det(L(G))J = 0 a tedy kazdy sloupec matice L(G)* je bazi nulového
prostoru, ktery pro souvisly graf G mé dimenzi 1, nebot jen jedno vlastni ¢islo matice L(G) je nulové. Proto
jsou v8echny sloupce matice L(G)* identické a podobné z rovnosti L(G)*L(G) = Jdet(L(G)) = 0 zduvod-
nime, Zze vSechny fadky matice L(G)* jsou identické, a tedy vSechny algebraické dopliiky v matici L(G)*
jsou stejné.

Zbyva ukazat, ze je-li L(G) Laplaceovou matici grafu G, tak hodnota kazdého prvku matice L(G)*
udéava pocet ruznych koster grafu G. Pro nazornost oznac¢me C' matici, ktera vznikne vynechanim nékterého
(bez Gjmy na obecnosti naptiklad prvniho) fadku a sloupce Laplaceovy matice L(G). Podobné ozna¢me N
matici, kterd vznikne vynechdnim prvniho fadku z incidenéni matice néjaké orientace D(G). S vyuzitim
Lemmatu EIM vime, ze C = NNT. Nyni podle Cauchyovy-Binetovy véty pro determinant matice C
dostaneme

det(C) =) det(N;) det(N,) = > det(N;) det(N;) = _ det(N;)?,
icl icl icl
kde N; pro ¢ € I (I je néjakd indexovd mnoZina) jsou vSechny submatice fadu n — 1 matice N. Takovych
submatic je (rffl), kde m je pocet hran grafu G.

Podle Lemmatu BT nabyva determinant det(V;) hodnoty 1 nebo —1, pokud vybrané sloupce subde-
terminantu tvoii kostru grafu G' a hodnoty 0 jinak. To znamend, ze soucet druhych mocnin ), ; det(IV;)?
udava pravé pocet koster grafu G. O

Vsimnéte si, ze vysledek vypoctu je ,spravny“ i kdyz graf neni souvisly, a proto nema kostru. V takovém
pripadé m4 graf alespoii dvé komponenty a plati A\; = 0 (pfedpokldddme A < Ay < ... < A\,_1). Potom
soucin vlastnich ¢isel je AjAs---A,—1 = 0. Da se ukézat, Ze Kirchhoffova véta plati dokonce pro grafy
s nasobnymi hranami (multigrafy), kdy v Laplaceové matici budou prvky l;; pro i # j udévat pocet hran
v;v; (az na znaménko).

Cayleyho vzorec je dtsledek Kirchhoffovy véty. Staci si uvédomit, ze kazdy vektor n-dimenzionalniho
vektorového prostoru, ktery méa jednu soufadnici rovnu 1, jednu (jinou) soufadnici rovnu —1 a ostatni
soutadnice nulové je vlastni vektor Laplaceovy matice L(K,) kompletniho grafu pfislusny vlastni hodnoté n
(pro¢?). Vsechny tyto vektory generuji podprostor dimenze n — 1, a proto matice L(K,) nem4 jind nenulova

vlastni ¢isla. Z Kirchhoffovy véty plyne, ze 7(K,) = tn"~t =n""2.

Priklad 3.5. (pokracovani Prikladu B=2)
Uréime pocet koster grafu G na Obrazku B0

Ze vztahu [6] vychéazi pro graf G

1
7(G)=--1-1-3-5=3,

ot

coz odpovida, nebot z nakresleni grafu je ihned ziejmé, zZe graf G ma t¥i kostry (Obrazek BT2). v
Kirchhoffovu vétu miZzeme vyslovit v jiném (ekvivalentnim) tvaru. Pro vypocet poétu koster podle
Véty BT musime znat vSechna vlastni ¢isla Laplaceovy matice. To muze byt pro vétsi matice pocetné
naro¢né. Nasledujici tvar Kirchhoffovy véty ukaZe, Ze to neni nutné. Abychom zjistili pocet koster staci
spocitat jeden libovolny(!) minor matice L(G) (algebraicky doplnék libovolného prvku matice L(QG)).

Véta 3.13. Kirchhoffova véta (podruhé)
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Necht G je souvisly graf s n vrcholy a L(G) je jeho Laplaceova matice. Podcet koster grafu G je roven
algebraickéemu doplnku libovolného prvku

T(G) = (—1)j+j det(Lij),

kde L;; je minor, ktery ziskime z matice L(G) po vynechdnt i-tého Tddku a j-tého sloupce.

Diikaz. Tvrzeni ukdZeme pro libovolnou matici A, ve které je soucet kazdého Ffadku a kazdého sloupce
roven 0. Takovd matice A ma vlastni vektor sloZzeny ze samych jednicek prislusny vlastni hodnoté Ay = 0.

Oznacime J ¢tvercovou matici samych jednicek (stejného fadu jako matice A). Vyjadiime determinant
matice A 4+ J s vyuzitim fadkovych a sloupcovych tprav, které neméni hodnotu determinantu. Pro nazor-
nost se zaméfime na prvni fadek a sloupec, stejnou argumentaci je vSak mozno pouzit pro libovolny Fadek
a sloupec. Nejprve pricteme vSechny fadky matice A + J k prvnimu fadku. Tak bude kazdy prvek v prv-
nim Fadku roven n a ostatni prvky se nezméni. Potom pfic¢teme vSechny sloupce matice A 4+ J k prvnimu
sloupci. Tak bude prvek v prvnim fadku a prvnim sloupci roven n2, vechny ostatni prvky v prvnim fadku
a prvnim sloupci budou rovny n a ostatni prvky matice se nezméni. Vytkneme n z prvniho fadku. Déle
odec¢teme prvni fadek od vSech ostatnich radkt. Prvek v prvnim fadku a prvnim sloupci vysledné matice
je n, ostatni prvky v prvnim sloupci jsou nulové, ostatni prvky v prvnim fadku jsou jednicky a vSechny
zbyvajici prvky vysledné matice jsou rovny prvkim matice A, protoZze jsme od prvka matice A + J odecetli
jednic¢ku. Laplaceovym rozvojem podle prvniho fadku je ihned zfejmé, ze

det(A+ J) = n?det(Aq1), (7)

kde det(A;1) je algebraicky doplnék prvku v prvnim fddku a prvnim sloupci.

V dalsim necht A = L(G) je symetrickd matice s nejmensim vlastnim ¢islem Ao = 0 (odpovidajici
vlastni vektor obsahuje samé jednicky) a ostatnimi vlastnimi ¢isly Ay, Aa,..., A\p—1. Zbyva ukdzat, proc¢
vlastni ¢isla matice A + J jsou pravé n, A1, Ag, ..., A,—1. Je-li ¥ néjaky vektor z nulového prostoru matice A
(pro A = L(G) to je pravé vlastni vektor pfislusny vlastni hodnot& Ag), pak pro kazdy vlastni vektor @;
prislusny vlastni hodnoté \; proi = 1,2,...,n—1 plati ot = 0. To vSak znamena, ze také Ju; = 0, a proto
také (A + J)U; = A¥; = \¥;. Vidime, ze vlastni ¢isla A1, g, ..., Ay—1 matice A jsou také vlastnimi ¢isly
matice A+ J. A konecné n je vlastnim ¢islem matice A + J, protoZe pro vektor j samych jednicek plati
(A+)j=Aj+Jj=0+nj.

Vime, Ze determinant matice je soucin jejich vlastnich éisel, a proto dosazenim do [7] dostaneme

det(A + J) = n? det(A1;)
n- /\1 tee /\n = 712 det(Au)
1
det(Au) = */\1 ce /\n-
n

Odtud dle Véty BT je 7(G) = det(A11). Podobné se pro libovolny fadek ¢ a sloupec j Laplaceovy matice
L(G) ukéze 7(G) = (—=1)"*7 det L;;, coz je dokazované tvrzen. O

Priklad 3.6. (pokracovani Prikladu B20)
Ur¢ime néjaky minor matice L(G) grafu G na Obrazku BT a z néj vypocitdme pocet koster grafu G.
Pro graf na Obrazku BT je napiiklad

2 -1 0 0 -1 -1 0 0 2 -1 -1 0
-1 4 -1 -1 -1 4 -1 -1 -1 2 -1 0
Im=1| 4o 3 1 o T2={¢o 1 1 o «={0o o -1 0
0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 0 -1 1

Snadno vypoéitdme det L1; = 3, det L1z = —3, det L34 = —3 a vzdy dostaneme 7(G) = (—1)2det L1; =
= (—1)3 det L12 = (—1)7det L34 =3. v

Seznam vsech koster grafu

Tvrzeni Kirchhoffovy véty BET31 muzeme zesilit a vyuzit i pro hledani vSech koster daného grafu G. Nej-
prve upravime definici Laplaceovy matice tak, ze kazdé hrané e, (k = 1,2,...,|E(G)|) grafu G pfifadime
jinou proménnou xj, a prvek l;; pro i # j Laplaceovy matice bude —xy, jestlize hrana ey spojuje vrcholy
v, v;j. Diagonalni prvek [;; polozime roven sou¢tu vSech proménnych odpovidajicich hranédm incidentnich
s vrcholem v;.

90



Petr Kovdr, 3. Stromy, cykly a bipartitni grafy 25. kvétna 2022

Algebraicky doplnék (—1)"*7 det(L;;) z diikazu Véty B3 je pak homogennim polynomem v promén-
nych odpovidajicich hrandm grafu G. Po tupravach, kdy sec¢teme, resp. odecteme, odpovidajici ¢leny, bude
kazdy ¢len vysledného zjednoduseného polynomu odpovidat jedné kostre, jejiz hrany jsou pravé proménné
z tohoto ¢lenu. Determinant det(L;;) tak teoreticky déva néastroj pro pfimou konstrukei vSech koster.

Priklad 3.7. (pokrafovani Prikladu BZ20)

Piifadte hranam grafu G z Obrazku BT proménné x1,xs,...,r5. Potom sestavte néktery algebraicky
doplnék (—1)"7 det(L;;) a najdéte vSechny kostry grafu G.

Proménné pfifadime hrandm jako na Obrazku B3 vlevo. Odpovidajici zobecnéna Laplaceova matice L(G)
je na obrazku vpravo.

1+ T3 —T3 -1 0 0
—x3 T3 + T4 —X4 0 0
L(G) = —x —T4 1+ T + x4 + Is —X9 —I5
0 0 —x2 To 0
0 0 —Is 0 Is

Obrazek 3.13.: Orientace D(G) grafu G a piislusnd incidencni matice.

Vypocitdme algebraicky doplnék (—1)**!det(L1;) a zjednodusime.

T3+ x4 —X4 0 0

1)1+l _ 4| T4 T1+ZTatT4+T5 —T2 —Ts
( ].) det(LLl) =1 0 — g Lo 0
0 —xs5 0 Ts5

Vétsina ¢lent determinantu se odecte a dostaneme
T1X2X3L5 + L1LoL4Ls + ToX3T4T5.

Vidime, ze graf G m4 pravé tii kostry, nebot zlstaly tfi nenulové ¢leny polynomu. VSimnéte si, ze tyto éleny
presné odpovidaji kostram grafu G na Obrazku BTZ] v

Odkazy:

® Ettp://en.wikipedia.org/wiki/Kirchholf s _theoren

[ ] P ma’ .Tau.edu/locke/Graphmat .

Cviceni
3.4.6. DokaZte tvrzeni Lemmatu BT
3.4.7.  Kolik koster maji grafy na Obrazku BIT7]?

Spernerovo lemma
Méjme v roviné libovolnou triangulaci trojihelnika 7. Vrcholy triangulace ocislujeme 1, 2 nebo 3 tak, aby
byly splnény nasledujici podminky.

(i) Vrcholy trojuhelnika T jsou o¢islovany riznymi ¢isly 1, 2 a 3.

(ii) Vrcholy alespoii jedné strany jsou oéislovany jen dvéma ¢isly (neobsahuji ¢islo protilehlého vrcholu).
(iii) Ocislovani zbyvajicich vrcholil trojihelnika je libovolné.

V nékterych formulacich se pozaduje, aby podminka (H) byla splnéna pro vSechny tfi strany trojihelnika T
jako na Obrazku BEI@ Cisla 1, 2 a 3 nahrazena barvami ¢ervenou, zelenou a modrou.

Obrézek 3.14.: Triangulace trojihelnika a jeho ocislovani podle podminek (1) oz (@d).
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Lemma 3.14. Spernerovo lemma
V kazdém ocislovani trojihelnika T podle podminek (8) oZ (€23) (najdeme kromé samotného trojihelnika T)
lichy pocet trojuhelniki, jejichz vrcholy jsou ocislovany riznymi cisly.

Diikaz. Pro ditkkaz Spernerova lemmatu pouzijeme Princip sudosti (Véta [CO). Nejprve sestavime graf G,
jehoz vrcholy budou odpovidat oblastem triangulace. Nezapomeneme na vrchol ve vnéjsi sténé. Nyni
vybereme ta dvé cisla, kterd se vyskytuji u vSech vrchold jedné strany. Bez Gjmy na obecnosti to budou
naptiklad ¢isla 1 a 2 (nebo dvé barvy Gervend a zelend). Dva vrcholy spojime hranou, pokud odpovidajici
oblasti spolu hrani¢i stranou a koncové vrcholy této strany jsou ocislované 1 a 2 (obarveny Gervené a zeleng).
Dostaneme graf jako na Obrazku BI5] Stupen vrcholu v kazdém vnitinim trojahelnicku je pouze 0, 1 nebo
2. Nenulovy stupeti maji vrcholy v trojihelnicich s nékterymi vrcholy oéislovanymi 1 nebo 2 (obarvené
¢ervenou a zelenou barvou). Pokud je t¥eti vrchol trojihelnika oéislovan 1 nebo 2, je stupeni odpovidajiciho
vrcholu 2. Pokud je tfeti vrchol trojihelnika oéislovan 3 (obarven modie), tak bude p¥islusny vrchol stupné
1. To je jedind mozZnost, kdy je stupern vnitiniho vrcholu lichy!

Obrazek 3.15.: Pomocny gmf a zvyrazneny trojuhelnik 125.

Vrchol odpovidajici vnéjsimu trojihelniku mize byt libovolného lichého stupné, nebot na piislusné
strané je lichy pocet hran mezi vrcholy oéislovanymi 1 a 2 (pro¢?). Podle principu sudosti obsahuje graf G
sudy pocet vrcholu lichého stupné, a tedy lichy pocet vnitfnich vrcholl, z nichz kazdy odpovida jednomu
trojuhelnicku oéislovanému tfemi riznymi éisly 1, 2 a 3 (obarvenému riznymi barvami). O

Uvedli jsme specidlni formulaci Spernerova lemmatu pro dvoudimenzionélni p¥ipad. Indukci je mozno
lemma zobecnit pro vyssi dimenze. Pomoci Spernerova lemmatu je mozno dokézat Brouwerovu vétu o pev-
ném bodé. Zajemce odkadzeme na knihu [MN]. V tomto textu se na Spernerovo lemma nékolikrét odkazujeme
pfi dokazovani nékolika tvrzeni o hie HEX (strana E3) nebo AZ-kviz (strana P33).

Poznamka 3.3. Spernerovo lemma se také nékdy 1ika Spernerové vété, ktera 1ika, Ze maximalni antifetézec
oy . P ) .. L P n o
kazdého systému podmnozin n-prvkové mnoziny s relaci inkluze ma nejvyse (Ln /2 j) prvk.

Odkazy:

® http://en.wikipedila.org/wiki/Sperner’s_.lemm:

www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Spernerlemma.shtm

Prostor cykla

Ukazeme, ze kazdému grafu je mozno pfirozené priradit vektorovy prostor, a to dokonce nékolika zptsoby.

Hranovy prostor
Mgjme graf G = (V, E). Hranovy prostor grafu G je vektorovy prostor nad télesem (Zy, +, -) (t€leso binarnich
Cisel), jehoZ prvky jsou vSechny binarni vektory délky |E|. Kazdy vektor odpovid4 né&jaké podmnozing hran
{€i,s€iyy---,€i, } C E. O mnozinich hran tak miizeme hovofit jako o vektorech. Napiiklad prdzdnd mnozina
hran () odpovida nulovému vektoru &, vektor odpovidajici jednoprvkové mnoziné {e;} je vektor (1,0,...,0),
vektor odpovidajici jednoprvkové mnoziné {es} je vektor (0,1,0...,0), atd.

(Binarni) soucet vektort odpovidd symetrické diferenci odpovidajicich mnozin hran a nésobeni skaldrem
definujeme pfirozené 1-€=¢€a 0-€= 0. Je ziejmé, ze {{e1}, {e2},...,{en}} tvoii bazi hranového prostoru
grafu G.

Prostor cyklu
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Hranovy prostor zavedeny v pfedchozim odstavci je vlastné trividlni. Jednd se o vektorovy prostor di-
menze |E|, jehoz prvky jsou vSechny bindrni vektory délky |E|. Zajimavéjsi strukturou je tzv. prostor cykli
daného grafu. Jednd se o analogickou strukturu, jejiz prvky jsou sudé podgrafy (nikoliv pouhé cykly) daného
grafu. Souvislé sudé grafy jsou eulerovské grafy, o eulerovskych grafech je psano na strané 22

Méjme graf G = (V, E). Sudym podgrafem rozumime kazdy podgraf grafu G, jehoz vSechny vrcholy jsou
sudého stupné. Prostor cykli grafu G je vektorovy prostor nad binarnim télesem (Zo, +, -), jehoZ prvky jsou
v8echny bindrni vektory délky |E|, které odpovidaji sudym podgrafim grafu G. Podobné jako v hranovém
prostoru, soucet vektori odpovida symetrické diferenci odpovidajicich mnozin hran a nasobeni skaldrem
definujeme 1-&€=¢€a 0 €= 0.

Naptiklad v grafu pravidelného trojbokého hranolu ozna¢me c¢; a co dva cykly vyznacené na Ob-
razku BTG vlevo a uprostied modfe. Jejich souctem je cyklus c3 vyznaceny vpravo.

Obrazek 3.16.: Dva ruzné cykly v grafu a jejich soucet.

Prostor cykli je podprostorem hranového prostoru. Zatimco dimenze hranového prostoru je |E|, tak
dimenze prostoru cyklt je ddna cyklomatickym ¢islem p(G) = h(G) —v(G) + w(G) (cyklomatické ¢&islo bylo
zavedeno na strané B3), které udavé, kolik nejméné hran je tieba z grafu G odebrat, aby v grafu neztstal
zadny cyklus.

Béze prostoru cykli je mnozina u(G) vektori, které odpovidaji nékterym (bdzovym) sudym grafim
z prostoru cyklii. Bazi mizeme sestavit napiiklad tak, Ze nejprve najdeme kostru T grafu G (v pfipadsé, ze
graf G neni souvisly, najdeme les koster jednotlivych komponent). Potom za kazdou hranu e grafu G, ktera
neni v kostfe obsazena, vezmeme cyklus, ktery vznikne pfiddnim hrany e do kostry (lesa T). Takovy cyklus
je pro kazdou hranu podle Dusledku B pravé jeden. Budeme jim fikat elementdrni cykly. Odpovidajici
vektory tvoii bazi vektorového prostoru cykli a vSechny sudé podgrafy grafu G (pfesnéji jejich odpovidajici
vektory) lze dostat jako linedrni kombinaci bazovych vektori.

N AT <] N AT

Obréazek 3.17.: Graf G, jeho kostra a tri cykly bdze prostoru cykli.

Naptiklad graf na Obrazku BT mé prostor cyklt dimenzi 3, nebot u(G) = h(G) — v(G) + w(G) =
=7-5+41=3. Jedna moznéa kostra je vyznacena v druhém grafu na Obrazku BT a dale jsou uvedeny tfi
elementarni cykly piislusné baze. Cely prostor cyklt pak obsahuje 2/ = 23 = § vektori, které odpovidaji
tfem elementarnim cyklim baze a dalsim péti sudym grafim na Obrazku BTX1

NN N e

Obrazek 3.18.: Vsechny zbyvajici prvky prostoru cykld grafu G.

Odkazy:

® https://en.wikipedia.org/wiki/Cycle_spacq
® http://forum.matweb.cz/viewtopic.phpvid=19334

® http://martin.lipinsky.cz/skola/dma/prednasky/3.pd
Cviceni
3.4.8.% Urcete pocet riznych sudijch podgrafi lesa.
3.4.9. Ukazte, Ze mnozina vektori, které odpovidaji sudym podgrafim grafu G spolu s operact sc¢itani vek-

tord a nasobeni skaldrem, tvori vektorovy prostor.
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3.4.10.  Ukazle, Ze mnozina elementdrnich cykli, které odpovidaji cyklim ziskanym z kostry T (pripadné
lesa T' v nesouvislém grafu) piiddnim jedené hrany grafu, tvori bazi prostoru cykli.

3.4.11.  Urcete pocet ruznych cykli kompletniho grafu K,,. Vrcholy grafu rozlisujeme ohodnocenim.

3.4.12.  Urcete pocet riznych cykli kompletniho bipartitniho grafu K,, ,. Vrcholy grafu rozlisujeme ohod-
nocenim.

3.4.13. Urcete pocet ruznych sudych podgrafi kompletniho grafu K,. Vrcholy rozlisujeme ohodnocenim.

Gustav Robert Kirchhoff (12. bfezen 1824 — 17. fijna 1887)

Gustav Robert Kirchhoff byl némecky fyzik, ktery zasadni mérou prispél k pochopeni elektrickych obvodd,
spektroskopie a zafeni tzv. ¢erného télesa. Znam je predevsim diky popisu elektrickych obvodt. Pro obvody
zformuloval dvé rovnosti (zékon zachovani nadboje a zdkon zachovani energie v elektrickém obvodu), kterym
se dnes fik4 Kirchhoffovy zékony.

Obrazek 3.19.: Gustav Robert Kirchhoff.

Kirchhoff se narodil v roce 1824 v Krélovci (Konigsbergu) ve vychodnim Prusku. Roku 1847 vystudoval
Albertovu univerzitu v Kralovci, kde jiz béhem studii formuloval své zédkony elektrickych obvodu. Po stu-
diich se ozenil a pfestéhoval do Berlina, kde pracoval na Berlinské univerzité a od roku 1854 na Univerzité
v Heidelbergu.

Mezi jeho vyznamné vysledky patii fyzikalni popis zafeni cerného télesa vcetné formalniho dikazu.
Kirchhoff je i autorem samotného pojmu ,zaieni ¢erného télesa“. Vypocital, ze rychlosti elektrického signalu
v dokonalém vodiéi je rovna rychlosti svétla. Spolu s Robertem Bunsenem objevil zdkladni prvky cesium
arubidium. Vyznamné se podilel na rozvoji spektroskopie, spektralni analyzy a optiky, kdy peclivim fesenim
Maxwellovych rovnic poskytl teoreticky zaklad pro Huygenstuv princip popisujici $ifeni vinéni a soucasné
tento princip zpresnil.

Zemfel v roce 1887 a je pochovan Schoneberském hibitové v Berliné.

Odkazy:

P en.wikipedla.org/wikil/Gustav_Kircnho.

pttp://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/i1d.php7i1d=4696d

pttp://cs.wikipedia.org/wiki/Kirchhoffovy_zakony

ttp://en.wikipedia.org/wiki/Kirchhoff’s_circuit_law
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Kapitola 4. Izomorfismus grafi

4.1. Pojem izomorfismu

Pracujeme-li s n&jakym grafem, je obvykle jedno, zda je graf oznaceny G, R nebo tieba @. Diilezité je, jakou
ma graf strukturu a zda dva grafy maji nebo nemaji stejnou strukturu. Pojem mit ,stejnou strukturu®
chapeme tak, Ze z jednoho grafu dostaneme druhy jen pfeznacenim vrcholi. Nasledujici definice je formalnim
popisem zminéného pristupu.

Definice Grafy G a H se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje bijekce ¢ : V(G) — V(H) takova, ze kazdé
dva vrcholy u,v € V(@) jsou sousedni pravé tehdy, kdyz jsou sousedni vrcholy ¢(u), p(v) € V(H). Piseme
G ~ H. Zobrazeni ¢ se nazyva izomorfismus.

Jestlize zadny izomorfismus grafu G a H neexistuje, grafy G a H nejsou izomorfni a piseme G % H.

Formélné mtizeme zachovani sousednosti vzorii a obrazi v izomorfismu ¢ : V(G) — V(H) stru¢né zapsat
Vu,v € V(G) : uwv € E(G) & p(u)p(v) € E(H). (8)

Izomorfismus je tedy relace (vztah) mezi néjakou dvojici grafi G a H. Grafy G a H bud izomorfni jsou nebo
nejsou. Izomorfni grafy se nékdy znacéii G = H nebo G ~ H, neizomorfni grafy G % H nebo G # H. Pojem
izomorfismu grafii je zaveden (podobné jako izomorfismus jinych objektt) proto, abychom mohli zkoumat
strukturu bez zavislosti na jejim oznaceni nebo pojmenovani. Dva rizné grafy jsou izomorfni, jestlize maji
stejnou strukturu, tj. existuje néjaky izomorfismus. V opacném pripadé se grafy nazyvaji neizomorfni.

T¥idy izomorfnich grafa
Izomorfismus ¢ dvou grafii, tak jak je zaveden v definici na za¢atku kapitoly, mtizeme vyuzit k sestaveni relace
ekvivalence na t¥idé vSech grafi. Dva grafy G a H jsou v relaci ~ pravé tehdy, kdyz existuje izomorfismus
@ grafy G a H jsou izomorfni. Dukaz, Zze ~ je relaci ekvivalence, je ponechan jako Cviceni I 121 Znaceni
G ~ H i terminologie, kdy fikame, ze ,grafy G a H jsou spolu izomorfni“, vychazi pravé z relace ~.
Pro konkrétni dvojici grafii vSak vZdy mame na mysli existenci (pfipadné neexistenci) pfislusné bijekce mezi
vrcholovymi mnoZinami, kterd zachovava vlastnost [8]

To znamend, Ze tvrzeni, které plati pro né&jaky graf muzeme stejné vyslovit i pro jakykoliv jiny graf
ze stejné tiidy ekvivalence (Obrazek ). Pojem ,graf miizeme proto interpretovat také jako celou tiidu
ekvivalence. Kazdy prvek této tfidy je uspofadand dvojice mnoziny vrcholti a mnoziny hran.

Nutné podminky izomorfismu
Nésledujici tvrzeni ukazuji, Zze dva izomorfni grafy nerozli§ime pomoci zZadné z uvedenych vlastnosti.

Obrazek 4.1.: Tridy grafi.
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Véta 4.1. Méjme grafy G a H. Oznacémen = |V(G)| am = |V (H)|. Jestlize G ~ H a ¢ je izomorfismus
v : V(G) = V(H), tak potom

(i) n=m,
(i) pro kazdy vrchol v € V(G) plati degq(v) = degy(p(v)),
(iii) plati (g1,92,---,9n) = (h1,ha, ... h), kde (91,92, -+, gn) a (h1,ha, ..., hy) jsou nerostouci stupriové
posloupnosti grafi G a H,
(v) grafy G a H maji stejny pocet hran,
(v) pro kazdy podgraf N grafu G existuje takovy podgraf M grafu H, Ze N ~ M.

Dikaz. Dokazeme postupné vSechna tvrzeni.

(@) Protoze se zabyvame koneénymi neprazdnymi grafy, tak rovnost n = m je rovnosti dvou pfirozenych
¢isel. Izomorfismus ¢ je bijekce, a proto kazdému vrcholu v grafu G existuje pravé jeden vrchol v grafu H
(a naopak). To znamend, Zze n = m plyne z rovnosti velikosti mnozin |V(G)| = |V (H)|.

(@) Vezméme libovolny vrchol v € V/(G). Oznaéme vy, vz, . . ., Vdeg(v) VSechny sousedy vrcholu v v grafu G
& Udeg(v)+1> Vdeg(v)+2> - - - » Un—1 zbyvajici vrcholy v G, které nejsou sousedni s v. Z definice izomorfismu ¢
vime, ze pravé vrcholy p(v1), 0(v2), ..., ©(Vdeg(v)) jsou sousedni s p(v) v grafu H a navic zbyvajici vrcholy
©(Vdeg(v)+1)> P(Vdeg(v)+2)s - - - » ©(Vn—1) nejsou v grafu H s vrcholem ¢(v) sousedni. Z definice stupné vrcholu
je proto degg (v) — degyy (p(v)).

(@) Je-li (g1,92,-..,9,) nerostouci stupiiovd posloupnost grafu G, tak podle jiz dokdzaného bodu (@)
vime, ze n = m a navic podle (@) vime, Ze deg(v) = degy (¢w(v)) pro vSechny vrcholy v € V(G). Proto je-li
(9192, -, gn) = (degg(v1), degg(va), ., deges(v)), tak (degyy(@(vn)), degr (p(v2)), .., degyy(p(vn)) =
= (h1,ha, ..., hy) je stejnd nerostouci grafovd posloupnost.

(@) S vyuzitim principu sudosti a pravé dokdzaného bodu (i) je

1
(hi+he+-+hp)=(g1+92+- +gn) = |EG).

B()| = :

N

(@m) Mgéjme né&jaky podgraf N grafu G. Podgraf M grafu H sestavime tak, ze V(M) = {¢(v) : v € V(N)}
a E(M) = {¢(uwv) : wv € E(N)}. Ze uvedené hrany v grafu H existuji plyne z definice izomorfismu ¢,
nebot uv € E(G) < p(u)p(v) € E(H). Abychom ukédzali, ze M ~ N, sta¢i vzit izomorfismus ¢’, ktery je
restrikcil? izomorfismu ¢ na mnozinu V(N). O

Vsimnéte si, v8echny body (@)—(@m) jsou nutné podminky pro izomorfismus danych dvou grafi G a H,
ale ani jeden z bodd neni podminkou postacujici. Napiiklad pro n > 2 (grafy na alespoii dvou vrcholech)
maji grafy G = K,, a H = nK; stejny pocet vrcholi n, avsak G a H nejsou izomorfni. Proto podminka
v bodu (@) neni postacujici, aby dva grafy byly izomorfni.

Grafy G = P, a H = K; ,—1 maji pro n > 4 stejny pocet hran i vrcholt, jisté ale nejsou izomorfni.
Proto ani podminka v bodu (@) neni postacujici, aby dva grafy byly izomorfni.

Podobné pro n > 6 maji grafy G = C,, a H = C35 U C,,_3 stejnou stupiiovou posloupnost (2,2,...,2),
avSak nejsou izomorfni. Ani podminky v bodech (@) a (&) nejsou postacujici. Grafy G = C,, a H =
= (3 U C,_3 spliuji dokonce vSechny body (I)—(&@), a pfitom nejsou izomorfni, protoze G je a H neni
souvisly. A koneéné ani podminka v bodu (m) neni postacujici, aby dva grafy G a H byly izomorfni. Najit
protipiiklad neni obtizné.

Otazka: Jak vypadd piiklad takovych grafi G a H, které spliiuji podminku (@) ve Vété 1, ale nejsou
izomorfni?

O rozhodovani, zda dané dva grafy jsou izomorfni
Pro malé grafy miizeme zpravidla snadno rozhodnout, zda jsou izomorfni nebo ne. Pro vétsi grafy (staci
i méné nez 20 vrchola!) vSak rozhodnout na prvni pohled o izomorfismu nemusi byt snadné, zejména pokud
dané grafy jsou rtizné nakreslené a snadno ovétitelné podminky (@)—(&@) ve Vété B jsou splnény. Ukazuje
se, Ze v obecném piipadé neni snadné rozhodnout, zda dané dva grafy jsou nebo nejsou izomorfni, protoze
zadny univerzalni a rychly algoritmus neni znam. Jsou vSak znamy univerzalni algoritmy, které nejsou rychlé
a také rychlé algoritmy, které nejsou univerzalni, tj. funguji jen pro urcité tridy grafi.

Nasledujici véta sice udava nutnou a postacujici podminku pro to, aby dané dva grafy byly izomorfni,
vSimnéte si ale, ze jeji praktické pouziti pro rozpoznani izomorfnich grafi je diskutabilni. Prevadi totiz

19 Restrikce je nadefinovana na strané [3A.
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otézku existence izomorfismu dvou grafii na otdzku existence izomorfismu sice mensich, ale mnoha ruznych
grafi. Na druhou stranu podle Véty = vime, Ze pokud dva grafy nejsou izomorfni, tak musi existovat
néjaky podgraf jednoho grafu, ktery neni podgrafem druhého grafu.

Véta 4.2. (Konecné) grafy G a H jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz pro kazdy podgraf N grafu G existuje
podgraf M grafu H takovy, Ze M ~ N, a pro kaZdy podgraf M grafu H existuje podgraf N grafu G takovy,
ze N~ M.

Diikaz.

»,2= Diukaz prvni implikace je snadny. Je-li ¢ izomorfismus mezi G a H, tak pro libovolny podgraf N
grafu G sestavime podgraf M grafu H tak, ze M = ({¢() : v € V(N)} {pw)pw) : wv € E(N)}).
A protoZe ¢ je bijekce, tak inverzni zobrazeni ¢! je také izomorfismus a pro kazdy podgraf M grafu H
najdeme izomorfni podgraf N grafu G stejné jako pro .

»<=“  Staci si uvédomit, ze za podgraf N muzeme vzit cely graf G. Protoze pracujeme s koneénymi grafy,
tak |[V(G)| < |V(H)| a z opa¢né implikace vyjde |V (H)| < |V(G)|, a proto mizeme piedpokladat, Ze oba
grafy maji stejny pocet vrcholu |V (G)| = |V (H)| = n.

Podle pfedpokladu existuje takovy podgraf M grafu H, 7e G ~ M pfi izomorfismu ¢ : V(G) — V(M).
Vzhledem k izomorfismu ¢ mtzeme piedpokladat, ze G je podgrafem grafu H, tj. kazd4 hrana grafu G lezi
v H. Podobné dostaneme, ze H je podgrafem grafu G, tedy neexistuje hrana grafu H, ktera by nebyla
v grafu G. Dostavame tak, ze zobrazeni ¢ je nejen izomorfismus mezi G a M, ale dokonce izomorfismus
¢ : V(G) = V(H), protoze uv € E(G) < ¢(u)p(v) € E(H). O

Pfedchozi tvrzeni jsme ukazali pro konetné grafy (podle tmluvy se zabyvame jen koneénymi grafy).
Pro nekonecné grafy nemuzeme pouzit argument o stejném poctu vrcholl, a proto pro nekonecné grafy
tvrzeni Véty 2 nemusi platit.

Otazka: Najdete takové dva nekonecné grafy G a H, které spliuji predpoklady Véty B tykajici se
existence podgraft M a N, a ptitom GG a H nejsou izomorfni?

Pro nékteré t¥idy grafii (napfiklad pro stromy) existuji algoritmy, které umi o izomorfismu dvou grafi
z dané t¥idy rozhodnout v case, ktery roste v zavislosti na velikosti grafu pomalu (polynomialné s malym
stupném polynomu). V obecném pfipadé

1) ovéfime nutné podminky (@)—(m) Véty O (podminku (@) neovéfujeme pro viechny podgrafy, ale podle
intuice pro vhodné podgrafy),

2) pokusime se najit izomorfismus, pfipadné systematickym probranim vSech moZnosti ukdzeme, zZe izo-
morfismus neexistuje.

Vsimnéte si, ze uzitim Véty 10 je snadné izomorfismus dvou graft vyvratit nikoli dokazat. Pokud
k nékteré z podminek (@)—(m) najdeme protipiiklad, tak vime, ze dané dva grafy nejsou izomorfni. Naproti
tomu najit izomorfismus nemusi byt snadné, protoze existuje n! riznych bijekci ¢ : V(G) — V(H). Tento
pocet muze byt pro konkrétni dvojici grafi G a H vyrazné mensi, ale pro kazdou bijekci je potfeba ovérit
podminku Ve € E(G) : e € E(G) < ¢(e) € E(H).

Priklad 4.1. Rozhodnéte, zda dva grafy na Obrazku B2 jsou nebo nejsou izomorfni.

Obrazek 4.2.: Grafy G a H.
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Snadno ovéfime, ze grafy G a H spliiuji podminky (#)— (&) ve Vété 1 Oba maji 14 vrchold, jsou 3-pravidelné
a maji proto 21 hran. Naproti tomu graf H obsahuje cyklus C7 jako podgraf, ale graf G neobsahuje podle
Véty Bl zadny lichy cyklus, protoze je bipartitni. Grafy G a H proto nejsou izomorfni. v

Pocéet neizomorfnich grafu
V kapitole B0 jsme ukézali, Ze pokud rozli$ujeme jednotlivé vrcholy, tak kompletni graf K,, ma n" 2 koster.
Na strané B jsme ukazali, jak spocitat pocet koster obecného grafu, pokud rozliSujeme vrcholy. Je pfirozené
se ptat, kolik neizomorfnich koster ma K,. Odpovida to situaci, kdy nerozlisujeme vrcholy, coz je slozitéjsi
otazka.

Dalsi pfirozena otazka je, kolik existuje neizomorfnich grafti s n vrcholy. Pocet neizomorfnich grafi s n
pfipadné odhady. Tabulka B0 shrnuje pocet riznych neizomorfnich a riznych souvislych neizomorfnich
grafii s malym poctem vrcholi.

n 21314 |5 6 7 8 9 10 11 12
neizomorfni grafy |2 (4 |11 |34 |156 | 1044 |12346 |274668 | 12005168 |1018997864 | 165091172592
z toho souvislé 1126 |21 |112 | 853 |11117 |261080 | 11716571 | 1006700565 | 164059830476

Tabulka 4.1.: Pocty neizomorfnich grafi s n vrcholy.

Presny vypocet poc¢tu neizomorfnich grafti s n vrcholy je obtizny. Pocitani neizomorfnich grafi se
vénujeme na strané 77, odhadim na strané 3. .

Poznamka 4.1. Pfirtiznych nakreslenich grafu je kazdému vrcholu pfifazen bod v roviné, coz je informace,
kterd neni zahrnuta ve struktufe grafu (V, E). Proto pro riizné nakreslené grafy mtizeme dostat rtizné tvrzen,
kterd souvisi s nakreslenim grafu (napiiklad pocet k¥iZzeni hran). Tématu kresleni graft se se budeme vénovat
v kapitole @

Cviceni
4.1.1.9 Ukaste, Ze grafy na Obrdizku B3] nejsou izomorfni.

Obrazek 4.3.: Grafy G a H na trindcti vrcholech.

4.1.2.  Rozhodnete, které grafy na Obrdazku B2 jsou izomorfni.

Gl G2 G3 G4
Obrdzek 4.4.: Pravidelné grafy Gy, G, Gs a G4 na Sesti vrcholech.

4.1.8.  Rozhodneéte, které z ndsledujicich grafi jsou izomorfni:
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G1 GQ Gg G4
Obrazek 4.5.: Grafy G1, Go, G3 a Gy.

4.1.4. Rozhodnéte, které grafy na Obrazku B20] jsou izomorfni.

G 1 G?, G4

Obrdzek 4.6.: Pravidelné grafy G1, Ga, Gs a G4 na deseti vrcholech.

4.1.5. Necht'T, aT)
T, ~T/

n-*

jsou dva stromy s n vrcholy pro které plati A(T,,) = A(T)) = n—2. UkaZte, Ze potom

4.1.6.  Dokazte Ze pro libovolné n > 6 existuji vidy presné tri neizomorfni stromy T,, takové, zZe A(T,,) =
=n—-3.

é].’l:? Dokazte nebo vyvratte ndsledugjici tvrzeni: Grafy G a H jsou izomorfni prdvé tehdy kdyz jsou grafy
G a H izomorfni.

4.1.8.  Ukazte, Ze existuje 11 navzdjem neizomorfnich grafi na ctyrech vrcholech.
4.1.9.  Ukazte, ze kazdy graf G s n vrcholy je izomorfni néjakému podgrafu K, .

4.1.10.  Necht T,, je libovolny strom s n vrcholy a G je libovolny graf takovy, Ze 6(G) > n — 1. UkaZte, Ze
potom G md podgraf, izomorfni s T,.

4.1.11.  Ukazte, Ze a) pokud v predchozim Cviceni eII0] bude 6(G) = n — 2, tak tvrzeni nemusi platit, a
b) pokud misto T,, vezmeme libovolny graf s alespon jednim cyklem, tak tvrzeni nemust platit.

4.1.12.  Ukazte, Ze relace ~ zavedend na strané @A je relaci ekvivalence na tridé vsech grafi.

4.1.13.%*Najdéte co nejuétsi tridu navzdjem neizomorfnich grafi s n vrcholy vy, va, ..., v,. TrFida by méla
obsahovat alespori 28" riznyjch grafi pro néjaké k € QF, kde k > 0.

4.1.14. Najdéte piiklad grafi G a H, které spliuji podminky 0)—(m) ve Vété 11, ale nejsou izomorfni.
Ndpovéda: hledan€ grafy nejsou konecné.

4.1.15.  Ezistuje vice neizomorfnich grafi se stupriovou posloupnosti (1,1,2,3,4,4,5,5,5,6) nebo grafi se
stupriovou posloupnosti (3,4,4,4,5,5,6,7,8,8)¢

4.2. Automorfismus grafa

Kazdy graf je trividlné izomorfni sdm se sebou. Za izomorfismus miizeme vzit identické zobrazeni ¢ : V(G) —
V(G). Takovy izomorfismus nemusi byt jediny, napiiklad Petersentiv graf ma 120 riznych izomorfismi
na sebe (Cviceni I-ZTA).

Definice Kazdy izomorfismus ¢ : V(G) — V(G) se nazyva automorfismus grafu G.
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Graf H na Obrazku 20 méa kromé trividlniho automorfismu ¢ napiiklad také automorfismus ¢, ve kte-
rém se zobrazi ¢(v1) = v3, Y(v2) = v4, P(v3) = v1, Y(vs) = V2, @(v10) = V11, Y(v11) = V10 & zbyvajici
vrcholy na sebe. Naproti tomu graf G ma pouze trividlni automorfismus (pro¢?). Trividlném automorfis-
mem ¢ rozumime identické zobrazeni ¢ : V(G) — V(G), kde Vv € V : 1(v) = v.

Vg
V3 V4 (%}
(%1 (%) Vs U7 V11
U5 U7
V10
Vg
U3 V4 U1 V2 Ve

Obrézek 4.7.: Graf G s jedinym automorfismem a graf H s vice automorfismy.

Cim vice je graf ,symetricky“, tim vice mé automorfismi. Podcet rfiznjch automorfismfi grafu tak
mizeme chépat jako mirou ,symetrie“ grafu. Kompletni graf K, ma n! automorfismi (vSechny mozné
automorfismy), cyklus C;, mé 2n automorfismu.

’Z N Ja. '(t" .S()U \'g(“(' 11y gra .V S N vrcnoly, K Hl"é ma i )I‘Ei‘\'é \'Se(f 1 7. automor .Sllll‘yl‘.
Otazka: Jaké : hny grafs holy, kt , h n! automorfisma?

Protoze slozenim dvou automorfismii 7 a @o grafu G dostaneme zobrazeni @5 0 1 : G — G, které je
opét automorfismem grafu G (slozenim bijekei dostaneme bijekci a definice izomorfismu zistane splnéna),
protoze identita je také automorfismus, a protoze inverzni zobrazeni k automorfismu je opét automorfismus,
tak snadno nahlédneme, Ze mnozina vSech automorfismu @ libovolného grafu G tvoii grupu s operaci skladani
zobrazeni o. Tato grupa Aut(G) = (®,0) se nazyva grupa automorfismi daného grafu G. ZjednoduSens
muzeme Fici, ze ¢im bohatsi je grupa automorfismu, tim ,symetri¢téjsi“ je graf a naopak.

Grafy s malym poétem automorfismu

Grafy, které maji pouze trividlni automorfismus ¢ se nazyvaji strnulé grafy, pfipadné asymetrické grafy.
Trivialni graf je strnuly, ma pouze trividlni automorfismus ¢, dale pro kazdé n > 6 (Cvic¢eni EZIM) je moZno
najit strnuly graf. Napftiklad pro n > 7 staci vzit cestu P,_; s vrcholy vi,vs,...,v,_1 a pridat vrchol v,
a hranu vzv, (Obrazek ICX). Vysledny graf je jisté strnuly, protoze cesta P,_; mé pro n > 7 pouze dva
automorfismy (oba listy se musi zobrazit na listy). Pfidanim vrcholu v, jsme zvysili stupeni vrcholu vs,
zatimco stupen vrcholu v, _3 ztstal 2. Tim jsme zajistili, Ze vz se musi zobrazit na sebe, v,, se v libovolném
automorfismu musi zobrazit na v,, (jediny jeho soused je stupné 3) a vs se musi zobrazit na vy, protoze to je
jediny vrchol, ktery ma jednoho souseda stupné 3 a druhého souseda stupné 1. Podobné se vynuti obrazy
zbyvajicich vrcholi a vysledny strom T, je strnuly.

Un

V1 V2 U3 Vg4 Un—3 Un-2 Un-1
Obrézek 4.8.: Strnuly strom T,, pron > 7.

Priklad 4.2. PopiSte grupu automorfismu cesty P,.
Je-li cesta P, trividlni, ma jediny automorfismus. Grupa automorfisma je trivialni.

Netrivialni cesta mé praveé dva vrcholy stupné 1, ozna¢me je v; a v,. V kazdém automorfismu se podle
Véty 1 vrchol stupné 1 musi zobrazit na vrchol stupné 1, tj. vrchol v; se musi zobrazit na vrchol vy
nebo v,,. Obraz (jediného) sousedniho vrcholu vy je pak urcen jednoznalné a stejné i obraz kazdého dalsiho

vrcholu v;, @ = 3,4,...,n. Netrividlni cesta P, ma pravé dva automorfismy a grupou automorfismu je
(jedind) grupa fadu 2. Oznacéime-li identicky automorfismus 0 a netrividlni automorfismus 1, tak tabulka
grupy automorfismt odpovida grupé (Zs,+). v

Grafy s velkym poctem automorfismu

Na druhé strané spektra co do poc¢tu automorfismu jsou grafy, které maji bohatou grupu automorfismi,
napftiklad kompletni grafy, kompletni bipartitni grafy a hyperkrychle. Pti feSeni problémi na grafech se nékdy
nevyhneme probrani velkého poc¢tu moznosti, které je tfeba vysetfit. Ma-li graf velky pocet automorfismi,
muze se obvykle vyznamnym zptsobem snizit pocet piipadi, které je tfeba vysetrit, nebot vime, ze zbyvajici
pripady budou odpovidat izomorfni instanci grafu.
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Definice Graf G se nazyva vrcholové tranzitivni, jestlize pro libovolné dva vrcholy u,v € V(G) existuje
takovy automorfismus ¢ grafu G, ze p(u) = v. Podobné se graf G nazyva hranové tranzitivni, jestlize
pro libovolné dvé hrany xy, uv € E(G) existuje v grafu G takovy automorfismus ¢, ze {p(x), p(y)} = {u,v}.

Napriklad kompletni grafy K,, hyperkrychle @, nebo Petersentv graf jsou vrcholové i hranové tranzi-
tivni.

Vrcholové tranzitivni grafy maji okoli kazdého vrcholu stejné, lokdlné neni mozné rozlisit, se kterym
vrcholem pracujeme. V hranové tranzitivnich grafech sice kazda hrana mize byt v néjakém automorfismu
zobrazena na jinou hranu, ale oba koncové vrcholy kazdé hrany mohou byt odlisné. Kompletni bipartitni
graf K,, , pro m # n je hranové tranzitivni, ale neni vrcholové tranzitivni (pro¢?). Otézka nalezeni grafu,
ktery je vrcholové tranzitivni, ale neni hranové tranzitivni je ponechana jako Cviceni 2T

Piiklad 4.3. Popiste grupu automorfismi kompletniho grafu K.

Kompletni graf K,, obsahuje kazdou hranu a kazdy vrchol je mozno zobrazit na kazdy vrchol. Kazda bijekce
vrcholové mnoziny je automorfismem, proto grupa automorfismi je symetrickd grupa (.S, o) vSech permutaci
n-prvkové mnoziny. v

Cviceni
4.2.1.  Ukazte, Ze vrcholové tranzitivni graf must byt pravidelny. Plati, Ze hranové tranzitivni graf musi byt
pravidelny ?

4.2.2.  Naleznéte netrividlni automorfismus grafu H z Obrdzku B0, ktery je rizny od automorfismu uvede-
ného v textu na strané IID.

4.2.8.  Kolik automorfismd md graf a) Cp,; b) Py; ¢) Ky n;  d)*hyperkrychle Q,, ?

4.2.4. Necht G ~ H a necht existuje k riznijch izomorfismi z G do H. Co miZeme vici o pocétu automor-
fismi grafu G ?

4.2.5.  Najdéte nejmené tri nekonecné tiidy a) vrcholové tranzitivnich grafi  b) hranové tranzitivnich grafi.

4.2.6.  Urcete rozsah mozného poctu ruznych automorfismi vrcholové tranzitivniho grafu s n vrcholy.
4.2.7.  Ukazte, Ze je-li graf G strnulyj, tak potom i G je strnuly graf.
4.2.8.  Ukaste, Ze je-li graf G vrcholové tranzitivni, tak potom i G je vrcholové tranzitivni.

4.2.9. Plati, e je-li graf G hranové tranzitivni, tak potom i G je hranové tranzitivni? Pokud ano, dokazte
a pokud ne, najdéte protipriklad.

4.2.10. Najdete nejmensi netrivialni graf a nejmensi netrividlni strom, ktery md pouze trividlni automor-
fismus. Ukazte, Ze nalezeny priklad je nejmenst.

4.2.11.  Kolik automorfismi maji viechny grafy na cétyrech vrcholech. Ceho si miZeme vsimnout, abychom
uSetrili polovinu prace?

4.2.12.  Najdeéte priklad netrividlniho grafu, ktery je pravidelny, ale neni vrcholové tranzitivni.

4.2.13.  Je graf na Obrdzku I29] a) vrcholové tranzitivni? b) hranové tranzitivni?

Obrdzek 4.9.: 3-pravidelny graf G.
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Obrazek 4.10.: Petersenuv graf.

4.2.14.% Ukazte, Ze Petersentv graf (Obrazek B-I0]) md presné 120 automorfismi.
4.2.15.  Najdéte priklad grafu, ktery md prdaveé k automorfismi pro libovolné k € N.

4.2.16.° Najdéte graf, ktery je hranové tranzitivni, ale neni vrcholové tranzitivni. Pokud takovy graf neexis-
tuje, peclivé zduvodneéte.

4.2.17.  Najdéte graf, ktery je vrcholové tranzitivni, ale neni hranové tranzitivni. Pokud takovy graf neexis-
tuge, peclive zdiuvodneéte.

4.2.18.% Najdeéte priklad strnulého 3-pravidelného grafu na dvandcti vrcholech.
4.2.19.  Jakd je nejmenst stuper netrividlniho pravidelného strnulého grafu?
4.2.20. Ukaste, Ze graf G a jeho doplnék G maji stejnou grupu automorfismaii.

4.2.21.  Ukazte, Ze hranove tranzitivni graf bez izolovanych, ktery neni vrcholové tranzitivni, musi byt bi-
partitni. Takovgm grafim se Tikd (semi-symetrické).

4.2.22.° Pro¢ ve Cuiceni IZZI] pozadujeme, aby graf nemél izolované vrcholy?
4.2.28.  Ukazte, Ze graf, ktery je hranové tranzitivni a nent vrcholové tranzitivni, musi byt bipartitni.

4.2.24.° Popiste grupu automorfismi. grafu C,,.

4.3. Doplitkova témata

Vypocetni sloZitost algoritmu

Mgjme néjakou kladnou funkei g(n) : N — N. Pfedpoklddejme, Ze hodnota funkce g(n) vyjadiuje odhad po-
¢tu krokt néjakého algoritmu v zavislosti na velikosti vstupu, ktery je ddn proménnou n. Symbolem O(g(n))
rozumime takovou mnozinu nezipornych funkci f(n), pro které existuji kladné konstanty ¢ a ng tak, zZe
pro vSechna pfirozena ¢isla n > ng plati 0 < f(n) < c¢- g(n). Jestlize fekneme, Ze algoritmus mé sloZitost
O(g(n)), tak tim chceme vyjadfit, Ze pocet krokt (zakladnich operaci) algoritmu, a tedy i doba béhu algo-
ritmu, poroste stejné jako roste funkce g(n) v zavislosti na velikosti vstupu n. Pfesny pocet krokti nebo doba
béhu pak zévisi (aZ na néjaky konstantni nasobek) na konkrétni implementaci nebo architektufe, pfipadné
na taktu pouzitého procesoru.

Obecné, algoritmy s polynomialni slozitosti povazujeme za vhodnéjsi pro feseni praktickych problémi,
idealné pokud je slozitost kubicka, kvadraticka, ¢i dokonce linearni. Naproti tomu algoritmy, jejichz slozZitost
je déna exponencidlni funkci zpravidla (v zavislosti na zakladu a konkrétnim vstupu) vyzaduji pfili§ mnoho
kroki, nez abychom je mohli pro velké grafy pouzit pro vyfeseni problému.

Izomorfismus stromu

Jestlize mame dva obecné grafy G a H, tak rozhodnout, zda jsou G a H izomorfni, je vypocetné narocna
uloha. Zejména, pokud oba grafy spliuji nutné podminky popsané ve Vété 10 Obecné je potieba pro ovéreni
izomorfismu svou graftit G, H s n vrcholy provéfit vSech n! moznych bijekei f : V(G) — V(H), zda spliiuji
podminku zachovani sousednosti uv € E(G) < f(u)f(v) € E(H).
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Neni tézké si uvédomit, ze funkce slozitosti O(n!) roste rychleji, nez funkce exponencidlni slozitosti
O(2™). Staci porovnat

nl=1-2-3-4---n
2" —-9.9.2.9...9

Pro n > 5 muZeme dokonce psat

Onl)~1-2-3-4.5---5>2.2.2.2.2...2~ 0(2")
24 5n—4 16 on—4

Pfi hledani izomorfismu miZeme mit Stésti a na vhodny izomorfismus narazit rychle, avsak pro vyvraceni
izomorfismu dvou pravidelnych grafii s 10 vrcholy je potfeba provérit 10! = 3628 800 rtznych bijekci, zatimco
pro grafy se 100 vrcholy je takovych bijekei jiz vice nez 9,3 - 10157,

Stromy jsou velmi specifické grafové struktury. Acykli¢nost stromti umozni navrhnou algoritmy, které
kazdému stromu piifadi néjaky jednoznac¢né uréeny kéd a porovnani kédu dvou stromu pak muzeme ihned
rozhodnout o tom, zda jsou, nebo nejsou izomorfni. Napriklad v ramci predmétu ,,Diskrétni matematika®
bakalaiského studia probirame jeden takovy polynomialni algoritmus, jehoz slozitost roste jen s tfeti mocnou
poc¢tu vrcholi. Provéfeni izomorfismu dvou stromi s 10 vrcholy staci algoritmus fadové s 1000k operacemi
(pro n&jakou vhodnou konstantu k, kterd zavisi na konkrétni implementaci) a pro stromy se 100 vrcholy
vystacéi tento algoritmus Ffadoveé s 1000000k operacemi. Pii feSeni praktickych problémt se vzdy snazime
mit na paméti algoritmickou slozitost feseni.

Odhady poctu neizomorfnich grafa
Urceni presného poctu neizomorfnich grafi s danym poctem vrchold je pracné. Naproti tomu jednoduse
miizeme udélat odhad takového poctu.

Oznacime-li p(n) pocet neizomorfnich grafi s n vrcholy, tak p(n) jisté neni vétsi nez 2(3), coz je pocet
vSech rtznych grafa s n vrcholy. Proto plati

p(n) <20,
Naproti tomu podle definice izomorfismu nemtize s n vrcholy byt vice neZ n! navzdjem izomorfnich grafu,

protoZe na n-prvkové mnoziné existuje nejvyse n! bijekci (a tedy i potencidlnich izomorfismti). Proto jisté
plati

Oznacime horni odhad pye. = 2(3) a dolni odhad P, = Qn—z,) Ukazeme, ze tento odhad je sice hruby (i
asymptoticky), ale na logaritmické stupnici pfi zékladu 2 jsou obé funkce asymptoticky srovnatelné.
Pro velkd n je relativni chyba (pmaz (1) — Pmin(n)) /Pmin(n) velkd. Pfesnéji

_ ) (n)
lim Prae(t) = Poin(n) _ ) (p’"”(") _1> —dim [ 2 1) = lm (- 1) = oo

n—oo Pmin (n) n—oo

Avsak po zlogaritmovani pfi zékladu 2 (porovndme tak exponenty odhadl pras @ Prmin) & s vyuZitim n! < n”
dostaneme

lim logs (Prmaz (1)) — 10gs (Pmin(n)) _
n—00 10g2 (pmin (n)) n—0o0

(logQ(pnwg;(n))_1> i [ log22)

n—oo 2(;)

log,

n!

n n 1
g () < lim ¢-$—1 —m [ 1) =L -0
n—00 (g) — 10g2 n! n—00 (721) — n10g2 n oo n—oo \ 1 — logy n 1-0

Cayleyho grafy
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Cayleyho graf, nebo nékdy také Cayleyho barevny graf je zpravidla hranové obarveny orientovany graf
(digraf). Mé&jme grupu (G, o) a mnozinu prvka (generdtord) S, S C G. Sestavime graf G = (V, E) tak,
ze polozime V = G a kazdému prvku s € S pfifadime jinou barvu. Prvek s miZeme povazovat za barvu.
Z kazdého prvku g € V povede orientovana hrana do prvku g o s za kazdy prvek s € S. Takovy graf G
je orientovany, z kazdého vrcholu g, g € V, vede stejny pocet |S| hran, kazda hrana je jiné barvy s € S.
Souc¢asné do kazdého vrcholu g vede stejny pocet |S| hran S riiznych barev.

Definice Cayleyho grafu se v rtzné literatuie v nékolika ohledech lisi. Existuje vice variant, zejména
razna omezeni na prvky mnoziny S. Pokud do S nepatii neutralni prvek grupy, bude Cayleyho graf jedno-
duchy orientovany graf (digraf). Pokud je mnoZina S symetrickd, tj. s kazdym prvkem s, s € S, patii do S
také inverze s~!, tak miizeme povazovat Cayleyho graf za jednoduchy neorientovany graf.

Kazdy Cayleyho digraf je vrcholové tranzitivni, ale ne kazdy vrcholové tranzitivni graf je Cayleyho
grafem. Nejmensi priklad vrcholové tranzitivniho grafu, ktery neni Cayleyho grafem je Peterseniv graf
(Obrézek ECI0I).

Priklad 4.4. Sestavime Cayleyho graf dihedralni grupy (Das.4,0) se dvéma generdtory S = {Rgg, H }.

ProtoZe dihedralni grupa (Ds - 4,0) mé 8 prvkid, ma odpovidajici Cayleyho graf 8 vrchold. Oznac¢ime je
jako prvky grupy V = {Ro, Roo, Ris0, Ra70, H,V, E, F}, kde H odpovid4 zrcadleni podle vodorovné osy,
V' odpovida zrcadleni podle svislé osy, F' odpovida zrcadleni podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu a F
odpovida zrcadleni podle osy druhého a ¢tvrtého kvadrantu. Protoze mnozina generatoru S ma dva prvky,
bude pfichozi i odchozi stupen kazdého vrcholu 2. Cayleyho graf je na Obrazky 110 Hran odpovidajici
prvku Ryg jsou ¢ervené a hrany odpovidajici zrcadleni H jsou modré. v

Obrézek 4.11.: Nakresleni Cayleyho grafu grupy (Da.4,0) s generdtory Rgo, H.

Otazky:
e Mize kazdé grupé odpovidat néjaky Cayleyho graf?
e Je pevné zvolené grupé (G, o) Cayleyho graf pfifazeny jednozna¢né?
e Je kazdy graf Cayleyho grafem néjaké grupy?
e Je kazdy vrcholové tranzitivni graf Cayleyho grafem néjaké grupy?

Odkazy:

® pttps://en.wikipedia.org/wiki/Cayley_graph

® https://mathworld.wolfram.com/CayleyGraph.html]

Arthur Cayley (16. srpna 1821 — 26. ledna 1895)

Arthur Cayley byl vyznamnym Britskym matematikem, ktery se vénoval zejména otazkam algebry. Détstvi
stravil s rodici v Petrohradé, do Britanie se vratili, kdyz bylo Arthurovi osm let.

Jiz v sedmnacti letech nastoupil na Trinity College a ve dvaceti publikoval prvni védecké ¢lanky. Bé-
hem studii ziskal nékolik ocenéni a posléze i postgradudlni stipendium, takze mohl ve studiich pokracovat.
Nicméné na zivobyti si vydélaval ¢trnact let jako pravnik, specializoval se na pfevody vlastnickych prav
nemovitosti. Béhem této doby vSak intenzivné pokracoval ve studium matematiky a vydal vice nez 200
¢lank.
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Obrézek 4.12.: Arthur Cayley

Ve dvaactyficeti letech ziskal trvalé profesorské misto na Univerzité v Cambridge. Cayley je autorem
moderni definice grupy, vénoval se i algebraické geometrii ¢i eliptickym funkcim. Definice Cayleyho grafu
vychazi ze struktury Cayleyho véty v algebfe, ktera fikd, ze kazda koneénd grupa je izomorfni néjaké pod-
grupé grupy permutaci. Je autorem témér tisicovky odbornych publikaci, vénoval se editovani ¢asopisu i
sbornikd. Je po ném pojmenovano vice nez dvacet matematickych pojmi ¢i vét.

Odkazy:

® pttps://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley

® pttps://en.wikipedia.org/wiki/List_of_things_named_after_ Arthur_Cayley
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Kapitola 5. Vrcholova a hranova souvislost

Jestlize n&jaky graf reprezentuje komunikac¢ni sit, dopravni nebo i virtualni sit, je dtlezité védét, jak odolna
je takova sit vic¢i poruchdm, které mohou narusit komunikaci nebo transport v siti. Vypadky mohou byt
dvojiho druhu: porucha muZe nastat jednak v ramci kazdého spojeni, které odpovidéa hrané grafu, nebo v kii-
zovatkach /uzlech sité, které odpovidaji vrcholtim grafu. V této kapitole si ukdzeme, jak takovou souvislost
grafu méfit a Ze souvislost grafu je mozno popsat ¢iselnym parametrem.

9 o 5 5

< mv‘w

[ 7

bt

pS: Ry sl
RISESR

),

<4 v

Obréazek 5.1.: Elektrickd sit a dopravni sit (Eisenhoweriv systém ddlnic).

5.1. Mira souvislosti grafu

V kapitole 20 jsme zavedli pojem souvislosti grafu. Piestoze oba grafy na Obrazku BEZ21 jsou souvislé, tak
je intuitivné ziejmé, Ze kompletni graf vpravo je ,souvislejsi“. Po odebrani libovolné hrany bude graf K 7
jisté nesouvisly, nebot se jedna o strom. Naproti tomu dokonce po odebrani libovolnych péti hran zistane

graf K7 souvisly.

Obrézek 5.2.: Grafy K17 a K7.

Dle Obrazku B0 by se na prvni pohled mohlo zdat, ze vyssi nebo nizsi souvislost je urcena po¢tem hran
grafu nebo nejmensim stupném vrcholu v grafu. Neni to pravda. Napriklad grafy M a N na Obrazku 631
maji stejny pocet vrchold, jsou 3-pravidelné a podle principu sudosti (Véta TT) tak maji také stejny pocet
hran. Po odebrani libovolnych dvou vrcholu ztistane graf M souvisly, zatimco z grafu N staci odebrat jeden
(vhodné zvoleny) vrchol a dostaneme nesouvisly graf. Podobné po odebrani libovolnych dvou hran zlistane
graf M souvisly, zatimco odebranim jediné (vhodné zvolené) hrany z grafu N dostaneme nesouvisly graf.
Ukazeme, jak souvislost ,métit“. Zavedeme nékolik pojmi.

& _»

Obrézek 5.3.: Dva 3-pravidelné grafy M a N.
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Rezy
P1i zkoumani souvislosti budeme odebirat rizné mnoziny vrcholt a hran. Takovym mnozinam budeme fikat
fezy.

Definice Vrcholovy rez

Kazdou mnozinu vrcholi, jejimz vynechanim dostaneme z grafu GG nesouvisly graf, nazyvame vrcholovy ez
(strucné jen 7ez) grafu G. V souvislém grafu se vrcholovy fez, ktery obsahuje jediny vrchol, nazyva artikulace.
V nesouvislém grafu G je artikulaci kazdy vrchol, jehoz odebranim z grafu dostaneme graf s vétsim poctem
komponent.

Pojem artikulace pro nesouvislé grafy muZzeme vyslovit i jinak. Artikulaci je kazdy jednoprvkovy vrcholovy
fez néjaké komponenty grafu.

%

Obrazek 5.4.: Vrcholovy tez grafu G a artikulace grafu H.

Priklad 5.1. Prozkoumame vyznacené vrcholové fezy grafu na Obrazku B0
Tti Cervené vrcholy na Obrazku B0 vlevo tvoii vrcholovy fez grafu G. Odebranim vsech tii vrchola
dostaneme graf, ktery méa ¢tyfi komponenty.

Cerveny vrchol na Obrazku EZ] vpravo tvoii vrcholovy fez grafu H, ktery je artikulaci. Odebranim
tohoto vrcholu dostaneme graf, ktery ma dvé komponenty.

V grafu G vsak existuji i jiné vrcholové fezy. Napiiklad také vSechny bilé vrcholy tvori vrcholovy fez.
Jejich odebranim dostaneme graf, ktery ma dvé komponenty. v

Vsimnéte si, ze kdyz graf G obsahuje napfiklad dvé komponenty, tak odebranim vsech vrcholu jedné
komponenty dostaneme souvisly graf. Takovd mnozina vrcholi podle definice neni vrcholovym fezem. Jiné
mnoziny vrchold, po jejichz odebrani ztstane graf nesouvisly, vSak definici spliuji také.

Definice Hranovy fez

KaZdou mnozinu hran, jejimZz vynechanim dostaneme z grafu G nesouvisly graf, nazyvame hranovy ez
grafu G. V souvislém grafu se hranovy fez, ktery obsahuje jedinou hranu, nazyva most. V nesouvislém
grafu G je mostem kazda hrana, jejimz odebranim z grafu G dostaneme graf s vétsim poctem komponent.

G H
Obrazek 5.5.: Hranovy tez grafu G a most grafu H.

Priklad 5.2. Prozkouméme vyznacené hranové fezy grafu na Obrazku B3]
Tti ¢ervené hrany na Obrazku B vlevo tvori hranovy fez grafu G. Odebranim vsech tii hran dostaneme
graf, ktery ma dvé komponenty.

Cervena hrana na Obrazku B3] vpravo tvoii hranovy fez grafu H, ktery je mostem. Odebranim této
hrany dostaneme graf, ktery ma dvé komponenty.

V grafu G vsak opét existuje fada jinych hranovych fezi. Napriklad také vSechny cerné hrany tvori
hranovy fez. Jejich odebranim dostaneme graf, ktery ma dvé komponenty. v

Rezy, minimalni fezy a nejmensi fezy
Je dobré zduraznit, Ze i jiné nez nejmensi moZné mnoziny vrcholi (respektive hran, pokud zkouméame
hranové fezy), jejichZ odebranim ze souvislého nebo nesouvislého grafu dostaneme nesouvisly graf, definici
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spliiuji. Napiiklad mnozina vrcholi vyznacena v grafu na Obrazku B2 vlevo je vrcholovym fezem, tfebaze
by stacilo odebrat jen kterékoliv dva vyznacené vrcholy a dostali bychom nesouvisly graf. V daném grafu
najdeme dokonce fez obsahujici jediny vrchol, tj. v grafu G existuje artikulace. Samoziejmé takové vrcholové
Fezy, které obsahuji nejmensi mozny pocet vrcholl (resp. takové hranové fezy, které obsahuji nejmensi mozny
poéet hran) hraji vyznamnou roli. Ukazuji, jak ,odolna“ je souvislost daného grafu viéi odebiréni vrchola
¢i hran. Nejprve vSak musime pfipomenout, ze ,nejmensi fez“ a ,,minimalni fez*“ nejsou jedno a totéz.

Poznamka 5.1. Minimalni a nejmensi fez v grafu
V bézné feci obvykle nevnimame rozdil mezi pojmy minimdlni a nejmensi, pfipadné maximalni a nejvétsi (oba
pojmy jsme zavedli na strané B). V matematice naopak rozliSujeme, zda pracujeme s nejmensi mnozinou,
kdy mame obvykle na mysli velikost (pocet prvki) néjaké mnoziny, nebo s minimalni mnozinou, kdy danou
mnozinu porovnavame v inkluzi s jingmi mnozinami.

Napiiklad hranovy fez na Obrazku E@ vlevo je miniméalni, ale neni nejmensi, nebot odebranim jen jedné
z téchto dvou hran nedostaneme nesouvisly graf. Uprostfed je hranovy fez, ktery je minimélni i nejmensi
a hranovy fez na obrazku vpravo neni ani miniméalni ani nejmensi.

e T &

Obrazek 5.6.: Minimalni hranovy ez, minimdIni i nejmensi hranovy ez a obecny hranovy Tez.

Otazka: Existuje graf a néjaky jeho nejmensi fez, ktery neni minimalnim fezem?

Vrcholova souvislost
Nyni se zaméfime na odolnost grafu viéi odstranovani vrchold.

Definice Vrcholova souvislost

Vircholovd souvislost (strucéné jen souvislost) grafu G je takovy nejmensi pocet vrcholu, které je tieba z grafu G

vynechat, abychom dostali nesouvisly graf nebo trividlni graf. Vrcholovou souvislost grafu G znacime x(G).
Rekneme, Ze graf G je vrcholové k-souvisly (strucné k-souvisly) pro k € N, jestlize k < k(G). Nesouvisly

graf budeme povazovat za 0-souvisly.

Vsimnéte si, jaky je rozdil mezi pojmem vrcholové souvislosti grafu a pojmem vrcholové k-souvislosti
grafu. Vrcholova souvislost je ¢islo, které je kazdému grafu jednoznacné pfifazeno, zatimco vrcholova k-
souvislost je vlastnost, kterou graf bud mé nebo nemé. Oba pojmy jsou takto zavedené proto, aby odpovidaly
prirozenému ocekavani, ze napiiklad kazdy 7-souvisly graf je také 6-souvisly, 5-souvisly atd. Je-li vrcholova
souvislost grafu G rovna &islu k > 1, tak potom je G vrcholové k-souvisly, je ale také (k—1)-souvisly, (k—2)-
souvisly, ..., 1-souvisly. Naproti tomu vrcholovou souvislost grafu G bychom mohli definovat (v nékteré
literatuie je takto pojem vrcholové souvislosti definovany) jako nejvétsi ¢islo k takové, které k < |V(G)|
a pro které je graf G vrcholové k-souvisly. Pro netrividlni souvislé grafy plati, Ze vynechanim libovolnych
k — 1 vrcholi z k-souvislého grafu zistane vysledny graf souvisly.

Vsimnéte si, ze v kompletnim grafu zadny vrcholovy fez neexistuje a vrcholova souvislost je rovna
velikosti nejmensiho vrcholového fezu v grafu pouze pro nekompletni grafy. Vrcholova souvislost triviadlniho
grafu je 0. Avsak podle definice trividlni graf neni 0-souvisly, tato vlastnost pro trivialni graf neni definovana.

Priklad 5.3. Urc¢ime vrcholovou souvislost grafu G na Obrazku B2 vlevo a zjistime, pro jaka k je graf G
vrcholové k-souvisly.

Obrazek 5.7.: Graf G a jeho vrcholovy Tez.
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Graf G je souvisly, proto je vrcholové 1l-souvisly a plati x(G) > 1. Provéfenim vSech moznosti snadno
nahlédneme, ze odebranim jednoho libovolného vrcholu v ztstane graf G — v souvisly. Proto je graf G také
vrcholové 2-souvisly a plati k(G) > 2. Na Obréazku B2 vpravo vidime vrcholovy fez obsahujici dva ¢ervené
vrcholy. To znamend, Ze graf G neni vrcholové 3-souvisly a plati x(G) = 2. v

Hranova souvislost
Analogicky nas mizZe zajimat odolnost grafu vici odstrafiovani hran.

Definice Hranova souvislost
Hranovd souvislost grafu G je takovy nejmensi pocet hran, které je tfeba z grafu G vynechat, abychom
dostali nesouvisly graf nebo trividlni graf. Hranovou souvislost grafu G znacime «/'(G).

Rekneme, Ze graf G je hranové k-souvisly pro k € N, jestlize k < x’(G). Nesouvisly graf budeme
povazovat za hranoveé 0-souvisly.

Hranovou souvislost grafu G je muzeme opét chapat jako nejvétsi ¢islo k takové, ze graf G je hranoveé
k-souvisly. Kazdy hranové k-souvisly graf je také hranové (k — 1)-souvisly, hranové (k — 2)-souvisly, atd.
Pro netrivialni souvislé grafy plati, Ze jsou hranové k-souvislé jestlize vynechanim libovolnych & — 1 hran
zustane vysledny graf souvisly.

Podle definice je vrcholova i hranova souvislost nesouvislého grafu rovna 0. Po kratkém rozmysleni je
jasné, proc je v definici vrcholové i hranové souvislosti explicitné zminén trivialni graf. Pokud bychom vyne-
chavali vrcholy z kompletniho grafu, nikdy nedostaneme nesouvisly graf a vrcholova souvislost kompletniho
grafu by nebyla definovana. A pokud bychom vynechali trividlni graf z definice hranové souvislosti a ur¢o-
vali hranovou souvislost trividlniho grafu, tak vynechdnim zadného poc¢tu hran nedostaneme nesouvisly graf
a jeho hranova souvislost by nebyla definovana. Pro netrividlni graf je hranova souvislost rovna velikosti
nejmensiho hranového fezu v grafu. Zahrnutim trividlniho grafu do definice nejenze je souvislost trividlniho
grafu definovéna, ale méa i hodnotu 0, kterou bychom , pfirozené“ ocekavali, nebot je mensi nez u grafu Ks.
Avsak pozor, trividlni graf neni hranové 0-souvisly, tato vlastnost neni pro trividlni graf definovéana.

Priklad 5.4. Urcéime hranovou souvislost grafu G na Obrazku B vlevo a zjistime, pro jakd k je graf G
hranové k-souvisly.

Obrazek 5.8.: Graf G a jeho podgrafy.

Graf G je souvisly, proto je hranové 1-souvisly a plati '(G) > 1. Provéfenim vSech moZnosti snadno
nahlédneme, Ze odebranim jedné libovolné hrany e ztstane graf G — e souvisly. Proto je graf G také hranoveé
2-souvisly a plati £’(G) > 2. Na Obrazku BEX1 vpravo vidime, Ze graf obsahuje dva podgrafy K3 propojené
C¢tyfmi hranami.

Odebranim libovolnych dvou Sedjch hran e, f porusime podgraf K3, avSak G — {e, f} zistdva souvisly,
podobné odebranim libovolnych dvou c¢ernych hran e, f, nebo jedné Cerné hrany e a jedné Sedé hrany f
souvislost neporusime a graf G — {e, f} zlstane souvisly. Proto je graf G také hranové 3-souvisly a plati

K'(G) > 3.

Odebranim vsech tii hran incidentnich s nékterym vrcholem stupné 3 dostaneme nesouvisly graf. Proto
graf G neni vrcholové 4-souvisly a plati k(G) = 4. v
Otazky:

e Je kazdy graf, jehoz a) vrcholova souvislost b) hranova souvislost je rovna 0, nesouvisly?

e Je néjaky graf, pro ktery nelze uréit, zda je k-souvisly (pro néjakou hodnotu k& > 0, kde k € Z?

e Je néjaky graf, pro ktery nelze urcit, zda je hranove k-souvisly (pro néjakou hodnotu k& > 0, kde k € Z?
e Pro¢ je kompletni graf K, podle definice (také) vrcholové (n — 1)-souvisly?

e Proc¢ neni podle definice vrcholové k-souvislosti kompletni graf K, vrcholové n-souvisly?

Vztah mezi vrcholovou a hranovou souvislosti grafu
Odebereme-li vSechny hrany incidentni s nékterym pevné zvolenym vrcholem, dostaneme nesouvisly graf.
Podobné, odebereme-li z grafu vSechny sousedy néjakého pevné zvoleného vrcholu, dostaneme nesouvisly graf
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nebo trividlni graf. Nésledujici véta ukazuje, Ze mezi hranovou souvislosti, vrcholovou souvislosti a nejmensim
stupném vrcholu je jednoznac¢ny vztah.

Véta 5.1.  V libovolném grafu G plati k(G) < k'(G) < §(G).

Diikaz. 'V trividlnim grafu obé nerovnosti jisté plati, protoze k(G) = £'(G) = §(G) = 0. I v nesouvislém
grafu jsou obé nerovnosti splnény, nebot 0 = k(G) = k'(G) < §(G). V dalsim mizeme piedpoklddat, ze
graf G je souvisly a netrivialni.

Je zfejmé, ze druhé nerovnost plati v kazdém grafu G. Vzdy muizeme odebrat hrany incidentni s vr-
cholem, jehoz stupeii je §(G), proto hranova souvislost '(G) nemiize byt vétsi nez §(G). Prvni nerovnost
ukézeme indukci vzhledem k poc¢tu hran.

Zdklad indukce: Souvisly graf G s nejmensim poctem hran na daném poctu vrcholia je strom. Pro kazdy
netrividlni strom T tvrzeni jisté plati, protoze x(T) = 1 = «/(T). Staci odebrat hrany incidentni s listem
nebo jediny vrchol sousedni s listem a dostaneme nesouvisly graf, pripadné trividlni graf, pokud T ~ T5.

Indukéni krok: Nyni pfedpokladejme, Ze véta plati pro libovolny graf s ¢ hranami. Méjme graf G s t +
+ 1 hranami a ozna¢me S néjaky nejmensi hranovy fez grafu G (Pozndmka BE1). Podle definice hranové
souvislosti je £'(G) = |S|. Ozna¢me G’ = G — uwv, kde wv je libovolna hrana fezu S. Vsimneme si, Ze jisté
plati, ze S’ = S\ {uv} je nejmensi hranovy fez grafu G’, jinak by S’ byl i hranovym Fezem grafu G mensim
nez S. Podle indukéniho pfedpokladu plati k(G') < k'(G’) = |S’|. Jestlize vratime hranu uv do grafu G — S,
dostaneme souvisly graf (proc¢?), ve kterém je hrana uv mostem. Nyni vybereme mezi koncovymi vrcholy
hran z mnoziny S \ {uv} takovou mnozinu vrchold, abychom pro kazdou hranu méli vybrany alespon jeden
koncovy vrchol riizny od u i od v (takovy vrchol jisté existuje, pro¢?). Na Obrézku B jsou vybrané vrcholy
vyznaceny cervené. Vybrané vrcholy vynechdme z grafu G a dostaneme graf H. Je-li H nesouvisly, potom
k(G) < K'(G') < K'(G) a tvrzeni plati. Je-li H souvisly, je bud H ~ K, nebo alespoii jeden z vrcholll u,
v je artikulaci (H m4 alesponn 3 vrcholy a mezi u a v nevede v H kromé hrany uv zadnd cesta). V obou
pripadech stac¢i odebrat jeden z vrcholi u, v abychom dostali nesouvisly graf nebo trividlni graf. Proto je
k(G) < K(G") + 1 < K/'(G), nebot plati kK(G") < K'(G), a tudiz «(G) < &'(G). O

Obrazek 5.9.: Graf G s hranovym fezem S.

Jing dikaz. Pro trividlni graf a pro nesouvislé grafy jsou evidentné obé nerovnosti splnény. Hrany incidentni
s vrcholem stupné §(G) tvofi hranovy fez, a proto je druhéd nerovnost splnéna trivialné.

Prvni nerovnost ukazeme piimo. Z definice vrcholové souvislosti je zfejmé, ze x(G) < v(G) —1 (po ode-
bréni vrcholti ztistane alespon trividlni graf). Ozna¢me S mnozinu hran nejmensiho hranového fezu, ktery
rozdéli graf na dvé komponenty L;, Ls. Pokud jsou vSechny vrcholy v L; sousedni se vSemi vrcholy v Lo,
tak k' (G) = |S| = |L1] - |L2] > v(G) — 1 > k(G) a tvrzeni plati. V opaéném piipadé zvolme dva nesousedni
vrcholy z € V(L1) ay € V(La).

Obrazek 5.10.: Graf G s hranovym tezem S spolu s grafem G — S s komponentami L1 a Lo.
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Nyni sestavime mnozinu vrchold 7', kterd bude obsahovat vSechny vrcholy z L; — x, které jsou sousedni
s nékterym vrcholem z komponenty L,. Déle do mnoziny T pridame vSechny vrcholy v komponenté Lo,
které jsou sousedni s vrcholem x (na Obrazku B jsou vrcholy v T vyznaceny éervené). T je vrcholovy fez,
nebot kazd4 cesta z Ly do Ly obsahuje néktery vrchol z T. Plati |T'| < |S|, protoze S obsahuje vSechny hrany
z vrcholu x do vrcholt v T'NV(Lg) a vSechny hrany z V(L; — x) do V(Lg), pfi¢emz ke kazdému vrcholu
v T najdeme alespoti jednu rtiznou hranu v S (v8echny hrany z vrcholu 2 do vrchold v TNV (Ls) a alespont
jednu hranu z kazdého vrcholu v V(L; — z) do néjakého vrcholu v V(Ls)). Proto x(G) < |T| < |S| = &'(G)
a tim je véta dokazana. a

Je zajimavé si uvédomit, jaky prakticky vyznam mé tvrzeni Véty B0 Pro zajisténi souvislosti musime
dbat na vrcholovou souvislost, hranova souvislost bude automaticky splnéna. Pozorovani mtizeme i obra-
tit. Pokud zaskodnik chce narusit souvislost sité, tak vyfazenim vrchold grafu dosahne svého cile obvykle
snadnéji, nez prerusenim spojeni. A proto i ochrana by se méla soustfedit na vrcholy hranovych fezi malé
velikosti.

Obé nerovnosti ve Vété B0 mohou byt neostré, pricemz rozdil stran v kazdé z nich muze byt libovolné
velky (Cvic¢eni BT I01). Napiiklad v grafu G, ve kterém dva kompletni grafy K, sdili jediny vrchol, je
k(G) =1ak/(G) =2 —1=4§(G). Na druhou stranu v nesouvislém grafu H, ktery mé dvé komponenty K,
jex(H)=r'(H)=0,0(H)=x—1.

Otazka: Proc¢ nestaci v induktivnim dikazu Véty B zvolit za zadklad indukce graf T'= K57

Nasledujici véta ukazuje, ze pro nékteré specialni tridy grafi rozdily velké byt nemohou. Dikaz je
ponechan jako Cviceni BT Dalsi podobné omezeni je diskutovano ve Cviceni BT 01

Véta 5.2. V kazdém 3-pravidelném grafu G plati K(G) = k' (G).

Na Obréazku BT je piiklad grafu G, ve kterém jsou obé nerovnosti ve Vété B0 ostré: «(G) < k'(G) <
0(@). VG je k(G) =1, K'(G) =2 a §(G) = 3. Vsimnéte si, ze uvedeny piiklad grafu neodporuje Vété B2,
protoze G neni 3-pravidelny (jeden jeding vrchol je stupné jiného nez 3).

Obrazek 5.11.: Graf G, pro ktery plati k(G) < k' (G) < §(G).

V nékterych knihach se rozliSuje mezi pojmem separujici mnozina vrcholi, coz je libovolnd mnozina
vrchold S takova, ze G— S mé alespon dvé komponenty a mezi vrcholovym Tezem, coz je pak néjaka nejmensi
separujici mnozina vrchol. Podobné se rozliSuje separujici mnoZinu hran a hranovy tez. Nasledujici véta
pak plati nejen pro mosty, ale je mozno ji zobecnit pro libovolny minimdini hranovy fez, ale ne pro obecnou
separujici mnozinu hran.

Véta 5.3. Hrana e je most v souvislém grafu G pravé tehdy, kdyzZ G — e meni souvisly a md prdve dvée
komponenty.

Diikaz. Jedna se o ekvivalenci, dokdZeme obé implikace.

,2= Jestlize hrana e je most v grafu G, tak podle definice mostu graf G — e neni souvisly graf. Neni mozné,
aby graf G — e mél vice nez dvé komponenty, protoze hrana e ma pravé dva koncové vrcholy z nejvyse dvou
komponent. Pokud by graf G — e mél vice nez dvé komponenty, tak vracenim hrany e do G — e by nevznikl
souvisly graf a e by nebyl most grafu G.

»= Jestlize graf G je souvisly a graf G — e neni souvisly, tak {e} je v grafu G hranovym fezem s jedinou
hranou (mostem). O

Cviceni
5.1.1.% Mé&jme libovolné nezdporné celé ¢islo k. Ukazte, Ze 2k-pravidelny graf neobsahuje most.

5.1.2. Oznaéme k = k' (G), kde k > 0, a necht F je libovolnd mnoZina néjakych k hran z E(G). UkaZte,
Ze potom w(G — F) < 2.

5.1.3.  Ukazte, Ze vrcholovd verze Cviceni B2 neplati. Pro kazdé k > 0 najdéte k-souvisly graf G a ta-
kovou mnozinu vrcholi V', kde V! CV(G) a |V'| =k, Ze w(G = V') > 2.

111



Petr Kovdr, 5. Vrcholovd a hranovd souvislost 25. kvétna 2022
5.1.4. Pro kaZdé k > 0 a r > 1 naleznéte k-souvisly graf G a takovou mnoZinu vrcholi V', kde V' C V(G)
alV'|=k, Ze w(G—-=V") >r.

5.1.5. Dokazte, ze pro kazdy hranové k-souvisly graf G, kde G = (V, E), plati |E| > k|V|/2.

5.1.6.  Necht v grafu G plati 6(G) > |V(G)| — 2. Ukazte, Ze potom plati k(G) = 6(G). Najdéte graf G,
pro ktery plati 6(G') = |V(G")| — 3 a k(G") < §(G’).

5.1.7.  Necht v grafu G plati 6(G) > |V(G)|/2. Ukazte, Ze potom plati v’ (G) = 6(G). Najdéte graf G', pro
ktery je 5(G') = | (]V(G")]/2) — 1] a &'(G") < 6(G").

5.1.8.  Dokazte Vétu BA, . Ze v kaZdém 3-pravidelném grafu G plati K(G) = k' (G).

5.1.9. Ukazte, Ze rovnost k(G) = k'(G) plati v kazdém 1-, 2- a 3-pravidelném grafu G, aviak pro 4-
pravideln€ grafy rovnost platit nemust.

5.1.10. Ukazte, Ze souvisly graf je strom pravé tehdy, kdyz kaZdd jeho hrana je most. Plati, Ze souvisly graf
je strom pravé tehdy, kdyz kazdy jeho vrchol je artikulace?

5.1.11. Dokazte, Ze souvisly graf G je unicyklicky pravé tehdy, kdyz |V (G)| = |E(G)|.
5.1.12. Dokazte, Ze hrana souvislého grafu je most prave tehdy, kdyz nelezi v Zadném cyklu.

5.1.13. Necht G je k-souvisly a necht H je graf, ktery vznikne z G pFiddnim vrcholu v a k hran vv;,
1 = 1,2,...,k, kde v; jsou navzdjem rizné vrcholy grafu G. Ukazte, Ze H je k-souvisly. Mohl by byt
(k + 1)-souvisly?

5.1.14. Necht G je k-souvisly graf s n vrcholy a necht H je graf, ktery vznikne z G priddnim vrcholu v a n
hran vv;, i =1,2,...,n, kde v; jsou navzdjem rizné vrcholy grafu G. Ukazte, Ze H je (k + 1)-souvisly.
5.1.15.  Pro libovolnd prirozend cisla a,b,c takovad, Ze 0 < a < b < ¢, sestrojte graf G, pro ktery plati
K(G)=a, K'(G)=bad(G) =c.

5.1.16.  Necht pro graf G plati k(G) > 1, £'(G) > 1. Jaké jsou mozné hodnoty k(G —v), k(G —e), '(G—v),
K (G—e)?

5.1.17.  Uréete vrcholovou souvislost k, hranovou souvislost k' i nejmensi stupen 0 grafi G a H na Ob-

razku 12

Obrdzek 5.12.: Grafy G a H.

5.1.18. Ukazte, Ze kazZdy souvisly 3-pravidelny bipartitni graf je vrcholové 2-souvisly.

5.1.19. Dokazte tzv. ,rozsirujici lemma®. Méjme k-souvisly graf G. Graf G' vznikne z grafu G pFiddnim
nového vrcholu x, ktery bude sousedni s alespori k wvrcholy v mnoZiné V(G). Ukazte, Ze graf G' je také
k-souvisly.

5.1.20. Uréete pocet riznych a) vrcholovych fezi, b) hranovych fezi grafu Cg, pficemz vrcholy grafu roz-
lisujeme oznacenim.

5.2. Bloky a artikulace grafti

Pti zkoumani vrcholové souvislosti grafti, které reprezentuji komunika¢ni nebo socialni sité, se ¢asto setkame
s grafy, které jako celek maji malou vrcholovou souvislost x(G), ale nékteré ¢asti grafu jsou naopak ,velmi
souvislé“, tj. existuji podgrafy s vysokou souvislosti. Na Obrazku B3 jsou piiklady takovych grafu.
Na obrazku vlevo je graf, ktery reprezentuje vztahy v urcité skupiné lidi kolem vybraného ¢lovéka. Konkrétni
priklad tykajici se madarského matematika Paula Erddse je na Obrazku EZ10 Obrazek vpravo reprezentuje
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Obrazek 5.13.: Priklad grafu, ktery reprezentuje vztahy v urcité skupiné lidy.

komunikaci tykajici se klimatu, pocasi a ekologie v odborné komunité védct z oblasti pacifiku. V dal$im
textu se pokusime zminény jev formalizovat.

Definice Blok grafu je maximalni souvisly podgraf daného grafu, ktery nemd artikulaci. Souvisly graf,
ktery nemd artikulaci, se nazyva blok.

Alternativné (ekvivalentné) bychom definici bloku mohli vyslovit popisem vlastnosti (bez uziti pojmu arti-
kulace). Thned z definice artikulace je vidét, ze kazdy podgraf bez artikulace (v podgrafu) je bud vrcholové
2-souvisly graf nebo podgraf, ktery je prilis maly na to, aby obsahoval artikulaci, tedy podgraf K5, respektive
komponenta Kj. Podgraf MiZeme zformulovat nasledujici lemma, které pomuze pfi nalezeni bloku.

Lemma 5.4. Blok grafu je mazimdlni 2-souvisly podgraf daného grafu nebo podgraf Ko mebo kompo-
nenta K. Graf je blok, jestliZe je 2-souvisly nebo je Ko nebo je K;.

Dikaz, ze Lemmatu B0 je ponechan jako Cviceni BEZ1T1
Otazky:

e Jsou uvedené definice bloku ekvivalentni, nebo je néktera obecnéjsi?
e Existuji grafy, ve kterych neni zadny blok grafu?
Pfipomernime, Ze slovo ,,maximalni“ v definici bloku grafu neznamena ,nejvétsi, ale vztahuje se k inkluzi:

je-li B blok grafu G, tak neexistuje jiny takovy blok B’ grafu GG, aby blok B byl vlastnim podgrafem bloku B’
(viz také strana H). Na Obrazku BT jsou znazornény bloky grafu. Podgraf K; miZe byt blokem grafu
jen je-li v trividlni komponenté grafu. Podgraf K5 (hrana) muZe byt blokem grafu jen v pfipadé, Ze hrana
je mostem v daném grafu, protoze kazda hrana, kterd lezi na néjakém cyklu je soucésti bloku, ktery tento
(2-souvisly) cyklus obsahuje.

©—o ©

Obrazek 5.14.: Graf G, ve kterém jsou zvyraznéné bloky a artikulace.

113



Petr Kovdr, 5. Vrcholovd a hranovd souvislost 25. kvétna 2022

Véta 5.5. Kazdé dva rizné bloky grafu G sdili nejvyse jeden spolecny vrchol. Takovy spolecny vrchol je
artikulace grafu G.

Dikaz. Tvrzeni ukdzeme sporem. Pokud by dva bloky B; a By daného grafu G obsahovaly alespon dva
spoletné vrcholy z, y, tak sjednocenim?® blokit By U B, dostaneme souvisly podgraf bez artikulace. Vskutku,
odebranim libovolného vrcholu z bloku B; nebo z bloku By neporusime souvislost, protoze B; i Bs jsou bloky.
Déle po odebrani jednoho spole¢ného vrcholu, bez Gjmy na obecnosti odebereme vrchol x, zistane podgraf
(B1 U Bg) — x souvisly, protoze libovolny (u,v)-sled mezi vrcholy blokt v € (B; —x) a v € (B2 — ) mizZeme
ziskat navazanim (u,y)-sledu a (y, v)-sledu.

Zbyva ukazat, ze pokud existuje spolecny vrchol, tak tento spoleény vrchol je artikulace. Spoleény
vrchol bloktt By a Ws ozna¢me 2. Pokud by spoleény vrchol nebyl artikulaci (vrcholovym fezem s jedinym
vrcholem), tak i po jeho vynechani by zistal podgraf (B; U By) — x souvisly a By ani Bz by nemohly byt
dva rizné bloky. O

Blokovy—artikulaéni graf

Mame-li dany né&jaky graf G, ktery reprezentuje vztahy mezi vrcholy (lidmi, objekty, .. . ), tak Véta B3] mize
pomoci pii studiu struktury grafu s vrcholovou souvislosti k(G) = 1. Sestavime bipartitni graf, ve kterém
vrcholy jedné partity budou odpovidat artikulacim grafu G a v druhé partité bude za kazdy blok B; grafu G
jeden vrchol b;. Hranou vb; spojime dva vrcholy bipartitniho grafu pravé tehdy, kdyz se artikulace v nachéazi
v bloku B;. Vysledny graf nazveme blokovy—artikulacni graf a zna¢ime jej Blok(G). Na Obrazku BEIX je
graf Blok(G) grafu G z Obrazku BEI4 Ve Cviceni BEZZ1 ukaZeme, %e blokovy—artikula¢ni graf Blok(G) je
acyklicky a pokud je graf G souvisly graf, tak Blok(G) bude dokonce strom.

Obrazek 5.15.: Graf Blok(G), jehoZ modré vrcholy odpovidaji blokim a cervené vrcholy artikulacim
grafu G z Obrazku P1Z]

2-souvislé grafy
Kazdy blok grafu je 2-souvisly graf. Ukazeme, ze v kazdém 2-souvislém grafu existuji mezi kazdou dvojici
vrchola dvé ,nezavislé” cesty. Nejprve formalné popiSeme, co rozumime pod pojmem ,nezavislé“ cesty.

Definice Interné disjunktni cesty

Dvé cesty v grafu jsou (vrcholové) disjunkind, jestlize nemaji zadny spoleény vrchol. Dvé (u, v)-cesty v grafu
jsou interné disjunktni, jestlize nemaji zadny spoleény vrchol s vyjimkou koncovych vrcholt v a v. Dvé cesty
v grafu jsou hranové disjunktni, jestlize nemaji zddnou spole¢nou hranu.

Nyni mizeme vyslovit nutnou a postacujici podminku (vrcholové) 2-souvislosti.

Véta 5.6. Graf s alespon tremi vrcholy je 2-souvisly pravée tehdy, kdyz kazdé dva jeho rizné vrcholy jsou
spojeny dvéma interné disjunktnimi cestami.

Diikaz. Jedna se o ekvivalenci, proto ukdzeme obé€ implikace.
»=“ Predpoklddejme, ze graf G je 2-souvisly. Indukci vzhledem ke vzdalenosti dist(u, v) ukdzeme, Ze mezi
kazdymi dvéma ruznymi vrcholy u a v existuji dvé interné disjunktni cesty.
Zaklad indukce: Ptedpokladejme nejprve, ze dist(u,v) = 1. Potom, protoze G je 2-souvisly, je i hranové
2-souvisly (dle Véty BE0) a hrana wv neni mostem G. Podle Cviceni BT T2 lezi hrana v néjakém cyklu.
Hrana wv je jednou z uv-cest a zbyvajici hrany cyklu tvori druhou interné disjunktni uv-cestu.
Indukénd krok:  Mé&jme vrcholy u, v grafu G, pro které plati dist(u, v) > 1. Oznaéme k = dist(u,v) a oznacme
w predposledni vrchol pied v na néjaké nejkratsi (u, v)-cesté. Protoze dist(u,w) = k—1, tak podle indukéniho
predpokladu existuji v G dvé interné disjunktni (u, w)-cesty Py a P5. Pokud v lezi na nékteré z cest Py nebo
P, tak protoze jsou interné disjunktni, dostaneme jejich navazanim cyklus a z néj dvé interné disjunktni
(u, v)-cesty.

Pokud v nelezi na P; U P», tak odebranim w z 2-souvislého grafu G dostaneme souvisly graf a v ném
najdeme (u,v)-cestu P; (Ps neobsahuje w). Jestlize jsou cesty Pi, Py a P; navzajem disjunktni, tak P;
spolu s hranou wv a cesta P3 jsou hledané interné disjunktni (u,v)-cesty. Pokud mé Ps spoleény vnitini

20 sjednoceni grafu je psdno na strané B2.
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vrchol s P; nebo Ps, tak posledni takovy vrchol na (u,v)-cesté Ps ozna¢ime z (protoze Ps neni krat$i nez
Py nebo P, tak z neni sousedni s v). Bez jmy na obecnosti miizeme piedpokladat, Ze z je vnitini vrchol
cesty P, (Obrazek BIR1). Nyni (u, w)-cesta Py spolu s hranou wv (v obrdzku je vyznacena zelenou barvou)
a (u, z)-podcesta cesty P; spolu s (z,v)-podcestou cesty P3 (v obrazku je vyznafena modrou barvou) tvoii
dvé interné disjunktni (u,v)-cesty a tim je tvrzeni dokdzano.

Obrézek 5.16.: Cesty Py, Po, P3 a dvé interné disjunktni (u,v)-cesty v grafu G.

»<=* Tato implikace je jednoducha. Pokud jsou kazdé dva rtzné vrcholy u a v grafu G spojeny dvéma
interné disjunktnimi cestami, tak po vynechédni libovolného jednoho vrcholu (rizného od w, v), jsou oba
vrcholy u, v navzajem dosazitelné po alespon jedné zbyvajici cesté. Proto graf G neobsahuje artikulaci a je
(alespori) 2-souvisly. O

Tvrzeni Véty B zobecnime i pro k-souvislé grafy v Mengerovych vétach na strané [A. Nyni dokdzeme
dveé tvrzeni, kterd vyuzijeme pro fadu dukazi ve cvicenich.

Véta 5.7. KazZdé dva vrcholy 2-souvisiého grafu lezi na spolecném cyklu.

Diikaz. Méjme dva rtzné vrcholy u,v € G. Protoze G je 2-souvisly, tak podle Véty B existuji mezi u a v
dvé interné disjunktni cesty P = (u = 1, x2,...,2, =v) a Q = (u = yY1,¥2, ..., Yn = v). Navazdnim cest P
a () dostaneme cyklus, ktery obsahuje oba vrcholy u a v. (Il

Véta 5.8. Kazdé dvé hrany 2-souvislého grafu lezi na spolecném cyklu.

Diikaz. 'V dtkazu vyuzijeme praveé dokazanou Vétu B2 Mam néjaky 2-souvisly graf G a v ném libovolné
hrany uv a wz. Do G pfiddme dva nové vrcholy = a y a spojime je hranami zu, xv a yw, yz. Dostaneme
graf G', ktery je také 2-souvisly (proc?).

v z

u w
Obrazek 5.17.: Konstrukce cyklu C, ktery obsahuje hrany uv a wz.

Nyni podle Véty B2 je graf G’ 2-souvisly a vrcholy x a y lez{ na spoleéném cyklu C’, ktery nemtize
obsahovat hrany uv a wz (Obrazek BEI). Nyni stadi v cyklu C’ nahradit cestu (u,z,v) hranou uv a cestu
(w,y, z) hranou wz. Dostaneme cyklus C, ktery obsahuje hrany uv a wz. (Il

Otazka: Plati nékterd z Vét B2 a BX1 také pro hranové 2-souvislé grafy? Tj. mizeme Fici, ze kazdé dveé
hrany nebo kazdé dva vrcholy hranové 2-souvislého grafu lezi na spole¢ném cyklu?

Mengerovy véty
Tvrzeni Véty B0 je mozno zobecnit pro libovolny pocet k interné disjunktnich cest. Analogické tvrzeni
plati i pro hranové disjunktni cesty.

Véta 5.9. Mengerovy véty

Graf G je k-souvisly pravé tehdy, kdyzZ mezi libovolnymi dvéma vrcholy grafu G ezistuje alespon k po dvou
interné disjunktnich cest.

Graf G je hranové k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy grafu G existuje alespor k
po dvou hranové disjunktnich cest.

Diikaz. Uvedeme McCuaigiv dikaz z roku 1984 pro prvni Mengerovu vétu: Graf G je k-souvisly prave
tehdy, kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy grafu G existuje alespon k interné disjunktnich cest. Tvrzeni
ma tvar ekvivalence, ukdZzeme obé implikace. Druhou Mengerovu vétu ponechame bez dikazu.
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Pro dva nesousedni vrcholy u, v fekneme, Ze mnozina vrcholt S C (V(G) — {u,v}) separuje vrcholy u,
v, jestlize kazda (u,v)-cesta obsahuje n&jaky vrchol z mnoziny S.

»=“ Mgé&jme vrcholové k-souvisly graf G a zvolme libovolné dva vrcholy u,v € V(G). Déle postupujeme
indukei vzhledem ke k.

Zdklad indukce: Pro k =1 je graf G vrcholové 1-souvisly graf, tvrzeni plati z definice souvislosti.
Indukénd krok:  Jestlize vrcholy u, v jsou sousedni, hranu uv odebereme (a implikaci dokézeme i pro graf G —
uv). Predpokladdejme, ze G je alespoii (k + 1)-souvisly, kde k > 1, tj. libovolnd mnozina separujici vrcholy w,
v obsahuje vice nez k vrcholid. Sporem ukaZzeme, Ze v G existuje alesponi k + 1 interné disjunktnich (u, v)-
cest. Dle indukéniho pfedpokladu existuje v grafu G alespoii k interné disjunktnich (u, v)-cest Py, Pa, ..., Py.
MnoZina sestavend z druhych vrcholt (prvnich za u) téchto cest neseparuje vrcholu w, v, proto v G existuje
(u,v)-cesta P, jejiz prvni hrana nelezi na 74dné cesté Py, P,,...,P,. Ozna¢me z prvni vrchol cesty P
za vrcholem u, ktery lezi na né&jaké z cest Py, P, ..., P;. Oznaéme Py Gsek cesty P do vrcholu z, tj. (u, z)-
cestu. Mezi vSemi moznostmi, jak zvolit cesty Pi, Ps, ..., Py+1, zvolime tu, kterd mé nejmensi vzdalenost
vrcholl x a v v grafu G — w.

Jestlize v = v, tak P1, Po,..., P;y1 je hledany systém cest a dikaz koné¢i. DA&le predpokladejme, ze
x # v. Podle indukéniho pfedpokladu existuje v grafu G — z alespoil k interné disjunktnich (u,v)-cest
Q1,Q2,...,Qk. Predpoklddejme navic, Ze ze mezi vSemi moznostmi, jak zvolit cesty Q1,Qs,...,Qk, zvo-
lime tu, kterd obsahuje co nejméné hran grafu G mimo hrany cest Py, Ps,..., Piy1, tj. co nejméné hran
z mnoziny B = E(G) \ Ufill E(F).

Oznac¢me H takovy podgraf grafu G, ktery je sestaveny z vrchold a hran cest @1, @2, ..., Qx a vrcholu z.
Mezi cestami Pi, Ps, ..., Py11 ozna¢me P; tu cestu, jejiz prvni hrana nepatii do E(H). Ozna¢me y prvni
vrchol cesty P; za vrcholem u, ktery patii do V/(H). Jestlize y = v, tak Q1,Q2, ..., Q, P; je hledany systém
cest a dukaz kon¢i. Déale predpokladejme, Zze y # v.

Obrazek 5.18.: Systémy cest Py, Po, ..., Pyy1 a Q1,Q2,...,Qk.

Jestlize y = z, tak nejkratsi (z,v)-cestu v grafu G — u ozna¢me R a oznafme z prvni vrchol cesty R,
ktery lezi na nékteré cesté Q;, 1 < I < k (Obrazek BEIXI). Vime, Ze vrchol z na zadné této cesté ne-
lezi, protoze @Q1,Q2,...,Q) jsou cesty v grafu G — x. Potom je ale v grafu G — u vzdélenost dist(z,v)
mensi nez vzdalenost dist(z,v) a existence systému cest Q1,Q2,...,Qk, P; je ve sporu s volbou systému
cest Pl,PQ, ey Pk+1.

Jestlize vrchol y lezi na nékteré cesté @Q,,, 1 < m < k, tak jeji vychozi tsek: (u,y)-cesta musi mit
hranu v mnozné B. Jinak by cesty Pi, Ps, ..., P;+1 musely mit dalsi spolecny vrchol kromeé vrcholt u, v a z.
Jestlize nyni nahradime vychozi Gsek cesty Q;: (u,y)-cestu vychozim tsekem cesty P;: jinou (u,y)-cestou,
tak dostaneme k interné disjunktnich (u,v)-cest v grafu G — z, které obsahuji méné hran mnoziny B, nez
systém Q1,Qo, ..., Qk, coz je spor s volbou systému cest @1,Qo,..., Q. Tim dikaz kondi.

»<=“ Jestlize mezi libovolnymi dvéma vrcholy u, v grafu G existuje k interné diskunktnich cest, tak ode-
branim nejvyse k—1 vrchold porusime nejvyse k—1 téchto cest. Vrcholy u, v zlistanou navzijem dosazitelné
a graf vysledny graf zistane souvisly. To znamend, ze graf G je vrcholové (alespoii) k-souvisly. O

Vsimnéte si, ze hranové disjunktni cesty mohou sdilet vrcholy. Proto i z Mengerovych vét ihned plyne, ze
vrcholové k-souvisly graf je soucasné hranové k-souvisly, avsak hranové k-souvisly graf nemusi byt vrcholoveé
k-souvisly (napfiklad graf na Obrazku BETT). MuZeme tak povaZovat tvrzeni zaruéujici existenci k-vrcholové
disjunktnich cest v k-souvislém grafu v jistém smyslu za silnéjsi, nez jeho hranovou analogii.

Usaté lemma
Na zavér uvedeme jednu zajimavou nutnou a dostatecnou podminku pro to, aby graf byl vrcholoveé 2-souvisly.
Nejprve zavedeme pojem ,ucha“ v grafu.

Definice Ucho v grafu
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Ucho je kazda takova cesta v grafu G, jejiz vnitini vrcholy jsou v grafu G stupné 2 a jejiz koncové vrcholy
bud splyvaji nebo jsou v grafu G stupné alespon 3.

Vsimnéte si, Ze podle definice koncové vrcholy ucha nemohou byt stupné 1. Koncové vrcholy jsou stupné 2
pouze v pripadé, ze G je cyklus, jinak musi koncové vrcholy byt stupné alespon 3. Daéle, uchem mize byt
i cesta Ps, kterd nema zadny vnitini vrchol.

Hassler Whitney dokazal v roce 1932 nésledujici tvrzeni, které charakterizuje 2-souvislé grafy.

Lemma 5.10. Usaté lemmaZ!

Graf G je 2-souvisly pravé tehdy, kdyz jej lze ziskat z cyklu pridanim usi. Navic, za vyjchozi cyklus muzeme
zvolit libovolny cyklus v grafu G.
Diikaz.
»2= Meéjme 2-souvisly graf G a v ném zvolme libovolny cyklus C'. Ozna¢me Gog = C' a G; takovy podgraf
grafu G, ktery vznikne z grafu Gy postupnym pridanim i usi. Jestlize G; # G, tak vzdy miuzeme najit
néjakou hranu uwv € E(G) \ E(G;). Déle zvolime libovolnou hranu zy € E(G;), coZ mizeme udélat nebot
Gy mé neprazdnou mnozinu hran.

Graf G je 2-souvisly a podle Véty EX1 muZeme v G najit cyklus C’, ktery obsahuje obé& hrany uv
i zy. Oznafme cestu P takovou ¢ast cyklu C, kterd obsahuje hranu zy a pouze koncové vrcholy cesty P
lezi v podgrafu G;. Vsimnéte si, Ze cesta P tvofi ucho, které miuzeme pridat do grafu G; a sestavit vétsi
podgraf G;11 grafu G, ktery vznikl z cyklu C pridavanim usi.

Uvedeny proces muzeme opakovat. Pridavani usi skonc¢i az cely graf G vznikne z cyklu C' postupnym
pridanim usi.
»<=“ Protoze kazdy cyklus je 2-souvisly graf, tak staci ukazat, ze pfidanim usi 2-souvislost neporusime.
Ozna¢me u, v koncové vrcholy ucha P. Déle graf, ktery vznikne pfiddnim nové hrany mezi vrcholy u, v,
ozna¢me G + uv. Je-li ucho tvoreno hranou uv, tak graf G + uwv jisté zustane 2-souvisly. Kazdé dva vrcholy
pivodniho grafu jsou spojeny dvéma interné disjunktnimi cestami. Ozna¢me P’ jednu z cest mezi vrcholy
u, v v grafu G. Cesta P tvori spolu s cestou P’ cyklus C, a proto i mezi kazdymi dvéma vrcholy cesty P
jsou dvé interné disjunktni cesty v cyklu C, a proto jsou i v grafu G s pfidanym uchem P. Tvrzeni nyni
plyne z Véty B (I

Cviceni
5.2.1.  Ukazte, zZe Lemma BZ] ddvd alternativni popis bloku.

5.2.2.  Graf G' nazveme rozdélenim grafu G, jestlize vznikne z G priddnim vrcholi stupné 2 do jeho hran,
tedy hranu uv nahradime dvojici hran uw a wv, kde w je novy wvrchol G', nebo dokonce (u,v)-cestou
U, Wi, Wa,...,v (definice je na strané IER). (Graf G' potom také nazyvame homeomorfnim obrazem nebo
homeomorfem grafu G.) PouZijte rozdéleni grafu pro dikaz Véty BXl

5.2.83.  Necht netrividini souvisly graf G neobsahuje sudé cykly. Dokazte, Ze potom kazdy blok grafu G je
bud Ko nebo lichy cyklus.

5.2.4. Mame dan graf G. Ukazte, Ze graf Blok(G) je acyklicky, a je-li G souvisly, tak Blok(G) je strom.

5.2.5.  Ukazte, zZe kazdy souvisly graf, ktery neni blokem, obsahuje alesporn dva koncové bloky. Koncovy blok
je blok, obsahugjict jedinou artikulaci.

5.2.6. Mizeme v zaddni predchoziho Cvicent BZZZA vynechat poZadavek souvislosti?

5.2.7. MizZeme v zaddani Cviceni EEZZA misto souvislosti poZadovat existenci alespor jedné hrany?

5.2.8.  Urcete nejuétsi mnozstvi artikulaci, které mohou leZet v souvislém grafu s n vrcholy.

5.2.9.  Jaké je nejuétsi mnozstvi artikulact, které mohou leZet v jediném bloku konecného grafu s n vrcholy.

5.2.10. Necht G na vice nez dvou vrcholech md (G) = 1. Ukazte, Ze potom G obsahuje takovou artikulaci
w, Ze vsSechny bloky obsahujici w s vyjimkou nejuyse jednoho, jsou koncovymi bloky G.

5.2.11.  Ukazte, ze souvisly sudy graf (sudy graf md vSechny vrcholy sudého stupné; definice je na strané 2I3)
neobsahuje Zadny most.

5.2.12.  Dokazte nebo vyvratte: 'V kazdém 2-sowvislém grafu G existuje cyklus C takovy, Ze G — V(C) je
souvisly graf.

21 T . . o . o o S S soss . .
Ackoli se jedné o nezivotné ,ucha“, v bézné feci se pfi popisu ¢asto pouzivé zivotna forma ,usi“.

117



Petr Kovdr, 5. Vrcholovd a hranovd souvislost 25. kvétna 2022

5.2.18. Ukazte, Ze v kazdém grafu s alespon jednou hranou existuji alespori dva vrcholy, které nejsou arti-
kulacems.

5.2.14. Mejme graf G, jehoz kazdd hrana se vyskytuje v nejvyse jednom cyklu. Ukazte, Ze kazdy blok grafu G
je bud Ko, nebo cyklus, nebo izolovany vrchol.

5.2.15.  Dokazte nebo vyvratte: a) Jestlize primer grafu G je nejvyse 2, tak jeho doplnék obsahuje izolovany
vrchol;  b) Jestlize graf G s prameérem 2 obsahuje artikulaci, tak jeho doplnék obsahuje izolovany vrchol.

5.3. Doplnkova témata

Chybné pouziti indukce

V podkapitole OH jsme na strané IO zminili, Ze v teorii grafi se dikazy indukci obvykle provadi tak, ze
z ,vétstho* grafu odebereme né&jaky element (vrchol, hrana, podgraf, ...) a s vyuzitim indukéniho pfedpo-
kladu pro ,mensi“ graf dokazeme tvrzeni i pro ,,vétsi“ graf po vraceni odebraného elementu. Tento postup
na prvni pohled vypada jako zbytecné komplikovany. Proc¢ nestac¢i do ,mensiho“ grafu jen néco pridat?
Nésledujici varovny piiklad ukéze, ze existuji piiklady grafii (spolu s néjakou vlastnosti), které nemtizeme
dostat pouhym pridanim elementu do néjakého mensiho grafu s danou vlastnosti. Mize se totiz stat, ze
néktery graf neobsahuje zadny dalsi podgraf s danou vlastnosti a takovy graf pak nemutzeme z ,mensiho*
grafu zkonstruovat. Této chyby se nedopustime, jestlize nejprve z ,vétsiho“ grafu s danou vlastnosti ode-
bereme néjaky element a prozkoumame vSechny moznosti, které mohou nastat. Pritom vyuzijeme induké¢ni
predpoklad.

Priklad 5.5. Varovny priklad

,Ukéazeme* indukci vzhledem k poc¢tu vrcholt, ze kazdy souvisly kubicky graf neobsahuje most.

Dle principu sudosti (Véta [O) je pocet vrcholt v kubickém grafu sudy, proto se miiZzeme omezit jen na grafy,
které maji 2m vrcholi.

Zaklad indukce: Nejmensi kubicky graf je K. Je souvisly a neobsahuje zadny most. Tim jsme ukazali
tvrzeni pro nejmensi hodnotu m = 2 (pro mensi hodnotu zadny jednoduchy kubicky graf neexistuje).
Induként krok: Predpokladejme, Ze pro néjaké m tvrzeni plati, tj. Ze kazdy souvisly kubicky graf G na 2m
vrcholech neobsahuje most. UkéZzeme, jak sestavit souvisly kubicky graf G’ na 2(m + 1) vrcholech uzitim
,propojenim“: Vezmeme dvé libovolné hrany grafu G, nahradime je cestou délky 2 a oba nové pridané vrcholy
x a y spojime novou hranou (Obrazek BETd). Dostaneme graf G’, ktery je jisté souvisly, protoze pfidanim
vrcholi x, y a hrany xy se neporusi dosazitelnost a nové vrcholy jsou dosazitelné ze svych sousedt. Navic
graf G’ neobsahuje most, protoze podle Véty BEX1 stadi ukdzat, Ze kazdé dvé jeho hrany lezi na spoleném
cyklu. Ptivodni hrany tuto vlastnost maji podle indukéniho predpokladu. Hrany vzniklé rozdélenim a nové
pfidand hrana tuto vlastnost maji protoZe ji mély pivodni hrany (rozmyslete si jednotlivé pfipady).

propojeni

R

T Y
odpojeni

-—

Obrazek 5.19.: Postup zleva doprava je ,propojeni®, postup zprava doleva je ,odpojeni®.

KX

Obrazek 5.20.: Priklad souvislého kubického grafu s mostem.
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Protoze G’ je souvisly a neobsahuje most, tak se zd4, %e jsme indukci ukézali, kazdy souvisly kubicky
graf neobsahuje most. AvSak na Obrazku je protipfiklad! Chybou uvedeného ,dtukazu“ bylo, Ze jsme
(mlcky) predpokladali, ze kazdy ,vétsi* souvisly kubicky graf G’ na 2(m+ 1) vrcholech muzeme dostat ,,pro-
pojenim“ z ,mensiho“ souvislého kubického grafu na 2m vrcholech. To neni pravda, jak ukazuje protipiiklad

na Obrazku B2 Dokazované tvrzeni neplati! v
Piiklad 5.6. Varovny piiklad 2

Méjme libovolnou mnozinu stroma 71,75, ..., T, kde T; je strom na ¢ vrcholech. ,,UkéZzeme* indukci vzhle-
dem k n, ze kompletni graf K, je mozno rozlozit na stromy Ti,T5,...,T, (o rozkladu grafi je psino
na strané [A3).

Indukei vzhledem k n ukazeme dokonce obecnéjsi tvrzeni. Ukazeme, ze stromy 717,75, ...,T, tvoii rozklad
grafu K, 11 a navic, Ze vrcholy stromu T} v rozkladu jsou pravé vrcholy vy, —;, Vn—it1, ..., Un, kde v1,va, ..., vy

jsou vrcholy grafu K,.

Zdklad indukce: Pro n =1 tvrzeni plati trividlné.

Indukcéni krok: Predpokladejme, ze pro néjaké n plati, ze libovolna mnozina stromu 73,75, ...,7T, tvori
rozklad kompletniho grafu K,,.

Vezméme libovolnou mnozinu stromt 71, 13, . . ., Ty, Ty 4+1. Vrcholy grafu K, 11 oznacme vy, va, ..., Upy1-
Podle Lemmatu BT obsahuje kazdy ze stromt 7; pro ¢ > 1 list. Odebranim listu z kazdého stromu
dostaneme mnozinu stromti 71,75, ..., T}, 1, pfi¢emz T} a T3 jsou trivialni stromy a nemusime je uvazovat.
Podle pfedpokladu rozlozime graf K, na stromy T3, T3, ..., T}, ; a piiddnim listu v, a hrany v, 2_ivn41
do kazdého stromu T dostaneme takovy rozklad K,; na stromy T3,7%,...,T,, Thy1 (strom 77 zvolime
ve vrcholu v,41), ve kterém vrcholy stromu 7T jsou Un—i, Up—it1,- .-, Unt1. LTim je dikaz ukoncen.

Chyb v uvedeném ,dukazu“ je nékolik. Predné nevime, zda list bude sousedni vzdy s jinym vrcholem
v rozkladu K, na stromy 73,73, ...,T; . Déle neni jasné, zda vrchol v, 2_; ve stromu T; je sousedni s lis-
tem. A koneéné neni ziejmé, Ze vSechny mnoZiny stromt miZzeme sestavit takovym rekurzivnim postupem.
Nemuzeme, uvedeny dikaz by fungoval pouze pro hvézdy. v

Poznamka 5.2. To, ze dikaz uvedeny v Prikladu BT je chybny, neznamenad, ze tvrzeni neplati. Existence
rozkladu kompletniho grafu na libovolné stromy s raznym poc¢tem hran stale patii mezi oteviené problémy.
Neni znam zadny protiptiklad a neni znam dikaz tohoto tvrzeni.

Odkazy:

® phttp://www.maa.org/editorial/euler/How kuler Did It 22 lFalse induction.pdi]

® pttp://en.wikipedia.org/wiki/Inductive _reasoning

® http://www.soe.ucsc.edu/classes/cmpsl102/Fall02/inductionproof.doq

Cviceni
5.8.1.  Pro kazdé celé c¢islo m > 5 najdete priklad souvislého kubického grafu s mostem na 2m vrcholech.

5.8.2.  Najdéte chybu v nasledujicim dikazu Cviceni BIZ (prislusné pojmy budou probrany v Kapitole B):

Méjme graf G s mazimalnim stupném 3. DokaZte, Ze jeho vrcholy lze obarvit dvéma barvami tak, Ze
nevznikne jednobarevnd cesta se tremi vrcholy. Dukaz: Vrcholy grafu rozdélime do dvou mnozin U, V podle
toho, jakou barvou jsou obarveny. Dukaz povedeme matematickou indukci vzhledem k poctu vrcholi n =
=|UUV|. Pron =1 je turzeni trividlni. Jediny vrchol obarvime libovolnou barvou. Pruni netrivialni pripad
nastane pro n = 2. KazZdy vrchol miuzZeme obarvit jinou barvou a tvrzent jisté plati.

V indukénim kroku predpokladame, Ze kazdy graf s méené nez n vrcholy umime obarvit dvéma barvami
(rozdeélit vrcholy do mnoZin U a V) tak, aby G neobsahoval jednobarevnou cestu se tiemi vrcholy, tj. kaZdy
vrchol ma nejvyse jednoho souseda stejné barvy jako je on sam. Pokud mame graf G s n vrcholy, libovolny
z nich oznacime x a graf G — x podle indukéniho predpokladu wmime obarvit. Vrchol x je sousedni s nejvyse
tremi vrcholy, protoze A(G) < 3. Euxistuje proto barva, kterou je obarven nejvyse jeden sousedni vrchol
a vrchol x obarvime druhou barvou. Tak zajistime, Ze vrchol x ma nejvyse jednoho souseda stejné barvy jako
sam vrchol x. Podle principu matematicke indukce je dikaz hotov.

Erdésovo éislo

Erdésovo ¢islo je soucasti matematického folkléru. Udava ,vzdédlenost pfes autory a spoluautory“ matema-
tickych ¢lanka az k Paulu Erdésovi. Z ptuvodni Zertovné pojaté poznamky se stalo obecné zndmé kritérium,
které neoficidlné a mozna i mirné pofouchle popisuje prestiz autord.
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Erd6sovo ¢islo je definovano nasledujicim zptisobem. Sam Paul Erdés ma Erdésovo ¢islo 0. Kazdy jeho
spoluautor néjakého védeckého ¢lanku ma Erdosovo ¢islo 1. Kazdy dalsi autor néjakého védeckého ¢lanku
ma Erddsovo ¢islo k + 1, jestlize nejmensi Erd6sovo ¢islo jeho spoluautort je k. Jestlize nékdo nemé zadnou
takovou posloupnost spoluautori az k Erdésovi, je jeho Erdésovo ¢islo rovno oco.

Erdés je pfirozenym kandiddtem na vztaznou veli¢inu, nebot béhem svého Zivota publikoval (s mnoha
spoluautory) ve vyznamnych ¢asopisech vice védeckych publikaci nez kdokoliv jiny. Pro matematiky nékolika
generaci je samoziejmosti znat své Erdésovo ¢islo. Koncem roku 2010 mél graf, jehoz vrcholy odpovidaly
autorim védeckych publikaci a hrany spojovaly spoluautory ¢lankt, vice nez ¢tvrt miliéonu vrchold a vice
nez 600 000 hran. Cést grafu a starsi (mensi) verze grafu ze 70. let je na Obrazku E2Z0

{‘@
@E'AU/

i)

Obrazek 5.21.: Cdst Erdésova grafu obsahujici jen spoluautory Paula Erdése verze z roku 2004 a velkd
éast celého grafu (z konce 70. let).

Erdéstuv graf je prikladem socialni sité. Je pfirozenou otazkou jaka je optimalni struktura profesiondlni
socialni sité, zda hustéd sif s malym primeérem, kterd umozni vyuzit vyhod socidlnich kontaktt, nebo fidké
radialni struktura, kterd dava prostor inovativnim pohledim a pfistuptim. Erdéstv graf na Obrazku B2
vlevo ma obé vlastnosti. Silné souvislé jadro s fadou Fidsich vétvi, které obsahujici odborniky z rtznych
oborii.

Odkazy:

® pttp://www.oakland.edu/enp/
® RTTp://www.orgnet.com/Erdos.htm]

Paul Erdés  (26. bfezna 1913 — 20. zari 1996)

Paul Erdés byl jeden z nejvyznamnéjSich matematikd vsech dob. Publikoval vice ¢lankt nez kterykoliv jiny
matematik v historii.

Obrézek 5.22.: Paul Erdos.

Erdosovo matematické nadani se projevilo zdhy. Uz ve tiech letech zvladal pocitani s vysokymi ¢isly.
Oba rodice byli uc¢itelé matematiky, misto prvnich let skolni dochazky zajistili Paulovi doméaci uditele.

V roce 1934 dokoncil doktorské studium na Univerzité Pazméany Péter v Budapesti. V témze roce
se prestéhoval do Manchesteru v Britanii, kde ziskal stipendium hostujiciho pfednasejiciho. Protoze byl
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zidovského piivodu, tak soucasné opustil Madarsko, ve kterém v té dobé silil antisemitismus. Roku 1938
poprvé piijal misto na americké univerzité, kdyz ziskal stipendium v Princetonu. Tim zacCala jeho éra
putovani z univerzity na univerzitu, nikdy nezil dlouho na jednom misté, ale vzdy jen cestoval z jednoho
matematického pracovisté na jiné az do své smrti.

Zil skromné, nemél témét zadny hmotny majetek a vétsinu penéz, které ziskal (napiiklad 50 tisic dolart
v ramci Wolfovy ceny v roce 1983) rozdal mezi studenty formou drobnych cen za vyfeSeni matematickych
problémi.

Vzhledem ke svému vystfednimu vystupovani a casto i neobvyklé slovni zasobé se nékolikrat dostal
do problému. Koncem padesatych a zacatkem Sedesatych let dvacatého stoleti dokonce nesmél cestovat
do Spojenych stati.

Béhem svého zivota napsal nebo byl spoluautorem téméi 1500 matematickych ¢lankt. V oblibé mél spise
FeSeni problémiu nez budovani matematickych teorii. Problémy nejen fesil, ale také je formuloval a Casto
vypisoval odmény za jejich vyfeSeni. Odmény se pohybovaly v rozmezi nékolika dolart az nékolika tisic
dolarti. Rada z nich je stéle otevienych a odmény je mozno ziskat.

Odkazy:

® http://www.gap-system.org/ history/Biographies/krdos.html]

en.wikipedia.org/wiki/Paul_kErdo

[ ] liEED.; 7maEH.ucsH. eHu? Tan? ep.paﬁ

Cviceni
5.8.3." Jeden Erdésiv problém: Ukazte, Ze kazdy graf s n vrcholy a alespori n(k+1)/2+ 1 hranami obsahuje
jako podgraf libovolny strom na k + 1 vrcholech pron >k + 1.

5.8.4.7 Dalsi Erdésiv problém: Méjme graf G s 4n vrcholy a nejmensim stupném alespori 2n. Potom v grafu
G ezistuje n navzdjem hranove disjunktnich podgrafi Cl.

Karl Menger (13. ledna 1902 — 5. fijna 1985)

Karl Menger (¢ti ,,Karl Menger“) byl rakousko-americky matematik. Narodil se a studoval ve Vidni, kde
v letech 1928-1936 pisobil jako univerzitni profesor, byl ¢lenem Videnského krouzku. Od roku 1937 zil
a pracoval v USA: do roku 1946 byl profesorem matematiky na University of Notre Dame v Indiané a v letech
1946-1971 profesorem na Illinois Institute of Technology v Chicagu.

Obrazek 5.23.: Karl Menger v roce 1970, Shimer College Bulletin.

Zabyval se algebrou, topologii, teorii kiivek a prostoru. V roce 1927 dokazal vztah mezi k-souvioslosti
grafu a poctem (interné) disjuktnich cest v grafu (Véta EZI).

Jeho nejznaméjsi vysledek je pravdépodobné konstrukce tzv. Mengerovy houby, které se nékdy nepfesné
iik4 Sierpinského houba (&ti ,,Serpifiského®). Jedn4 se o uzavienou nespoc¢etnou mnozinu s Lebesgueovou mi-
rou 0. Ma nekoneény povrch, ale nulovy objem. Mengerova houba je trojrozmérnym zobecnénim Cantorova
diskontinua (nespocetné podmnoziny intervalu (0, 1) s Lebesgueovou mirou 0).

Obrazek 5.24.: Ilustrace prvnich tii krokid konstrukce Mengerovy houby.
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Odkazy:

® http://science.11t.edu/applied-mathematics/about/about-karl-menger

® https://en.wikipedia.org/wiki/Menger_spongg
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Kapitola 6. Parovani a pokryti

6.1. Parovani

V této kapitole se budeme vénovat pojmu pdrovdni. Jak nizev naznacuje, budeme tvofit pary, dvojice. Pa-
rovani souvisi s fadou praktickych problémi. Vezmeme naptiklad skupinu pracovniku, ktefi v ramci podniku
casto komunikuji telefonem pii feSeni spolecnych tkolt. Sestavime graf, jehoz vrcholy odpovidaji pracov-
nikiim a kazdé dvojice, ktera spolu pravidelné komunikuje telefonem, bude spojena hranou. Je pfirozené
zjistit, kolik pracovnich hovorti mtizeme vést soucasné (konferenéni hovory neuvazujeme). Hleddme co nej-
vétsi nezdvislou mnozinu hran v grafu. Uvédomte si, Ze omezeni tlohy neni dano jen technickymi moznostmi
telefonni tstfedny, ale také strukturou grafu: kdo s kym potiebuje a kdo miize komunikovat, protoze kazdy
¢lovek muze v danou chvili komunikovat jen s jednim dalsim c¢lovékem.

Na strané popiseme dalsi tlohu, tzv. ,pfifazovaci problém®, ktery odpovida hledani parovani v bi-
partitnim grafu.

Definice Parovani v grafu
Nezavisla mnozina hran M grafu G se nazyva pdrovanim. Rikdme, ze koncové vrcholy hran v M jsou
spdrovany nebo saturované.

Parovani budeme obvykle oznacovat pismenem M z anglického ,matching®. V kazdém grafu parovani vzdy
existuje, stac¢i vzit prazdnou mnozinu hran. Pfirozené zajimavéa otéazka je, kolik nejvice hran mtze parovani
v daném grafu obsahovat.

Maximalni a nejvétsi parovani

Definice Rekneme, ze parovani M v grafu G je nejvétsi, jestlize pro kazdé parovani M’ v grafu G plati
|M| > |M’'|. Parovani M nazveme mazimalni, jestlize pro kazdé parovani M’ takové, ze M C M’, plati
M= M.

Jinymi slovy, parovani je maximalni, pokud do néj neni mozné zddnou hranu pfidat. Vsimnéte si, ze nejveétsi
parovani je vzdy maximalni, ale opa¢na implikace neplati. Parovani M mizZe byt maximélni, Zaddnou hranu

’

jiz neni mozné do parovani pridat, pfitom vsak nemusi byt nejvétsi. Rozdil pojmt nejvétsi a maximéalni
parovani je ilustrovan na Obrazcich B0 a B2

NN NN

Obrazek 6.1.: Cesta Ps s mazimdlnim pdrovdnim a s nejvétsim pdrovdnim.

XX PO

Obrazek 6.2.: Graf s mazimdlnim pdrovdnim, které neni nejvétsi a stejny graf s nejvétsim pdrovdnim.
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M -alternujici a M -rozS$ifujici cesty
Ukazeme, Ze existuje pomérné jednoduchd nutna a postacujici podminka pro to, aby néjaké parovani M
grafu G bylo nejvétsi. Abychom mohli podminku popsat zavedeme nasledujici pojmy.

Definice M¢éjme néjaké parovani M v grafu G. Vrchol v grafu G nazveme M -saturovanym, jestlize je
koncovym vrcholem néjaké hrany v M. Jinak se v nazyva M -nesaturovany. Parovani M se nazyva uplnée
(nebo téz perfektni), jestlize je kazdy vrchol grafu G M-saturovany.

Netrivialni cesta P v grafu G se nazyva M -alternujici, jestlize se na cesté P pravidelné st¥idaji hrany,
které patii do parovani M, a hrany, které do M nepatii. Jestlize navic oba koncové vrcholy néjaké M-
alternujici cesty P jsou M-nesaturované, rikame, ze cesta P je M -rozsirujici cesta.

Cesty na Obrazku B23 jsou M-alternujici, cesta vpravo je i M-rozsifujici. V dalsim textu se zaméfime
na hledani nejvétsiho parovani v daném grafu. Parovani, které je v daném grafu nejvétsi, budeme znacit M*
(v8imnéte si, Ze takovych parovani muze existovat nékolik).

Jestlize existuje uplné parovani v né€jakém grafu G, fikdme, ze G ma uplné parovani. Pochopitelné
ne kazdy graf mé aplné parovani. Napiiklad bipartitni graf K , pro n > 2 nemé tplné parovani, ani zadny
graf s lichym poc¢tem vrcholi nem4 tuplné parovani.

NS A

Obrézek 6.3.: Dvé M -alternujici cesty a M -rozgitujict cesta v grafu G (vpravo).

G

Otazky:

e Najdete v Obrazku B2 M -rozsifujici cestu?
e Je nékteré parovani na Obrazcich B0 a B2 tplné?

Nasledujici véta dava péknou charakteristiku nejvétsich parovani, kterou lze snadno algoritmicky pro-
vérit.
Véta 6.1. Parovini M v grafu G je nejvétsi praveé tehdy, kdyz graf G neobsahuje Zddnou M -rozsitugici
cestu.

Diikaz. Jedna se o ekvivalenci, ukdzeme obé implikace P < T
»2= Postupujeme nepfimo. Predpokladejme, Ze G obsahuje néjakou M-rozsifujici cestu P. Ukéazeme, ze
pak parovani M neni nejvétsi.

Kazdy vnitini vrchol cesty P je incidentni s jednou hranou patfici do M a jednou hranou, kterd do M
nepatfi. Koncové vrcholy cesty P nejsou podle definice incidentni s zddnou hranou v M, proto mizeme z M
vynechat vSechny hrany, které lezi na cesté P (tj. kazda druhé hrana cesty P) a misto nich do M pfidat
vSechny hrany cesty P, které do parovani M nepatfily (takovych hran je o jednu vice, véetné prvni a posledni
hrany). Dostaneme parovani M’, které méa o jednu hranu vice nez parovani M, a proto nebylo parovani M
nejvetsi.

»<=“  Opét postupujeme nepfimo. Predpokladejme, ze M neni nejvétsi parovani, tj. existuje vétsi paro-
véani M'. UkéZeme, Ze G obsahuje néjakou M-rozsitujici cestu.

Sestavime graf H = (V(G), E), kde do E dame vSechny takové hrany, které patii jen do jednoho
parovani M nebo M’ (E = M A M’ je symetrickd diference mnozin M a M’). Protoze kazdy vrchol grafu G
je incidentni s nejvyse jednou hranou z parovani M a s nejvySe jednou hranou z parovani M’, je A(H) < 2.
To znamena, ze kazda komponenta grafu H je bud cyklus nebo cesta. Navic, protoze se v kazdém takovém
cyklu pravidelné st¥idaji hrany z parovani M a z parovani M’, jsou vSechny cykly v grafu H sudé délky.

Protoze M’ je vét$i parovani nez M, tak graf H musi obsahovat alespoii jednu netrivialni komponentu,
kterd méa vice hran z parovani M’ neZ z parovani M. KaZd4a trividlni komponenta grafu H a kaZzdy sudy
cyklus maji sudy pocet hran, proto musi graf H obsahovat alespon jednu cestu P liché délky takovou, Ze
obsahuje o jednu hranu z parovani M’ vice nez z parovani M. Cesta P je soucasné hledanou M-rozsitujici
cestou v grafu G. a
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Obrézek 6.4.: Graf G s pdrovdnim M, M -roz§itujici cesta a pdrovdini M’'.

Piiklad 6.1. Je parovani M v grafu G na Obrazku B0 vlevo nejvétsi? Pokud ne, najdéte nejvétsi
parovani.
Protoze parovani M neni iplné, zkusime najit M-rozsifujici cestu. Takova cesta je vyznacena na Obrazku 620
uprostied: zelené hrany do parovani M patii a modré hrany do parovani M nepatii. Zadménou zelené hrany
v mnoziné M za modré hrany dostaneme v&tsi parovani M’, které je na Obrazku EZ vpravo. v
Véta O dava nejen nutnou a postacujici podminku, kdy je néjaké parovani grafu G nejveétsi, ale navic
jeji diikaz dava postup, jak nejvétsi parovani sestavit. Potfebujeme jen efektivni algoritmus pro hledani M-
rozsifujicich cest. Jeden mozny postup je nasledujici: mizeme zacit mnozinou nesaturovanych vrchold a hle-
dat v8echny vrcholy (postupem do $ifky nebo do hloubky) dosazitelné po alternujicich cestach. Pro kazdy
vrchol uchovame informaci o jeho predchudci na M-rozsifujici cesté. Jakmile najdeme M-nesaturovany vr-
chol, mizeme zpétné zrekonstruovat alternujici cestu P a zdménou hran cesty P, které do parovani M patii
a které ne, zvysit pocet hran v parovani.

Cviceni
6.1.1. Kolo W, 11 je graf, ktery vznikne z cyklu C,, s vrcholy vy, v, ..., v, pridanim vrcholu vy a vsech hran
VU1, VU2, - - - , VoV, (viz strana [[A). Uréete, pro které hodnoty n md W,,11 uplné pdrovani.

6.1.2. Které€ uplné tripartitni grafy maji uplné pdrovani?

6.1.3. Kolik riznych uplngch pdrovani maji grafy o) K,,, b) C,?

6.1.4. Dokazte, Ze strom md nejvyse jedno uplné pdrovans.

6.1.5. Pro kaZdé k > 1 najdéte priklad k-pravidelného grafu, ktery nemd uplné pdrovani.

6.1.6. Pro kazdé p > 0 najdéte graf G a takové jeho mazimalni pdrovani M, Ze pro nejvétsi parovani M*
v grafu G plati |M*| = |M|+ p.

6.1.7.° Pro kazdé p > 0 najdéte souvisly graf G, Ze pro nejvétsi pdrovini M* v grafu G plati |V (G)| =
=2|M*| + p.

6.1.8. Dwva hraci hraji nasledujici hru. Stridavé obarvuji vrcholy grafu G tak, Ze pruni hrac¢ obarvuje modrou
barvou, druhy hrac¢ cervenou barvou a kazZdy musi vybarvit néktery nevybarveny vrchol, ktery je sousedni
s vrcholem, jeZ jeho protihrac vybarvil v predchozim tahu. Ten hrac, ktery nemize obarvit dalsi vrchol podle
pravidel, prohral. Ukazte, Ze proni hri¢ muze vyhrat vidy, kdyZ G nemd uplné parovani a druhy hrac¢ muze
vzdy vyhrat, kdyz graf G md uplné pdrovdni.

6.1.9. Mejme kubicky graf G, ktery md uplné pdrovani M. Ukazte, Ze kaZdy most grafu G patri do uplného
parovdani M.

6.1.10. a) Najdéte v Petersenové grafu (Obrdzek BI0]) takové maximdlni pdrovani, které saturuje pouze
6 vrcholi. b) V grafu pravidelného dvandctisténu (Obrazek TZT]) najdéte takové maximdini pdrovdng, které
saturuje pouze 12 vrcholi. Dadle najdéte rozsirujici cesty, pomoci kterych lze najit uplné parovani obou graf.

6.1.11.*% Méjme k-pravidelny graf G s n vrcholy a néjaké jeho mazimdlni parovani M. Kolik nejméné mize
mit mazimalni parovani grafu G hran? Tj. kolik nejvyse mize v grafu G byt M -nesaturovanych vrcholi?
Najdete priklad takového grafu a jeho maximdlni parovant pro k =2 a k =37

6.2. Parovani v bipartitnich grafech

Na strané B4 bylo zavedeno okoli vrcholu v jako mnozina Ng(v) vSech vrcholt, které jsou sousedni s vrcho-
lem v v grafu G. Podobné zavedeme okoli mnoziny vrcholti, pripadné ,ryzi“ okoli mnoziny vrcholu.

Definice Okoli mnoziny vrcholu
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Je-li S C V(G), tak okoli mnoziny S je mnozina vSech vrcholt grafu G, které jsou sousedni s alesponi jednim
vrcholem v S. Okoli mnoziny S budeme znacit N¢(S) nebo N(S). Ryzi okoli mnoZiny S je mnoZina vsech
vrcholi grafu G, které jsou sousedni s alespon jednim vrcholem v S a zaroven nepatii do S.

Okoli mnoziny vrcholi S v grafu G mtuzeme také definovat mnozinovym zapisem

Ne(S) = |J N(v)

veS

a ryzi mnoziny S okoli pak zapisem

U Nw\s

veS
Jestlize vrcholy v mnoziné S jsou nezavislé, tak okoli mnoziny S je soucasné ryzi.

Priklad 6.2. Uplné parovani v grafu K, , s partitami U a W

Na parovani grafu K, , se miizeme divat jako na zobrazeni z partity U do partity W. Uplné parovani
tak pfifadi kazdému vrcholu partity U = {uq,ua, ..., u,} pravé jeden vrchol partity W a naopak kazdému
vrcholu partity W lze priradit pravé jeden vrchol partity U. Protoze existuje n! rtiznych bijekci mezi n-
prvkovymi mnozinami, tak v grafu K, , existuje n! riznych aplnych parovani.

Prirazovaci problém

Pojem bipartitniho grafu pfirozené vyvstane u praktickych aplikaci, kdy vrcholy grafu maji dva ruzné vy-
znamy. Bipartitnim grafem muzeme napiiklad modelovat situaci, kdy mame mnozinu tkold, které je nutno
vykonat a mnozinu pracovniki, ktefi mohou mit riznou kvalifikaci, kazdy pro vykonani urcité podmno-
ziny ukoli. Hrany takového grafu spojuji vzdy pracovnika s nékolika tkoly, zddné hrany nespojuji vrcholy,
které odpovidaji dvéma pracovnikiim nebo dvéma tkoltiim. Pfirozenou tilohou je, rozdélit ikkoly jednotlivym
pracovnikiim tak, aby co nejvice tikold bylo feSeno soucasné. Prirazovaci problém pak odpovida nalezeni
nejvétsiho parovani v daném grafu. Idealné, pokud maji byt vSechny tlohy vyfeSeny, musime byt schopni
pridélit tkoly tak, aby kazdy tkol byl pridélen né€jakému pracovnikovi. To odpovida nalezeni takového
parovani, které saturuj vSechny vrcholy v partité tkoli.

Hallova véta
Po chvili pfemysleni si vSimneme, Ze ma-li bipartitni graf iplné parovani, tak musi

e obé partity mit stejny pocet vrchold,

e kazdy vrchol byt stupné alespori 1 (kazdy vrchol z jedné partity musi byt sousedni s alespoii jednim
vrcholem z druhé partity),

e kazdé dva vrcholy z jedné partity musi byt sousedni s alespon dvéma vrcholy z druhé partity,

e kazdé tfi vrcholy z jedné partity musi byt sousedni s alespon tfemi vrcholy z druhé partity. . .

Je zfejmé, ze posledni dvé podminky musi platit pro libovolnou podmnozinu vrchold v jedné partité. Na-
sledujici véta (v anglické literatufe se ji Casto fika ,Marriage theorem*) ¥ika, ze takovito nutnd podminka
pro existenci uplného parovani je zaroven postacujici. Vsimnéte si, ze véta je zformulovana tak, aby platila
i pro Kp, n, kde m # n, tj. uddvd nutnou a postacujici podminku pro existenci parovani, které saturuje
vSechny vrcholy jedné partity.

Véta 6.2. Hallova véta
Necht G je bipartitni graf s partitami U a W. Graf G md pdrovini M, které saturuje vsechny vrcholy
mnoZiny U prdvé tehdy, kdyz |S| < |N(S)| pro kaZdou podmnozinu S C U.

Dikaz. Jedna se o ekvivalenci, ukdzeme obé€ implikace P < T
»= Prvni implikace je snadna. Je-li M parovani, které saturuje vSechny vrcholy mnoziny U, potom
ke kazdému vrcholu u € U existuje pravé jeden (rtizny) vrchol w € W takovy, ze uw € M. Proto pro kazdou
podmnozinu S C U bude podmnozina N(S) C W (uvédomte si, ze N(S) je ryzi okoli mnoZiny S) a bude
také obsahovat alesponl tolik vrcholu jako S a plati |[N(S)| > |S|.
,<=“ Dukaz provedeme neptimo. Ukéazeme, Ze je-li M™ nejvétsi parovani v G a M™* nesaturuje vSechny
vrcholy U, potom najdeme takovou mnozinu S C U, Ze pro jeji (ryzi) okoli plati [N(S)| < |S|.

Ozna¢me u néktery z M*-nesaturovanych vrchold v mnoziné U. Podle pfedpokladu takovy vrchol
existuje. Déle oznacme Z mnozinu vSech vrchold bipartitniho grafu G, které jsou dosazitelné z vrcholu u
po néjaké M *-alternujici cesté. VSimneme si, Ze vrchol u je jediny nesaturovany vrchol v mnoziné Z, vSechny
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ostatni vrcholy v Z jsou saturovany, protoze jinak by M* nebylo nejvétsi parovani (dvé Véty ). Nyni
oznacime

S=2ZnU, T=ZnW.

Protoze kazda M*-alternujici cesta z u sparuje jeden z vrcholit v T' s jednim vrcholem v S\ {u}, jisté plati

7] =15]=1.

G)

Obrazek 6.5.: Bipartitni graf s parovanim M™* a modie vyznacenymi vrcholy v mnoZiné Z.

Z konstrukce mnozin S a T je ziejmé, ze T C N(S) (Obrazek E31). UkéZeme, Ze dokonce T' = N(5),
nebot v N (S)\T nemtize byt Zadny vrchol x grafu G, protoze vrchol = by byl dosazitelny z u po M *-alternujici
cesté liché délky a byl by M*-nesaturovany a parovani M* by nebylo nejvétsi. Celkem dostavame

NS =TI =|S[-1 = [N(S)] <|S].

Tim nepfimy dtkaz kondi. O

Hallova véta se hodi k snadnému ditkazu, ze v daném bipartitnim grafu G neexistuje tplné parovani. Pokud
najdeme mnozinu S C W, pro kterou plati |S| > |N(S)|, tak G nema tplné parovani. Na druhou stranu,
pro nalezeni iplného parovani je mozno pouzit myslenky z dikazu Véty GO0

Dusledek 6.3. Kazdy pravidelny bipartitni graf s alespon jednou hranou md uplné pdrovani.

Diikaz. Méjme pravidelny bipartitni graf G s partitami U a W. ProtoZe vSechny hrany v G spojuji vzdy
jeden vrchol z U s néjakym vrcholem ve W, a protoze z U vychézi celkem k|U| hran a z W vychazi celkem
kE|W | hran, je |U| = |W| (Cviceni B320).

Ukazeme, ze kazdy k-pravidelny bipartitni graf pro k£ > 0 spliuje Hallovu vétu. Vezmeme libovolnou
podmnozinu S C U. Z mnoziny S vede celkem k|S| hran, proto do N(S) vede alespoii m = k|S| hran.
Protoze G je pravidelny, je k|N(S)| > m. Odtud je k|S| < k|N(S)|, a proto |S| < |N(S)|. Mnozina S byla
zvolena libovolné, a proto podle Hallovy véty ma G dplné parovani. O

Piiklad 6.3. Existuje v grafu G na Obrazku B uplné parovani? Pokud ano, najdéte jej.

Protoze graf G je pravidelny bipartitni graf, tak podle Dusledku B33 v ném tplné parovani existuje. Po-
kud pfi konstrukci parovani najdeme néjaké maximalni parovani M, které neni uplné, mizeme s vyuzitim
Véty B najit néjakou M-rozsifujici cestu a najit vétsi parovani. Po nékolika krocich tak tplné parovani
najdeme. Jedno je uvedeno napiiklad na Obrazku B0 v

>

—~
Obrazek 6.7.: Uplné pdrovdni v bipartitnim grafu G.
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Cviceni

6.2.1. Dokazte ndsledujici modifikaci Hallovy véty (Véty B22): Necht G je bipartitni graf s partitami U
a W. Potom G md uplné pdrovani M prdve tehdy, kdyz

|S] < |N(S)| pro kazdou mnozinu S C (U UW).

Ukazte, Ze podminku bipartitnosti nelze vynechat.

6.2.2. Necht Ay, As, ..., A, jsou podmnoZiny (ne nutné disjunktni) mnoZiny S. Systém rtznych reprezen-
tantt mnozin Ay, As, ..., A, je mnoZina {ai,as,...,an} takovd, Ze a; € A; pro 1 < i < m, kde a; # a,
pro i # j. Ukazte, Ze mnozZiny Ay, As, ..., Ay maji systém ruznych reprezentanti pravé tehdy, kdyz plati, Ze
| U A;] > |J]| pro kazdou mnozinu J C {1,2,...,m}.
icd
6.2.3. Na Sachovnici s 64 policky je mozZno posklddat 32 dominovych kostek (obdélniki o rozméru 1 x 2
pole) tak, Ze pokryvaji celou Sachovnici. UkaZte, Ze Sachovnici, ze které vynechdame dvé diagondlné protilehld
rohovd pole, nemizZeme pokryt dominovymi kostkami.

6.2.4. Po vynechani nékterych dvou poli Sachovnice z predchoziho Cvicent ZZR je nékdy mozné pokryt
2byld pole Sachovnice dominovymi kostkami a nékdy to mozné neni. a) Najdéte na Sachovnici vsechny
dvogice poli, které je mozno vynechat, pricemz bude mozné pokryt zbytek sachovnice dominovymi kostkams.
b) Ukazte, jak v uloze a) zbyld pole $achovnice pokryt dominovymi kostkami.

6.2.5.° Méjme Sachovnici o rozméru n x n poli pro liché n > 3. Dokazte, Ze neni moiné navstivit jezdcem
kazdé policko prdve jednou, a vrdtit se zpet na vychozi policko.

6.2.6. Méjme bipartitni graf G na 2n vrcholech, jehoZ kaZdd partita md prdvé n vrcholi. a) DokaZte, Ze
pokud 6(G) > n/2, pak G obsahuje uplné parovani. b) Plati tvrzeni i pro 6(G) > n/2 — 17

6.2.7. Ukazle, Ze kubicky bipartitni graf neobsahuje most.
6.2.8. Zobecnete Cviceni G211 pro libovolny k-pravidelny graf, kde k > 2.
6.2.9.° Ukazte, ze pro r > 1 kazdy r-pravidelny bipartitni graf obsahuje 2-faktor.

6.2.10. Méjme balicek hracich karet, ve kterém jsou karty h ruznych hodnot kaZdd v b rizngych barvdach.
Karty rozlozime na stul do b rad, kde kaZda rada md h sloupci. UkaZte, Ze je mozno v kazdém sloupci vybrat
jednu kartu tak, Ze mame karty vsech h hodnot.

6.2.11. Méjme balicek hracich karet, ve kterém jsou karty h ruznych hodnot kazZdda v b razngych barvdch.
Karty rozlozime na stul do b tad kazdé s h sloupci. Ukazte, Ze je mozno postupnou zdménou dvojic karet
stejné hodnoty docilit stavu, kdy v kazZdém sloupci jsou karty vsech b barev.

6.3. Pokryti v bipartitnich grafech

V predchozi ¢asti jsme se vénovali parovani, coZ je mnozina nezavislych hran M. Vrcholy grafu pak jsou
nebo nejsou M-saturované. Nyni budeme vybirat mnoZinu vrcholt (ne nutné nezavislych) tak, aby kazda
hrana byla incidentni s nékterym vybranym vrcholem.

Definice Vrcholové pokryti grafu G je takovd podmnozina () mnoziny V(G), ze kazda hrana grafu G je
incidentni s alespoil jednim vrcholem z Q. Rikame, Ze hrana e je pokryta vrcholem u z (), jestlize hrana e je
s vrcholem u incidentni.

V kazdém grafu pokryti hran vzdy existuje, sta¢i vzit mnozinu vSech vrchold @ = V(G). Otézkou je, kolik
nejméné vrcholi muze pokryti v daném grafu obsahovat.

Minimalni a nejmensi pokryti

V kapitole EZA jsme rozlisovali maximalni a nejvétsi parovani. Podobné budeme nyni rozliSovat minimalni
a nejmensi pokryti grafu.

Definice Minimdlni pokryti grafu je takové pokryti @ grafu G, Ze pro kazdé pokryti Q, kde Q' C Q,
plati, ze Q" = @ (jinymi slovy: kazda vlastni podmnozina Q" C @ neni pokrytim grafu GG). Naproti tomu
pokryti @ je nejmensi jestlize pro kazdé pokryti Q' grafu G plati plati |Q| < |Q'|.

128



Petr Kovdr, 6. Pdrovani a pokryti 25. kvétna 2022

T AT

Obrazek 6.8.: Graf G s minimdlnim pokrytim, které neni nejmensi a graf G s nejmensim pokrytim.

Pokryti @ na Obrazku EX1 vlevo neni nejmensi, ale je minimalni, protoZe zadny vrchol nemutzeme z )
vynechat, nebot po vynechdni libovolného vrcholu by se nejednalo o pokryti. Pokryti Q* na Obrazku X1
vpravo je nejmensi, protoze dany graf ma primeér 3, a proto na jeho pokryti jsou potieba alesponi dva vrcholy.

Podobné jako M* oznacuje néjaké nejvétsi parovani v daném grafu, tak pokryti, které je v daném grafu
nejmensi, budeme znadit Q*. Zduraznéme, ze parovani M* ani pokryti Q* nemusi byt v grafu G uréeno
jednoznacné, protoze muze existovat nékolik riznych nejvétsich parovani nebo nékolik nejmensich pokryti.
Symbolem M™* nebo Q* chceme zduraznit, Ze néjaké parovani je nejvétsi, resp. néjaké pokryti je nejmensi.
Na Obrézku B0 jsou dvé riznd nejvétsi parovani (zelené a modré) a dvé riiznd nejmensi pokryti v grafu Cs.

VAR

o——=O
Obrazek 6.9.: Dvé riuznd nejvétsi parovdni a dvé ruznd nejmensi pokryti v grafu Cg.

Je snadné si rozmyslet, ze v kazdém grafu je pocet vrchol v néjakém pokryti @ alespon tak veliky, kolik
je hran v libovolném péarovani M, protoze alespon jeden z koncovych vrcholt kazdé hrany v parovani M
musi patfit do pokryti Q). Plati tedy
M| < QI

V dalsim textu vyuzijeme, Ze zejména plati
|M™] < Q7). (9)

Na druhou stranu rovnost v obecném grafu platit nemusi, protoze napiiklad v cyklu Cj plati |[M*| = 2,
ale |Q*| > 2, protoze kazdé dva vrcholy C; pokryji nejvySe étyfi rizné hrany a v grafu Cs je hran pét

(Obrézek G1m).

o0——=O
Obrazek 6.10.: Maximdlni pdrovani a minimdlni pokryti v grafu Cs.

Pojmy pokryti a parovani v grafu spolu tzce souvisi. Nasledujici véta ukazuje, ze v bipartitnich grafech
dokonce nastane v nerovnosti [9] rovnost. Vétu dokézal jiz v roce 1931 madarsky matematik Dénes Kénig?2.

Véta 6.4. Konigova véta

V bipartitnim grafu je pocet hran nejvétsitho pdrovani roven poctu vrcholu nejmensiho pokryti.

Diikaz. Podle nerovnosti [9] vime, ze |M*| < |Q*|. Staci ukédzat, Ze v bipartitnim grafu G = (U U W, E)
najdeme parovani o velikosti |Q*|. Mnozinu vrcholt nejmensiho pokryti @* rozdélime na dvé Gasti S =
=Q"NU aT = Q" NW podle partit bipartitniho grafu G. Oznac¢ime H; a H; dva bipartitni podgrafy
grafu G, kde graf H; je indukovany podgraf grafu G na vrcholech v mnozingé S U (W \ T) a graf Hs je
indukovany na vrcholech v mnoziné T'U (U \ S).

22 Vsimnéte si, ze zatimco ,,6 v Kénigové jméné se spravné (madarsky) pise s dvojitym akutnim znaménkem, tak v Kénigové

vété se ,,6“ obvykle pise s prehlaskou.
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Protoze SUT = Q* je pokryti grafu G, tak v G neni 7z4dnd hrana z partity U \ S do W \ T. Nyni
pro kazdou podmnozinu X C S je Np,(X) C (W \ T). Pokud by platilo |Ng, (X)| < |X|, tak bychom
mohli X nahradit v pokryti @* mnozinou Ny, (X) a dostali bychom mensi pokryti, protoze Ng, (X) pokryje
vS8echny hrany incidentni s vrcholy v mnoziné X, které nejsou pokryty mnozinou 7. To neni mozné, protoze
Q* je nejmensi pokryti. Podle Hallovy véty (Véta B2) vime, Ze graf H; ma parovani, které saturuje vSechny
vrcholy v mnoziné S.

Podobné ukazeme, ze graf Hy mé parovani, které saturuje vSechny vrcholy v mnoziné T. A protozZe jsou
grafy Hq a Ho disjunktni (maji razné vrcholové mnoziny), tak graf G ma parovani o velikosti |S|+|T'| = |Q*],
coz je dokazované tvrzeni. O

Otazka: Plati analogické tvrzeni k Vété B4, Ze v bipartitnich grafech je poc¢et hran maximalniho parovani
roven poctu vrcholtt minimalniho pokryti?

Zdtraznéme, ze Véta B0 plati jen pro bipartitni grafy. Graf G na Obrazku E11 je bipartitni, a proto
podle Véty 0 je |M*| = |Q*| = 4. Na druhou stranu pro grafy, které nejsou bipartitni, véta nefika
nic. Napiiklad graf Cs jisté neni bipartitni a v grafu Cs plati |[M*| < |Q*| (Obrizek EIm). Naproti tomu
kompletni graf K, neni bipartitni, pfesto v grafu Ky plati |[M*| = |Q*| = 2.

L LT

Obréazek 6.11.: Bipartitni graf, ve kterém |M*| = |Q*| = 4.

Vsimnéte si, ze pokud najdeme takové parovani M a takové pokryti @ bipartitniho grafu G, ze |M| =
= |Q|, tak podle Véty B0 vime, ze M je soucasné nejvétsi parovani M* a ) je souc¢asné nejmensi pokryti Q*.

Poznamka 6.1. Minimaxova podminka

Dvojice takovych problémt, kdy vzdy optimalni feSeni R; jednoho problému maximalizuje néjaky para-
metr p; (obvykle mohutnost néjaké mnoziny) a optimalni feseni Ry druhého problému minimalizuje néjaky
jiny parametr p, na stejné mnoziné graf, pricemz obecné plati p; < ps a dosazeni optima znamena rov-
nost p; = pa, tvori tzv. minimazovou podminku. Pokud v takovém pripadé najdeme dvojici feSeni Ry a Ra,
ve které parametry obou feSeni nabyvaji stejné hodnoty p; = ps, tak jsme dokdzali, ze obé Teseni jsou
optimalni.

Minimaxové podminky jsou cennym pomocnikem pii hledani optimalnich feseni. Algoritmy pro nalezeni
optimalniho feseni problémt R; a Ry mohou byt komplikovaném, dokonce i NV P-tiplné, mohou vsak existovat
jednoduché heuristické algoritmy, které ale nemusi zarucit nalezeni optimélniho feseni. Jen na zakladé
vysledku heuristiky nemuzeme poznat, zda feseni je optimalni. Pokud ale plati rovnost p; = ps zminénych
parametri, tak diky minimaxové podmince je dokdzdno, ze nalezené TeSeni je optimalni.

Priklad 6.4. Napiiklad parovani v bipartitnim grafu na Obrazku BT je nejvétsi (mé t¥i hrany), protoze
nejmensi pokryti ma tii vrcholy. A naopak, pokryti tfemi vrcholy je nejmensi, protoze méame parovani se

tfemi hranami.

Obrazek 6.12.: Nejvétsi pdrovini M* a nejmensi pokryti Q* grafu G.

Otazka: Miuze byt libovolny rozdil mezi velikosti nejvétsiho parovanim a nejmensiho pokryti? Pokud ano,
zkuste najit obecnou konstrukci takového grafu.

Cviceni

6.3.1.° Mé&jme néjakou mnoZinu nezdvislych vrcholi S. Ukazte, e S = V(G) \ S je vrcholové pokryti.

6.3.2. 'V libovolném grafu G oznacéme velikost nejuétsi nezavislé mnoZiny vrcholi o(G) (vrcholové éislo ne-
zavislosti) a velikost nejmensiho vrcholového pokryti oznacme 5(G). Ukazte, Ze v kazZdém grafu G s n vrcholy
je soucet a(G) + B(G) = n.

130



Petr Kovdr, 6. Pdrovani a pokryti 25. kvétna 2022

6.3.3. Méjme strom T s n vrcholy. Oznacme velikost nejuétsi nezavislé mnoziny vrcholi a(G) (vrcholové
¢islo mezavislosti). Vyjadrete velikost nejuétsi nezdvislé mnoZiny hran o' (G) (hranové c&islo nezdvislosti)
pomocin a o' (T).

6.3.4. Ukazte, Ze pro vrcholové ¢islo nezavislosti (bylo zavedeno ve Cviceni E=ZZ) libovolného grafu G s n
vrcholy plati o(G) > IN(EESE

6.3.5. Urcete vrcholové ¢islo nezdvislosti cesty P, a uréete co nejmensi mazimalni (nikoliv nejuétsi) nezd-
vislou mnozinu vrcholi cesty P,,.

6.3.6.  Méjme bipartitni graf G s n vrcholy. UkaZte, Ze velikost nejuétsi nezavislé mnoziny vrcholi o(G) =
=n/2 pravé tehdy, kdyzZ G md uplné parovand.

6.3.7.  Pro kaZdé prirozené ¢islo n najdéte priklad stromu, ve kterém je pocet vrcholi nejmensiho (vrcholo-

vého) pokryti 2 a soucasné nejmensi nezavisla mnozina vrcholového pokryti md | %5 | vrcholi.

6.3.8.  Oznacéme velikost nejuétsi nezdvislé mnoziny hran o/ (G) (hranové cislo nezdvislosti, neboli pocet
hran nejvétsiho parovani grafu G). Ukazte, Ze kaZdé mazimalni parovani grafu G md alespori o/ (G)/2 hran.
6.3.9. Meéjme graf G na Obrazku Najdéte uplné parovani grafu G nebo ukazte, Ze graf G uplné
pdarovani nemd.

Obrazek 6.13.: Lovasziv-PLummeriv graf G.

6.4. Uplné parovani v obecnych grafech

V minulé ¢asti jsme se zaméfili na parovani a pokryti v bipartitnim grafu. Néasledujici vétu, ktera udava
nutnou a dostatecnou podminku pro existenci iplného parovani v obecném grafu, dokazal Tutte v roce 1947.
Kazdou komponentu daného grafu, kterd ma lichy pocet vrchold, budeme nazyvat lichou komponentou.

Véta 6.5. Tutteova véta
Graf G ma uplné parovani pravé tehdy, kdyz pocet lichych komponent v grafu G — S je mensi nebo roven
poctu vrcholi mnoZiny S pro kaZdou mnoZinu S C V(G).

Diikaz. Jedna se o ekvivalenci, ukdzeme obé implikace.

»=“ Protoze graf G mé uplné parovani M, tak v kazdé liché(!) komponenté grafu G — S je alesponl
jeden vrchol spojen hranou z parovani M s néjakym vrcholem mimo tuto komponentu, tj. s jingm vrcholem
v mnoziné S. Proto je pocet lichych komponent grafu G — S nejvyse roven |S]|.

»<=“ Vsimnéte si, ze pridanim hrany mezi dvé komponenty grafu G — S se pocet lichych komponent
nezvétsi, nebot timto spojenim komponenty sudé a liché velikosti dostaneme jednu komponentu liché velikosti
a spojenim dvou komponent se stejnou paritou velikosti dostaneme jednu komponentu se sudou velikosti.
Proto i pro graf G’ = G + e a S C V(G) je pocet lichych komponent grafu G’ — S mensi nebo roven poctu
lichych komponent grafu G — S. Navic, pokud graf G’ nemé Uplné parovani, tak ani graf G' nemohl mit
uplné parovani.

Déle postupujeme sporem. Jestlize tvrzeni véty neplati, tak existuje néjaky takovy graf G a mnozina S C
V(G), ze G — S ma méné nez |S| komponent liché velikosti, a pfitom G nemé uplné parovani. Mezi vSemi
takovymi protipriklady mizeme vybrat takovy maximdlni graf G, kdy po pridani libovolné hrany e do grafu G
bude graf G’ = G + e mit plné parovani. MiZzeme predpokladat, ze takovy maximalni protiptiklad existuje,
nebot pfiddnim vsech chybéjicich hran bychom dostali kompletni graf na sudém poctu vrchold, o kterém
vime, Ze ma Uplné parovani. Nyni dojdeme ke sporu tak, ze v grafu G najdeme tplné parovani. Mnozinu
vSech vrcholt stupné |V (G) — 1| v grafu G ozna¢me T. RozliSime dva pfipady:
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1) Jestlize vSechny komponenty grafu G — T' jsou kompletni grafy, tak v kazdé komponenté najdeme
uplné parovani, které saturuje vsechny komponenty vrcholy s vyjimkou jednoho vrcholu v kazdé liché
komponenté (Obrizek EIA). Podle piedpokladu obsahuje mnozina T alespoii tolik vrcholi, kolik je
lichych komponent grafu G — T, a kaZdy vrchol mnoziny T je sousedni se vSemi vrcholy grafu G.
Proto miizeme saturovat vsechny nesaturované vrcholy v lichych komponentach vzdy néjakou hranou
do vrcholu v mnoziné 7. Indukovany graf na zbyvajicich vrcholech mnoziny T je Uplny a obsahuje
sudy podet vrchold, nebot doposud byl saturovan sudy podet vrcholt grafu G a z nutné podminky
pro S = () vime, Ze cely graf G ma sudy pocet vrchold.

Obrazek 6.14.: MnoZina T a pdrovdni grafu G.

2) Jestlize néjakd komponenta grafu G — T neni kompletni graf, tak néjakd komponenta grafu G — T
obsahuje dva nesousedni vrcholy z, y (ve vzdalenosti 2) se spole¢nym sousedem z ¢ T. Navic, protoZe
vrchol z nepatfi do mnozinu T, existuje v grafu G — T vrchol w, ktery neni sousedni s vrcholem z

(Obrézek 6Im).
C
x
Yy z w
Obrazek 6.15.: Cyklus C' je vyznacen modre, vybrané hrany pdrovini M, zelené a vybrané hrany

pdrovdni My cervené.

Protoze za graf G jsme vybrali maximalni graf bez aplného parovani, tak grafy G + xy i G + zw maji
Uplné parovani, kterd oznac¢ime M; a Ms. Nyni peclivym rozborem hran v mnoziné M; /A Ms najdeme
v grafu G Uplné parovani, které neobsahuje hranu xy ani hranu zw, a dostaneme hledany spor.
Oznac¢me N = M; A M,. Protoze hrana xy patil pouze do parovani M; a hrana zw patii pouze
do parovani Mo, tak zy, zw € N. Dale, protoze kazdy vrchol je saturovan jednou hranou parovani M;
a jednou hranou parovani Ms, tak kazdy vrchol grafu H = (V(G), N) (vybereme pouze hrany, ve kte-
rych se parovani M; a My lisi) je stupné 0 nebo 2. Komponenty grafu H jsou proto jen sudé cykly
(pravidelné se stiidaji hrany parovani M; a Ms) nebo izolované vrcholy. Oznafme C' ten cyklus
grafu H, ktery obsahuje hranu zy. Jestlize cyklus C' neobsahuje hranu zw, sta¢i v parovani M; nahra-
dit ty hrany cyklu C, které pat¥i do parovani M; za hrany, které pat¥{ do parovani M, (Obrazek EIx
vlevo). Dostaneme tak plné parovani grafu G.

Jestlize cyklus C' hranu zw obsahuje, tak na tiseku cyklu C, ktery za¢ind hranou zw a konéi vrcholem z
nebo y (bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze se jedna o vrchol x) nahradime hrany z parovani Ms
za hrany z parovdni M; a pfiddme hranu zy (Obrazek Il vpravo). Ve zbyvajicim tseku cyklu C
ponechame hrany parovani M; s vyjimkou hranu zy, kterou do parovani nezahrneme. Opét dostaneme
uplné parovani grafu G, coz je spor s vybérem grafu G.

Protoze predpoklad existence protipiikladu tvrzeni véty vedl vzdy ke sporu, zadny protipfiklad neexistuje

a tvrzeni véty plati. |
Otazky:
e Existuje néjaky graf G a takova mnozina jeho vrchold S, ze graf G — S méa pravé S lichych komponent?

e Vysvétlete, jak z nutné podminky Tutteovy véty plyne, ze graf G s Giplnym parovanim ma sudy pocet
vrcholt.
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Napiiklad graf na Obrazku EI61 neméd Uplné parovani. Odebranim vyznaceného vrcholu vzniknou
t¥i liché komponenty, a proto podle Tutteovy véty graf G nemd uplné parovani. Naproti tomu naptiklad
v Petersenové grafu (Obrazek 1) nenajdeme takovou mnozinu vrchola S, aby graf G — S mél vice nez | S|
komponent liché velikosti, proto podle Tutteovy véty mé Petersentiv graf Gplné parovani (takové parovani
snadno najdete sami). Bohuzel Tutteova véta se hodi spi§ pro vyvraceni existence uplného parovéni v daném
grafu, protoze ovéfeni poctu lichych komponent grafu G — S pro vSechny podmnoziny G — S je naroc¢né.
Pro nékteré specialni tfidy grafa plati jednodussi podminky. Napfiklad nasledujici tvrzeni plyne piimo
z Tutteovy véty, historicky vsak bylo dokazano drive, uz v roce 1891 Petersenem.

Obrézek 6.16.: Graf G s vyznacenou artikulaci v a trems lichymi komponentami v grafu G — v.

Dusledek 6.6. Druha Petersenova véta
Kazdy kubicky graf bez mosti md uplné pdrovani (1-faktor).

Diikaz. Necht G je kubicky (3-pravidelny) graf bez mostt. Ukdzeme Ze takovy graf splituje pfedpoklad
Tutteovy véty.

Pro libovolnou podmnozinu vrcholtt S C V(@) prozkoumdme pocet hran mezi vrcholy v S a lichymi
komponentami grafu G — S. Pocet takovych hran oznacime p. Protoze je G kubicky graf, je kazdy vrchol
v S incidentni s nejvyse tfemi takovymi hranami a plati p < 3|S]|.

Soucet stupiit vrcholtt v kazdé liché komponenté L grafu G — S je 3v(L) —m, kde m je polet hran mezi
L a S. Podle Véty O je soudet stupiitt viech vrcholid v komponenté L sudy, a protoze v(L) je liché ¢islo,
tak m = 3v(L) — ), deg(v) musi byt liché ¢islo. Graf G neobsahuje podle pfedpokladu most, je tedy m
vétsi nez jedna, a proto m > 3. Ze vsech £ lichych komponent grafu G — S vychézi proto alesponn 3¢ hran
do S a dostavame, ze p > 3(. Celkem dostavame 3¢ < p < 3|5/, a proto pro pocet lichjch komponent grafu
G — S plati £ < |S|, coz podle Tutteovy véty znamend, ze G ma Gplné parovani. |

Vsimnéte si, ze Druhd Petersenova véta (Véta ER) déva jen postacujici podminku pro existenci tiplného
parovani kubického grafu. Kubicky graf s mostem mtze (napiiklad graf na Obrézku EZ), ale nemusi
(naptiklad graf na Obrazku EIX) mit aplné parovani. Naproti tomu kubické grafy na Obrazku I
jsou hranové 2-souvislé a podle Druhé Petersenovy véty maji tiplné parovani (zkuste v kazdém grafu tplné
parovani najit). Stejné tak grafy na Obrazcich [IX, 200, B a B3] maji Gplné parovani.

Obrazek 6.17.: Kubické grafy bez mosti.

M4-li dany graf G Gplné parovani, tak hrany pérovéni spolu s vrcholovou mnozinou V(G) tvofi 1-
faktor. Podobné, je-li néjaky faktor daného grafu 2-pravidelny, fikdme my 2-faktor, a jestlize faktor grafu je
k-pravidelny, fikame mu k-faktor.

Veéte B se fikd ,,Druha“, protoze byla spolu s nasledujici vétou publikovana Petersenem v roce 1891.
Nasledujici znamé a silné tvrzeni dokdzeme s vyuzitim Véty B30

Véta 6.7. Petersenova véta
Kazdy pravidelny graf sudého stupné s alesporni jednou hranou md 2-faktor.

Dikaz. Méjme 2k-pravidelny graf G s vrcholy vy, vs,...,v,. Kazda jeho komponenta je souvisly graf.
Pozdéji, v Kapitole I, si ukdZeme, Ze v souvislém grafu, ve kterém jsou vSechny vrcholy sudého stupné,
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existuje uzavieny tah (tzv. eulerovsky tah), ktery obsahuje v8echny hrany grafu. Bud T takovy uzavieny
tah grafu G, ktery obsahuje vSechny hrany grafu G. Sestrojime bipartitni graf H = (U U W, E) tak, Ze
U={uy,uz,...,u,} aW = {wq,ws,...,w,}. Hrana u;w; bude v mnoziné E pravé tehdy, kdyz vrchol v,
bezprostfedné nasleduje za vrcholem v; v tahu T. Protoze v tahu T' se objevi kazdy vrchol presné k krat,
bude bipartitni graf H k-pravidelny.

Podle Disledku B2 mé graf H uplné parovani. Kazda hrana incidentni s vrcholem u; € U odpovida
hrané, kterd vychézi z vrcholu v; € V a kazda hrana incidentni s vrcholem w; € W odpovida hrané, ktera
vchézi do vrcholu v; € V. Proto uplné parovani grafu H odpovida 2-pravidelnému grafu v grafu G.

V kazdé komponenté piavodniho grafu G takto sestrojime 2-faktor. O
Podle Petersenovy véty mizeme dokonce kazdy 2k-pravidelny graf G rozlozit?® na k 2-faktori, pro-
toze odebranim jednoho 2-faktoru zaruceného Vétou B2 dostaneme graf, ktery opét spliuje predpoklady

Petersenovy véty, a nebo dostaneme graf bez hran.

Odkazy:

e Peterseniv ¢lanek z roku 1891 EEEps://proiecteuclid.org/journals/acta-mathematica/volume-15/issue-none/Die] I

Lheorie-der—regularen—graphs/10.100//BF02392606.Tulll

Cviceni

6.4.1. Bez vyuZiti dukazu Veéty dokazte specialni pripad Tutteovy véty: Strom T md uplné pdrovdni
pravé tehdy, pokud pocet lichych komponent grafu T — v je roven jedné pro kazdy vrchol v € V(T).

6.4.2. Na daném poctu vrcholi najdéte a) graf s nejuétsim pocétem hran, ktery nemd uplné pdrovdni,
b)" souvisly graf s nejvétsim poctem hran, ktery nemd dplné pdrovdni. VyuZijte Tutteovu vétu.

6.4.3. Jaky miZe byt nejuétsi stuper vrchold a) v grafu G, b) ve stromu T, ktery ma dplné pdrovdni?

6.4.4. Jaky miZe byt nejuétsi stupen vrcholi a) v grafu G se sudym poctem vrcholi, ktery nemd uplné
pdrovdani? b) ve stromu T se sudgm poctem vrchold, ktery nemd uplné pdrovani?

6.4.5.  Vyuzijte Tutteovu vétu k nalezend charakterizace mazimdlnich grafi (vzhledem k poctu hran) bez 1pl-
ného pdrovani.

6.4.6. Ukazte, zZe v kubickém grafu G bez mosti patii kazdd hrana do néjakého uplného pdrovdini grafu G.

6.4.7.% Méjme k-pravidelny graf G se sudym poctem vrcholi, ktery zistane souvisly i po odstranéni libovol-
nych k — 2 hran (G je (k — 1)-souvisly). Ukazte, Ze graf G md uplné parovdni.

6.4.8.Y Proc neni mozné zobecnit vysledek Cviceni BZ1] i pro grafy s lichym poctem vrcholi?

6.5. Doplnkova témata

Hry a parovani
Pro fadu her lze s ispéchem vyuzit pojmu parovani v grafu pro nalezeni vitézné nebo alespoi neprohravajici

strategie pro nékterého hrace. Jeden ptiklad takové hry jsme zminili v Pfikladu ET=51 Nasleduje priklad
neprohravajici strategie druhého hrace.

Cykly v siti
Méjme graf G = P,00P,, (o kartézském soucinu je psano na strané B8). Dva hradi, erveny a modry, stfidavé
obarvuji hrany grafu G. Ten, kdo prvni sestavi z hran své barvy cyklus, vyhraje.

Na prvni pohled se zda, Ze prvni hra¢ ma vyhodu. AvSak podrobnéjsi rozbor ukazuje, ze druhy hrac
muze vZdy vynutit remizu. Aby hra¢ uzaviel cyklus hran své barvy, musi posloupnost taht obsahovat alespon
dvé hrany, které tvoii ,L“ (v tomto tvaru). Druhy hra¢ ke kazdému tahu snadno najde (a zahraje) do péru
druhy tah tak, aby oba tahy dohromady tvofily , L“. Nyni si sta¢i uvédomit, Ze na zaplnéném hernim planu
musi byt vsechna ,,L“ sestavena z hran dvou barev, tak ani jeden z hra¢t nemohl uzaviit cyklus.

Otazka: Je mozno strategii pouzit i pro graf C,,[(1C,,7

Ctverce na Sachovnici

23 Rozkladim grafu se vénujeme v kapitole =31
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Na libovolné Sachovnici o rozméru m x n poli se stfidaji dva hraci, ¢erveny a modry, ve vybarvovani poli¢ek
Sachovnice. Ten hrac¢, kterému se podafi vybarvit ¢tverecek o rozmeéru 2 x 2 policka svoji barvou, vyhrava.
Ve Cviceni B ukazeme, ze druhy hra¢ ma neprohravajici strategii.

HEX

O hie HEX jsme psali na strané B3. Je znamo, Ze hra nemiuze skonc¢it remizou, Ze druhy hra¢ nemize
mit vitéznou strategii, a vitézna strategie pro prvniho hrice byla nalezena s vyuzitim vypocetni techniky
pro hraci plany do rozméru 9 x 9 poli. Nevyhodu druhého hrace neméa smysl kompenzovat zménou rozméru
(zkracenim) hraciho planu, nebot jednoducha strategie zaloZend na péarovéni poli mize zajistit vitézstvi
druhého hréacée (Cviceni E220).

Bridge-it

O hie Bridge-it jsme psali na strané E4. Pro prvniho hréace existuji rizné vitézné strategie, alespon jedna
z nich je zaloZena na parovani tahd prvniho a druhého hrécen (Cviceni E53).

Cviceni

6.5.1. Ukazte, Ze druhy hrdc ve hie ,,Ctverce na Sachovnici® nemust nikdy prohrdt.

6.5.2.  Pokud bychom nevyhodu druhého hrace ve hie HEX kompenzovali zkrdacenim vzdalenosti protilehlych
stran druhého hrdace, tak existuje vitéznd strategie pro druhého hrace. Najdéte ji.

6.5.3. Ukazte, Ze proni hrdc¢ ve hre Bridge-it md vitéznou strategii zaloZenou na pdrovani.

Odkazy:

[ ] P WWW.ma .corne .edu/ mec - orhangl.am/palring. m

® https://en.wikipedia.org/wiki/Hex_(board_game)|

Nekonecné grafy

Na strané EI jsme zavedli pojem grafu. VSimnéte si, Ze definice nevylu¢uje moznost, aby mnozina vrchola
nebo mnozina hran byla nekone¢na. Na druhou stranu pokud v grafu G = (V, E) je mnozina V kone¢ni,
tak mnozina hran F musi byt koneénd (pro¢?).

Pojem nekoneéného grafu mé smysl studovat a je potfeba mit na paméti, ze nékterd tvrzeni plati
jen pro konecné grafy. Zejména dikazy, jejichz argumentace je zaloZena na porovnani mohutnosti dvou
mnozin, obvykle nemtizeme pouzit pro nekonecéné velké mnoziny. Napiiklad Hallova véta (Véta GZ1) plati
jen pro kone¢né bipartitni grafy (Cviceni E52)

Na strané I3 jsme zminili, Ze graf odpovidajici hasseovskému diagramu relace usporadani na nekoneéné
mnoziné je nekonecny. Stupen zadného vrcholu neni koneény a prehledné popsat strukturu takového grafu
je obtizné. Na strané 33 na konci této kapitoly uvedeme a dokazeme néjaka dalsi tvrzeni pro nekonecné
grafy.

Cviceni

6.5.4. Najdéte priklad nekonecného grafu, pro ktery neplati Hallova véta (Véta BEZA).
6.5.5. Jaky je priumér (neorientovaného) grafu N = (N, E), kde E = {zy : x|y} ?
Dominujici mnoZina

Na prvni pohled pfibuznym pojmem k pokryti grafu je dominujici mnozina.

Definice Dominujici mnozina

Dominujici mnozina vrcholu grafu G je kazda podmnozina D C V(G), Ze kazdy vrchol grafu G bud patii
do D nebo je sousedni s néjakym vrcholem v D. Dominace grafu G je velikost nejmensi dominujici mnoziny
a znadi se v(G).

Alternativné dominujici mnozina vrcholi je kazda takovd podmnozina D C V(G), ze D U Ng(D) = V(G).

V kazdém grafu dominujici mnozina existuje, sta¢i vzit celou mnozinu V(G). Vyzvou pro dany graf je
najit dominaci, tj. velikost nejmensi dominujici mnoziny. Algoritmicky se jednd o NP-uplny problém, neni
znam zadny rychly algoritmus pro uréeni dominace obecného grafu.

Poznamka 6.2. Dominujici mnoZina a pokryti
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Vsimnéte si rozdilu mezi pokrytim a dominujici mnozinou: pokryti () grafu G je takova mnozina vrchol,
aby kazda hrana byla incidentni s alespon jednim vrcholem v @, tak dominujici mnozina D grafu G je takova
mnozina vrchold, aby kazdy vrchol mimo D byla sousedni s alespon jednim vrcholem v D.

Napriklad nejmensi pokryti cyklu C5 na Obrazku BT obsahuje tfi vrcholy, pro dominaci cyklu Cj
staci vrcholy 2 (Obrazek EIX]).

Obrazek 6.18.: Dominujici mnozina cyklu Cs, kterd obsahuje dva vrcholy.

ProtozZe kazdy vrchol v stupné deg(v) mtze dominovat nejvyse deg(v) jinych vrcholt, plati

1
Y(G) > H——A(G)

V grafech bez izolovanych vrcholi navic plati v(G) < n/2.
Odkazy:

® phttps://en.wikipedia.org/wiki/Dominating_sef

Cviceni
6.5.6. Ukazte, Ze v grafu bez izolovangch vrcholi plati v(G) < |n/2].
6.5.7.° Ukaste, Ze v grafu bez izolovanygch vrcholi plati v(G) < |Q*|.

6.5.8.° Ukazte, Ze rozdil mezi velikosti nejmensiho pokryti |Q*| grafu G a jeho dominaci v(G) miiZe byt
libovolne velky.

William Tutte (14. kvétna 1917 — 2. kvétna 2002)

William Thomas Tutte byl britsky a pozdéji kanadsky matematik a kryptolog. Béhem druhé svétové valky
rozlustil jeden z némeckych kédi, coz sehrilo vyznamnou tlohu pfi vylodéni spojeneckych vojsk v Evropé.
Prispél fadou vyznamnych vysledkt v oblasti kombinatoriky a teorie grafi.

Vyvratil naptiklad Taitovu hypotézu (viz strana [3) uzitim konstrukce, které se fika Tuttetiv fragment
(Obrazek B31). Podrobné je o Tutteové protipiikladu psdno na strané [Z3. Dikaz Véty o ¢tyfech barvach
(viz strana [¥A) vyuzival Tutteovych vysledki.

Obrazek 6.19.: William Tutte.
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Tutte vyslovil hypotézu, ze kazdy snark (o snarcich je psdno na strané E0) obsahuje Peterseniv graf
jako minor (minor je zaveden na strané [Xd). To by znamenalo, Ze z kazdého snarku je mozno dostat
Petersentv graf kontrakci (kontrakce hrany bude nadefinovdna na strané [Z3) a vynechanim hran. Navic,
protoze Petersentv graf je kubicky, kazdy snark by obsahoval rozdéleni Petersenova grafu. Tutteova hypotéza
je silnéjsi nez Problém ¢tyf barev a Robertson, Sanders, Seymour a Thomas ji dokéazali v roce 2001. Vice
o dikazu Problému ¢ty barev je psano na strané XA a o snarcich je psdno na strané ZOO.

Tutte se narodil v Newmarketu v Anglii. Vystudoval Trinity College na univerzité v Cambridge. Jesté
jako student spolu se tfemi spoluzaky jako prvni vytesili problém znamy jako ,,Squaring the square®, tj. roz-
déleni ctverce s celociselnou stranou na mensi celociselné ¢tverce, pricemz pozadujeme, aby kazdé dva ¢tverce
mély jiny rozmeér. Na zacatku druhé svétové valky se na doporuceni svého skolitele prihlasil na Government
Code and Cypher School a pracoval jako kryptoanalytik v Bletchley Park, coz bylo za valky centrum brit-
skych desifrovacich aktivit. Tutteovi a jeho kolegiim se na zékladé nékolika zachycenych Sifrovanych depesi
podafilo vydedukovat strukturu némeckého Sifrovaciho stroje Lorenz SZ 40/42, ktery byl vyuzivan pro Sifro-
vani vyznamnych vojenskych zprav, aniz by predtim stroj vidéli. To bylo povazovano za jeden z nejvétsich
intelektualnich vykont celé valky.

Po vélce se vratil na studia a v roce 1948 Tutte dokoncil doktorat v Cambridge a v témze roce piijal
misto na univerzité v Torontu. V roce 1962 piresel na Univerzité ve Waterloo v Ontariu v Kanadé, kde ztstal
az do konce své kariéry. Ackoliv odesSel do penze v roce 1985, zistal aktivni jako emeritni profesor a byl
jednim z hlavnich zakladatelt véhlasné Katedry kombinatoriky a optimalizace na univerzité ve Waterloo.
Byl zvolen ¢lenem Kralovské spolecnosti i Kanadské kralovské spolec¢nosti.

Odkazy:

pttp://en.wikipedia.org/wiki/William_Thomas_Tuttq

pttp://www.squaring.net/history_theory/brooks_smith_stone_tutte.html]]

http://www.mathpuzzle.com/4Dec2001.htn]

°
® http://en.wikipedila.org/wiki/Squaring_ the_squarg
°
°

Dénes Kénig  (21. zafi 1884 — 19. fijna 1944)

Dénes K6nig byl madarsky matematik, ktery napsal a v roce 1936 vydal v nakladatelstvi v Lipsku prvni
ucebnici teorie grafti ,,Theorie der endlichen und unendlichen Graphen®.

Obrazek 6.20.: Dénes Kénig.

Koénig se narodil v Budapesti. V roce 1907 nastoupil jako cerstvy doktor na ,Technische Hochschule
in Budapest“ (dnesni Technickd Univerzita v Budapesti). Profesorem se stal v roce 1935. Mezi jeho zéky
patfil také Paul Erdés2?, ktery jiz jako student prvniho roéniku vyfesil jeden z Kénigovych problémi. Jako
7id se obéval perzekuci madarskych nacionalistii, ktefi v poloviné fijna 1944 pfevzali moc, a proto béhem
antisemitskych nepokoju v Budapesti radéji spachal sebevrazdu.

Od roku 2008 udéluje kazdé dva roky SIAM Activity Group v diskrétni matematice (SIAG/DM) cenu
Dénese Koniga mladym védctm za vyjimecéné vysledky v oblasti diskrétni matematiky.

Koénigovo jméno nese Véta 0 o maximalnim parovani a minimalnim pokryti a také Konigovo lemma,
které se tyka nekonec¢nych grafu.

Lemma 6.8. Konigovo lemma
Meéjme souwvisly graf G s nekonecné mnoha vrcholy, ve kterém je kazdy vrchol konecného stupne. Pak kaZdy
vrchol grafu G lezi na néjaké cesté nekonecné délky.

Cestou nekonecné délky rozumime cestu s nekone¢né mnoha vrcholy, pficemz zadny vrchol se neopakuje.

24 O Erdésovi je pséno na strané [20.
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Odkazy:

pttp://en.wikipedia.org/wiki/Denes_Konig

)
® http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php7id=76334
® http://Www.Slam.Or, rizes/sponsored/konig.ph

°

ttp://en.wikipedila.org/wikil/Konig’s_lemm
Vv ,
Cviceni

6.5.9.% Dokazte Kénigovo lemma (Lemma BZX1).
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Kapitola 7. Hranova barveni grafti

Harmonogram pracovnich tkonu

V minulé kapitole jsme pii formulaci pfifazovaciho problému kazdému pracovnikovi pfiradili jeden tkol.
V praxi vSak muiizeme TeSit obtiznéjsi Glohu, kdy u jednoho stroje anebo u jednoho obrobku se mé vystridat
nékolik pracovniki. Pfedpokladame, ze poradi jednotlivych ¢innosti nehraje roli, coz tloha sdilenych stroji
dobfe splnuje. Pochopitelné budeme chtit, aby kazdy pracovnik pracoval v daném okamziku u kazdého
stroje sam. Takovou tlohu miZeme modelovat nasledujicim zptsobem. Budeme mit bipartitni graf jehoz
jedna jeho partita odpovidéa pracovnikiim a druha strojim nebo vyrobkim. Hranou spojime kazdou takovou
dvojici vrcholt x a y, kdy pracovnik & mé vykonat néjakou ¢innost u stroje y. Budeme chtit, aby

e v dany Casovy usek u stroje pracoval vzdy jen jeden pracovnik,
e nakonec byly vykonany vSechny ¢innosti,
e soubor vSech ¢innosti byl dokoncéen v co nejkratsim case.

Pro modelovani uvedeného problému zavedeme pojem hranového barveni bipartitniho grafu.

Rozvrhy

Podobny model miZeme pouzit pii sestavovani rozvrhi. Mame bipartitni graf, ve kterém jednu partitu tvori
studijni skupiny a druhou vyucované predméty. Stejnou barvou obarvime vSechny hrany, které odpovidaji
vyuce ve stejnou dobu. Pochopitelné ndm ptijde o takové hranové barveni, ve kterém hrany jedné barvy tvori
nezavislou mnozinu — parovani. Budeme hledat pfislusné hranové barveni s co nejmensim poctem barev.
ProtoZe na kazdé u¢ebné mize v danou chvili probihat vyuka jediné skupiny a jediného pfedmétu (s danym
vyuéujicim), bude obarveni hran riznymi barvami odpovidat rozvrhu hodin. Pocet barev bude odpovidat
celkové délce vyucovani.

Otazka: Uvedeny model rozvrhu predpokladd, ze mame k dispozici neomezeny pocet u¢eben. Jak by bylo
mozné model upravit, aby bylo mozno vzit v itvahu, Ze pocet uceben je omezeny?

Oba zminéné modely pouzivaji bipartitni graf. Na strané 77 uvedeme jesté jednu motivaci, kterou mo-
delujeme hranovym barvenim grafu — losovani sportovnich soutézi. Model popisujici takovou tlohu odpovida
hranovému barveni obecného grafu.

7.1. Hranova barveni a chromaticky index grafu

Definice Hranové barveni grafu G je zobrazeni ¢ hranové mnoziny E(G) do mnoZiny barev B. Obvykle
je B =1{1,2,...,k}. Je-li |B| = k, budeme zobrazeni ¢ nazyvat hranové k-barveni grafu G. Rekneme, 7e
hrana e je obarvena barvou i, jestlize c(e) = i. Cislu i ¥ikAme barva hrany. Hranové barveni se nazyva dobré,
jestlize zadné dvé zavislé hrany nejsou obarveny stejnou barvou.

Vsimnéte si, ze definice hranového barveni nevyzaduje, aby zobrazeni ¢ : F(G) — {1,2,...,k} bylo surjek-
tivni. Z praktickych duvodu je vSak rozumné predpokladat, ze kdyz hovofime o hranovém k-barveni c, tak
v barveni ¢ je v8ech k barev pouzito, nebot jinak bychom mohli nepouzité barvy vynechat a barvy pfeéislovat
tak, abychom dostali hranové [-barveni, kde [ < k.

Podle definice dobrého hranového barveni grafu jsou vSechny hrany jedné barvy nezavislé a tvoii pa-
rovani. Graf dobfe obarveny k barvami ma k parovani, ktera jsou po dvou disjunktni. Piiklady dobrych
hranovych barveni graf jsou na Obréazcich [, A a [

Obrazek 7.1.: Dobré hranové 3-barveni cyklu Cs a hranové 5-barveni kompletniho grafu Ks.
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Obrazek 7.3.: Dobré hranové 4-barveni Petersenova grafu.

Barevné t¥idy

Dobra hranova barveni je mozno definovat i pomoci rozkladi hranové mnoziny grafu G na nezavislé pod-
munoziny. Rozklady byly zavedeny na strané M. Rozkladem hranové mnoZiny E(G) rozumime takovy systém
neprazdnjych podmnozin Ei, Es, ..., B, mnoziny E(G), ze By UE, U ---UE, = E(G) a E; N E; = 0 pro
i,7=1,2,...,k, kde i # j. Jestlize mame libovolny rozklad mnoziny E(G), miZzeme sestavit hranové bar-
veni grafu G tak, Zze vSem hranam z tfidy F; pfifadime barvu i. Takové barveni bude dobré, jen pokud je
kazda tiida rozkladu mnozZinou nezavislych hran (parovanim). Tt¥idé rozkladu fikdme barevnd tiida, protoze
se jedna o mnozinu hran stejné barvy. Protoze vSechny barevné tfidy jsou neprazdné, tak v grafu je pouzito
v8ech k barev. Na Obrazku [ jsou vSechny ¢tyfi barevné tiidy dobrého hranového barveni Petersenova
grafu z Obrazku [ZZ31 Vrcholy jsou na obrazku uvedeny pro lepsi orientaci, do barevnych t¥id vSak nepatii!

I :

o) ~o o2 ° o o °
o

@)
(\O (/O @) @) @)
O——0 @] @]
Obrazek 7.4.: Ctyri barvené tridy dobrého hranového barveni Petersenova grafu z Obrdzku [7-3]

Hruby odhad podétu barev

Kazdy graf s m hranami lze trivialné dobfe obarvit m barvami a je zfejmé, Ze pocet ruznych barev pouzitych
pii obarveni grafu G nemuze byt vétsi nez m. Naproti tomu vSechny hrany grafu mizeme obarvit stejnou
barvou. Obsahuje-li vSak graf alesponi dvé zavislé hrany (maji spole¢ny vrchol a tvofi cestu délky 2), takové
barveni nebude dobré. Pii feSeni praktickych tloh (naptiklad v souvislosti s motiva¢ni tlohou) se ptame,
jaky je nejmensi nutny pocet k barev, abychom nasli dobré hranové k-barveni. Zavedeme nasledujici pojem.

Definice Rekneme, ze graf G je hranové k-obarvitelny, jestlize existuje jeho dobré hranové barveni k
barvami. Nejmensi ¢islo k takové, ze graf G je hranové k-obarvitelny, se nazyva chromaticky index grafu G
a znadi se Y'(G). Graf G se nazyva hranové k-chromaticky, jsou-li jeho hrany dobie obarveny k barvami
a plati k = x/(G).

Vsimnéte si, Ze je-li dany graf hranové k-obarvitelny, je také hranové l-obarvitelny pro kazdé k < I < |E(G)].

Presné omezeni poctu barev
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Snadno nahlédneme, ze v kazdém grafu G musi platit x'(G) > A(G) (viz napiiklad Obréazek [Z20). V nékte-
rych grafech, jako je napfiklad cyklus Cs nebo graf K5 na Obrazku [T, je potieba vice barev, nez jaky je
nejvyssi stupen v grafu. Nasledujici vyznamny a prekvapivy vysledek fika, ze pocet barev potiebny na dobré
hranové barveni libovolného jednoduchého grafu G je téméf jednoznacné urcen nejvyssim stupném grafu.
Pokud nestaéi A(G) barev, tak jisté bude stacit A(G)+ 1 barev. Vétu dokazal Vadim G. Vizing v roce 1964.

Véta 7.1. Vizingova véta
Pro libovolny graf G plati A(G) < x'(G) < A(G) + 1.

Dikaz. Prvni nerovnost plati trividlng, protoze kazdé dvé hrany incidentni s vrcholem stupné A(G) musi
mit riznou barvu. Ditikaz druhé nerovnosti bude konstruktivni, ukdzeme algoritmus, jak dobré hranové
(A(G) 4 1)-barveni grafu G najit.

Méjme graf G a néjaky jeho obarveny podgraf G', ktery ma dobré (A(G) + 1)-barveni. Graf G’ mize
mit i prdzdnou mnozinu hran. Je-li G’ = G, jsme s dikazem hotovi. V opacném piipadé oznacme e n&jakou
hranu wv grafu G, kterd nepatii do E(G’) (neni obarvena zddnou barvou). Ukdzeme, jak obarvit hranu e
jednou z nejvyse A(G) + 1 dostupnych barev tak, aby vysledné obarveni grafu (V(G), E(G') U {e}) bylo
dobré. Opakovanim tohoto postupu dostaneme hledané dobré hranové (A(G) + 1)-barveni grafu G.

Vsimnéte si, ze v kazdém (A(G) + 1)-barveni existuje pro kazdy vrchol x alespoii jedna barva, kterd
se nevyskytuje na hranach incidentnich s timto vrcholem. Kazdou takovou budeme nazyvat volnou barvou
vrcholu . Nyni postupné rozlisime ¢étyri pripady, které mohou nastat.

1) Jestlize oba koncové vrcholy u, v hrany e maji volnou barvu ¢, tak mtizeme hranu uv obarvit barvou
¢ a dostaneme hledané dobré hranové barveni grafu (V(G), E(G’) U {e}). V dalsim textu muZzeme
predpokladat, ze takova neobarvena hrana e, e = uwv, aby jeji koncové vrcholy u, v mély spolecnou
volnou barvu, v grafu G’ uz neni.

2) Oznaéme c¢; néjakou volnou barvu vrcholu v = vg. Pfedpoklddéame, Ze ¢; neni volnou barvou vrcholu
u, a proto barvou ¢; je obarvena néktera hrana uv, (Obrazek [C3).

Daéle ozna¢me cs volnou barvu vrcholu v;. Jestlize ¢y je volna barva vrcholu u, tak prebarvime
hranu wv; barvou ¢y a hranu uvg obarvime barvou ¢; (Obréazek A1 vlevo). Pokud c¢o neni volné barva
vrcholu u, tak barvou cy je obarvena néktera hrana uwvs a volnou barvu vrcholu vo oznacime cs.
Postup opakujeme. Podle volné barvy ¢; vrcholu v;_; bud vybereme hranu uv; s touto barvou a ¢; 11
oznacime volnou barvu vrcholu v; nebo, pokud je ¢; také volnou barvou vrcholu u, posuneme barvy:
prebarvime barvou c¢; hranu wv;_; a barvou ¢;_; hranu uv;_s, atd. Vzdy barvou c; posuneme na hranu
uvj_1 pro 1 < j <i—1 (Obrazek LA uprostied).

Jestlize se takto podafi obarvit vS§echny hrany grafu, algoritmus kon¢i.

V2

Vi—1

u vV = o u vV =g
Obrazek 7.5.: Posun barev v dikazu Vizingovy véty.

3) Protoze k dispozici je A(G)+1 barev a nejvyssi stupeii vrcholu v grafu je omezen, tak nejvyse po A(G)

krocich se néktera barva zopakuje. Ozna¢me ¢ nejmensi takovy index, Ze barva chybé&jici u vrcholu vy
se jiz objevila v posloupnosti volnych barev ¢y, ca, .. ., ¢,. Barvu oznacime c;. Misto abychom na hranu
e ptidali novou barvu A(G) + 2, vyuZijeme opakovani barvy ¢ a pfebarvime graf G’ tak, aby bylo
mozno hranu e obarvit jednou z danych A(G) + 1 barev.
Vsimnéte si, ze barva ci je volna barva vrcholu vy i vrcholu vi_1 a hrana uvy méa barvu ci. Je-li ¢g
volna barva vrcholu u a soucasné vrcholu vy, tak méizeme posunout barvy od vrcholu v, a barvou cg
obarvit hranu wv, (Obrazek A1 vpravo). Déle muzeme piedpokladat, Ze barva ¢y neni volnd barva
vrcholu vy.

4) Oznacime P néjakou maximalni (neni mozné ji prodlouzit) alternujici cestu s barvami ¢ a ¢y, kterd
zaéind u vrcholu vy hranou obarvenou ¢y. Cesta P je uréena jednoznac¢né, protoze u kazdého vrcholu je
nejvyse jedna hrana kazdé barvy. Neobarvené hrany nés nyni nezajimaji. Podle toho, kde cesta P bude
koncit, provedeme posun barev a vzdjemné prohodime alternujici obarveni hran cesty P. Rozlisime
nékolik mozZnosti.
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e Jestlize cesta P prochazi vrcholem vy (Obrazek CH vlevo), tak posledni hrana této cesty je viu
obarvena barvou ¢ a vrcholem u cesta P konci, protoze cg je volna barva vrcholu uw. Nyni staci
posunout barvy od vrcholu vy a prohodit alternujici obarveni hran cesty P.

e Jestlize cesta P prochézi vrcholem vy_; (Obrézek I uprostied), tak ve vrcholu vg_; konéi
a posledni hrana této cesty je obarvena barvou ci, protoze ci je volna barva vrcholu v;_;. Nyni
sta¢i posunout barvy od vrcholu vi_; a prohodit alternujici obarveni hran cesty P.

o Jestlize cesta P neprochdzi vrcholy vy ani vi_1, tak neprochdzi ani vrcholy u (do u muze pfijit
jedinég pfes vrchol vy) ani vy (ve vrcholu v, za¢ing). Cesta P muZze prochdzet nékterym z vrcholu
vj, kde 1 < j < k£ —1 a posledni hrana mize byt obarvena barvou cy nebo c,. Vizdy vSak
sta¢i posunout barvy od vrcholu v, a prohodit alternujici obarveni hran cesty P (Obrazek 31
vpravo).

V=g U UV =17
Obrazek 7.6.: Cesta P a posun barev.

Ve vsech piipadech jsme dostali dobré hranové (A(G) + 1)-barveni grafu (V(G), E(G')U{e}) a dikaz kondi.
(]

Dikaz Vizingovy véty je sice komplikovany, ale je konstruktivni. Dava navod, jak najit dobré hranové
(A(G) + 1)-barveni libovolného grafu G.

Grafy tfidy 1 a 2
Podle Vizingovy véty rozdélujeme grafy na grafy tidy 1, pro které je x'(G) = A(G) a na grafy tiidy 2,
pro které je x'(G) = A(G) + 1. Toto déleni spolu s dalsimi parametry pak hraje roli pfi feSeni celé fady
jinych problémi. Napiiklad pravidelné grafy t¥idy 1 (s alespoii jednou hranou) maji vZdy tplné parovani
(Cviéeni [CTM), zatimco grafy t¥idy 2 Gplné parovani mit mohou (Peterseniv graf) nebo nemusi (graf
na Obrazku 613).

Definice Vrcholové cislo nezavislosti udava nejvétsi pocet nezavislych vrcholi v grafu G. Vrcholové
¢islo nezavislosti znac¢ime «(G). Podobné hranové cislo nezdavislosti udava nejvétsi pocet nezavislych hran
v grafu G. Hranové ¢islo nezéavislosti znac¢ime o/ (G).

Vsimnéte si, ze hranové ¢islo nezavislosti neni nic jiného nez velikost nejvétsiho parovani v grafu G, tj. plati
o/(G) = |M*|. Pfipomenime, ze nejmensi vrcholové pokryti je definovdno na strané [Z3. Podet vrchold
nejmensiho vrcholového pokryti znacime 5(G), plati 5(G) = |Q*|. Analogicky zavadime hranové pokryti jako
takovou mnozinu hran L grafu G, ze kazdy vrchol grafu G je incidentni s alespon jednou hranou z L. Pocet
hran nejmensiho hranového pokryti zna¢ime f'(G). Je snadné si uvédomit, Ze kazda hrana uplného parovani
musi byt pokryta alespon jednim svym koncovym vrcholem, proto plati o/(G) < B(G). Podobné, méme-li
mnozinu S nezavislych vrchold, tak kazdy musy byt pokryt jinou hranou v néjakém hranovém pokryti, proto
plati a(G) < B/(G). Vice o vztazich mezi velikostmi nejmensich pokryti a nejvétsich nezévislych mnozin je
psano na strané 0.

Vizingova véta neumoziiuje snadno poznat, zda na dobré hranové barveni grafu je potfeba A(G) nebo
A(G) + 1 barev. Nésledujici véta, kterd je disledkem Vizingovy véty, davéa jedno kriterium, které pomtze
rozpoznat grafy, pro které A(G) barev nestaci.

Dausledek 7.2. Jestlize pro pocet hran grafu G plati |E(G)| > A(G)/(G), potom X' (G) = A(G) + 1.

Diikaz. Postupujeme nepiimo. Mé&jme libovolny graf G a necht x'(G) = A(G). Méjme néjaké dobré
A(G)-barveni grafu G. Protoze kazd4 barevnd t¥ida (mnozina hran stejné barvy) tvofi pdrovani a obsahuje
nejvyse |M*| = o/(G), dostaneme pro pocet hran v grafu |E(G)| < A(G)a/(G). To je negace predpokladu
véty a dikaz kondi. O

Otazka: Kde se v diikazu Dusledku 22 pouzila Vizingova véta (Véta )7
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Cviceni

7.1.1.9 Ukaste, Ze kazdy pravidelns graf tridy 1 s alespori jednou hranou md tplné pdrovdnd.

7.1.2.  Najdéte a) priklad grafu, b)*nekonecné mnoho grafi, c)’vsechny grafy, které jsou tridy 1, avsak
pridanim libovolné hrany se stanou tridy 2.

7.1.8.  Urcete chromaticky index grafu na Obrdzku [-17]

WOW W

Obrazek 7.7.: Grafy G1, G2, G3 a G4 na péti vrcholech.

7.1.4. Ukazte, Ze v kazdém pravidelném grafu G s lichgm poctem vrcholi a alespori jednou hranou je X' (G) =
=A(G) + 1.

7.1.5.  Najdéte priklad pravidelného grafu G, ktery nespliiuje predpoklad Dusledku 2 a pfitom X' (G) =
=A(G)+ 1.

7.1.6. Naleznéte algoritmus hranového (A(G) + 1)-barvend libovolného grafu G.

7.1.7. Dokazte nebo vyvratte: x'(GU H) < x'(G) + x'(H).

7.1.8. Najdéte dobré hranové barveni grafu Q. (hyperkrychle fidu n) a dokazte, Ze X' (Qn) = A(Qn).
7.1.9.  Ukazte, Ze v libovolném grafu G plati pro vrcholové éislo nezdvislosti a(G) > |V (G)|/(A(G) + 1).
7.1.10. Ukazte, Ze Petersenuv graf je tridy 2.

7.1.11. Popiste vSechny grafy G, pro které plati a) vrcholové ¢islo nezavislosti a(G) = 1, b) hranové
¢éislo nezdvislosti o/ (G) = 1,  ¢) velikost nejmensiho vrcholového pokryti B(G) =1, d) velikost nejmensiho
hranového pokryti f'(G) = 1.

7.2. Hranova barveni nékterych specialnich tf¥id grafa

Rozhodnout, zda dany graf G je tfidy 1 nebo tfidy 2 neni jednoduché. Obvykle to znamena najit dobré
hranové A(G)-barveni grafu G nebo ukazat, ze A(G) barev nesta¢i. P¥i urcovani chromatického indexu
daného grafu G tfidy 1 sta¢i najit dobrd A(G)-barveni grafu G. P¥i urcovéni chromatického indexu néjakého
grafu G tfidy 2 muzeme naopak s vyhodou vyuzit Dusledek 21 Vsimnéte si, ze podle algoritmu z dikazu
Véty [ obecné nemtizeme rozhodnout, zda dany graf je t¥idy 1 nebo 2, nebot algoritmus je navrzeny tak,
aby hledal dobré hranové (A(G) + 1)-barveni grafu i v pfipadé, kdy dany graf je tiidy 1. V této kapitole se
budeme vénovat chromatickému indexu nékolika obecnych i specialnich trid grafa.

Chromaticky index bipartitnich grafu
Nasledujici vétu dokazal Kénig jiz v roce 1916. Rika, Ze vSechny bipartitni grafy (a specialné i stromy) jsou
tfidy 1. Dtkaz véty ponechame jako dvojici Cviceni 220 a [

Véta 7.3. Pro kaZdy bipartitni graf G plati X' (G) = A(G).

Hranova barveni cykli
Chromaticky index cykla C), ur¢ime snadno. Pro sudé n na dobré hranové barveni sta¢i pravidelné se
stiidajici dvé barvy. Protoze A(C,) = 2, tak podle Vizingovy véty vime, Ze chromaticky index nemtze byt
mensi a tak x'(Cp) = A(Cy,) = 2.

Pro liché n podle Cvideni I vime, ze liché cykly jsou t¥idy 2, protoze x'(C,) = A(C,) + 1 = 3.
Vsimnéte si, ze vztah pro chromaticky index mtzeme shrnout

/ _ [ A(G)+1 pro n liché,
X(Cn) = {A(G) pro n sudé.
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Prehlednéjsi je zapis s explicitné uvedenymi hodnotami chromatického indexu.

' [ 3 pron liché,
X (Cn) = {2 pro n sudé

Otazky:

e Plati tvrzeni, ze vSechny grafy, které obsahuji lichy cyklus, jsou tridy 27

e Mgjme graf G' s n vrcholy. Plati ¥/ (G) + X'(G) = A(K,,) + 17

Hranova barveni kompletnich graft
Ve Cviceni Z3 ukdZeme, Ze pro hranovd barveni kompletnich graft plati (podobné jako v pfedchozim
odstavci)
A(G)+1 pron liché
/ _ i
X' (Kn) = {A(G) pro n sudé.

Muzeme také psat

/ _n pro n liché,
X (En) = {n —1 pron sudé.

Hranova barveni kol
Graf kolo W, 11 byl zaveden na strang 0. Ukdzeme, ze x(Wy,11) = A(Wp41) = n pro vSechny piipustné

hodnoty n > 3. Stali ovétit, ze hranové barveni ¢ : E(W,,11) — {1,2,...,n} definované pfedpisem
1 prou=wvgav=v; kdei=1,2,...,n,
o(uv) = t—1 prou=v;av=v41kdet=2,3,....,n—1,
n—1 prou=wv, av=uv,
n prou =wv; a v = vs.
je dobré hranové A(G)-barveni kola W, 11 s centrdlnim vrcholem vy a vrcholy wvy,vs,...,v, na obvodu,

protoze podle Vizingovy véty (Véta CO) vime, Ze chromaticky index nemize byt mensi. VSechny hrany
incidentni s centralnim vrcholem jsou podle definice barveni ¢ rtiznych barev a kazdy obvodovy vrchol stupné
3 je incidentni s hranami t¥i riznych barev. Vrchol v je incidentni s hranami barev 1, n — 1 a n. Vrchol v,
je incidentni s hranami barev n — 2, n — 1 a n. Zbyvajici vrcholy v; pro i = 2,3,...,n — 1 jsou obarveny
barvami ¢ — 2, i — 1 a i. Kazdé kolo W, ;1 je proto tiidy 1.

Hranova barveni planarnich grafu

Planarnim graftim je Vénovéana Kapitola 0 Vizing v roce 1965 ukazal, ze planarni grafy s nejvyssim stupném
vrcholt 8 a vice jsou t¥idy 1. Soucasné vyslovil hypotézu, ze vSechny jednoduché planarni grafy (planarni
grafy budou zavedeny v H kapitole) s nejvySsim stupném 6 nebo 7 jsou t¥idy 1. Sanders a Zhao v roce 2001
ukézali, Ze vSechny jednoduché (bez nasobnych hran) plandrni grafy s nejvys$sim stupném 7 jsou t¥idy 1.
Pro planarni grafy s nejvyssim stupném 6 zistava hypotéza zatim neroziesena.

Na druhou stranu existuji planarni grafy s nejvysSsim stupném 2 az 5, které jsou tfidy 2. Trividlnim
piikladem jsou liché cykly. Jeden netrividlni pfiklad je graf G na Obrézku X1 (je izomorfni s grafem
na Obrazku BEZ). Ukazeme, ze graf G je tiidy 2. Pro spor pfedpokladejme, ze G je t¥idy 1. Graf G je
pravidelny (kubicky), a proto by kazda barevnd tfida musela byt uplnym parovanim. Podle Cvic¢eni IO
musi kazdé uplné parovani kubického grafu obsahovat most. To znamena, ze G obsahuje nejvyse jedno tplné
parovani, coz je hledany spor. Nalezeni dalsich netrivialnich pfiklada je ponechéno jako Cviceni =270

Obrazek 7.8.: Plandrni graf, ktery je tridy 2.
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Odkazy:

® http://en.wikipedia.org/wiki/kdge _coloring
® https://en.wikipedia.org/wiki/Vizing/2/s_conjecturd

Cviceni
7.2.1. Dokazte, ze X' (Knm) = A(Kpm)-

7.2.2.  Ukazte, Ze kaZdy bipartitni graf G md A(G)-pravidelny bipartitni nadgraf. Pomoct tohoto tvrzeni
a Dusledku dokazte Veétu [T-3]

7.2.3.  Naleznéte algoritmus hranového A(G)-barveni bipartitniho grafu G.

7.2.4. Ukazte, Ze v bipartitnim grafu G vidy exzistuje hranové §(G)-barveni (ne nutné dobré) takové, Ze
kazdy vrchol je incidentni s hranami véech 0(G) barev.

7.2.5. Dokazte, ze X' (Kan-1) = X' (K2n) = 2n — 1.

7.2.6. Najdéte chybu v ndsledujicim dukazu Veéty [T-3]:
Nejprve ukdzeme, zZe kazdy bipartitni graf G = (UUW, E) je podgrafem néjakého A(G)-pravidelného bipartit-
ntho grafu. Pokud nejsou partity U a W stejné velikosti, pridame do mensi partity tolik vrcholi, aby byly obé
partity stejné velikosti. Ddle, protoZe soucet stupni vrcholu v kaZdé partité je stejny, najdeme ke kazZdému
vrcholu w € U stupné mensiho nez A(G) vrchol w € W stupné mensiho nez A(G). Jestlize uw ¢ E, tak
spojime u a w hranou. Pokud vsak uw € E, tak najdeme néjaké dalsi dva jiné vrcholu v’ € U a w' € W,
které jsou sousedni, ale w' neni sousedni s u a u' meni sousedni s w. Takové vrcholy jisté existuji, protoZe
deg(u) < A(G) a deg(v) < A(G). Nejprve odebereme hranu u'w’ a potom pFiddme hrany vw' a v'w. Tim
se zvysi stuperi vrcholii w a w a stuperi vrcholii u' a w' se nezménd.

Je-li vysledny graf pravidelny, dikaz konct, jinak opakujeme uvedeny postupu dokud vysledny nadgraf
nebude pravidelny.

7.2.7.  Najdéte a) alespori ti plandrni grafy s nejoy$sim stupném vétsim nez 2, které jsou tridy 2, b)
nekonecnou tridu plandrnich grafi s nejuyssim stupném vésim nez 2, které jsou tridy 2.

7.2.8.% Ukazte, Ze viechny plandrni kubické bez mosti jsou tridy 1.

7.2.9. Najdéte priklad grafu G tridy 1, ve kterém nejsou pii Zadném jeho dobrém A(G)-barveni obarveny
hrany néjakého uplného pdrovani stejnou barvou. Tj. Zadnd jeho barevnd trida nemizZe byt uplnym pdrovd-
nim, aniz by se pouZilo vice nez A(G) barev. Pokud takovy graf neexistuje, dokazte to.

7.2.10. Méjme strom T s n vrcholy a vrcholovym ¢&islem nezdvislosti o(T). Najdéte vztah pro hranové éislo
nezavislosti o/ (T).

7.3. Rozklady grafi

V predchozi podkapitole jsme studovali rozklad hranové mnoziny kompletniho grafu na systém podmnozin
nezavislych hran. Jedna se o specialni pfipad obecnéjsiho postupu.

Definice Rozklad grafu G je takovy systém podgraft Gy, G, ..., G, kde kazdé dva ruzné podgrafy jsou
hranové disjunktni a sjednocenim vsSech podgrafti dostaneme pravé graf G. Jestlize navic jsou vSechny
podgrafy izomorfni Gy ~ G4 ~ ... >~ G}, ~ H, tak hovorime o H-rozkladu. Pokud je navic kazdy podgraf
faktorem grafu G, tak hovorime o H-faktorizaci grafu G.

Obrazek 7.9.: Rozklad grafu Ke¢ na podgrafy Cs,Cs, K33 a Cr-faktorizace grafu Ky.
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Na Obrézku @ vlevo mame rozklad grafu Kg na dva podgrafy C3 (Cervené a modré hrany) a jeden
faktor K53 (se zelenymi hranami). Vpravo je piiklad Cr-faktorizace grafu K;. Vsimnéte si, ze do kazdého
rozkladu daného grafu G muzeme pfidat libovolny pocet trividlnich podgrafi a dostaneme opét rozklad
grafu G. Proto budeme dile predpokladat, ze vsechny podgrafy jsou netrivialni.

Né&které vybrané rozklady grafa

V predchozich kapitolach jsme narazili na nékolik tloh, jejichz feSeni muzeme zformulovat jako rozklad néja-
kého grafu. V kapitole EA jsme uvedli, ze opakovanym uzitim konstrukce z dikazu Druhé Petersenovy véty
(Véta E0) mbizeme pravidelny graf sudého stupné rozlozit na 2-pravidelné faktory. Kazdy z téchto faktort
je sestaven z jednoho nebo vice cykld, a proto kazdy pravidelny graf sudého stupné je mozno rozlozit na
cykly. Jiny zptsob konstrukce rozkladu pravidelného grafu sudého stupné na cykly zminime v kapitole [T1J

Véta I3 1ika, ze pro kazdy k-pravidelny bipartitni graf G existuje dobré hranové k-barveni. Je ziejmé,
ze podgraf indukovany hranami kazdé barevné t¥idy je 1-pravidelny faktor grafu G. Proto podle Véty =31
existuje rozklad pravidelného bipartitniho grafu G na 1-pravidelné faktory. Opakovanym vyuzitim vysledku
Cviceni [T 1ze ukazat, ze dokonce kazdy pravidelny graf tfidy 1 lze rozlozit na 1-pravidelné faktory.

Na strané B3 jsme zavedli pojem kombinatorického designu. Ukézali jsme, jak konstrukce specidlniho
designu, tzv. Steinerovského systému trojic ((v,b,3,r,1)-designu), odpovida konstrukei rozkladu komplet-
niho grafu K, na trojihelniky K3 (za splnéni nutné podminky v = 1,3 (mod 6)). Obecné se d& ukézat,
Ze za splnéni uréitych nutnych podminek odpovidé konstrukce (v,b,k,r, 1)-design rozkladu kompletniho
grafu K, na kompletni podgrafy K.

Nutné podminky existence rozkladu grafu
Snadno nahlédneme, Ze ne kazdy rozklad grafu na zvolené podgrafy miize existovat. Nékteré nutné podminky
si snadno rozmyslime, naptiklad pocet hran rozkladaného grafu musi byt roven souctu hran v jednotlivych
podgrafech. Ve Cviceni 20 jsme ukazali, ze rozklad grafu Kg,,5 na trojihelniky K3 neexistuje, protoze
pocet hran grafu Ks,+5 je (3v + 2)(6v +5) a 3 1 (3v + 2)(6v + 5). Pro rozklady pravidelného grafu G
na pravidelné podgrafy H musi navic stupen grafu G byt nidsobkem stupné grafu H. Napfiklad kompletni
graf K, jisté neni mozno rozlozit na cykly, nebot stupen kazdého vrcholu grafu Ka,, je liché &islo a stuperi
kazdého vrcholu v rozkladajicim podgrafu je sudy.

Vsechny zminéné nutné podminky jsou jednoduché, bohuzel nejsou postacujici. Pro obecny graf G
a jeho podgraf H nejsou znamy zadné nutné a postacujici podminky, jejichz splnéni by zajistilo, Ze existenci
H-rozkladu grafu G. Takové podminky nejsou zndmy ani v nejjednodussim piipadé, kdy G = K,,. Existence
H-faktorizace obvykle velmi zavisi na struktufe daného grafu. Napriklad kompletni graf K jisté neni mozné
rozlozit na dvé kopie grafu K 3 (pro¢?). Jesté zajimavéjsi je, ze kompletni graf K¢ je mozno faktorizovat
na t¥i kopie grafu G na Obrazku I vlevo, rozklad je uveden uprostied. Ackoliv graf G2 (na obrazku
vpravo) mé stejnou stupiiovou posloupnost, tak se da ukazat, ze Go-faktorizace grafu Kg neexistuje.

ot o D

G1 GQ
Obrazek 7.10.: Graf Gy, G1-faktorizace grafu Kg a graf Gs, ktery kompletni graf Kg nerozkladd.

Postacujici podminky existence rozkladu grafu
Postacujici podminky existence rozkladt nebo faktorizaci se v obecném pripadé jsou obvykle konstruktivni.
Popiseme, jak néjaky konkrétni rozklad sestrojit. Takové konstrukce, zejména H-rozkladt, jsou znamy
predevsim pro nékteré pravidelné grafy.

Pro velmi specialni grafy jsou znamy i nékteré existencéni podminky, naptiklad existence 1-faktorizace
bipartitnich graft z Hallovy véty (Véta ). Nésledujici piiklad ukazuje, jak muze popis konstrukce rozkladu
vypadat.

Priklad 7.1. Ukazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje Ps,-faktorizace kompletniho grafu Ko, .
Vrcholy kompletniho grafu oznacme vg,v1,...,v2,-1. Sestavime cestu vov1Va,—1U2V25—2 . .. Vpt10, (Ob-
razek CIO). Pfictenim ¢isla 1 pocitdno v moduldrni aritmetice s modulem 2n dostaneme jinou hranové
disjunktni cestu P,,. Obecné se da ukazat, ze cesty

ViV14iU2n—1+4iV24iV2n—2+44 « - - Vj4iV2n—j+i - - - Un4-14iUn+i
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V2 U1 V2 U1

U3 Vo U3, Vo

Vg 7 V4 7

Vs Vg V5 Vg Vs Ve
Obrazek 7.11.: Dvé hranové disjunktni cesty Py a Pg-faktorizace grafu Kg.

pro: =0,1,...,n — 1 jsou navzajem hranové disjunktni a tvori rozklad grafu Ks,. Pro n = 8 je tvrzeni
ziejmé z Obrazku IO v

V dalsi ¢asti postup z Prikladu 1 zobecnime. Ukazeme, jak vyuzit ohodnoceni grafu H pro nalezeni
H-rozkladu grafu G = K,,.

Ohodnoceni a rozklady grafa
Kazdy graf 1ze trividlné rozdélit na podgrafy P,. Kazdy souvisly graf se sudym poctem hran lze rozdélit
na cesty P3 (Cviceni 3TT). Vznikd pfirozend otdzka, kdy lze graf rozdélit na izomorfni stromy. Nutnou
podminku existence takového rozkladu je, aby pocet hran stromu 7' délil pocet hran rozkladaného grafu G
Avsak tato nutnd podminka obecné nemusi byt postacujici (pfipometime Obrazek ZI).

Graham a Higgkvist vyslovili hypotézu, ze kazdy 2m-pravidelny graf 1ze rozlozit na kopie libovolného
stromu 7' s m hranami. Tato hypotéza neni dokazana dokonce ani pro nejpfirozenéjsi pripad, kdy G =
= Kopm+1. Nasledujici hypotézu publikoval Ringel jiz v roce 1964.

Hypotéza 7.4. Necht T je libovolny pevné zvoleny strom s m hranami. Kompletni graf Kop 11 lze rozloZit
na 2m + 1 kopii stromu T.

Ve stejném roce 1964 publikovali Ringel a Kotzig silné€jsi hypotézu, ktera je stile oteviend pfestoze
béhem let ziskala velkou popularitu a o jeji feSeni se pokousela fada matematiki. Abychom mohli hypotézu
vyslovit, nejprve zavedeme jedno specidlni ohodnoceni grafu.

Definice Graciézni ohodnoceni

Graciozni ohodnocent grafu G s m hranami je takové ohodnoceni f vrcholi grafu G, pro které plati, ze
f:V(G) —{0,1,...,m} je injektivni zobrazeni a plati {|f(u) — f(v)| : wv € E(G)} = {1,2,...,m}. Graf,
pro ktery existuje graciézni ohodnoceni, se nazyva graciozni graf.

Jinymi slovy, graciézni ohodnoceni grafu G je takové ohodnoceni vrcholu grafu G navzajem raznymi ¢isly
od 0 po |E(G)|, ze pro kazdou hranu je rozdil ohodnoceni koncovych vrcholt hrany jiné éislo z mnoZiny
1,2,...,|E(G)|. Ringelova a Kotzigova fik4, ze kazdy strom je graciézni.

Hypotéza 7.5. Hypotéza graciéznich stromu
Kazdy strom md graciozni ohodnoceni.

Vyznam graciézniho ohodnoceni pékné demonstruje nasledujici priklad.

Priklad 7.2. Ukéazeme, jak graciézni ohodnoceni stromu 7" na Obrazku IZ1 umozni sestavit T-rozklad
grafu Kll-

4 0 3 2 6 5
Obrazek 7.12.: Strom T s gracioznim ohodnocenim a rozklad kompletniho grafu K11 na 11 kopii stromu T'.

147



Petr Kovdr, 7. Hranovd barveni grafu 25. kvétna 2022

Nejprve najdeme graciézni ohodnoceni stromu 7. Sice Zadna véta nezarucuje, Ze takové ohodnoceni existuje,
avsak napfiklad v roce 2003 ovéfil Michael Horton hrubou silou pravdivost hypotézy pro vsechny stromy
s méné nez 30 vrcholy. Graciézni ohodnoceni stromu 7' je na Obrazku T2 vlevo. Vsimnéte si, Ze jsme
pro strom s 5 hranami pouzili ¢isla 0,1, ...,5 a rozdily hodnot koncovych vrchold vSech péti hran jsou prave
¢isla 1,2,...,5.

Déle na Obrazku [T vpravo je ukazano, jak graciézni ohodnoceni umozni rozlozit kompletni graf Ki;
na 11 kopii stromu 7. Na obrazku jsou naznaceny prvni ¢tyti kopie, dalsich 7 kopii ziskdme dalsim ,,pootoce-
nim* nakresleni stromu 7. Vzhledem k tomu, Ze kazda hrana ma jiny rozdil hodnot koncovych vrcholu, tak
zéddna hrana kompletniho grafu nebude patrit do dvou rtznych kopii stromu 7. Naopak, protoze kompletni
graf K71 ma (121) = 55 hran a kazda z 11 kopii stromu 7" ma 5 hran, tak kazda hrana kompletniho grafu Ki;
bude patfit do jedné kopie stromu 7' a bude se proto jednat o T-rozklad grafu Ki;. v

Pozorovani z Prikladu [ je mozno zobecnit. A. Rosa, Kanadsky matematik Slovenského pivodu, uz
v roce 1967 dokazal néasledujici vétu, kterou uvedeme bez dukazu.

Véta 7.6. Jestlize strom T s m hranami md graciozni ohodnocent, tak ezistuje rozklad grafu Kop,i1
na 2m + 1 kopit stromu T'.

Neni tézké uvidét, ze analogicka véta plati nejen pro stromy, ale pro jakékoliv grafy s graciéznim ohod-
nocenim. Na druhou stranu pro rozklady grafti je mnohem vhodnéj$im néstrojem tzv. p-ohodnoceni, které
zavedl Rosa také v roce 1967.

Definice p-ohodnoceni
Mgjme graf G s m hranami a s injektivnim ohodnocenim vrcholtt f : V(G) — {0,1,...,2m}. Délkou
hrany xy, kde zy € E(G), nazveme ¢islo £(x,y) = min{|f(x) — f(y)|, 2m + 1 —|f(x) — f(y)|}-

Rekneme, Ze ohodnoceni f je p-ohodnoceni grafu G, jestlize mnozina délek vsech jeho hran {|f(u) —
f()| : uwv € E(G)} je pravé mnozina {1,2,...,m}.

Vsimnéte si, ze kazdé graciézni ohodnoceni grafu je soucasné p-ohodnoceni. Napiiklad ohodnoceni
stromu T na Obrazku I vlevo je gracidzni a soucasné se jednd o p-ohodnoceni stromu 7. Opacna
implikace vSak neplati, ne kazdé p-ohodnoceni je graciézni. Napiiklad ohodnoceni na Obrazku T3 je
p-ohodnoceni grafu K, které neni graciézni. Bez dikazu uvedeme i nasledujici vétu.

Véta 7.7. Graf G s m hranami md p-ohodnocent pravé tehdy, kdyz existuje cyklicky rozklad grafu Kop, i1
na 2m + 1 kopit grafu G.

Podobné jako graciézni ohodnoceni umozni rozklad kompletniho grafu na kopie stromt tak p-ohodnoceni
grafu G umozni rozklad ptislusného kompletniho grafu na kopie grafu G. A pokud pozadujeme, aby rozklad
byl cyklicky (tj. aby ohodnoceni kazdé dalsi kopie odpovidalo zvySeni hodnot vrcholti o jedni¢ku modulo 2m—+
+ 1), tak je to pravé p-ohodnoceni, které takovy rozklad umozni. Piiklad cyklického p-ohodnoceni grafu Ky
a prislusny cyklicky rozklad grafu K3 ukdzeme v nasledujicim ptikladu.

Priiklad 7.3. Ukazeme, jak p-ohodnoceni grafu K4 na Obrazku I3 umozni sestavit cyklicky Ky-rozklad
kompletniho grafu Kis.

®) ©)
9 3 7 6

Obrazek 7.13.: Graf K4 s p-ohodnocenim a cyklicky K4-rozklad grafu Kis.
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Nejprve najdeme p-ohodnoceni grafu Ky, je na Obrazku T3 vlevo. Vsimnéte si, Ze jsme pro ohodnoceni
grafu s 6 hranami pouzili nékterd navzajem rizna ¢isla z mnoziny 0,1,...,12 a rozdily hodnot koncovych
vrchold vSech Sesti hran jsou praveé ¢isla 1,2,...,6.

Déle na Obrazku I3 vpravo je ukazano, jak p-ohodnoceni umozni cyklicky rozlozit kompletni graf K3
na 13 kopii grafu K. Na obrazku jsou naznaceny prvni ¢tyfi kopie, dalsich 9 kopii ziskdme ,,pootocenim*
nakresleni grafu K. Vzhledem k tomu, Ze kazda hrana ma jiny rozdil hodnot koncovych vrcholi, tak zadné

hrana kompletniho grafu nebude patfit do dvou raznych kopii podgrafu K. Naopak, protoze kompletni

graf K13 méa (123) = 13- 6 hran a kazda z 13 kopii grafu Ky ma 6 hran, tak kazd4 hrana kompletniho

grafu K3 bude patfit do pravé jedné kopie grafu K, a bude se proto jednat o Kj,-rozklad grafu Kis.
Z obrazku je ziejmé, ze uvedeny rozklad je cyklicky. v

Cviceni
7.3.1.9 Rozlozte graf G na Obrizku [[IZ] na tii cesty Py. Pokud to neni mozné, peclivé zdiwvodnéte.

Obrdzek 7.14.: Graf G.
7.3.2.% Které kompletni bipartitni grafy lze rozloZit na dva izomorfni podgrafy? Najdéte a popiste takovy
rozklad.
7.8.8.  Rozlozle Petersenuv graf na ctyri cesty libovolné délky. Pokud to meni mozné, peclivé zdivodnéte.

7.8.4. Rozlozte hyperkrychli Qs a) na kopie grafu Ky 3, b) na kopie grafu Ps, b) na kopie grafu Py, c)
na kopie grafu Ps, d) na kopie grafu Ps. Pokud to neni mozné, peclivé zdivodnéte.

7.8.5.  Ukazle, Ze neexistuje H-rozklad kompletniho grafu Ks, kde H je graf na Obrdzku [T-I]

Ll

Obrazek 7.15.: Graf H, ktery nefaktorizuje kompletni graf Kg.

7.8.6.% Ukazte, Ze kazdy kubicky graf bez mosti je mozno rozlozit na kopie grafu P,. (Ndpovéda: vyuZijte
Veétu )

7.8.7.  Ukazle, Ze pokud je mozno kubicky graf G rozlozit na cesty Py, tak graf G md uplné pdrovdni.
7.3.8.  Ukazte, Ze kubicky graf ma 1-faktor prave tehdy kdyz jej lze rozloZit na cesty Py.
7.8.9. Rozlozte Peterseniv graf na t¥i izomorfni podgrafy a) s primeérem 3, b) s primérem 4.

7.8.10. Které z nasledujicich grafi tvori H-rozklad grafu K¢? a) Cs, b) K13, c¢) motylek (dvé nezdvislé
hrany, jejichz étyri koncové vrcholy jsou spojeny s pdtym vrcholem, (Obrdzek BIT]), d) drak (graf K4 bez
jedné hrany, Obrdzek B-I7), e) byk (Obrazek [T1D]).

Obrazek 7.16.: Graf ,byk*“.
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7.8.11.% Dokazte nebo vyvratte: cesta Py rozklddd netrividlni souvisly graf G prdvé tehdy, kdyZ G md sudy
pocet hran.

7.8.12.  Najdéte graciozni ohodnocent cesty P,.
7.3.13.  Ukazte, Ze d-pravidelny graf G lze rozloZit na hvézdy K, 4 prdvé tehdy, kdyz G je bipartitni graf.

7.8.14. Hvézdou rozumime bipartitni graf Ky, pro libovolné prirozené cislo n. Lichym grafem rozumime
kazdy graf, ktery md vsechny vrcholy lichého stupné. Ukazte, Ze kaZdsj netrividlni strom je mozno a)® rozloZit
na liché hvézdy, b) rozloZit na hvézdy tak, aby kaZdy nelistovy vrchol byl centrem nejuys jedné hvézdy,
¢) rozlozit na liché hvézdy tak, aby kaZdy nelistovy vrchol byl centrem nejuys jedné hvézdy.

7.8.15.% Lichym grafem rozumime kaZdy graf, ktery mda vsechny vrcholy lichého stupné. Ukazte, Ze kazdy les
je mozno rozloZit na nejvyse dva liché podgrafy.

7.4. Doplnkova témata

Nezavislé mnozZiny a pokryti

V daném grafu miuze existovat vice nejvétsich nezavislych mnozin vrcholi, naptiklad v cyklu C7 existuje sedm
takovych t¥iprvkovych mnozin. Vrcholové &islo nezdvislosti je vSak urceno jednoznaéné, plati a(C;) = 3.

Podobné v néjakém grafu miZe existovat celd fada nejvétsich nezavislych mnozin hran, nejmensich
vrcholovych ¢ hranovych pokrytich. Hranové ¢islo nezévislosti o/ (G), vrcholové &islo nezévislosti a(G), pocet
vrcholt nejmensiho vrcholového pokryti 8(G) a pocéet hran nejmensiho hranového pokryti §'(G) néjakého
grafu G jsou cisla, kterd je mozno pro kazdy graf G jednoznac¢né urcit.

Véta 7.8. Jestlize S C V(G) je nezdvisla mnozina vrcholi grafu G, tak V(G) \ S je vrcholové pokryti
grafu G. Navic plati o(G) + 5(G) = |V (G)|.

Dikaz. Jestlize S je nejvétsi nezavisld mnozina vrchola grafu G, tak kazda hrana grafu G je incidentni
s alesponl jednim S’ = V(G) \ S, protoze kdyby néktera hrana nebyla pokryta, musela by spojovat dva
vrcholy S, coz by odporovalo definici nezavislé mnoZiny. Na druhou stranu je-li S’ vrcholové pokryti grafu,
tak podle definice je kazd4 hrana incidentni s nékterym vrcholem v S’ a nemtize spojovat dva vrcholy
v mnoziné€ S. Proto jsou vrcholy v S nezavislé.

Jestlize S je nejvétsi nezavisld mnozina vrcholt grafu G, tak jeji komplement S’ musi byt nejmensi
mnozina, kterd je vrcholovym pokrytim grafu G, a tak plati «(G) + 8(G) = |[V(G)]. O

Véta 7.9. Pokud graf G neobsahuje izolované vrcholy tak o/ (G) + 8/ (G) = |[V(G)].

Diikaz. Dokézeme dvé nerovnosti 3'(G) < |[V(G)| — &/(G) a §'(G) > |V(G)| — &/ (G).

Nejprve oznacme M né&jaké nejvétsi parovani daného grafu G. Podle definice plati o/ (G) = |M|. Pokryti
L (ne nutné minimalni) mizeme sestavit tak, ze k hrandm z mnoZiny M pfiddme jednu hranu incidentni
s kazdym M-nesaturovanym vrcholem. Takova hrana vzdy existuje, protoze graf G neobsahuje izolované
vrcholy. Kazda hrana z L tak pokryje néjaky z |V (G)| vrcholii grafu G, pfi¢emz hrany z M pokryji vzdy
dva vrcholy. Tak bude potfeba préavé |L| = |[V(G)| — |M| hran a plati 8/(G) < |L| = |[V(G)| — |M]| =
— V(G)| - a/(G).

Nyni méjme néjaké nejmensi pokryti L grafu G. Jestlize uv je néjaka hrana grafu G a oba jeji koncové
vrcholy jsou pokryty néjakou hranou z L, tak uv ¢ L, nebot L\ {uv} by bylo mensi pokryti grafu G.
Proto podgraf G, tvofeny vsemi vrcholy grafu G a hranami L ma v kazdé komponenté nejvyse jeden vrchol
stupné vétsiho nez jedna. Kazda komponenta Gy, je proto hvézdou (graf K pro néjaké ¢t € N). Kazda z h
hvézd je stromem, ktery ma podle Véty BZ3 o jednu hranu méné nez vrchold. Proto graf Gy méa celkem
|V(G)| — h hran a plati |L| = |V(G)| — h. Nyni z kazdé hvézdy vybereme libovolnou hranu a dostaneme
nezgvislou mnozinu hran (parovani) M. Mnozina M miZe ale nemusi byt nejvétsim parovanim. Plati proto

& (G) > | M| = V(G| — |L| = |V(Q)] — (G). Odtud ihned vyplyva, ze 5'(G) < |V (G)| — &/(Q). O

Pro bipartitni grafy bez izolovanych vrcholt dostaneme jakousi analogii Véty G0, ktera fika, Ze nejvétsi
nezévisld mnozina vrcholtt daného grafu ma stejny pocet prvki, jako nejmensi pocet hran nutny pro tplné
pokryti tohoto grafu.

Dusledek 7.10.  Pro bipartitni graf G bez izolovangch vrcholi plati a(G) = B'(G).
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Diikaz. Podle Vét R a LA plati o(G) + B(G) = |V(G)| = «/(G) + f/(G). Podle Véty B plati, ze
o/ (G) = B(G). Odectenim druhé rovnosti od prvni ihned dostavdme, ze a(G) = /'(G). O

Cviceni
7.4.1.  Pro graf G na Obrazku urcete (@), o/'(G), B(G) a B'(G).

Perfektni 1-faktorizace

Méjme r-pravidelny graf G. Perfektni 1-faktorizace grafu G je takovy rozklad grafu G na 1-pravidelné
podgrafy Hy, Ho,..., H,, Ze sjednoceni kazdych dvou podgrafti dédvd hamiltonovsky cyklus grafu G (o ha-
miltonovskych cyklech je psdno v podkapitole [I—21). Hrany kazdého faktoru tvoii tiplné parovéani grafu G.
Perfektni 1-faktorizace je mozno pospat i jako hranova barveni r-pravidelnych grafi r barvami, pricemz
hrany kazdych dvou barev indukuji hamiltonovsky cyklus. Napiiklad perfektni 1-faktorizace trojbokého
hranolu C30K; je na Obrazku T Kazdé dvé barvy indukuji hamiltonovsky cyklus.

Obrazek 7.17.: Perfektni 1-faktorizace grafu Cs x Ko reprezentovand barvenim hran.

V roce 1964, vyslovil Anton Kotzig hypotézu, ze kompletni graf Ks,, kde n > 2 ma perfektni 1-
faktorizaci. Tato hypotéza zustava oteviena, tiebaze fady dil¢ich vysledkt bylo dosazeno. Napfiiklad jez
znamo, ze kompletni grafy Ky,, kde p je prvocislo, takovou perfektni 1-faktorizaci umoziuji. Podobné
kompletni grafy K,i1, kde p je liché prvocislo, maji perfektni 1-faktorizaci. Jsou znamy i dalsi perfektni
1-faktorizace pro konkrétni hodnoty, avSak v obecnosti zlstava Kotzigova hypotéza neroziesena.

Cviceni
7.4.2.  Ukazte, Ze trojboky hranol C300Ks md perfekini jednoznacné uréenou perfekini 1-faktorizaci (aZ
na poradi faktori).

7.4.83. Ukazte, Ze hranol C,[JKy nemd perfektni 1-faktorizaci pro Zadné n > 3.

Vadim G. Vizing (25. bfezna 1937 — 23. srpna 2017)

Vadim Georgievi¢ Vizing se narodil v Kijevé. Protoze jeho matka byla naptl Némka, byli s rodinou pfinuceni
odstéhovat se v roce 1947 na Sibif. V roce 1959 zacal studovat na Tomské statni univerzité. Doktorat zacal
studovat na Steklovové institutu matematiky v Moskvé. Studia vSak nedokonéil a vratil se do Novosibirsku,
kde v letech 1962-1969 pracoval na Ruské akademii véd a kde v roce 1966 ziskal i doktorat. V roce 1974
se prestéhoval do Odésy. Od roku 1976 se dvacet let vénoval problémtm rozvrhovani, avsak od roku 1995
publikuje opét také ¢lanky o teorii grafa.

Na strané 33 jsme zavedli dominujici mnozina vrcholt jako takovou podmnozina D mnoziny vrcholt
grafu G, ze kazdy vrchol, ktery nepatii do D, je sousedni s nékterym vrcholem v D. Dominace v(G) grafu G
je mohutnost nejmensi dominujici mnoziny D grafu G. Napiiklad v kompletnim grafu K,, ma nejmensi
dominujici mnozina jediny vrchol, zatimco nejmensi pokryti obsahuje alespoti |n/2| vrchold, nebot kazdou
hranu nejvétsiho parovani musi pokryt jiny vrchol.

V roce 1968 Vizing formuloval hypotézu (dnes se ji ¥ikd Vizingova hypotéza), ktera fika, Ze podcet
vrcholt dominujici mnoziny kartézského soucinu grafi je véts$i nebo roven soucéinu po¢tu dominujicich vrchola
jednotlivych grafii. Symbolicky: pro kazdé dva grafy G, H plati v(GOH) > v(G)vy(H).

Pro nékteré grafy mutze nastat rovnost, pro jiné nemusi. Napiiklad pro kartézsky soucin C40C, plati
v(C48Cy) > v(Ca)y(Cy). Avsak pro kartézsky soucin dvou hvézd K ,, mize byt dominace grafu libovolné
velka, ackoliv kazda z hvézd ma dominaci rovnu 1. Plati

'Y(Kl,nDKl,n) =n+1>1= V(Kl,n)’V(Kl,n)'

O dominaci grafi bylo publikovano vice nez 300 ¢lanki.

Odkazy:
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® http://en.wikipedia.org/wiki/Vadim G. _Vizing
o pTtTp://www.mathnet.ru/rus/person’646q

en.wikipedia.org/wiki/Vizing/2/(s_conjectur
Cviceni
7.4.4. Ukazte, Ze pro C40Cy plati v(C4OCy) > v(Cq)y(Cy).

7.4.5.  Ukazte, Ze dominugici mnoZina soucinu hvézd Ky ,0K1, (pro n > 1) obsahuje vice nez 1 wvrchol
(ve Vizingové hypotéze nastdva ostrd nerovnost).
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Kapitola 8. Vrcholova barveni graft

V minulé kapitole jsme barvili hrany grafu, v této kapitole budeme barvit vrcholy grafu. Nejprve ukizeme
nékolik péknych praktickych motivaci.

Skladovaci problém

Ve skladu je uloZeno mnoho druhid potravin. Podle piedpisi fada druht potravin nemutze byt skladovana
spole¢né, musi byt skladovany v oddélenych prostorach. Napfiklad ovocné salaty nesmi byt skladovany spo-
le¢né s Cerstvymi syrovymi vejci nebo krajené salamy nesmi byt skladovany spolec¢né se syrovym masem.
Jaky je nejmensi pocet oddélenych mistnosti, ktery ve skladu potfebujeme? Ukéazeme, ze feSeni problému
muZeme FeSit uzitim grafového modelu, ve kterém vrcholy budou odpovidat jednotlivym skladovanym komo-
ditdm a hrany budou spojovat vzdy ty dva vrcholy, jestlize odpovidajici komodity nemohou byt skladovany
spolecné.

Planovani zkouskovych terminu
Pti planovani zkouskovych termini neni vhodné, aby se kryly terminy zkousek dvou kurzid, které maji
mnoho spole¢nych studentii. Navic na vysokych skolach v nékterych zemich je jen jediny pokus na vykonani
zavérecné zkousky a zkousku je mozno vykonat jen v jednom pevné stanoveném terminu. V takovém ptipadé
je nutné, aby zadné dva kurzy se spoleénym studentem nemély zavéreénou zkousku ve stejnou dobu.
Sestavime graf, ve kterém vrcholy odpovidaji jednotlivym kurztim a hranou spojime kazdé dva kurzy
s alespon jednim spoleénym studentem. Takové obarveni vrcholi grafu, ve kterém zadné dva sousedni vrcholy
nemaji spole¢nou barvu, odpovidd moznému rozvrhu zavéreénych zkousek, pri¢emz rizné barvy odpovidaji
riiznym dntm i éastim zkousSek. Je sice mozné kazdy vrchol obarvit jinou barvou (v dany ¢as bude probihat
vzdy jen jedna zkouska), to ale neni ekonomické. Pochopitelné se budeme snazit minimalizovat podet riznych
barev vrcholt grafu.
Dalsi tloze, ktera odpovida vrcholovému barveni néjakého grafu, se budeme vénovat v kapitole B0

8.1. Vrcholové barveni a chromatické ¢éislo grafu

Definice Vircholové barveni grafu G je zobrazeni ¢ vrcholové mnoziny V(G) do mnoZiny barev B. Obvykle
je B={1,2,...,k}. Jeli |B| = k, budeme zobrazeni ¢ nazyvat vrcholové k-barveni (nebo jen k-barveni)

grafu G. Rekneme, 7e vrchol v je obarven barvou i jestlize c(v) = i. Cislu i ¥ikAme barva vrcholu. Vrcholové
barveni se nazyva dobre, jestlize zadné dva sousedni vrcholy nejsou obarveny stejnou barvou.

Podobné jako u hranovych k-barveni opét z praktickych davoda predpokladame, ze kdyz pracujeme s vrcho-
lovym barvenim grafu, tak je vSech k£ barev v grafu pouzito, jinak bychom mohli nepouzité barvy vynechat
a zbyvajici barvy preznadit.

Uvédomte si, Ze numerickd hodnota vybrané barvy nehraje roli. Pfi popisu barveni konkrétnich grafa
proto uprednostiiujeme pojmenovani barev. Naproti tomu pfi popisu barveni, kdy neni jesté znam pocet
potiebnych barev nebo pri implementaci barev v pocitaci, pouzivame prirozena cisla.

Barevné tridy

Podobné jako u hranového barveni grafu mé smysl zavést vrcholové barveni grafu také pomoci rozkladu vrcho-
lové mnoziny grafu G na nezavislé podmnoziny. Pro nékteré problémy muze byt takova formulace vhodnéjsi.
Rozkladem vrcholové mnoziny V(G) rozumime takovy systém neprazdngych podmnozin Vi, Vs, ..., V}; mno-
ziny V(G), ze ViUVoU--- UV, =V(G)aV;NV; =0 proi,j =1,2,...,k, i # j. Libovolny rozklad mnoziny
V(G) je soucasné vrcholovym barvenim grafu G. TFidé rozkladu fikdme barevnd trida, protoze se jedna
o mnoZzinu vrchold stejné barvy. Protoze vSechny barevné tiidy jsou neprazdné, je v grafu pouZito vSech k
barev. Jsou-li navic v kazdé mnoziné V; kazdé dva vrcholy nezavislé, jedné se o dobré barveni grafu G.

Definice Rekneme, Ze graf G je vrcholové k-obarvitelny (nebo jen k-obarvitelny), jestlize existuje jeho
dobré vrcholové barveni k barvami. Nejmensi ¢islo & takové, ze graf G je vrcholové k-obarvitelny, se nazyva
chromatické ¢islo grafu G a znadi se x(G). Graf G se nazyva vrcholové k-chromaticky, jsou-li jeho vrcholy
dobfe obarveny k barvami a plati k = x(G).

Definice, podobné jako definice hranové k-obarvitelnosti v pfedchozi kapitole, je zformulovana tak, Ze vrcho-
lové k-obarvitelny graf, je také vrcholové l-obarvitelny pro kazdé k <1 < |[V(G)].
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Vsimnéte si, Ze na rozdil od hranového barveni grafu vysoky stupeti A(G) vrchold v grafu nevynuti
vysoky pocet barev dobrého vrcholového barveni. Ani maly stupeti 6(G) nezaruéi maly pocet barev dob-
rého vrcholového barveni. Napfiklad pro grafy na Obrazku BT plati x (K1 5) = 2, pfi¢emz §(Kq15) = 1
a A(K175) = 5, dale X(W1+5) = 4, pfléemi 5(W1+5) =3a A(W1+5) = 5 a konec¢né X(L571) = 5, pfléemi
(5(L5_’1) =1a A(L571) = 5.

Obrazek 8.1.: Dobré vrcholové barveni hvézdy K 5, kola Wiys a lizdtka Ls ;.

Otazky:

e Najdete priklad grafu G, pro ktery je x(G) < §(G)?
e Najdete ptiklad grafu G, pro ktery je x(G) > A(G)?

Nésledujici véta tika, Ze pro dobra barveni kompletnich bipartitnich grafti a sudych cykla staci dvé
barvy.

Véta 8.1. Je-li G ~ K,, ,, nebo G ~ Csy,,, potom x(G) = 2.

Diikaz. Protoze kompletni bipartitni graf obsahuje alespoii jednu dvojici sousednich vrcholta (proé?), tak
na jeho dobré vrcholové barveni potfebujeme alesponn dvé barvy. Oznac¢me U a W partity kompletniho
bipartitniho grafu K, ,. Obarvime-li vSechny vrcholu U barvou 1 a vSechny vrcholy W barvou 2, dostaneme
dobré vrcholové barveni grafu K, ,, nebot zZadné dva sousedni vrcholy nejsou obarveny stejnou barvou.
Proto x(Kpm.n) = 2.

Podobné, na dobré barveni sudého cyklu Cs, s vrcholy vy, vs, ..., v, jsou jisté potieba alespon dvé
barvy, nebot cyklus obsahuje alespoii dva sousedni vrcholy. Dvé barvy staci, nebof obarvime-li vSechny
vrcholy s lichym indexem ¢ = 1,3,...,2n — 1 barvou 1 a vrcholy se sudym indexem ¢ = 2,4, ...,2n obarvime
barvou 2, dostaneme dobré vrcholové barveni cyklu Cs,,, protoze kazdy vrchol se sudym indexem je sousedni
jen s vrcholy s lichym indexem a naopak. (I

Ve Cviceni BT ukazeme, ze nejen kompletni bipartitni grafy, ale vSechny bipartitni grafy jsou vrcho-
lové 2-obarvitelné a bipartitni grafy s alespon jednou hranou jsou dokonce 2-chromatické. Také pro kompletni

7 7

grafy a liché cykly umime chromatické ¢islo urcit snadno.
Véta 8.2. Je-li G~ K,, nebo G ~ Cy,11, potom x(G) = A(G) + 1.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze x(K,) = n = A(G) + 1. Kazdé dva vrcholy kompletniho grafu musi mit
jinou barvu, nebot kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranou, a proto nemohou byt obarveny stejné. Proto
x(Kp) =n=A(G) +1.

Na dobré barveni lichého cyklu Cy,, 1 s vrcholy vy, vs, ..., v2,41 jsou jisté potieba alespori dvé barvy,
nebot cyklus obsahuje alespoii jednu hranu. Uké&Zeme, %e dvé barvy nestac¢i na dobré barveni a tii barvy
sta¢i. Bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat, Zze vrchol v; je obarven barvou 1, a proto vrchol v
musi byt obarven jinou barvou, feknéme barvou 2. Vrcholy s lichym indexem 7 = 1,3,...,2n — 1 pak budou
obarveny barvou 1 a vrcholy se sudym indexem i = 2,4,...,2n barvou 2. AvSak vrchol va,4+1 nemuize byt
obarven barvou 1, protoze je sousedni s vrcholem v; a nemtize byt obarven ani barvou 2, protoze je sousedni
S Uap,. Dostavame, Ze na obarveni lichého cyklu je tfeba nejméné t¥i barvy a x(Caony1) = 3 = A(Copy1) + 1.

|

Otazky:
e Najdete piiklad grafu G rtzného od Csy,41 a K, tak, aby x(G) = A(G) + 17
e Najdete priklad bipartitniho grafu na jehoz dobré vrcholové barveni staci jedina barva?

e Plati rovnost x(G) + x(G) = |V(G)| pro kazdy graf G?

Dolni odhady chromatického ¢isla
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V kapitole O jsme na strané A zavedli vrcholové &islo nezdvislosti a(G). Nasledujici lemma je analogii
Dtsledku

V(G < x(G)(G).

Diikaz. Protoze kazda barevna tiida grafu G tvoii v dobrém vrcholovém barveni mnozinu nezavislych
vrcholtl, tak G obsahuje od kazdé z x(G) barev nejvyse a(G) vrchola. O

Lemma 8.3. Pro kazdy graf G plati

Vsimnéte si, ze Véta B2 plyne také z Lemmatu B Protoze a(K,,) = 1, tak x(K,) > n a vice nez n
barev nemuZeme pouzit. Podobné a(Cayy1) = L@J =n, a proto x(Copt1) > % =2+ % > 2.

Z ptikladi na Obrazku BT je zfejmé, Ze obsahuje-li graf G podgraf K., tak na libovolné jeho dobré
obarveni je potieba alespon ¢ barev. Nésledujici definice zavadi ¢islo ¢ formalné.

Definice Klikové c¢islo grafu G znacime ¢(G). Jednd se o pocet vrcholtl nejvétsiho kompletniho grafu
(kliky), ktery je podgrafem G.

Napriiklad grafy na Obrazku BT maji klikova ¢isla ¢(K15) = 2, ¢(Wi4s) = 3 a ¢(Ls 1) = 5. Nasledujici
lemma plyne ihned z definice klikového ¢isla a Véty B2

Lemma 8.4. Pro libovolny graf G plati x(G) > ¢(G).

Vsimnéte si, ze ani klikové ¢islo nedava presny odhad chromatického ¢isla. Graf Wi,5 ma klikové ¢islo
3 (pro¢?), a ptitom x(Wi45) = 4. Tvrzeni Lemmatu B je specidlnim piipadem obecnéjsiho tvrzeni: je-li
H podgrafem grafu G, tak x(H) < x(G) (Cvic¢eni ET1T).

Horni odhady chromatického é&isla
Dobré vrcholové k-barveni grafu G se nazyva optimdini, jestlize k = x(G). Snadno ukiZeme, Ze na dobré
vrcholové barveni libovolného grafu staci vzdy nejvyse A(G)+1 barev. Takové obarveni nemusi byt optimalni.

Lemma 8.5. Heuristicky algoritmus barveni
Pro libovolny graf G plati x(G) < A(G) + 1.

Diikaz. Diikaz je konstruktivni, popiSeme algoritmus dobrého vrcholového (A(G) + 1)-barveni libovolného
grafu G. Na zaédtku mdme graf G a libovolny jeho vrchol obarvime nékterou z A(G) + 1 barev. Protoze
kazdy vrchol je sousedni s nejvyse A(G) vrcholy, tak kazdy neobarveny vrchol v je sousedni s vrcholy nejvyse
A(G) rtiznych barev. Vzdy najdeme alespoi jednu barvu, kterd se na vrcholech v okoli vrcholu v nevyskytuje
a tu muzeme pouzit na obarveni vrcholu v. Pokracujeme obarvovanim dalsiho vrcholu. Po |V (G)| krocich
méame graf G dobfe vrcholové (A(G) + 1)-obarveny a dokazované tvrzeni plati. O

Pro nékteré grafy (napiiklad pro liché cykly a kompletni grafy) dostaneme timto jednoduchym hladovym
algoritmem optimalni vrcholové barveni. V obecném pripadé vSak uvedeny algoritmus nemusi dat barveni
s nejmensim moznym poc¢tem barev. Budeme-li nejprve obarvovat vrcholy malych stupnt, tak se mutze stat,
7e pii obarveni vrcholi s vysokym stupném budeme pak muset vybirat z omezeného pocétu barev a bude
pouzito mnohem vice barev, nez x(G). Je proto zddouci obarvovat nejprve vrcholy vysokych stupii. Toto
pozorovani mtzeme shrnout do nasledujiciho lemmatu.

Lemma 8.6. VylepsSeny heuristicky algoritmus barveni
Pro libovolny graf G s n vrcholy s nerostouci stupriovou posloupnosti di > ds > -+ > d, plati

X(G) <1+ _tnax {min{d;,i — 1}}.

Dikaz. Ditikaz je analogicky jako dikaz Lemmatu B3l s tim, Ze vrcholy obarvujeme v potradi podle jejich
stupné d;. Vrchol stupné d; oznac¢ime v;. Nejprve obarvime vrchol vy stupné d; barvou 1. V obecném kroku
obarvime vrchol v;, ktery je sousedni s nejvyse min{d;,7 — 1} jiZ obarvenymi vrcholy a sta¢i proto vybrat
nékterou nepouzitou barvu mezi barvami 1,2, ..., 1+ min{d;,i — 1}. Tak miZeme obarvit libovolny vrchol,
a proto staci nejvyse 1 + max;—1 2 ., {min{d;,i — 1}} barev. O

Algoritmus popsany v dikazu Lemmatu EBG1 najde dobré vrcholové barveni s nejmensim poc¢tem barev vSech
grafil na Obrazku B0 Bohuzel v obecném piipadé nemusi najit dobré vrcholové barveni, které je optiméalni
vzhledem k poétu pouzitych barev (Cvieni BT). V dalsi podkapitole horni odhad chromatického ¢isla
jesté zpresnime.

Cviceni

155



Petr Kovdr, 8. Vrcholovd barveni grafu 25. kvétna 2022

e A

Obrdzek 8.2.: Grafy G, H a R.

vy _

Obrdzek 8.3.: Peterseniuv graf a graf B.

8.1.1. Urcete chromatické cislo grafi na Obrdzku BZ1

8.1.2.  Urcete chromatické ¢islo a najdéte prislusné dobré vrcholové barveni ndsledujicich grafi a) Peterse-
niv graf (Obrdazek B3R vlevo), b) graf B na Obrdzku B3 vpravo), c¢) Grotzschiv graf (Obrazek TIX).

8.1.3.9 Jaké je chromatické cislo cyklu C,, ?

8.1.4. Urcete chromatické ¢islo bipartitniho (ne nutné kompletniho) grafu G.
8.1.5.% Urcete chromatické cislo grafu P,.

8.1.6.% Jaké je chromatické c¢islo stromu T}, ?

8.1.7. Urcete x(Wp41).

8.1.8. Urcete chromatické cislo grafu Q. (hyperkrychle fadu n).

8.1.9. Najdéte priklad grafu, pro ktery algoritmus popsany v dikazu Lemmatu BT nenajde dobré vrcho-
lové barventi s nejmensim poctem barev. Pro jednoznacnost predpokladeime, Ze pri obarvovdani vrcholu vZdy
vybereme ,nejmensi“ nepouZitou barvu.

8.1.10. Najdéte priklad grafu G a jeho vrcholu v tak, aby platilo x(G —v) < x(G) a x(G —v) < x(G).

8.1.11. Ukazte, Ze je-li H podgrafem grafu G, tak x(H) < x(G). Plati, Ze je-li H vlastnim podgrafem
grafu G, tak x(H) < x(G)?

8.1.12.° . Ukaste, Ze priddnim jedné hrany do stromu s alespori tiemi vrcholy se chromatické ¢islo zviysi
nejvyse o 1.

8.1.13. Najdéte silnejsi verzi turzeni Cviceni BT TZA: ukazte, Ze pridanim jedné hrany do libovolného ne-
kompletniho grafu s alespor tremi vrcholy se chromatickée cislo zvysi nejuyse o 1.

8.1.14. Ukaste, Ze pokud G je bipartitni graf, tak plati x(G) = c(G).

8.1.15. Ukazte, Ze pro kazdy graf G ezistuje takové serazenti jeho vrcholi do posloupnosti, Ze hladovy algo-
ritmus popsany v Lemmatu B3 dd dobré vrcholové x(G)-barven.

8.1.16. Dokazte nebo vyvratte: pro kazdy graf G plati x(G) < n(G) — a(G) + 1.

8.2. Brooksova véta

V této kapitole ukdzeme dalsi silny vysledek teorie grafi. Nasledujici véta, kterou dokazal Brooks v roce
1941, ukazuje, Ze mezi souvislymi grafy jsou to préavé jen liché cykly a kompletni grafy (Véta B=20), které
maji chromatické ¢islo vyssi nez nejvyssi stupen vrchold v grafu.

Véta 8.7. Brooksova véta
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Méjme souvisly graf G s A(G) > 3, ktery je rizny od kompletniho grafu. Potom plati x(G) < A(G).

Diikaz. Uvedeme dikaz, ktery nasel Lovasz v roce 1975 a ktery je jednodussi nez ptavodni Brooksuv dikaz.
Ozna¢me k = A(G) v libovolném souvislém grafu G s n vrcholy. Podle pfedpokladu plati k& > 3.

Predpokladejme nejprve, ze G obsahuje néjaky vrchol stupné mensiho nez k. Oznacime jej v,. Nyni
prohledanim grafu G (do $ifky nebo do hloubky) ozna¢ime postupné vSechny vrcholy grafu G s indexy
v sestupném poradi. Kazdy vrchol v;, i =1,2,...,n — 1, ma tak alespon jednoho souseda s indexem vysSim
nez i, a tudiz ma nejvyse k — 1 sousedt s indexem mensim nez i. Algoritmus dobrého vrcholového barveni
popsany v dikazu Lemmatu B obarvi vrcholy grafu G v potadi vy, vs, ..., v, nejvyse k barvami.

Daéle predpokladejme, ze G je k-pravidelny. Pokud G obsahuje artikulaci w, tak v kazdém bloku grafu G
(komponenta G —w spolu s vrcholem w a pfislusnymi hranami) je vrchol w stupné mensiho nez k a podle vyse
uvedeného postupu muzeme kazdy blok dobfe obarvit k£ barvami. Pfipadnou permutaci barev vysledného
obarveni v jednotlivych blocich mtzeme zafidit, aby w mél v kazdém bloku stejnou barvu, a tak dostaneme
dobré obarveni grafu G k barvami (Obrazek EZ0).

— (2

Obrazek 8.4.: Barveni grafu G ziskame z vrcholového barveni bloki.

V dalsim mizeme predpokladat, ze G je k-pravidelny a vrcholové 2-souvisly graf. Aby bylo mozno
pouzit hladovy algoritmus vrcholového barveni z diikkazu Lemmatu EB, staci zarudit, ze alespon dva vrcholy
sousedni s v,, budou obarveny stejnou barvou. Jestlize néjaké dva vrcholy v; a ve sousedni s v, nejsou spojeny
hranou, mtizeme je obarvit stejnou barvou, a potom zbyvajici vrcholy grafu G — {vy,v2} opét usporddame
prohleddvanim od vrcholu v,. Staci ukazat, Zze v kazdém k-pravidelném 2-souvislém grafu G, ktery neni
kompletni, najdeme takovou trojici vrcholi vy, v, vs,.

Ozna¢me z libovolny vrchol grafu G. Je-li vrcholova souvislost k(G — x) > 2, oznadime v = = a vy
bude libovolny vrchol, ktery je ve vzdalenosti 2 od vrcholu vy (takovy existuje, protoze G je 2-souvisly
a pravidelny, ale neni kompletni). Koneéné za v, zvolime n&jakého spoleéného souseda vrcholt vy a vs.
Tak méme zajiSténo, ze graf G — {v1,v2} bude souvisly a prohledavanim z vrcholu v,, objevime a oznacime
vsechny vrcholy.

Je-li vrcholova souvislost k(G — z) = 1, oznaéime v,, = . Graf G — x obsahuje alespoii jednu artikulaci
a alespon dva bloky. Vrchol x ma v grafu G alespon jednoho souseda v kazdém koncovém bloku grafu
G — z (jinak by G nebyl 2-souvisly, pro¢?). Oznacime dva z nich v; a vy (podle Cvideni BEZH1 vime, Ze
koncové bloky existuji v kazdém grafu alespont dva). Tyto vrcholy jisté nejsou sousedni, nebot kazdy lezi
v jiném bloku a zadny neni artikulaci grafu G — x, jinak by musel byt i artikulaci grafu G. Uvédomime si,
ze G — {v1,v2} je souvisly, protoze zadny blok grafu G — x neobsahuje artikulaci (kazdy blok je 2-souvisly
podgraf) a také vrchol x je stupné alesponl 3 (pro¢?), a je proto sousedni s néjakym dalsim vrcholem grafu
G — {v1,v2} (Obrazek EDI).

Nyni je ziejmé, Zze vidy je mozno obarvit vSechny vrcholy grafu G pomoci nejvyse k barev uzitim
algoritmu z Lemmatu ET U

U1 U2

Up =T
Obrazek 8.5.: Vybeér trojice vrcholi vy, va, vy,.

Vsimnéte si, Ze z Brooksovy véty (a z Vét B a BE2) ihned plyne i Lemma BB Brooksovu vétu bychom
mohli také preformulovat tak, ze je-li G takovy graf, Ze 3 < ¢(G) < A(G), tak x(G) < A(G).

Existuje cela fada zpfesiujicich odhadd pro nékteré specialni tfidy graf, néktera zminime v nasledujici
podkapitole. Existuje i celd fada zobecnéni pojmu vrcholového barveni, jejich rozbor vSak prekracuje poslani
tohoto textu.

Otazky:
e Najdete ptiklad souvislého grafu G ruzného od Cs, 11 a K, tak, aby x(G) = A(G) + 17
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e Podle Véty B2 vime, Ze horni odhad x(G) < A(G) neplati pro liché cykly a kompletni grafy. Jak se
toto omezeni projevilo v dikazu Brooksovy véty (Véty BO)?

Cviceni
8.2.1. Mame ddana prirozend cisla n a r, kde n > r > 3. Najdéte priklad grafu G s n wvrcholy, jehoZ
chromatické ¢islo je x(G) = A(G) =r.

8.2.2. Najdéte priklad grafu, ktery neobsahuje trojihelnik a pritom na jeho obarveni jsou potieba alespori
ctyri barvy.

8.2.3.  Pro kazdou dvojici prirozenych cisel k a l, kde 2 < k < | + 1, najdete priklad grafu G tak, aby
X(G) =k a A(G) =1.

8.2.4. Ukazte, Ze vrcholove k-chromaticky graf ma alespon (g) hran.

8.2.5. Méjme graf G. Jeho bloky oznacme B1, Bs, ..., Bx. UkaZte, Ze chromatické cislo grafu G je rovno
nejuy$simu chromatickému cislo jeho blokd, tj. x(G) = max;—12. k{x(B:)}-

8.2.6. Meéjme graf G, jehoz kaZda hrana se vyskytuje v nejuyse jednom cyklu. VyuZijte tento fakt k dikazu,
ze x(G) < 3.

8.2.7.*% Kazdy netrivialni strom T je bipartitni, a proto x(T') = 2. Ukazte, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo k exis-
tuje takovy strom Ty, s nejuyssim stupnem k a takové serazent jeho vrcholi m = v1,vs, ..., Uy, Ze algoritmus
popsany v Lemmatu B, ktery bude obarvovat vrcholy v potadi w, pouzije k + 1 barev.

8.2.8. Dokazte nebo vyvratte, zda ndsledujici algoritmus obarvi kazdy graf G pomoci privé x(G) barev.
V grafu G najdeme nejuétsi nezavislou mnozinu vrcholi By. Vrcholy v By obarvime barvou 1 a odebereme
je z grafu. Cely postup opakujeme: v grafu G — (U;;llBj) najdeme nejuéetsi nezavislou mnoZinu vrcholi B;
a vrcholy v B; obarvime barvou i. Dostaneme dobré x(G)-barvent grafu G.

8.2.9. Dokazte nebo vyvratte: kazdy k-chromaticky graf G md néjaké dobré k-barvend, ve kterém alespori
jedna barevnd trida obsahuje a(G) vrcholi.

8.2.10. Méjme k-chromaticky graf a néjaké jeho dobré vrcholové k-barveni. Ukazte, Ze v kaZdé barevné
tride existuje alespon jeden vrchol, ktery je sousedni s vrcholy vsech k — 1 zbyvajicich barev.

8.2.11. Mejme k-pravidelny graf G s n vrcholy obarveny k barvami tak, Ze kazdy vrchol je sousedni s vrcholy
véech k barev (to znamend s jednim vrcholem kazdé barvy). Uvedené barveni nemusi byt dobré! UkaZte, Ze
a) pravidelnost k (a tedy i pocet barev k) déli n, b) kaZdou barvou je obarveny stejny pocet vrcholi. c¢)
Ddle ukazte, Ze pokud graf G je obarven k barvami, ale neni pravidelny, tvrzeni nemusi platit.

8.2.12.**V predmétu Algebra jsme popsali ndsledugici hru.

Meéjme Sachovnici o rozméru v x s policek, oznacme n = rs. Rddky i sloupce jsou znaceny napriklad
c¢isly a pismeny. Na kazZdém policku Sachovnice leZi jedna mince, celkem na Sachovnici lezi n minci. Mince
jsou nahodné otocené, nekteré hlavou vzhiru, nékteré hlavou doli. Jedno policko sachouvnice je vyjimecné,
napriklad Ze se pod nim skryvd poklad.

Dva kamaradi Adam a Bedrich mohou si predem mohou domluvit vhodnou strategii, aby uspéli v ndsle-
dugici hre. Nejprve $achovnici a mince wvidi Adam. Adam se dozvi, které policko je vyjimecéné, a pak musi
zvolit jedinou minci, kterou (nékdo) otoci naopak, nez mince leZi. Adam odejde a uz nijak nesmi napovidat
Bedrichovi.

Nyni Bedrich poprvé uvidi sachovnici a na ni poloZené mince. Pokud poznd, které policko Sachouvnice je
vyjimecné, oba ve hie uspéli. Jakmile si kamaradi domluvi strategii, tak veskerda komunikace mezi Adamem
a Bedrichem probihd pouze volbou otocen€ mince, které mince jsou otoceny hlavou vzhiru. Bedrich nepoznd,
ktera mince byla otocena, napriklad podle toho, Ze bude na policku posunuta, nebo Ze bude teplejsi a podobné.

S vyuzitim vysledku Cvicent BZID ukazte, Ze pokud pocet policek n meni mocnina dvojky, Zddnd stra-
tegie nemuze existovat.

8.3. Dalsi meze chromatického ¢isla

Pfipomenme, ze hlavnim problémem vrcholového barveni je uréeni chromatického ¢isla a nalezeni néjakého
optimalniho vrcholového barveni. Urceni pfesné hodnoty chromatického ¢isla je narocné, nékdy se spokojime
jen s pribliznou hodnotou. V literatufe mizeme najit celou fadu hornich odhad@ chromatického cisla.
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Zminime a dokézeme jen nékteré z nich. Pro jisté t¥idy grafi mohou dat lepsi odhad nez Brooksova véta
(Véta B) nebo Lemmata B3] a X

Definice Graf G se nazyva barevné k-kriticky (nebo jen k-kriticky), jestlize x(G) = k a pro kazdy jeho
vlastni podgraf H plati x(H) < x(G).

Otazky:

e Kolik existuje barevné 1-kritickych graft?

e Kolik existuje souvislych barevné 2-kritickych graft?

e Kolik existuje nesouvislych barevné 2-kritickych graft?
Ukazeme, ze barevné k-kritické grafy nemohou mit zadny vrchol stupné vyrazné mensiho nez k.
Lemma 8.8. Je-li G barevné k-kriticky graf, tak 6(G) > k — 1.
Dikaz. Ozna¢me zx libovolny vrchol grafu G. Protoze G je barevné k-kriticky graf, tak x(G) = k a jisté
plati x(G — z) < k — 1. Déle postupujeme sporem. Pfedpokladejme, ze deg(z) < k — 1. Potom |[Ng(z)| <
k — 1 a nepouzitou barvu mezi nejvyse k — 2 barvami sousedt vrcholu x pouzijeme na obarveni vrcholu x.
Dostaneme tak dobré (k — 1)-barveni grafu G, coz je spor s pfedpokladem, ze x(G) = k. O

Piikladem barevné k-kritického grafu je kompletni graf K,, pro n > 1, protoze x(K,) = n a odebranim
libovolného vrcholy nebo libovolné hrany dostaneme graf, na jehoz dobré vrcholové barveni stac¢i méné nez
n barev. Dalsi priklad barevné 5-kritického grafu G je na Obrazku BT Peclive si rozmyslete, ze vynechanim
libovolného vrcholu nebo libovolné hrany dostaneme 4-chromaticky graf. Potom i chromatické ¢islo kazZdéeho
vlastniho podgrafu H grafu G bude mensi nez x(G) (proc?).

Obrazek 8.6.: Barevné 5-kriticky graf.

Odebiranim vrcholi a hran grafu mzeme chromatické ¢islo jen zmensit, proto kazdy vrcholové k-
chromaticky graf ma néjaky k-kriticky podgraf i k-kriticky faktor. Nasledujici véta Fiké, ze chromatické ¢islo
grafu muZeme omezit i nejvétsi hodnotou nejmensiho stupné podgrafi daného grafu.

Véta 8.9. Pro kazdy graf G plati x(G) < 1+ max{§(H) : H je podgraf grafu G}.

Diikaz. Ozna¢me k = x(G) a oznaéme H' né&jaky k-kriticky podgraf grafu G. Plati x(G) — 1= x(H') — 1,
coz je podle Lemmatu BE=1 mensi nez 6(H') a to je mensi, nez max{é(H) : H je podgraf grafu G}. O

Mohlo by se zdat, Ze odhad ve Vét& B je lepsi nez v Brooksové vété, nebot maximalni stupeni je na-
hrazen minimalnim stupném. V obecnosti je pouZiti tohoto odhadu omezené, nebot probrani vsech podgraf
je obvykle naroc¢né, protoze riznych podgrafti mize existovat prili§ mnoho. Je potfeba mit na paméti, ze
je-li H podgraf grafu G, tak mize nastat ptipad, kdy §(H) > §(G). Napiiklad na Obrazku BT je kompletni
graf H = Kj podgrafem lizdtka G = Ls 1 a pfitom §(H) = 4 > 1 = §(G). Pouziti ,trividlniho“ odhadu
X(G) < 1+6(G) je proto chybné! Pro pravidelné grafy dava odhad ve Vété B shodnou mez jako Brooksova
véta.

Dalsi horni odhad chromatického ¢isla ukazuje, ze pro grafy na velkém poctu vrcholi zavisi chromatické
¢islo v podstaté jen na poctu hran m. Odhad uvedeme bez dikazu.

Véta 8.10. Necht graf G ma n vrcholi a m hran. Potom x(G) <1+ +/2m(n—1)/n.

Kdyz fikdme ,pro velké grafy“, rozumime tim grafy s velkym poc¢tem vrchold. Horni odhad pak muzeme
zjednodusit. Prestoze pro kaZdou pevnou hodnotu n plati (n — 1)/n < 1, tak lim,, "T_l = 1. Pro velké
grafy staci psat x(G) < 1+ v/2m(n —1)/n < 14 v/2m, nebot &iselné vychazi (celodiselny!) zjednoduseny
odhad pro vétsinu grafa stejné.

Nasledujici odhad je sice velmi jednoduchy, obecné vSak neni pftili§ dobry.

Véta 8.11. Délku nejdelsi cesty v libovolném grafu G oznacéme m(G). Plati x(G) < 1+ m(G).
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Diikaz. Oznacime Vj nejvétsi nezavislou mnozinu vrchola grafu G. Daéle oznac¢ime Vi nejvétsi nezavislou
mnozinu vrcholt grafu G — Vy. Podobné oznacime V; nejvétsi nezévislou mnozinu vrcholi grafu

7j—1
G- v
i=0
Po kone¢ném poctu krokt dostaneme rozklad
k
v =
i=0

pro néjaké pfirozené &islo k. Vrcholy v kazdé z mnozin V; muizeme obarvit stejnou barvou, nebot jsou
nezavislé. Graf G proto mizeme dobie obarvit k + 1 barvami.

Zbyva ukazat, ze k +1 < 1+ m(G). Nejprve v grafu G najdeme cestu v, vy, ..., v; délky k takovou,
ze v; € V;. Oznac¢me v libovolny vrchol v mnoziné V. Vrchol vy je jisté sousedni s nékterym vrcholem
v mnoziné Vj,_;. Pokud by nebyl sousedni s Zddnym vrcholem z Vi1, byla by Vj,_1 U{vi} nezavisld mnozina.
Oznac¢ime vy _; libovolny z vrcholt v mnozing N(vg) N Vi_1. Déle najdeme vrchol vg_o € Vi_o, ktery je
sousedni s vrcholem vi_1. Podobné postupujeme az v mnoziné V) nejdeme vrchol sousedni s vrcholem v;.
Vrcholy v, v1, ..., v tvofi cestu v G, protoze kazdé z hran v;_qv; pro i = 1,2,...,k patii do F(G). Nasli
jsme cestu délky k v grafu G, a proto je jisté k < m(G) a také k + 1 < 1+ m(G). Vime jiz, ze v grafu G
existuje dobré vrcholové barveni k + 1 barvami, a proto

X(G) <k +1<1+m(G).
Tim je tvrzeni véty dokézano. O
Otazka: Jak se v dukazu Véty BT vyuziva predpoklad, Ze mnozina V; je nejuétsi nezavisla mnozina?

Souvislost s multipartitnimi grafy
V kapitole O jsme na strané B4 zavedli pojem bipartitniho grafu, ve kterém byla vrcholova mnozina rozlozena
na dvé nezavislé mnoziny. Tuto definici mizeme zobecnit.

Definice Multipartitni graf

Kompletni r-partitni graf K, ,,,.. n, je graf, jehoz vrcholovd mnozina V' se sklada z r navzajem disjunktnich
neprazdnych podmnozin V;, i = 1,2,...,r, kde r > 1, |V;| = n; pro i = 1,2,...,r, a hranovid mnozina F
obsahuje pravé ty hrany, jejichz koncové vrcholy lezi v riznych mnozindch V; a Vj, kde ¢ # j. Kazdy
podgraf (V, E’), kde E' C E, uplného r-partitniho grafu se nazyva r-partitni graf, piipadné multipartitnd
graf .

Multipartitni grafy tzce souvisi s chromatickym c¢islem grafu. Na r-partitni grafy je mozno pohlizet, jako
na grafy dobfe obarvené r barvami. Vsimnéte si, Ze obecné v nerovnosti x(G) < r, kde G je néjaky r-partitni
graf, nemusi nastat rovnost. Napftiklad kazdy strom 7T, je soucasné multipartitni graf s n partitami a pfitom
X(T},) neni vétsi nez 2, nebot T, je soufasné bipartitni. Naproti tomu pro kompletni multipartitni grafy
plati X (K, ns....n,.) =1 (proé?).

Cviceni

8.3.1. Popiste vsechny barevné 3-kriticke grafy.

8.3.2.  Ukazte, Ze barevné k-kriticky graf a) je souvisly, b) neobsahuje artikulaci.

8.83.83. Dokazte Vetu BT indukci.

8.3.4. Pro libovolné prirozené ¢islo n > 3 najdéte priklad grafu s n vrcholy, pro ktery je a)¥x(G) < 1 +
+m(G), b)x(G)=1+m(G), kde m(G) je délku nejdelsi cesty v grafu G.

8.3.5. Ukazte, Ze jestlize libovolné dva liché cykly grafu G maji spolecny vrchol, potom x(G) < 5.
8.8.6.  Najdéte alesponi ctyri nekonecné tridy barevné k-kritickych grafi pro néjakou hodnotu k.

8.3.7. Najdete nekonecnou tridu barevné k-kritickych grafi pro kazZdé prirozené cislo k > 1.
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8.3.8. Méjme graf G s mazimdlnim stupném 3. Dokazle, Ze jeho vrcholy lze obarvit dvéma barvami (ne
nutné dobrym barvenim) tak, Ze nevznikne jednobarevnd cesta se tremi vrcholy.

8.3.9. Dokazte nebo vyvratte: x(GU H) < x(G) + x(H).
8.83.10. Ezistuji takové dva bipartitni grafy G a H, Ze x(GU H) > x(G) + x(H)?
8.3.11. Dokazte nebo vyvratte: méjme dva souvislé grafy G a H, potom x(G U H) < x(G) + x(H).

8.4. Doplnkova témata

Mycielskian

Mycielskian grafu G je graf (nékdy oznacovany jako u(G)), ktery vznikne konstrukei z grafu G vhodnym
pridanim vrchol a hran. Pomoci Mycielskidanu lze zkonstruovat graf bez trojuhelnikia s libovolné vysokym
chromatickym ¢islem.

Konstrukce
Méjme libovolny graf na n vrcholech vy, vo, . . ., v,. Mycielskidn grafu G je graf u(G), ktery vznikne z grafu G
pridanim dalsich vrcholt uq, us, . . . , 4, a vrcholu w a pfidanim vSech hran u;,w, kde i = 1,2, ..., n a za kazdou

hranu v;v; grafu G pridame jesté hrany v;u; a vju; (Obrazek EZO).

vj oy J

Ch (% g
Obrazek 8.7.: Mycielského konstrukce.

Vsimnéte si, Ze puvodni graf G je podgrafem grafu p(G) a plati |V (u(G))| =2|V(G)|+1 a |E(u(G))| =
= 3|E(G)| + |V(G)| hran (Cvi¢eni BEZT). Grotzschiv graf na Obrazku BEIX] je Mycielskidnem cyklu Cs.
Na Obrazku BX1 je Mycielskian cyklu grafu C7.

. &

Obréazek 8.8.: Graf C7 a jeho Mycielskidn p(Cr).

Klicovym tvrzenim je nasledujici véta. Ukazuje, jak opakovanim konstrukce Mycielskidnu sestrojit graf
s libovolné velkym chromatickym ¢islem.

Véta 8.12.  Mycielskian kazdého k-chromatického grafu bez trojihelniki je (k+1)-chromaticky graf bez troj-
thelnikii.

Dikaz. Méjme graf G bez trojuhelnikit s dobrym vrcholovym k-barvenim f. Sestrojime jeho Myciel-
skidn p(G). Vrcholy grafu G ozna¢ime vy, vs, ..., v, a déle vrcholy pfidané v konstrukei Mycielskidnu u(G)
oznacime U = {uy,ug,...,u,} a w.

Nejprve ukazeme, ze graf ;(G) neobsahuje trojuhelniky. Protoze N,)(w) = U a vrcholy v mno-
7iné U jsou v grafu u(G) nezéavislé, tak vrchol w nemiize lezet v zddném trojihelniku grafu p(G). Soucasné
pro kazdy piipadny trojihelnik obsahujici vrchol u; musi platit N,g)(u;) € V(G) a soucasné podle kon-
strukce grafu p(G) je N,q)(ui) = Ny (vi). To vSak znamend, Ze bychom nasli trojuhelnik i v grafu G
(indukovaném podgrafu na vrcholech vy, v, ..., v,), coz podle pfedpokladu neni mozné.

Zbyva ukazat, ze graf u(QG) je (k+ 1)-chromaticky. Je zfejmé (Obrazky B a BX]), ze x(u(G)) < k+1,
nebot obarvime-li vrcholy vy, va,...,v, stejné jako v grafu G, pro vrcholy uy, us, ..., u, poloZime f(u;) =
= f(v;) a vrchol w obarvime barvou k + 1, dostaneme dobré (k + 1)-barveni grafu u(G).
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Déle nepiimo ukdzeme, ze x(u(G)) = k + 1. Vskutku, kdyby na néjaké dobré vrcholové barveni g
grafu u(G) stacdilo k barev, tak bez Gjmy na obecnosti mtzeme piedpoklddat, ze g(w) = k. Nyni barva k jisté
neni barva zadného vrcholu v U a ukazeme, jak pripadné pfebarvit vrcholy v, ve, ..., v, tak, abychom pro né
nepouzili barvu k. Oznaéme X mnozinu vSech vrcholti v V(G), které jsou obarveny barvou k. Pfebarvime
kazdy vrchol v; € X tak, aby ¢'(v;) = g(u;), a pro v; € V(G) \ X ponechdme obarveni ¢'(v;) = g(v;).
Ukézeme, ze ¢’ je dobré (k — 1)-barveni grafu G. Mnozina X obsahuje nezavislé vrcholy (v barveni g jsou
obarveny stejnou barvou), a proto sta¢i ovérit, ze ¢'(v;) # ¢'(v;), kde v; € X av; € V(G)\ X. Z konstrukce
Mycielskianu p(G) vSak vime, Ze kazdd hrana v;v; grafu G odpovida néjaké hrané v;u; grafu u(G) a jelikoz
vrcholy v; a u; maji riznou barvu v barveni g, tak i vrcholy v; a v; maji riznou barvu v barveni g’. Dostali
jsme tak dobré (k — 1)-barveni ¢’ grafu G a graf G neni k-chromaticky. Tim je (nept¥imy) ditkaz ukonden.

(Il

Odkazy:
® http://en.wikipedia.org/wiki/Mycielskian

Cviceni
8.4.1.  Ukazte, Ze pro libovolné prirozené c¢islo k najdeme takovy graf G, zZe x(G) > ¢(G) + k.

8.4.2.  Ukazte, Ze pro libovolny graf G plati a) G je podgrafem grafu u(G), b) |V(u(G))| = 2|V(G)| +1
a |[E(u(G))| = 3|E(G)| + [V(G)].

Chromaticky polynom

V roce 1912 George David Birkhoff zavedl chromaticky polynom jako mozny nastroj, pro dikaz Véty o ¢tyfech
barvich (Véta BIT3).

Definice Chromaticky polynom grafu G je polynom v proménné k, jehoz hodnota vyjadiuje, kolik rtiznych
dobrych k-barveni mé dany graf G, jestlize rozlisSujeme vrcholy. Chromaticky polynom grafu G znacime
P(G;E).

Obecné je mozno zavést ,chromatickou funkci“. Ukazuje se vSak, Zze funkce f(k), jejiz funkéni hodnoty
odpovidaji poc¢tu dobrych obarveni pomoci nejvyse k barev, bude vzdy polynom. Napiiklad kompletni
graf K3 méa

e (0 dobrych obarveni jednou barvou,
e (O dobrych obarveni dvéma barvami,
e 6 dobrych obarveni tfemi barvami, proto P(K3;3) = 6.

a proto chromaticky polynom grafu K3 prochazi body o soufadnicich [1,0], [2,0], [3,6]. Snadno ovéfime, ze
chromaticky polynom grafu Ks je
P(K3;k) = k(k—1)(k — 2).

Chromaticky polynom je zobecnénich chromatického ¢isla, nebot pro kazdy graf G je x(G) rovno nejmen-
§imu pfirozenému ¢islu, pro které ma polynom P(G;, k) nenulovou hodnotu. Z chromatického polynomu je
navic mozno ziskat informaci o po¢tu dobrych obarveni danym poc¢tem barev.

Pro kazdy graf lze chromaticky polynom najit, avSak obecny postup je pomérné komplikovany. Dva
mozné pristupy konstrukce chromatického polynomu, pfiméa konstrukce a rekurzivni postup, jsou diskutovany
napiiklad v knize [W].

Zajimavé je, ze ruzné grafy mohou mit stejny chromaticky polynom. Napiiklad grafy na Obrazku B
maji stejny chromaticky polynom

P(G1;k) = P(Gas k) = P(Gs;, k) = k(k — 1)*(k — 2).
To znamena, Ze chromaticky polynom neni moZno pouZit pfi rozhodovéani, zda dané dva grafy jsou izomorfni.

Pokud vsak dva grafy maji rizné chromatické polynomy, lze tento argument vyuzit k dikazu, ze dva grafy
izomorfni nejsou.

[ VAN v

Obrazek 8.9.: Grafy G1, G2 a G3 se stejnym chromatickym polynomem.
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Bez dikazu uvedeme vétu, ktera fika, Ze stupen chromatického polynomu daného grafu G je vzdy roven
poctu vrchola grafu G.

Véta 8.13. Stupen chromatického polynomu
Méjme graf G s n vrcholy. Chromaticky polynom P(G; k) je stupné n, vedouct koeficient polynomu je roven 1
a absolutni ¢len je roven 0.

Odkazy:
ttps://en.wikipedia.org/wikl/Chromatic_polynomia
° p://mathworld.wolfram.com romaticPolynomial.htm
* v ,
Cviceni

8.4.3.% Urcete chromaticky polynom dopliiku kompletniho grafu K.
8.4.4. Urcete chromaticky polynom cesty Ps.

8.4.5. Urcete chromaticky polynom kompletniho grafu K, .

8.4.6. Urcete chromaticky polynom stromu s n vrcholy.

8.4.7.° Méjme graf G s komponentami L1, Lo, . .., Ly,. Ukate, Ze chromaticky polynom grafu G je soucinem
chromatickych polynom jeho komponent.

Nahodné grafy

Studium ndhodnych grafi iniciovali nezavisle na sobé Paul Erdds s Alfrédem Rényim a Edgar Gilbert.
Nahodny graf obvykle chiapeme jako graf s pevné zvolenou mnozinou n vrchold, do kterého jsou pridavany
hrany s pravdépodobnosti dle néjaké distribu¢ni funkce.

Existuje nékolik rdznych pristupt. Mizeme napiiklad kazdou z (g) hran grafu postupné pridavat
se stejnou pravdépodobnosti p. Pochopitelné existuje 2(5) ruznych takovych postupt, fada z nich dava
navzdjem izomorfni grafy. Dostaneme tak model ndhodného grafu oznacovany jako G(n,p).

Jinou moznosti je napiiklad do grafu s n vrcholy pfidat pevné zvoleny pocet m hran, 0 < m < (g),
pricemz kazdy takovy graf povazujeme za stejné pravdépodobny. Dostaneme tak model ndhodného grafu
oznacovany jako G(n,m).

V dal$im textu budeme pracovat s prvnim modelem G(n, p). Pfislusny kone¢ny pravdépodobnostni pro-
stor G,, bude mit 2(3) ruznych prvki a kazdy bude mit stejnou pravdépodobnost 27(721), pravdépodobnostni
prostor G,, je proto uniformni. Pfipomindme, Ze rtuzné prvky tohoto pravdépodobnostniho prostoru mohou
byt izomorfni grafy.

Pro ndhodné grafy ma smysl studovat rady vybranych vlastnosti. Ukazeme, zZe ndhodny graf témér jisté
neni biparitni.

Lemma 8.14. Ndahodny graf G(n,p) témér jisté nend bipartitni.

Diikaz.  Vrcholovou mnozinu bipartitniho grafu lze rozlozit na dvé disjunktni podmnoziny U a W tak, ze
kazda hrana grafu mé oba koncové vrcholy v riznych mnozinach. Pro kazdou mnozinu U oznac¢ime By jev,
Ze vSechny hrany daného grafu maji jeden koncovy vrchol v U a druhy ve W = V \ U. Déle ozna¢ime-li
k = |U|, tak existuje pravé k(n — k) dvojic vrcholti, které maji oba koncové vrcholy v riiznych mnozinach.
Proto mezi viemi 2(2) ndhodnymi grafy existuje pravé 25(»—*) grafii, které nemaji v ramci mnoziny U ani
W zadnou hranu. Plati P(By) = 9k(=F)=(3) Maximalni hodnota P(By) nastane pro k = n/2, a proto

. . B(n—2)—(1) _ gri_nl _ _n(n2) . A
mizeme psé < =27 7 = . Jev obecné nejsou pro rtzné mnozin
psat P(By) < 22 2)7\2 2 2 Jevy By ob jsou p y U

disjunktni, ale urc¢ité mizeme psat

n(n—2) —n(n—6)
1 =2 1

P(B)< Y P(By)<2"-2°
Ucv

To znamend, %e pro rostouci n hodnota P(B) kles4 a pro n — oo je P(B) — 0. Néhodny graf proto téméf
jisté neni bipartitni. O

Podobné lze ukizat, ze ndhodny graf je téméf jisté souvisly (Cviceni BEZIm).
Dukazy tykajici se ndhodnych grafi zpravidla vyzaduji vhodny pohled, Sikovné zvoleny odhad nebo
jinou vtipnou tivahu. Hotovy dilkaz je snadné pochopit, avsak nebyva snadné jej objevit.
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Odkazy:

® https://en.wikipedia.org/wiki/Random_graph

Cviceni

8.4.8.% Ukazte, Ze pro chromatické cislo ndhodného grafu G(n,p) plati x(G(n,p)) > 3.
8.4.9. Ukazte, Ze skoro kazdy ndhodny graf G(n,p) obsahuje trojuhelnik.

8.4.10. Ukazte, Ze skoro kazdy ndhodny graf G(n,p) je souvisly.
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Kapitola 9. Planarni grafy

V této kapitole se budeme vénovat nejen struktute grafu, ale i riznym nakreslenim daného grafu. Ukazeme,
ze takové nakresleni, ve kterém se hrany zbytecné ,nekrizi“ je nejen prehlednéjsi, ale je navic motivovano
praktickymi aplikacemi.

Navrh tisténych spojua

Pfirozenym pozadavkem pii navrhovani tisténych spoja je, aby v navrhu bylo co nejméné nevodivych kiizeni.
Takova mista kifizeni je tfeba ,pfemostit dratem a nebo je potfeba pouzit vicevrstevny tistény spoj. Schéma
na Obrazku I vpravo obsahuje jediné kiizeni, kterému je navic mozné se vyhnout?®. Schéma vlevo
obsahuje celou fadu nevodivych kiizeni a na prvni pohled rozhodné neni zfejmé, zda je mozno schéma
prekreslit bez kiizeni hran. UkaZeme si, jak vyuZit nastroju teorie grafi pfi navrhu a rozboru tisténych
spoju. Pékné vyuziti Véty o ctyfech barvach, jednoho z nejznaméjsich vysledku teorie grafti, pro hledani
vyrobnich vad procesoru je podrobné popsano na strané [ZQ.
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Obrazek 9.1.: Dvé ruznd schémata tisténych spoji uspornych zdarivek.

Otazka: Je mozno nakreslit schémata na Obrazku B0 tak, aby se vodic¢e nekiizily?

Plyn, elektfina, voda

Na konci ulice jsou pripraveny spoleéné pripojky k zédkladnim inZenyrskym sitim: elektfiné, vodé a plynu.
Nasim tkolem je naplanovat vykopové prace pro podzemni zapojeni t¥i domu v ulici tak, aby kazdy dum byl
zapojen ke vSem tfem pfipojkam, zadny vykop nesmi byt spoleény pro vice vedeni a dokonce vykopy zadnych
dvou siti by se nemély krizit. Jak navrhnout trasy jednotlivych vykopu? Ukézeme, Ze tomuto pozadavku
nelze vyhovét.

TFi domy a tfi studny
7Z rekreacni matematiky je znama analogicka tuloha, ktera také souvisi s kreslenim grafu do roviny:

Podle povésti zily v Temném hvozdu tfi ¢arodéjnice. Kazda bydlela ve své vlastni sluji a kazda potie-
bovala k provozovani své zivnosti vodu z kazdé ze tfi studanek: s zivou vodou, s mrtvou vodou a s pitnou
vodou. Jenomze cestou ke studankam se carodéjnice nesmi potkat, ani zk¥izit vyslapanou cesticku jiné ca-
rodéjnice. Ptame se, jak mohla vypadat mapa lesa se slujemi, studnami a cestickami? Ukéazeme, Ze takova
mapa neexistuje (nelze ji nakreslit na ¢tvrtku papiru).

9.1. Rovinné a planarni grafy

V dalsim textu budeme pracovat s pojmem kiivky v rovin€, v né€které literatute se ji fika oblouk. Vystacime
s intuitivni definici kiivky. O néco korektnéji miizeme ¥ici, ze mame-li n&jaké spojité zobrazeniy : (0,1) — R?,
tak k¥ivka je podmnoZina roviny R? ve tvaru

k=~((0,1)) = {y(t) : t € (0, 1)}.

25 V usmérnovaci s Graetzovym zapojenim se obvykle privody diod zakresluji tak, ze se vodice kiizi v nevodivém spojeni.

Tomuto kfizeni se pfi samotné realizaci tisténého spoje snadno vyhneme vhodnym umisténim kontaktu zdroje napéti.
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Koncovym bodim ~(0) a (1) kiivky k& budeme ¥ikat vjchozi a koncovy bod. Precizni vybudovani neni
tak jednoduché, jak by se na prvni pohled mohlo zdat. Peclivé vybudovani pojmu k¥ivky a dalSich pfibuz-
nych pojmu spadd do matematické discipliny topologie. VSimnéte si, ze uvedena definice pékné popisuje
proces kresleni kiivky. Budeme-li proménnou ¢ chépat jako ¢as v intervalu (0,1), tak ~(¢) popisuje pohyb
hrotu tuzky podél kiivky mezi vychozim bodem +(0) a koncovym bodem ~(1). Napiiklad, je-li zobrazeni
injektivni, tak kfivka nikde neprotina sama sebe.

Piipometime?6, 7e graf miiZzeme chapat nejen algebraicky jako uspoifddanou dvojici mnoziny vrcholi
a mnoziny hran (nékterych dvouprvkovych podmnozin mnoziny vrcholtt), ale také jako diagramy (nakresleni
grafu v roving), kde vrcholy grafu odpovidaji riznym bodim v roviné a kazda hrana wv odpovidd néjaké
kiivce mezi body, které odpovidaji vrcholim u a v. Nyni miZeme vyslovit nasledujici definici.

Definice Graf je rovinnyg, jestlize mame déno jeho nakresleni do roviny takové, Ze zadné dvé kiivky, které
odpovidaji hrandm, nemaji spoleéné body kromé koncovych bodii (vrcholi). Déle graf je plandrni, jestlize
existuje jeho rovinné nakresleni (tj. jestlize je mozné jej zakreslit do roviny tak, aby zaddné dvé hrany nemély
jiné spole¢né body, nez koncové.

Vsimnéte si, ze rovinnost je vlastnost nakresleni grafu, zatimco planarita je vlastnost grafu. Kazdy graf,
ktery mé rovinné zakresleni, je soucasné plandrni. AvSak i planarni graf mtzeme zakreslit tak, Ze nakresleni
neni rovinné (Obrazek B2A).

=

Obrazek 9.2.: Graf K5 — e jako rovinny graf i jako plandrni graf.

V dalsi podkapitole ukdzeme, ze graf Ky neni plandrni. Pro dikaz tohoto (a né&kterych jinych) tvrzeni
uzijeme dva zcela odlisné pfistupy. V kapitole 21 se zaméfime na pristup s vyuzitim pojmi z topologie
a v kapitole I3 se budeme vénovat témuz s vyuzitim algebraického pfistupu. Protoze K5 bez jedné hrany
je planarni graf (Obrazek B2 vlevo), tak K5 je nejmensi graf, ktery neni planarni (Cvic¢eni ECIT).

W

Obrazek 9.3.: Graf K5 a nakreslent grafu Ks s jedinym kriZenim hran.

Otazky:

e Najdete mensi graf nez K35, ktery neni rovinny?
e Najdete mensi graf nez K35, ktery neni planarni?

Cviceni

9.1.1. Dokazte nebo vyvratte: Pro kaZdé prirozené cislo n existuje a) 4-pravidelny plandrni graf, b) 5-
pravidelny plandrni graf, které maji alespori n vrcholi. Existuji takové souvislé grafy?

9.1.2.% Ukaszte, e graf K33 — e je plandrni.

9.1.3. Dokazte, zZe kazdy podgraf planarniho grafu je plandrni.

9.1.4. Vime, Ze grafy Ks a K33 nejsou plandrni. Ukazte, Ze K5 je nejmensi neplandrni graf co do poctu
vrcholil a K3 3 je nejmenst neplandrni graf co do poctu hran.

26 O zadavani grafi jsme psali v kapitole T na strané E.
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9.1.5.  Triangulact roviny rozumime kazdy rovinny 2-souvisly graf (tj. mame nakreslent grafu), jehoz kazda
oblast je ohranicena tfemi hranami (cyklem Cs). Najdéte triangulaci roviny pro libovolny pocet v vrchold,
kde v > 3.

9.1.6. Jsou kazdé dve triangulace roviny se stejnym poctem vrcholi izomorfni? Vysledek dokazte.

9.1.7.  Najdéte priklad rovinného grafu s dvandcti vrcholy, ktery md pramér 3.

9.2. Topologicky pristup

Zavedeme nékolik pojmu z topologie, které souvisi s kreslenim grafti do roviny. Neni nasim cilem zavést
v8echny pojmy podrobné, nékteré pojme povazujeme za klasické a znamé, napiiklad okoli bodu v roviné
nebo protindni i prisecik kiivek.

Definice Jordanovska kiivka

Uzavrend jordanovskd krivka nebo strucéné jordanovskd krivka je takova kiivka v roviné, kterd ma totozny
vychozi a koncovy bod (vrchol) a jinak neprotind sama sebe.

Chépeme-li kiivku v roviné jako spojité zobrazeni v : (0,1) — R?, tak jordanovsk4 kiivka je na intervalu
(0,1) injektivni a soucasné plati v(0) = ~v(1).

Kruznice, elipsa a dalsi k¥ivky na Obrazku B jsou jordanovské kfivky. Pfimka ani parabola nejsou
jordanovské k¥ivky, protoZe nejsou uzaviené. Lemniskata?” ¢ ,osmicka“ z dvojice dotykajicich se kruznic
(Obrazek E3R1) také nejsou jordanovské kiivky, nebot protinaji samy sebe.

O

Obrazek 9.4.: Jordanovské krivky.

\J o

Obrazek 9.5.: Krivky, které nejsou jordanouvské.

Oblasti roviny
Kazdé jordanovska kiivka déli rovinu na dvé c¢asti, vnitfni a vnéjsi, které ma smysl odlisit. Tento pojem si
zavedeme formalné.

Definice Oblast roviny

Oteviend mnoZina je takova podmnozina A C R2, ze pro kazdy bod p € A plati, ze existuje takové jeho
okoli O, ze O C A. Oblast roviny je takova oteviend mnozina B roviny R?, Ze pro kazdé dva body p,q € B
najdeme kiivku k£ C B s koncovymi body p, g.

Vsimnéte si, ze u kiivek na Obrazku B je na rozdil od kfivek na Obrazku B ziejmé, co je vnitini
a co vnéjsi ¢ast, ackoliv v nékterych pfipadech to nemusi byt vidét na prvni pohled (Obrazek B0 vpravo).
V nésledujici definici tuto vlastnost popiseme formalné (Obrazek ETI).

Definice Interiér a exteriér jordanovské kiivky
Uzaviena jordanovska ktivka J rozdéluje rovinu na dvé oblasti. Tyto oteviené mnoziny nazyvame interier J
(vnitrek J) a exteriér J (vnéjsek J) a znacime je int J, resp. ext J. Uzdvérem uvedenych mnozin budeme

27 O lemniskaté je psano na strané [XA.
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ext J

J

Obrazek 9.6.: Interiér a exteriér jordanovské krivky J.

rozumeét prislusnou oblast véetné hrani¢ni kiivky J. Uzavér interiéru znac¢ime Int J a uzaveér exteriéru Ext J.

Vsimnéte si, ze zatimco int J jordanovské kfivky J je na Obrazku B vyznacen modrou a ext J bilou
barvou, tak Int J a Ext J obsahuji navic ¢erné nakreslenou kiivku J.

Otazky:

e Popiste int J Next J.
e Popiste Int J N Ext J.

Véta 9.1. Véta o jordanovskych kiivkach
Necht J je néjaké jordanovskd krivka v roviné a necht p, q jsou néjaké body takové, Ze p € int J a q € ext J.
Potom kazda krivka s koncovymi body p, q protind krivku J v alespon jednom bode.

Jisté neni tézké vérit platnosti tvrzeni Véty B0 Ditkaz vynechédme, nebot neni jednoduchy a vyzaduje
vybudovani dalSich pojmt a peclivé zdiivodnéni, které je mozno najit v ucebnicich topologie.

Muzeme piedpokladat, ze v libovolném nakresleni maji kazdé dvé hrany nejvyse jedno k¥izeni. Pii-
padny vétsi pocet kiizeni v nakresleni snadno odstranime postupem naznacenym na Obrazku ECO vlevo.
Na libovolné malém okoli prisec¢ikt mizeme ,,prepojit* kiivky hran tak, aby se pocet kiizeni snizil. Podobné
nahlédneme, 7e dvé zavislé hrany (maji spoleény koncovy vrchol) se nemusi kizi viibec. Na Obrazku B0
vpravo je ukdzano, jak je mozno takové kiizeni eliminovat.

N
A4

Obrazek 9.7.: Prevod vice kiiZeni na nejvyse jedno.

N

se hran v nakresleni eliminujeme postupem naznacenym na Obrazku X1 AvsSak v grafu na Obrazku BT
neni mozné zabranit kiizeni vSech hran soucasné.

Obréazek 9.8.: Odstranéni krizeni vice neZ dvou hran.

S vyuzitim pravé zavedenych pojmu ukazeme, ze graf K5 nelze v roviné zakreslit tak, aby se zadné dvé
hrany nekiizily.

Véta 9.2. Graf K5 nent plandrni.

Dikaz. Graf K5 jisté obsahuje cyklus C5, ktery obsahuje vSechny vrcholy (na Obrazku BT vlevo a uprostied
je vyznalen modfe). Uzavienou jordanovskou kiivku tohoto cyklu C5 oznacime J. Ze zbyvajicich péti hran
muzeme bez protinani nakreslit vzdy nejvyse dvé v int J a nejvyse dvé v ext J, protoze mezi péti vrcholy cyklu
najdeme nejvyse t¥i vrcholy tak, aby mezi nimi byly dvé nesousedni dvojice vrcholi. Bez Gjmy na obecnosti
dostaneme graf na Obrazku ECW vpravo, ve kterém najdeme jordanovskou kiivku J’ (na obrazku je vyznacena
zelené). Abychom nakreslili zbyvajici hranu, musime spojit oba ¢ervené vrcholy, z nichZ jeden lezi v interiéru
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kiivky J’ a druhy v exteriéru J'. To podle Véty B0 neni mozné. Proto zbyvajici hrana (vlevo a uprostied
je vyznalena Gervené) protne vzdy alespoil jednu ze stavajicich ,ihlopfiénych“ hran, pfipadné néjaké hrany
cyklu Cy (kiivky J). O

J/
Obrazek 9.9.: Neplandrnost grafu Ks.

Analogicky se ukaze nasledujici véta. Diikaz je ponechan jako Cviceni X1

Véta 9.3. Graf K33 nent plandrni.

Piiklad 9.1. Elektrfina, voda a plyn
Nyni snadno zdavodnime, ze motivacni tloha ze strany IGA nemd feseni. Pokud by feSeni existovalo, tak
plan vykopovych praci by odpovidal rovinnému nakresleni grafu K3 3, coz by byl spor s Vétou B3

Priklad 9.2. T¥i domy a t¥i studny

Nyni snadno také zdivodnime, Ze ani druhd motivac¢ni tloha ze strany B3 nema feseni. Pokud by feseni
existovalo, tak mapa Temného hvozdu by odpovidala rovinnému nakresleni grafu K3 3, coz podle Véty B3
neni mozné.

Otazka: Existuje fesSeni tlohy ,Elektfina, voda, plyn“ nebo , TFi domy a tfi studny“ pokud se neomezime
na grafy v roviné?

Rozdéleni grafu

Snadno nahlédneme, ze nahradime-li v grafu G néjakou hranu cestou nebo naopak indukovany podgraf izo-
morfni s cestou délky alespori 2 nahradime jedinou hranou, tak novy graf G’ dopadne vzhledem k planarnosti
stejné. Nasledujici definice umozni popsat tuto vlastnost formalné.

Definice Rozdéleni grafu

Méjme dén graf G' s hranou uv a vrchol z, ktery do grafu G nepatii. Rekneme, Ze graf G’ vznikne z grafu G
rozdélenim hrany uv, jestlize na hranu uv priddme novy vrchol x, presnéji V(G') = V(G) U {z} a E(G') =
= E(G) \ {uwv} U {ux,zv}. Déle fekneme, ze graf G’ je rozdélenim grafu G, jestlize G’ vznikne z grafu G
jednou nebo postupné nékolika operacemi rozdéleni hrany.

V literature se rozdéleni grafu nékdy rika subdivize grafu. VSimnéte si, jak souvisi rozdéleni grafu a jeho
nakresleni. Nahradime-li nékteré hrany cestami, jejichz vnitini vrcholy jsou stupné 2, tak na rovinnost
vysledného nakresleni to nemé vliv. Mame-li planarni graf, tak rozdéleni tohoto grafu je opét planarni
graf a naopak (Cvifeni LZZ0). Péknym pfirovndnim je, Ze nové vrcholy navlékdme na hrany jako koralky
(Obréazek @1mm).

Obrazek 9.10.: Graf G s vyznacenou hranou uv a jeho rozdéleni G' s pridanym vrcholem x.
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Neplanarnich grafu existuje nekoneéné mnoho. Podle nésledujici véty, kterou dokazal polsky matema-
tik Kazimierz Kuratowski v roce 1930, plati prekvapivé jednoduché tvrzeni: kazdy neplanarni graf musi
obsahovat alesponl jeden ze dvou podgrafi (K5 nebo K3 3) nebo jejich rozdéleni, které neplanaritu zptsobi.
Véta 9.4. Kuratowského véta
Graf G je plandrni prdve tehdy, kdyzZ neobsahuje jako podgraf Zadné rozdéleni grafu Ks ani Ks 3.

Diikaz. Jedna se o tvrzeni ve tvaru ekvivalence, je nutno ukazat obé implikace.

»= Dtkaz prvni implikace je zfejmy. Postupujeme nepfimo. Jestlize graf G obsahuje jako podgraf
rozdéleni grafu K5 nebo K33, tak toto rozdéleni neni planarni a po pfidani zbyvajicich vrcholtl a hran
grafu G vysledny graf zistane neplanarni.

»,2=“ Naproti tomu dikaz druhé implikace je komplikovany, a proto jej vynechame. O

Cviceni

9.2.1. Dokazte Vetu podobnym zpisobem jako byla dokdzana Véta
9.2.2.  Dokazte, Ze kazdé rozdéleni neplandarniho grafu je neplandrni.

9.2.3.  Urcete vsechny plandrni uplné tripartitni grafy.

9.2.4. Urcete vsechny plandrni uplné r-partitni grafy pro r > 3.

9.2.5. Je graf G na Obrazku plandrni?

Obrdzek 9.11.: Graf G.

9.2.6. Je Mébitv Zebrik plandrni graf?
9.2.7. UkaZte, Ze Peterseniv graf (Obrdzek B-I0]) neni plandrni.

9.2.8.% Ukazte, Ze kazdy 3-souvisly graf s alespon Sesti vrcholy, ktery obsahuje rozdéleni grafu Ky, obsahuje
také rozdeleni grafu Ks 3.

9.2.9.% Méjme graf G, ktery vznikne z grafu Ky jednim rozdélenim jedné hrany. Ukazte, Ze graf G je tridy
2 vzhledem k Vizingové vété (Véta [1]).

9.3. Algebraicky pristup a Eulerav vzorec

Méjme néjaké rovinné nakresleni grafu G. Oblasti grafu G budeme rozumét takovou oblast roviny, ktera
je ohranicena kiivkou cyklu tak, ze zadna hrana ani vrchol grafu nelezi v interiéru kfivky. Za oblast grafu
budeme nékdy povazovat také Cast roviny, kterad je ohrani¢ena uzavienym sledem, pfipadné nékolika sledy
(pFi¢emz zadnd hrana ani vrchol nelezi v interiéru pfislusné kiivky). Napiiklad rovinnd nakresleni stromt
maji jedinou oblast, jejiz hranice evidentné neni cyklem. Podobné hranice modré oblasti na Obrazku EITZ]
nend jordanovskou kiivkou. Cervené jsou vyznadeny hrany, které se na hranici vyskytuji dvakrat a hranice
proto je uzavienym sledem. Zluté jsou vyznadeny hrany, které se vyskytuji dvakrat na hranici vnéjsi oblasti.
Vsimnéte si, Ze v grafu se tfemi komponentami (Obrézek ECIZI) je hranice vnéjsi oblasti tvofena tfemi
uzavienymi sledy.

@] o—0 0]
o—Q O o I>o
o o0
Obrézek 9.12.: Hranice vnéjsi oblasti grafu ani hranice modré oblasti nejsou cyklem v grafu.
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Oznac¢me o(G) pocet oblasti grafu G v n&jakém jeho rovinném nakresleni. Vsimnéte si, Ze oblast grafu
a pocet oblasti grafu definujeme pouze pro rovinné grafy. Pokud mame takové nakresleni grafu, ve kterém
se néjaké hrany kiizi, neméa pojem oblasti smysl a nemiizeme proto ani urcit pocet oblasti. Nasledujici véta
patii k nejstarsim vysledkim teorie graft.

Véta 9.5. Euleruv vzorec
Pro libovolny souvisly rovinng graf G plati v(G) — h(G) + o(G) = 2.

Dikaz. Postupujeme indukci vzhledem k pocétu oblasti.
Zdklad indukce: Souvisly graf s jedinou oblasti neobsahuje zadny cyklus, ktery by oddéloval dvé oblasti,
proto je takovy graf stromem. Podle Véty BZ31 m4 strom s v(G) vrcholy pravé v(G) — 1 hran, a proto

v(G) — h(G) + 0(G) = v(G) — (v(G) — 1) +1 = 2.

Induként krok:  Méjme souvisly rovinny graf G s alespoii dvéma oblastmi. Pfedpokladejme, ze pro kazdy
souvisly rovinny graf s méné nez o(G) oblastmi Eulertiv vzorec plati. Zvolme libovolnou hranu e grafu G,
kterd oddéluje dvé oblasti (takova hrana podle pfedpokladu existuje). Odebranim hrany e z grafu G do-
staneme souvisly (pro¢?) graf G’ = G — e, ktery ma o jednu oblast méné, nebot odstranénim hrany e se
obé oddélené oblasti spoji v jedinou oblast. Podle indukéniho pfedpokladu pro graf G’ Eulertv vzorec plati,
proto

2 =v(G") — h(G) +0o(G') =v(G) — (WG) — 1) + 0o(G) — 1 = v(G) — h(G) + o(G),
coz je dokazované tvrzeni. (Il

Eulertv vzorec je velmi silnym tvrzenim, které se tyka planarnich grafu. Ukazeme, ze fadu tvrzeni mizeme
ziskat jako disledky Véty B3 Jednim z nich je pozorovéni, které ¥ikd, Ze pro planarni (nejen rovinné!) grafy
muzeme urcit pocet oblasti rovinného nakresleni, aniz takové nakresleni zname!

Dusledek 9.6. Vsechna rovinnd nakreslent souvislého plandrniho grafu maji v roviné stejny pocet oblasti.

Diikaz. Kazdé nakresleni planarniho grafu G mé stejny pocet vrcholtt v(G) a stejny pocdet hran h(G). Podle
Véty B3] mé kazdé nakresleni 2 — v(G) 4+ h(G) oblasti a pocet oblasti je proto vzdy stejny. O

Otazky:

e Proc¢ nemad smysl definovat pocet oblasti pro grafy, které nejsou rovinné dokonce ani kdyz jsou planarni?
e Proc¢ je soucéasti tvrzeni Disledku BOA v roviné“?

Dusledek 9.7. Pro kazdy plandrni graf G s vice nez dvéma vrcholy plati h(G) < 3v(G) — 6.

Dikaz. Muzeme piedpokladat, ze graf G je souvisly. Pro nesouvislé grafy plyne platnost tvrzeni z plat-
nosti nerovnosti pro kazdou komponentu. Pro grafy s jedinou oblasti a alespon tfemi vrcholy tvrzeni plati
s vyuzitim Véty B30 (proc?).

Predpokladejme, ze graf ma alespon dvé oblasti. Hranice kazdé oblasti je v jednoduchém grafu tvorena
alespon tfemi hranami. Proto secteme-li vSechny hrany, které lezi na hranici néjaké oblasti a oddéluji dvé
oblasti, dostaneme ¢islo alesponl 30(G). Kazda hrana, kterd lezi na hranici, je v tomto souc¢tu zapocitdna
dvakrat — alespoii?® jednou za kazdou oblast, které oddéluje. Proto v kazdém takovém grafu plati hG) >
%O(G), tj. o(G) < %h(G).

Z Eulerova vzorce (Véta E3d) pak plyne

2 — 0(G) = h(G) + o(G) < v(G) — h(G) + gh(G).

Odtud je
1
2 <v(G@) - gh(G)
Vynésobenim ¢islem 3 a tipravou dostaneme dokazované tvrzeni
h(G) < 3v(G) — 6.

28 Dobie si rozmyslete, pro¢ fikdme ,alespon jednou“. Ovéfte své pozorovani na Obrazku EIZ1
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Diisledek CO je moZno chépat jako pozorovani, ze ,v plandrnim grafu neni mnoho hran.“ Zatimco
v kompletnim grafu roste poc¢et hran s druhou mocninou poc¢tu vrchold, tak v planarnim grafu je poc¢et hran
mensi nez trojnasobek poctu vrchold.

Otazky:

e Vsimnéte si, Ze ani v jednoduchém grafu nemusi hrany na hranici oblasti tvorit cyklus. Jak je to
mozné? Zduvodnéte na prikladu.

e Jaky je pocet oblasti stromu? Jak vypada hranice?

e Jak se v dikazu Disledku EEO pouzilo, Ze tvrzeni plati pro grafy s vice nez dvéma vrcholy?

Dausledek 9.8. Pro kazdy plandrni graf G plati 6(G) < 5.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme piimo. Pro grafy s jednim nebo dvéma vrcholy tvrzeni jisté plati. Pro grafy
s vétsim poc¢tem vrchold dostaneme dle Véty O

ProtoZe nejmensi stupeii grafu 6(G) je jisté celé ¢islo, dostavame dokazované tvrzeni 6(G) < 5. O

Dusledek 9.9.  Pro kazdy planarni graf G bez trojihelniki a s alespon tfemi vrcholy plati h(G) < 2v(G)—4.

Diikaz je ponechan jako Cvic¢eni BZ30 Podobné dilkaz nasledujiciho tvrzeni je Cviceni BE3

Dusledek 9.10.  Pro kaZdy plandrni graf G bez trojiuhelniki plati 6(G) < 3.

Nésledujici dusledek jsme jiz dokézali ve Vétach B2 a B33 S vyuzitim Dtsledktt O a B (tj. s vyuzitim
Eulerova vzorce) lze najit jiny elegantni dikaz (Cviceni B33 a B3370).

Dusledek 9.11. Grafy K5 a K33 nejsou plandrni.

Euleruv vzorec muzeme snadno zobecnit i pro nesouvislé grafy. V rovinném grafu s vice komponentami
samoziejmé plati Euleriv vzorec pro kazdou komponentu. Diikaz je ponechéan jako Cvic¢eni BE320 P¥i poditani
oblasti v nesouvislém grafu nesmime zapomenout, ze jednotlivé komponenty sdili jednu spole¢nou ,,vnéjsi*
oblast.

Véta 9.12. Euleruv vzorec pro nesouvislé grafy

Pro libovolny rovinny graf G s w(G) komponentami plati v(G) — h(G) + o(G) = 1 4+ w(G).

Otéazka: Které z vét a disledkti v této podkapitole plati i pro multigrafy (grafy s ndsobnymi hranami)?
Cviceni

9.3.1.  Dokazte Euleriv vzorec indukci vzhledem k poctu hran.

9.83.2.  Dokazte Euleriv vzorec pro nesouvislé grafy tremi ruznymi zpusoby.

9.3.3.  Najdete priklad grafu G, ve kterém kaZdd oblast je ohranicena hranami nejvyse dvou komponent,
pricemz a) G md alespori i komponenty, b) G ma pravé k komponent, pro kazdé k > 2.

9.8.4. Dokazte Dusledek @@, tj. Ze pro kazdy planarni graf G bez trojuhelniki a s alespon tremi vrcholy
plati h(G) < 20(G) — 4.

9.83.5.  Dokazte Disledek @I, tj. Ze pro kazdy plandrni graf G bez trojuhelniki plati 6(G) < 3.

9.3.6. Naleznéte dukaz neplandrnosti grafu K5 uzZitim disledki Eulerova vzorce.
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9.8.7. Naleznéte dikaz neplandrnosti grafu Ks 3 uZitim disledki Eulerova vzorce.

9.8.8.  Obvod grafu G je délka nejkratsiho cyklu v grafu G. Ukazte, zZe ¢im je obvod g plandrniho grafu G
s danym poctem vrcholu vétsi, tim méné mize mit graf G hran.

9.8.9. S vyuZitim FEulerova vzorce (Véta ) dokazte, Ze Petersentiv graf na Obrazku f-I0] nent plandrni,
vite-li Ze obvod Peteresenova grafu je 5.

9.3.10. Dokazte, Ze plandrni graf G s vice nez tremi vrcholy a 6(G) > 3 md alesporni ¢tyii vrcholy stupné 5
nebo mensiho.

9.3.11.  Necht G md alespori 11 vrcholi. a) Dokazte, Ze bud G nebo jeho komplement G je neplandrni. b)
Najdete priklad gmfug', ktery ma 8 vrcholii a G' i G' jsou plandrni? c)** Najdete ptiklad grafu G', ktery
md 10 vrcholii a G' i+ G’ jsou plandrni?

9.3.12.  Najdete priklad grafu a dvou jeho nakreslend (a) do roviny b) a na jinou plochu) tak, aby se hrany
neprotinaly a obé nakresleni méla jiny pocet oblasti? Vysveétlete!

9.8.13. Najdéte priklad plandrniho grafu, pro ktery neplati vztah z Dusledku 2170, tj. pro ktery plati h(G) >
3u(G) — 6.

9.3.14. Hra ,Sprouti® (z anglického ,sprouts®, ,vghonky“). Na papiie je nakresleno n puntiki. Hra je
zajimavd uz pro mald n, treba 5. Hraci se stridaji, kdo nemuze udélat dalsi tah, prohrdl. V kaZdém tahu
spoji hrac¢ krivkou dva puntiky tak, aby nezkrizil Zadnou jinou krivku a ma kfivku nakresli movy puntik.
Puntik se smi pouZit jako konec nové krivky jen pokud z nej vedou nejvyse dvé dalsi krivky. Ukazte, Ze pro
n pocatecnich puntiki md hra nejvyse 3n — 1 tahi. Na Obrdzku jsou pro prehlednost tahy obou hraci
odliseny barevneé.

Obrdzek 9.13.: Rozehrand hra se étyrmi vychozimi puntiky, kdy je na tahu cerveny hrdc.

9.3.15.% Ukazte, Ze hra $prouti (Cviceni O31Z]) pro n poéateénich puntikd md vidy alespori 2n tahi.

9.3.16.* Hra ,podvodni Sprouti®. (,Brussels sprouts“) Misto puntiki budeme kreslit kiizky. Nové krivky se
pripojuji pouze k ramenum krizkiu. Novy krizek vytvorime vZdy preskrinutim krivky nakreslené v daném tahu.
Ukazte, Ze hra md vZdy pravé bn — 2 tahi. Na Obrdzku jsou pro prehlednost tahy obou hraci odliseny
barevne.

Obrdzek 9.14.: Rozehrand hra se ¢tyrmi vychozimi krizky, kdy je na tahu cerveny hrdc.
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9.3.17. **Hrana se, v néjakém pevné zvoleném nakreslent, nazyva suda, jestliZe protind jiné hrany grafu
v sudém poctu priseciki (ne koncovych bodi). Ukazte, Ze pokud existuje takové nakresleni grafu G, ve kte-
rém je kazdd hrana sudd, tak je G plandrni.

9.8.18.**Oznacéme S mnozinu vsech bodi s celociselngmi souradnicemi v roviné. Méjme libovolny n-ihelnik,
jehoZ vrcholy patii do mnoziny S (n-uhelnik mize byt i nekonverni). Oznacme u pocet vsech bodi z S, které
lezi wvniti n-uhelnika a h pocet vsech bodu z S, které lezi na hranici n-uhelnika.

a) Predpokladejme, Ze kazdy trojuhelnik, jehoZ Zddny vnitini bod a kromé vrchold ani Zddny bod na hranici
nepatri do S md obsah % Ukazte, Ze obsah n-uhelnika je u + g — 1.

b) Umeéli byste ukdzat, Ze kazdy trojiuhelnik, jehoZ Zadny vnitini bod a kromé vrcholi ani Zadny bod na hra-
nici nepatri do S md obsah %?

9.8.19. Ukazte, zZe pokud md rovinny graf obvod alespori 6, tak obsahuje vrchol stupné 2. Plati tvrzeni
1 pro nerovinné grafy?

9.8.20. Kolik nejvice oblasti muize mit rovinng graf s v vrcholy? Najdéte priklad takového grafu pro kazdé
prirozené v.

9.4. Dualni grafy a barveni planarnich grafu

V predchozich kapitolach jsme se vénovali barveni hran i barveni vrcholti. V rovinnych grafech mé smysl
barvit také oblasti (Obrazek EIRl). Kdyz si vezmeme mapu néjakého tizemi, mtizeme se na ni podivat jako
na graf néjakého rovinného grafu. Hranice statt nebo kraji odpovidaji hranam grafu a mista kiizeni ¢i
dotyku hranic odpovidaji vrcholim grafu. Pro pfehlednost pak kraje obarvime tak, aby kazdé dva sousedni
kraje, které sdili alesponi n&jaky tisek hranice (nikoliv jen bod), byly obarveny riiznymi barvami. Je pfirozené
se ptat kolik nejméné barev pro takové ,dobré oblastni barveni“ potfebujeme.

Obréazek 9.15.: Kraje Ceské republiky obarvené ¢tyimi barvami.

Nejprve ukazeme, ze misto ,oblastniho barveni“ rovinného grafu mizeme zkoumat vrcholového barveni
tzv. dualniho grafu.

V této podkapitole budeme pracovat i s obecnymi grafy, nékdy pripustime existenci smycek a nasobnych
hran. Neni t&zké si rozmyslet (Cvi¢eni BEZ), ze pokud je jednoduchy graf G planarni, tak graf G', ktery
ziskdme z grafu G tak, ze nahradime nékteré hrany nasobnymi hranami a u nékterych vrcholi pridame
smycky, je také planarni. Naopak, z obecného planarniho grafu G’ jisté miiZeme ziskat jednoduchy planarni
graf G vynechanim smycek a nasobnych hran.

Definice Dualni graf
Méjme rovinny graf G s mnozinou hran ep,es,...,e, a mnozinou oblasti o01,09,...,0,. Dualni graf G*
grafu G je graf s mnozinu vrcholt V(G*) = {07, 03,...,0;} a mnozinou hran F(G*) = {ej,e3,...,er}, kde

dva vrcholy o}, o} budou spojeny hranou e, jestlize hrana ey je na hranici oblasti o; a o;.

Vsimnéte si, ze i v pfipadé, ze G je jednoduchy graf, tak graf G* muze byt se smyckami nebo nasobnymi
hranami (Obrazek EIR). Je-li naptiklad G strom, je G* graf s jedinym vrcholem a |F(G)| smyc¢kami.
Obecné kazda hrana, ktera neoddéluje dvé oblasti, ale je soucasti hranice jediné oblasti, odpovida smycce
multigrafu G*.

Konstrukce duélniho grafu je definovéna jen pro rovinné grafy (tj. mame déno jedno pevné nakresleni
grafu G) a da se ukdzat, Zze dudlni graf G* k rovinnému grafu G je opét rovinny graf (Cviceni EZTI).
Z definice by se mohlo zdat, Ze dudlnim grafem k rovinnému grafu G* (k pevnému nakresleni dudlniho
grafu G*) je opét ptvodni graf G. To obecné neni pravda, jak ukaZe cvideni Cviceni BEZZ] Déle je zajimavé
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@A

Obréazek 9.16.: Graf G a jeho dudlni multigraf G*.

Gl G

Obrazek 9.17.: Dva neizomorfni dudlni grafy téhoz grafu G.

si uvédomit, ze struktura dudlniho grafu zdvisi na prislusném nakresleni grafu G. Stejny graf muze mit
nékolik neizomorfnich dudlnich graft (Obrazek BT, Cvi¢eni BEZTA).

Smérujeme k formulaci problému ¢tyf barev, jednoho z nejznaméjsich problému, ktery byl vyfesen
pomoci teorie graf. Francis Guthrie si v roce 1852 v8iml, ze pfi obarvovani oblasti map staci vzdy nejvyse
étyfi barvy. De Morgan a Arthur Cayley problém popularizovali. Nikdo tvrzeni neumél ani dokdzat ani
vyvratit (nalezenim protipiikladu) a tak se zrodil jeden z véhlasnych problémi, o jehoz feSeni se vice nez sto
let pokousela cela fada vyznamnych matematiki. Konecné v roce 1976 Kenneth Appel a Wolfgang Haken
podali dikaz zalozeny jednak na teoretickém rozboru a jednak na vySetfeni mnoha stovek jistych grafu.
O problému ¢tyf barev je psano podrobné na strané [Z2.

Véta 9.13. Véta o ¢tyrech barvach
Pro libovolny plandrni graf G plati x(G) < 4.
Diikaz pochopitelné vynechame.

Pro planérni grafy bez trojuhelnikd (napfiklad planarni bipartitni grafy, ale nejen je) je nésledujici véta
dusledkem Véty o étyfech barvach. Umime ji vSak snadno ukézat i bez pouziti Véty I3 (Cviceni EZ3).
Véta 9.14. Pro kazdy plandrni graf G bez trojuhelniki plati x(G) < 4.

Némecky matematik Herbert Grotzsch dokézal v roce 1959 jesté silnéjsi souvisejici vysledek.

Véta 9.15. Grotzschova véta
Pro kazdy plandrni graf G bez trojihelniki plati x(G) < 3.

Ditkaz nebudeme uvadét. Grotzschiv puvodni dikaz byl slozity a vSechny dodnes znamé dikazy jsou
pomérné komplikované nebo vyuzivaji jind silna tvrzeni. Poznamenejme jesté, Ze je mozno ukézat o néco
silnéjsi tvrzeni: kazdy rovinny graf, ktery obsahuje nejvyse ti trojihelniky, ma chromatické ¢islo 3. Na dru-
hou stranu existuji planarni grafy se ¢tyfmi trojuhelniky, na jejichz dobré vrcholové barveni tfi barvy nestaci
(najdete ptiklad?). Soucasné existuji neplandrni grafy bez trojihelnikt (napiiklad Grotzschiv graf na Ob-
rézku ETX]) na jejichZ dobré vrcholové barveni jsou potfeba alespoii ¢tyfi barvy.

Obrazek 9.18.: Grétzschiv graf.
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Otazka: Jaky je priklad rovinného grafu se ¢tyfmi trojuhelniky, na jehoZz dobré vrcholové barveni jsou
potieba pravé ctyri barvy?

Kontrola tisténych spoju

Védci z AT&T Bellovych laboratofi navrhli metodu kontroly tisténych spoji, kterd je péknou praktickou
aplikaci Véty o ¢tyfech barvach. Vodivé spoje v jedné vrstvé tisténého spoje (i uvnitt procesoru) muzeme
chapat jako oblasti v roviné. Obvykle pozadujeme co nejmensi rozmeéry tiSténého spoje, a proto je jejich
vyroba nachylnd k chybam, které se projevi zkratem mezi riznymi vodi¢i (oblastmi). Kdybychom méli
testovat kratké spojeni mezi kazdymi dvéma vodiéi tisténého spoje se stovkou vodi¢t nebo (nékdy se jim
fikd ,sité“), bude potfeba provérit fadové 5000 moznych zkratl, coz je nepraktické. Typicky podet siti se
pohybuje v fadu 500 a v takovém pfipadé mize zkrat nastat mezi vice nez 120 tisici riznymi dvojicemi siti.
P1i testu mame za kol pouze zjistit zda je tistény spoj vadny, neni dtlezité kde presné zkrat nastal.
projevi zkratem mezi sousednimi sitémi, tj. sitémi, které spolu na tiSténém spoji sousedi. Protoze celé schéma
jedné vrstvy vodivych spojeni mizeme chapat jako rovinny graf, existuje podle Véty o ¢tyfech barvach dobré
obarveni vodivych oblasti siti (vrcholy grafu odpovidaji sitim) ¢tyfmi barvami. V takovém barveni nikdy
nejsou sité jedné barvy sousedni. Misto prikladédni dvojice testovacich sond postupné k rtznym dvojicim
siti, je mozno pro vyrobni linku sestavit jakési ,supersondy“, kdy kazda bude pfiloZzena soucasné ke vSem
sitim odpovidajicim jedné barvé. Staci se omezit na hledani zkratu mezi sitémi rtiznych barev, misto tisicl
testl staci proverit (;) = 6 dvojic.

Pocet testit mizeme zredukovat dokonce na pouhé dva testy, kdyz ¢isla pouzitych ¢tyt barev zakédujeme
v bindrnim kédu a jedna dvojice testovacich supersond bude odpovidat barvam s prvni binérni ¢islici 0 resp. 1
a druha dvojice barvam s druhou binarni ¢islici 0 resp. 1. Pokud tistény spoje obsahuje zkrat mezi vrcholy
(odpovidaji vodi¢i ¢ sitim) dvou raznych barev, a protoze ¢isla kazdych dvou barev se lisi v alespon jednom
bitu, tak bude zkrat pfi alespori jednom testu objeven.

Oboustrannému tisténému spoji, ktery se v praxi vyskytuje nejcastéji, by odpovidal graf tloustky 2
(tloustka je zavedena v Kapitole M na strané [I3) a d4 se ukazat, Ze na dobré obarveni takového grafu
potiebujeme nejvyse 12 barev. Analogicky jako v predchozim odstavci muZeme témto dvanacti barvam
prifadit ¢tyrbitové binarni kédy a pro kazdy bit sestavit dvojici sond, vzdy jedna bude soucasné prilozena
ke vSem vodictim s hodnotou 0 a druhé s hodnotou 1 pfislusného bitu. Budou tak stacit ¢tyfi testy na objeveni
nejbéznéjsi vyrobni vady, oproti tisictum obvyklych test. Podrobnéjsi popis najdete v knize [S].

Vnéjskoveé planarni grafy
Rovinné grafy, které dostaneme zakreslenim nékolika hran do vnitini oblasti cyklu, maji mezi planarnimi
grafy vyjimec¢né postaveni, pravé diky pomeérné jednoduché struktufe.

Definice Planarni graf se nazyva vnéjskové plandrni, jestlize existuje takové jeho rovinné nakresleni, ze
vSechny jeho vrcholy lezi na hranici vnéjsi oblasti. Takové rovinné nakresleni vnéjskové planarniho grafu se
nazyva vnéjskové rovinny graf.

Grafy na Obrazku BT jsou vnéjskové plandrni. Vsimnéte si, ze podle definice nemusi vSechny vrcholy
vnéjskové planarniho grafu lezet na cyklu ani kdyz je souvisly. Napiiklad graf na Obrazku ET@ vpravo je
vnéjskové planarni, avsak jisté neobsahuje cyklus prochazejici vsemi vrcholy.

(VIR

Obrazek 9.19.: Priklady vnéjskové plandrnich grafi.
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Jind situace nastane pro 2-souvislé grafy, jak ukazuje nasledujici lemma. Ve Cvi¢eni EZ211 dokonce
ukazeme, Ze takovy cyklus existuje pravé jeden.

Lemma 9.16. Hranice vnéjsi oblasti 2-souvislého vnéjskové plandrniho grafu tvori cyklus, ktery prochdzi
vsemi vrcholy.

Diikaz. Vime, Ze hranice obsahuje vSechny vrcholy grafu. Pokud by tato hranice nebyla cyklem, byla by
sledem a to znamend, Ze prochdzi nékterym vrcholem (alesponi) dvakrat. Takovy vrchol by tvofil artikulaci
a graf by nebyl 2-souvisly. O

Ve Cviceni EZTW ukazeme, ze grafy K4 a K3 nejsou vnéjskové planarni. Je zajimavé, Ze tyto dva
grafy maji pro vnéjskové planarni grafy podobny vyznam jako grafy K5 a K33 pro planarni grafy. Da se
ukazat, ze graf je vnéjskové planarni prévé tehdy, kdyz neobsahuje rozdéleni grafu K4 ani Kj 3.

Véta 9.17. Kazdy vnéjskové plandrni graf obsahugje vrchol stupné nejvyse 2.

Diikaz. Omezime se na souvislé grafy, protoze tvrzeni plati pro kazdou komponentu. V grafu s méné nez
¢tyfmi vrcholy je kazdy vrchol stupné nejvyse 2. Pro grafy s alespon ¢tyfmi vrcholy povedeme dikaz indukei
vzhledem k poctu vrcholt a dokazeme dokonce, ze v kazdém vnéjskové planarnim grafu jsou dva nesousedni
vrcholy stupné nejvyse 2.

Zdklad indukce: Graf K4 neni vnéjskové planarni, nebot v kazdém cyklu, ktery prochézi vSemi vrcholy,
najdeme dvé hrany (chorddly, coZ jsou hrany mezi nesousednimi vrcholy cyklu), jejichz koncové vrcholy se
pravidelné st¥idaji podél cyklu a nemohou byt zakresleny soucasné ve stejné oblasti. Ostatni grafy na ¢tyfech
vrcholech maji alespoil dva nesousedni vrcholy stupné nejvyse 2.

Indukcni krok: Méjme vnéjskove planarni graf G s alespon péti vrcholy. Predpoklddejme, ze kazdy vnéjskoveé
planarni graf s méné vrcholy obsahuje dva nesousedni vrcholy stupné 2. Jestlize graf G obsahuje artikulaci,
pak najdeme (podle Cvi¢eni EEZ3A1) dva koncové bloky (koncovy blok obsahuje jedinou artikulaci). Bloky
jsou vnéjskové planarni grafy a podle predpokladu najdeme v kazdém alespon dva vrcholy stupné nejvyse 2,
pricemz tyto dva vrcholy nejsou v grafu G sousedni a alespon jeden z nich neni artikulaci grafu G.

V 2-souvislém grafu G najdeme podle Lemmatu I8 cyklus C, ktery prochazi vSemi vrcholy. Pokud
graf G neobsahuje kromé hran cyklu C' zadnou dalsi hranu, jsou v8echny vrcholy v G stupné 2. Je-li xy
néjaka chordala cyklu C, tak kazdd ze dvou (zx,y)-cest cyklu C spolu s chordalou zy tvoii cyklus, jehoz
vrcholy indukuji vnéjskové planarni podgraf grafu G. Kazdy tento podgraf spliuje indukéni predpoklad
a obsahuje néjaky vrchol stupné nejvyse 2 rizny od = a y. Mame tak hledané dva vrcholy a nespojuje je
zadné hrana, nebot by musela bud protnout hranu zy nebo byt zakreslena v oblasti ohrani¢ené cyklem C,
coz neni mozné. (]

Pomoci pfedchozi véty snadno ukazeme, Ze kazdy vnéjskové planarni graf 1ze dobfe obarvit tfemi barvami
(Cvieni EZ . Na Obréazku 2 je dobré vrcholové barveni grafi z Obrazku ETd tiemi barvami.

(VRS

Obrazek 9.20.: Dobrd vrcholové 3-barveni vnéjskove plandrnich grafi.

Vnéjskoveé planarni graf se nazyvad maximalni, pokud do néj neni mozno pfidat zddnou hranu aniz by
se porusila vlastnost byt vnéjskové planarni. Na strané [Z2 definujeme Catalanova ¢isla. VSimnéte si, ze
pokud rozliSujeme oznaceni vrcholl, tak pocet maximalnich vnéjskové planarnich grafi s n vrcholy je dan
Catalanovym ¢islem C,,_s.

Otazky:
e Je Véta BT silnéjsi nez Véta EIRI? Nebo naopak?
e Existuje vnéjskové planarni graf, ktery neobsahuje zadny vrchol stupné 27
e Existuje vnéjskové planarni graf, ktery neobsahuje zadny vrchol stupné 1 ani 27

Odkazy:
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Cviceni

9.4.1.  Méjme libovolny rovinny graf G. Ukazte, Ze dudlni multigraf G* je plandrni.

9.4.2.  Méjme libovolny rovinng graf G. Ukazte, Ze dudlnim grafem k dudlnimu grafu G* (k jeho pevnému
nakreslent) nemusi byt pivodni rovinng graf G.

9.4.3. Bez pouziti Vét a dokazte Vetu I, kterd tikd, Ze pro kazZdy plandrni graf G bez troj-
thelnikd plati x(G) < 4.

9.4.4. Ukazte, Ze pokud je jednoduchy graf G plandrni, tak graf G', ktery vznikne z grafu G nahrazenim
nékterych hran nasobnymi hranami a pridanim smycek k nékterym vrcholim, je také plandrni.

9.4.5. Méjme néjaké rovinné nakresleni grafu G. Nadefinujte oblastni barveni grafu a dobré oblastni bar-
veni grafu G. Zavedte oblastni chromatické ¢islo x,(G).

9.4.6.Y Najdéte priklad rovinného grafu, ktery neobsahuje K, jako podgraf, ale na jeho dobré vrcholové bar-
vent jsou potreba alesporn ctyri barvy.

9.4.7. Najdéte priklad (nerovinného) grafu, ktery neobsahuje a) graf Ks jako podgraf, ale na jeho dobré
vrcholové barvent je potreba alespori pét barev, b) graf K,, jako podgraf, ale na jeho dobré vrcholové barvent
je potreba alespon n barev.

9.4.8.  Dokazte slabsi verzi véty o ctyrech barvach: pro kazdy plandrni graf G je x(G) < 6.
9.4.9. Najdéte jiny dikaz, Ze pro kazdy plandrni graf G plati x(G) < 6. PouZijte Vétu B
9.4.10.* Dokazte, Vétu o 5 barvdch, tj. Ze pro kaZdy plandrni graf G je x(G) < 5.

9.4.11. Najdéte chybu v ndsledujicim dikazu:

Meéjme takovy graf G, Ze na jeho dobré vrcholové barventi je potreba alespon 5 barev. V grafu G musi
byt néjaké vrcholy stupné alespon /4, které jsou sousedni s vrcholy ctyr ostatnich barev, jinak bychom je
mohli prebarvit a pouZit méné neZ 5 barev. Dadle jisté najdeme takovou mnoZinu péti vrcholi rizné barvy,
které tvori podgraf Ky, protoze na dobré vrcholoveé obarveni kazdého podgrafu K5 — e staci podle Brooksovy

Vety B-7] jen 4 barvy. V rovinném grafu podle Kuratowského véty neexistuje podgraf izomorfni s Ks, a proto
(podle predchoziho zdivodnéni) na obarveni rovinného grafu budou stacit vidy ctyri barvy.

9.4.12.° Ukaste, Ze dudlnim grafem kola W, 1 je kolo Wi, y1.

9.4.13. Podle Veéty vime, Ze graf Kg nent plandrni. Ukazle, Ze existuje takovy plandrni graf G, jehoZ
vrcholy je mozZno obarvit Sesti barvami (ohodnotit) 1,2,...,6 tak, Ze kaZdy vrchol obarveny barvou i je
sousedni s vrcholy véech zbyvajicich péti barev.

9.4.14. Najdéte dobrée vrcholové barveni plandrniho grafu z predchoziho prikladu pomoci ctyr barev.

9.4.15.  Ukazte, Ze tvrzeni ze Cvicent JZ-I3] neni mozné zesilit, tj. neexistuje rovinny graf G, jehoZ vrcholy
je mozno obarvit sedmi barvami (ohodnotit) 1,2,...,7 tak, Ze kaZdy vrchol i je sousedni s vrcholy viech
zbyvagicich Sesti barev.

9.4.16.  Pro ktera prirozend cisla n existuje takovy jednoduchy rovinny graf G s n vrcholy, Ze jeho dudlni
graf G* je izomorfni s grafem G?

9.4.17. Pro kazdé prirozené cislo k najdéte priklad plandarniho grafu G o alespori k takovych jeho riz-
ngch rovinngch nakreslent, Ze pro kazdé nakreslent dostaneme jinyg (neizomorfni) dudini a) multigraf G*  b)
graf G*.

9.4.18. Najdéte vsechny mazimalni vnéjskové plandrni grafy na a) péti vrcholech, b) Sesti vrcholech. Ma-
ximalni vnéjskové plandrni jsou zavedeny na strané [C77.

9.4.19. Ukazte, zZe grafy Ki a K33 jsou plandrni, ale nejsou vnéjskove plandrni.
9.4.20. Ukazte, Ze chromatické cislo vnéjskové plandrnich grafi je nejvyse 3.

9.4.21. Ukazte, Ze kazZdy 2-souvisly vnéjskove plandrni graf obsahuje prdvé jeden cyklus, ktery prochdzi
v§emi vrcholy (hamiltonovsky cyklus).
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9.4.22.  Ukazte, Ze dudlni graf libovolného rovinného grafu je souvisly.

9.4.23.  Ukazte, Ze kazdy plandarni graf s n vrcholy, ktery je izomorfni se svym doplrikem, md prdve 2n — 2
hran. Pro kazdé n > 4 sestavte priklad jednoduchého plandrniho grafu izomorfniho se svym doplnkem.

9.4.24. Ukazte, Ze graf je vnéjskove plandrni prdvé tehdy, kdyz neobsahuje rozdéleni grafu K4 ani Ks 3.

9.5. Doplnkova témata

Stereograficka projekce

Stereograficka projekce je bijektivni zobrazeni celé sféry s vyjimkou jediného bodu (t¥eba ,severniho pélu*)
na rovinu. Vyjimecnému bodu sféry fikame bod projekce. Je-pochopitelné, Ze takové zobrazeni zkresluje
vzdalenosti i plochy. Stereografickd projekce je vsak konformni zobrazeni, tj. zachovava uhly. Protoze
sféra i rovina se vyskytuji v fadé nejen matematickych disciplin, uplatiiuje se stereografickd projekce nejen
v matematice, ale naptiklad i v kartografii, geologii ¢i fotografii. Stereograficka projekce zkresluje vzdalenosti,
v kazdém smeéru stejné. V kartografii se pouziva zejména na zobrazeni polarnich oblasti, nebo pii zobrazeni
mési¢nich krétert (Obrézek E20).

Mgjme jednotkovou sféru K a rovinu R?, ktera prochézi stfedem sféry (Obrézek EZT). Stereografickd
projekce f : K — R? je dana rovnicemi

f(x’:%z) = (xlvy/) = (lxza lyz)’

kde (z,y,z) jsou soufadnice bodu na sféie K a (z',y’) jsou soufadnice bodu v roviné R2. Inverzni zobrazeni
f~':R — K je dano pfedpisem

f(@y) = (z,y,z) = ( 2z’ 2y’ ()2 + ()2 — 1)

T+ (@) + ()2 1+ (@) + () 1+ (@) + (v)?

Obrazek 9.21.: Stereografickd projekce, kdy rovina prochdzi stredem sféry.

Stereografickd projekce ma nékolik péknych vlastnosti. Z konformity plyne (Cviceni B3 ), ze kazda
kruZnice na sfére, ktera neprochézi bodem projekce, se zobrazi v roviné opét na kruznici. KruZnice, které
prochézi bodem projekce, se zobrazi do primky.

Existuji dalsi varianty stereografické projekce. Casto se pracuje i se stereografickou projekci sféry K
do roviny R?, ktera se koule dotyka, naptiklad ,,jiznim pélem* jako na Obrazku EZZ

S

J P’

Obrazek 9.22.: Stereografickd projekce, kdy sféra stoji na roviné.
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Obrazek 9.23.: Stereografickd projekce v kartografii (Mercatorova mapa svéta 1587) a Rubensova ilu-
strace v knize Opticorum libri sex philosophis juxta ac mathematicis utiles od Francoise
d’Aiguillona.

Obrazek 9.24.: Meésicni krdtery ve stereografické projekci a obrazy kruznic prochdzejici bodem projekce.

Konformity se vyuziva v kartografii p¥i kresleni naviga¢nich map (Obrazek EZZ3 vlevo). Stereograficka
projekce byla zndmé uz za¢atkem letopo¢tu. Dnesni nézev zavedl Francois d’Aiguillon ve svych knihach
o optice (Obrazek ECZ31 vpravo).

Odkazy:

® phttp://en.wikipedia.org/wiki/Stereographic_projection

P matnwor. .wollram.com ereograpnicrrojection.

L] E T E'D H 7 ; WWW. vouEuBe . com7 Watch? V=BJEGK01UZEa

Cviceni
9.5.1.  Vysvétlete, jak z konformity stereografické projekce plyne, Ze kruznice na sfére se v roviné zobrazi
opét na kruznice, pripadné na primky.

Grafy platonskych téles

Platonskad télesa jsou pravidelné mnohostény, které maji vSechny stény shodné pravidelné n-thelniky a u kte-
rych se v kazdém vrcholu setkava stejny pocet (pravé p) hran mnohosténu pro néjaké pfirozené ¢islo p. Pla-
ténsks télesa jsou jakousi prostorovou obdobou pravidelnych n-tthelniki v roving. Staii Rekové znali nejprve
jen Ctyfi takové pravidelné mnohostény: ctyfstén, Sestistén, osmistén a dvacetistén. Pozdéji nasli i posledni
z nich — pravidelny dvanactistén.

Ukazeme, ze existuje pravé pét platéonskych téles. Nejprve si uvédomme, ze kazdému konvexnimu mno-
hosténu (i nékterym nekonvexnim mnohosténtim) je mozno jednozna¢né piifadit graf tak, ze vrcholy mno-
hosténu budou odpovidat vrcholim grafu a hrany mnohosténu budou odpovidat préavé hranam mnohosténu.
Takto vznikla i terminologie pojmu ,hrana® a ,vrchol“. Pfifazeni je mozno ukézat nazorné i pomoci stere-
ografické projekce (obrazek na titulni strané). Dilezité je pozorovani, Ze u mnohosténu neni zadny vrchol
stupné 2 a kazda hrana musi oddélovat dvé stény.

Nyni muiZeme s mnohosténem pracovat jako s grafem. Podobné jako v Eulerové vzorci (Véta )
oznacime pocet vrchold v(G), podet hran h(G) a podet stén (oblasti) o(G). Graf kazdého platénského télesa
je rovinny graf, ve kterém plati nasledujici vztahy.

1) Kazdy vrchol grafu odpovida vrcholu télesa, proto podle Véty I plati pv(G) = 2h(G).

2) Kazd4 hrana grafu odpovidd hrané télesa a kazda n-uhelnikové sténa odpovidd oblasti ohranic¢ené n
hranami, proto plati no(G) = 2h(G).

3) Plati Eulertiv vzorec v(G) — h(G) + o(G) = 2.
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Jednd se o soustavu t¥{ rovnic s parametry p, n o tfech nezndmych v(G), h(G) a o(G). Soustavu nyni
vyfesime. Rovnici Eulerova vzorce vynasobime np a dosadime za pv(G) i no(G). Dostaneme vztah pro pocet
hran platénského télesa v zavislosti na poctu hran n kazdé stény a na poc¢tu hran p sbihajicich se u kazdého
vrcholu.

npv(G) — nph(G) + npo(G) = 2np
2nh(G) — nph(G) + 2ph(G) = 2np
h(G)(2n + 2p — np) = 2np
2np
&) = 2n+2p —np’

Pro vyjadfeni poctu vrchold platénského télesa nyni staci dosadit za h(G) do pv(G) = 2h(G) a vydélit p.
Podobné pro vyjadfeni podtu stén platénského télesa staci dosadit za h(G) do no(G) = 2h(G) a vydélit n.
Dostaneme vztahy

In 2np 4p
(@)

= h = = ].
v(@) 2n+2p —np’ (@) 2n+2p —np’ 2n +2p — np (10)

Protoze vSechny parametry jsou celd ¢isla, musi pro jmenovatele platit 2n + 2p — np > 0, pficemz n > 3
a p > 3. Upravou dostaneme
2n+2p—np >0
0>np—2n—2p
4>np—2n—2p+14
4> n(p—2)—20(p—2)
4> (n—-2)p-2).

Nasleduje uplna diskuze feSeni v zavislosti na parametrech n a p. Protoze n > 3 a p > 3 jsou cela ¢isla, musi
platit 1 < (n—2)(p—2) < 3.

e Je-li (n—2)(p—2) = 1, tak tzv. Schliflitiv symbol?? je {n,p} = {3,3}. Z rovnic [T0] snadno dopocitame,
ze prislusny mnohostén ma 4 vrcholy, 6 hran a 4 stény. Jedna se o pravidelny ctyrfstén.

o Je-li (n—2)(p—2) = 2, tak Schliflitv symbol je bud {4, 3} nebo {3,4}. V prvnim pfipadé ma p¥islusny
mnohostén 8 vrchold, 12 hran a 6 stén a jedna se o pravidelny Sestistén, neboli krychli. V druhém
pfipadé ma mnohostén 6 vrchold, 12 hran a 8 stén a jedna se o pravidelny osmistén.

e Je-li (n—2)(p—2) = 3, tak Schliflitiv symbol je bud {5, 3} nebo {3,5}. V prvnim pfipadé mé p¥islusny
mnohostén 20 vrcholid, 30 hran a 12 stén a jedna se o pravidelny dvanactistén. V druhém pfipadé ma
mnohostén 12 vrchold, 30 hran a 20 stén a jedna se o pravidelny dvacetistén.

Jiné moznosti nepfipadaji v avahu, proto pravidelnych mnohostént je pravé pét — nejvyse pét moznosti

vychdzi z vypoctu a pét umime zkonstruovat (Obrézek EZ31). Pfislusné grafy platénskych mnohostént jsou
na Obrazcich a 20

Obrazek 9.25.: Vechna platonskd télesa (nékteré stény jsou pro ndzornost vynechdny).

29 Schliflitv symbol popisuje pravidelné mnohostény. Jedna se uspordadanou dvojici, zapis pomoci mnozinovych zavorek se

pouziva z historickych davodua. Schliflitv symbol lze zobecnit pro ,mnohostény* rtznych dimenzi.
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Obrazek 9.26.: Grafy pravidelného ctyrsteénu, Sestisténu a osmisteénu.

Obrazek 9.27.: Grafy pravidelného dvandctisténu a dvacetisténu.

pttp://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid

°
® http://mathworld.wolfram.com/Platonicsolid.html]
°
°

ttp://en.wikipedia.org/wiki/Archimedean_solil
ttp://www. ]imloy.com/geometry/hedra.ht
Otazky:

e Jak by se zménil pocet platénskych mnohostént, kdybychom v definici vynechali pozadavek, aby se
u kazdého vrcholu potkavalo stejné mnozstvi hran?

e Jak by se zménil pocet platénskych mnohosténti, kdybychom v definici vynechali pozadavek, aby byl
konvexni?

e Jak by se zménil pocet platénskych mnohosténti, kdybychom v definici vynechali pozadavek, aby se
u kazdého vrcholu potkavalo stejné mnozstvi hran a aby byl konvexni?

e Jak by se zménil pocet platénskych mnohosténti, kdybychom v definici vynechali pozadavek, aby
vSechny n-tthelniky, které tvori stény, byly shodné?

Cviceni
9.5.2.  Méjme platonské téleso P a jeho graf G. Jak spolu souvisi Schlifliiv symbol tohoto platonského
télesa P a télesa P', které odpovidd grafu dudlnimu ke G¢

9.5.3.%*Dokazte, Ze existuje prdvé pét platonskych téles bez pouZiti Eulerova vzorce.

O problému ¢tyr barev

Jihoafricky matematik a botanik Francis Guthrie si jako prvni v roce 1852 v§iml, Ze pfi obarvovani map
Anglie vysta¢i se ¢tyfmi barvami. Diskutoval o tom se svym bratrem Frederickem (oba byli v té dobé
studenti Augusta De Morgana). V roce 1852 Frederick Guthrie napsal De Morganovi dopis s otazkou, jak
by se tvrzeni dalo dokadzat. De Morganovi tvrzeni pfislo pravdépodobné, avsak také nevédél, jak tvrzeni
dokazat. Obratil se na svého pritele Williama Hamiltona®C, ale ani ten nevédél, jak problém vyfesit.

Po De Morganové smrti na néjakou dobu problém ¢tyt barev zapadl. Arthur Cayley, také De Morganiv
zék, napsal v roce 1878 dopis Londjnské matematické spolecnosti, ve kterém se ptal, zda uz nékdo dokézal
Guthrieho hypotézu. On sdm se problému také vénoval, dalsi autori jako Charles Peirce, Alfred Bray Kempe,
Percy John Heawood, Peter Guthrie Tait také. Néktefi dokonce podali dukaz véty o ¢tyfech barvach, vSechny
se v8ak (tfeba i po nékolika letech) ukazaly jako chybné.

30 O Hamiltonovi je psano na strané EZIQ.
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Obrézek 9.28.: Francis Guthrie, Frederick Guthrie, Augustus De Morgan a De Morganiv dopis Hamiltonovi.

Obrazek 9.29.: Arthur Cayley, Peter Guthrie Tait.

Tait v roce 1886 vyslovil hypotézu, ze ,graf kazdého mnohosténu (neboli kazdy 3-souvisly planarni graf)
obsahuje hamiltonovsky cyklus“. Neplanarni grafy jisté nemusi obsahovat hamiltonovsky cyklus, napiiklad
Petersentiv graf (Obrézek ETII).

Pokud by tato hypotéza byla pravdiva, tak bychom snadno dokéazali vétu o ¢tyfech barvach. Kazdou
3-souvislou mapu snadno prevedeme na kubicky (neboli 3-pravidelny) graf tak, Ze kolem vrcholti stupné
vétsiho nez 3 nakreslime maly krouzek, vznikne mnohotihelnik, kterym vrchol nahradime. Pocet vrcholt
v 3-pravidelném grafu je sudy (podle Véty ). Nyni bychom podle Taitovy hypotézy nasli hamiltonovsky
cyklus a pomoci néj dobré hranové barveni tfemi barvami (tzv. Taitovo hranové barvent) tak, Zze obarvime
hrany hamiltonovského cyklu stfidavé dvéma barvami a zbyvajici hrany tfeti barvou. Dostaneme Taitovo
hranové barveni mapy (grafu) a z néj zkonstruujeme obarveni oblasti této mapy ¢tyfmi barvami nasledujicim
zpusobem. Predpokladejme, ze mame 3-souvislou kubickou mapu na bilém papife a jeji hrany dobfe obarveny
tfemi barvami. U kazdého vrcholu se potkavaji hrany vsech tii barev. Nyni odstranime hrany jedné barvy.
Dostaneme 2-pravidelny graf (kolekci cykld pres v8echny vrcholy). Oblasti, které jsou ohraniceny lichym
poc¢tem hran vybarvime ¢ervenou barvou. Totéz udélame jeSté pro hrany jiné barvy a oblasti ohranicené
lichymi cykly vybarvime tfeba modfe. Slozime oba grafy pres sebe a dostaneme obarveni mapy ¢tyimi
barvami: bilou, ¢ervenou, modrou a fialovou (tam, kde se prekryvaji oblasti vybarvené ¢ervené i modre).

Bohuzel takovy elegantni diikaz véty o ¢tyrech barvach neni mozny, protoze existuji kubické planarni
grafy, které nemaji hamiltonovsky cyklus. Tutte v roce 1946 nasel protipfiklad. Tzv. Tuttedv fragment (Ob-
razek E31) je takovy podgraf vétsiho grafu, Ze jakykoliv hamiltonovsky cyklus musi pfijit/odejit spodnim
vrcholem, nemuze pfijit levym a odejit pravym vrcholem. Spojenim tii fragmenti vznikne graf na Ob-
razku B3, ktery ma 46 vrchold, 69 hran a 25 stén, a ktery neobsahuje hamiltonovsky cyklus.

Obrazek 9.31.: Tuttetuv fragment.
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Obrézek 9.30.: Tuttedv protzpmklad Taitovy hypotézy a jeho obarveni ctyrmi barvami.

Jiny (netplny) dikaz véty o ¢tyfech barvach podal v roce 1879 Alfred Bray Kempe. Postupuje indukei
vzhledem k poctu vrcholi a jeho hlavni myslenka spociva v detailnim rozboru obarveni vrcholt nejmensiho
stupné. Je-li v planarnim grafu vrchol v stupné 3 a umime-li graf G — v dobfe obarvit ¢tyfmi barvami, tak
podobnou tvahou jako ve Cvifeni EZ=31 snadno ukaZzeme, Ze také yx(G) < 4. Podobné pro planarni grafy
s vrcholem v nejmensiho stupné 4 miZeme sestavit tzv. Kempeho Tetézce, coz je podgraf planarniho grafu
indukovany na vrcholech pouze dvou barev. D& se ukazat, Ze alespon jeden z takovych podgrafti obsahu-
jicich dva vrcholy sousedni s v nemuze byt souvisly, a je proto mozno vzajemnou vymeénou barev v jedné
komponenté zajistit, aby po prebarveni nebyly vrcholy sousedni s vrcholem v obarveny riznymi barvami.
Nepouzitou barvou pak obarvime vrchol v. Zcela analogicky se ukéze véta o péti barvach (Cviceni EZIM).
Teprve o jedenact let pozdéji Percy John Heawood objevil chybu v rozboru pfipadt tykajicich je planarnich
grafl s nejmensim stupném 5.

Teprve v prvni poloviné 20. stoleti byly objeveny dalsi techniky, napiiklad metoda pfemistovani né-
bojidl, které byly nakonec pouzity v ditkazu Véty o étyfech barvach. V roce 1976 publikovali Kenneth
Appel a Wolfgang Haken prvni tplny ditkkaz. Kromé teoretického rozboru a redukce problému na kone¢nou
mnozinu pfipadd, (nevystaéime s jedinym vrcholem, ale bylo potieba uvazit celé konfigurace vrcholt) vyuzili
pro vysetfeni 1 936 riznych konfiguraci jeden z tehdejSich superpocitaci. Vypocet zabral pfiblizné 1 200
hodin strojového ¢asu a ackoliv byl pozdéji pocet konfiguraci zredukovan na ,, pouhych“ 1 476, nebylo mozno
se pri vySetfovani jednotlivych moZnosti obejit bez pouziti vypocetni techniky. Technicka ¢ast dikazu byla
nékolikrat provéfena na nékolika vypocetnich stanicich za pouziti riznych algoritmi, pfesto se po fadu let
néktefl s takovym dikazem neztotoznili a povazovali tvrzeni za oteviené. Teprve postupem casu, redukci
provéfovanych konfiguraci a nalezenim alternativnich diikazi (vZdy vsak podpofené vySetienim mnoha moz-
nosti poéitacem) se myslenka pocitadem podpotenych dikazt vzila. Véta o ¢tyfech barvich se tak stala
prvni vétou, jejiz dikaz by nebyl mozny bez pouziti pocitac¢t. Dnes bychom takovy dikaz mohli podat,
pocet vySetfovanych pfipadt by se jiz dal vytisknout a stacilo by tisice moznosti ,ru¢né“ zkontrolovat.

Zatimco Véta o ¢tyFech barvach (Véta BEI3) je velmi dobfe zndmé, tak méné zndma je véta o hranovém
barveni, kterd s vétou o ¢tyfech barvach tzce souvisi.

Véta 9.18. Véta o hranovém barveni planarnich kubickych grafa
Pro libovolny 3-pravidelny plandrni graf G bez mosti plati X' (G) = 3.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme uzitim Véty o ¢tyfech barvach. Méjme libovolné rovinné nakresleni daného 3-
pravidelného planarniho graf G. Protoze G je kubicky, jsou potfeba alespoii t¥i barvy (podle Vizingovy
véty [ budou stacit nejvyse ¢tyfi barvy). Protoze dudlni graf je opét rovinny, tak podle Véty B3 jisté
existuje obarveni oblasti grafu G ¢tyfmi barvami ¢ervenou, zelenou, modrou a bilou. Nyni hrany mezi cer-
venymi a modrymi oblastmi a mezi bilymi a zelenymi oblastmi obarvime tyrkysovou barvou. Hrany mezi
¢ervenymi a zelenymi oblastmi a mezi modrymi a bilymi oblastmi obarvime Zlutou barvou. A konec¢né zbyva-
jici hrany mezi ¢ervenymi a bilymi oblastmi a mezi modrymi a zelenymi oblastmi obarvime fialovou barvou.
Protoze je graf kubicky, u zddného vrcholu nemohou hranicit souc¢asné vSechny ¢tyfi oblasti. Dostaneme
dobré hranové barveni grafu G tfemi barvami. O

31 Anglicky se metoda premistovani naboji nazyva discharging a i v Ceské literatufe se setkdme s pocesSténym ndzvem

Cxs e«
»dis¢ardzing.
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Obréazek 9.32.: Graf G.

Ne kazdy planarni 3-pravidelny graf s mostem musi mit Taitovo obarveni. Pfiklad takového grafu je
na Obrazku 3320

W.T. Tutte vyslovil v roce 1966 hypotézu, Ze kazdy snark (snarky jsou zavedeny na strané EZO0) ob-
sahuje Petersenuv graf jako minor. Minor je graf H, ktery muzeme z daného grafu G dostat odstranénim
hran a nebo kontrakci hran. Kontrakce hrany je proces, kdy hranu odstranime a spojime oba jeji koncové
vrcholy do jediného vrcholu. Vsechny ostatni hrany incidentni s témito vrcholy budou incidentni s novym
vrcholem. Podle Tutteovy hypotézy mize byt nejmensi snark (Peterseniiv graf) ziskdn z kazdého dalsiho
snarku kontrakci a odstranénim hran. To souCasné znamend, ze kazdy snark obsahuje podgraf, ktery je
rozdélenim Petersenova grafu. Tait v roce 1880 ukazal, ze Véta o ¢tyfech barvach je ekvivalentni tvrzeni,
ze kazdy 3-pravidelny planarni graf bez mosti je hranové 3-obarvitelny. Tutteova hypotéza je proto silnéjsi
formou hypotézy o ¢tyfech barvach, protoze zadny graf, ktery obsahuje Petersentv graf jako minor, nemuze
byt planarni. V roce 2001 Robertson, Sanders, Seymour a Thomas nasli dtikaz Tutteovy hypotézy, fika se ji
Véta o snarcich.

Odkazy:

pttp://en.wikipedia.org/wiki/Francis_Guthrig

.

® http://en.wikipedia.org/wiki/Four_colour_theoren
® http://www.mathpuzzle.com/4Dec2001.hty
.
.
.

ttp://en.wikipedila.org/wiki/Cubic_gra

pttp://en.wikipedia.org/wiki/Tait’s_conjecturg

pttp://en.wikipedia.org/wiki/kdge_contraction

4 ,
Cviceni
9.5.4. Ukazte, zZe Petersenuv graf nemda I1-faktorizaci. Navod: wukazte, Ze Pelersentuv graf nemd dobré
hranové barvent tiemi barvami (Taitovo hranové barvent).
9.5.5. Ukazte, Ze graf na Obrdzku nemd dobré hranové obarvent tremi barvami.

9.5.6.  Martin Gardner publikoval v aprilovém cisle roku 1975 c¢asopisu Scientific American Magazine v rub-
rice Mathematical Games mapu se 110 oblastmi (Obrazek EZ3). Psal, Ze se uvedenou mapu (autorem ob-
razku je William McGregor) nend mozné obarvit ¢tyimi barvami a jednd se tak o protipiiklad k Vété o étyrech

barvach (Veta @IA). Vysvétlete!

Obrdzek 9.33.: Mapa se 110 oblastmi.
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9.5.7. 'V ¢asopise Scientific American Magazine vysel v roce 2008 c¢lanek ,,Color Madness®. Autorem clanku
je George Musser, ktery argumentuje, Ze na dobré obarvent oblasti v nasledujicim rovinném Obrdzku je
potieba alespori Sest barev. To je vsak v rozporu s Vétou o ctyrech barvach (Véta TIR). Vysvétlete, v cem
je problém.

Obrdzek 9.34.: Sest oblasti v roviné.

9.5.8.  Zkuste najit priklad podobny (rovinnému) obrdzku z predchoziho Cuicend pro vice nez Sest
oblasti. Ruzné oblasti nepovaZujeme za sousedni, pokud maji spolecny pouze jeden bod na hranici.

9.5.9. Najdeéte chybu v nasledujicim dukazu, ktery uvddi protipriklad Vety o ctyrech barvach.

Méjme mapu jako na Obrazku Bilé oblasti (i vnéjsi) jiz nemizZeme obarvit ¢turtou barvou, pro-
toze kazdd hranici s alespon jednou oblasti obarvenou kazdou ze ¢tyr ruznych barev. Navic kaZdd obarvend
oblast sousedi s oblastmi obarvenymi kazdou ze zbyvajicich barev, proto nemuzeme nékterou oblast prebarvit
a nepouzitou barvu pouZit na obarveni bilé oblasti. A konecné ani prebarveni dvou, t7i a vice oblasti nevede
k redukci pouZitych barev.

Obrdzek 9.35.: Jako barvou obarvime bilé oblasti?

9.5.10. Ukazte, Ze oblasti sudého rovinného grafu je mozno dobre obarvit dvéma barvami.

9.5.11. Mejme nasledujici mapu: bez tujmy na obecnosti vezmeme obdélnikovou oblast, na jejim obvodu
zvolime dva rizné body A, B a spojime je iuseckou AB. Postup opakujeme k-krat, vidy zvolime dva body
a spojime je useckou, pricemz nekteré body na obvodu mohou byt spolecné i pro vice tusecek. Dostaneme
mapu oblasti obdélnika. Ukazte, Ze na dobré barveni oblasti staci nejvyse dve barvy.

9.5.12.  Mejme nasledugici mapu: bez ujmy na obecnosti vezmeme obdélnikovou oblast, na jejim obvodu
zvolime t7i rizné body A, B a C, uvnitr oblasti zvolime jeden bod X a spojime je tremi useckami XA, XB
a XC. Postup opakujeme k-krat, vidy zvolime tri ruzné body na hranici a jeden bod uwvnitr oblasti tak,
aby Zadné dve usecky nemély s nove nakreslenymi useckami Zadny spolecny usek, pricemz pruseciky i body
na obvodu mohou byt spolecné i pro vice usecek. Dostaneme mapu oblasti obdélnika. Ukazte, Ze na dobré
barvent oblasti staci nejvyse tri barvy.

9.5.13. Mejme ndsledujici mapu: bez ujmy na obecnosti vezmeme obdélnikovou oblast, na jejim obvodu zvo-
lime n ruznych bodi Ay, As, ..., A,, uwonitr oblasti zvolime jeden bod X a spojime je n useckami X Ay, X As,
...XA,. Postup opakujeme k-krdt, vidy zvolime k rizniych bodi na hranici a jeden bod uvniti oblasti tak,
aby Zadné dvé usecky nemély s nove nakreslenymi useckami Zadny spolecny usek, pricemz pruseciky i body
na obvodu mohou byt spolecné i pro vice usecek. Dostaneme mapu oblasti obdélnika. Ukazte, Ze na dobré
barvent oblasti staci nejvyse tri barvy.
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9.5.14.% Ukazle, Ze Véta o ctyrech barvach (Véta @IA) je ekvivalentni tvrzent, Ze kazdy rovinny kubicky
graf je hranové 3-obarvitelny.

Lemniskata

Lemniskdta (také Bernoulliho lemniskata) je mnozina bodil [z,y] v roving, pro které plati
(.’1?2 + y2)2 _ 2a2(x2 _ 92)7 (11)

kde a je polovina §itky lemniskaty. Parametrické rovnice lemniskaty o tzv. $ifce a jsou

av'2cost av2sintcost
T = —, y=—-"7z5— pro t € (0,2m).
1+ sin“t 1-+sin“t
Y
I Fy x

Obrézek 9.36.: Lemniskdta pro a = 1.

Geometricka interpretace lemniskaty je nasledujici. Mame dva body v roving, F; a F5, kterym fikame
ohniska a jejichz vzajemna vzdalenost je 2a. Jedna se o mnozinu bodt v rovin€, pro které je soucin vzdalenosti
od ohnisek roven é&islu a?. Budou-li ob& ohniska leZet na ose x stfedové symetricky podle poéatku, tak
umocnénim vztahu |X F| - | X Fy| = a® dostaneme vztah

(z—a)’+¢%) ((z+a)* +4°) = d?,

ktery mizeme upravit na jednodussi implicitni rovnici [11] (Cviéeni EoTIR1).
Odkazy:
® http://mathworld.wolfram.com/Lemniscate.html|

Cviceni
9.5.15.  Upravte rovnici ((z — a)® + y?) ((z + a)* + y?) = a* tak, abychom dostali rovnici [1T].
9.5.16. Ukazte, Ze §irka lemniskdtu je 2+/2a.

Catalanova ¢isla

Catalanova ¢isla C,, se v kombinatorice ¥ika posloupnosti pfirozenych ¢isel, kterd jsou ur¢ena vztahem

1 2n
C,= . 12
" on+1 ( n ) (12)
Catalanova ¢isla se objevuji pfi feSeni celé fady kombinatorickych tuloh, které obvykle popisuji strukturu,
ktera se skldda z mensich struktur stejného typu. Nékolik prvnich Catalanovych ¢isel pro n =0,1,2,... je

1,1,2,5,14, 42,132,429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, . . .

Existuje nékolik dalsich vztahi pro Catalanovo ¢islo C,,, naptiklad
2n 2n
C, = — 13
( n ) (n + 1) (13)

n—1
Co=1, Cp=) CiCn i, (14)
=0

nebo rekurentni predpis
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Obrazek 9.37.: Triangulace malych n-uhelniki.

Ze vztahu [13] i [14] je zfejmé, ze C,, je vzdy celé ¢islo. Nyni uvedeme nékolik tloh, které vsechny vedou
prirozené k zavedeni Catalanovych ¢isel.

Triangulace pravidelného (n + 2)-thelniku

Pocet rtiznych triangulaci pravidelného (n 4 2)-thelniku je ddn Catalanovym ¢&islem C,,. Na Obrazku B30
jsou vSechny triangulace pro malé hodnoty n. Trojithelnik mé jedinou triangulaci, ¢tverec mé dvé, pétithelnik
pét a Sestitthelnik méa 14 rtznych triangulaci.

Nejprve ukazeme, zZe pocet rliznych triangulaci pravidelného (n + 2)-thelniku je dén rekurentnim vzta-
hem [TZ]. M&jme n&jaky pravidelny (n + 2)-Ghelnik. Piedpoklddejme, Ze pocet riiznych triangulaci mensich
(konvexnich) mnohotihelnikti zndme a umime je sestrojit. Zvolme néjakou pevnou stranu daného (n + 2)-
thelniku. Tato strana je v kazdé triangulaci stranou jednoho z n rizngch trojihelniki (Obrazek BE3x1). Nyni
kazdy barevné vyznaceny trojihelnik rozdéli dany (n + 2)-tthelnik na nejvyse dva mensi konvexni mnoho-
thelniky s i 42, respektive (n+1—i) stranami (¢ = 0, 1,...,n—1), pro které triangulace zkonstruovat umime.
Vsimnéte si, ze pocty triangulaci mensich ¢asti mnohotihelnikd odpovidaji podle pfedpokladu Catalanovym
¢islim C; a Cp,—1—;. Podle kombinatorického pravidla souéinu (strana [d) je pocet triangulaci v kazdém
z piipadt dan soucinem C; - Cp,_1_; a celkovy pocet triangulaci daného (n + 2)-tthelniku je dan rekurentnim
vztahem [I4)]. Pro pfipad n = 8 na Obréazku bychom dostali

5
Co=1, C¢= Z CiCs_; = CoCs + C1C4 + C2C3 4 C3C + C4Cy + C5C.
i=0

Uvedené odvozeni také ukazuje, pro¢ je definice Cy = 1 Sikovna.

() (P WD PO

Obrazek 9.38.: Odvozeni rekurentniho vztahu pro podet triangulact (n + 2)-uhelniku.

Uzavorkovani pomoci n para zavorek

Tabulka O ukazuje vSechna pfipustnd pofadi n part zévorek pro malé hodnoty n. Pripustnym uzavor-
kovanim rozumime kazdé takové poradi zavorek, které odpovida platnému zapisu néjakého vyrazu. Analo-
gicky jako v pfedchozim odstavci mtizeme odvodit pocet rliznych pripustnych uzavorkovani pro libovolnou
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n | Rzna uzavorkovani Podet,

0 1 moznost

1]() 1 moznost

2100, (0) 2 moznosti

31000, 000), (D)0, (00), ((0)) 5 moznosti

410000, 0000), 000, OCO0), OO, (OO, (0)((), | 14 moznosti

(00O, (ONO, (OO0, (O, (D)), ((OO)), (((O)))

Tabulka 9.1.: Riznd uzdvorkovdani pomoci n pdri zdvorek.

hodnotu n (a soucasné takovd uzévorkovani zkonstruovat), jestlize umime zkonstruovat vSechna p¥ipustna
uzavorkovani pro libovolny pocet part zavorek mensi nez n.

Vsimneme si, ze kazda pfipustnd posloupnost zdvorek musi zacinat ,(“. Daéle nékde v posloupnosti
zévorek najdeme druhou odpovidajici zdvorku ,,)“, pfi¢emz podposloupnost X mezi obéma zavorkami musi
sama o sobé tvorit pripustné uzavorkovani a stejné tak zbyvajici podposloupnost Y zavorek na konci musi
tvorit pfipustnou posloupnost part zavorek:

(X)Y.

Obé podposloupnosti X, Y obsahuji celkem n—1 para zévorek, tj. pokud podposloupnost X obsahuje ¢ par,
tak v podposloupnosti Y jich najdeme n—1—i. Pocet raznych podposloupnosti X pro pevnou hodnotu ¢ nijak
nezavisi na konkrétnim vybéru podposloupnosti Y a naopak, proto opét uzitim kombinatorického pravidla
soucinu dostaneme celkovy pocet riznych posloupnosti n part zavorek jako soucet vsech pfipustnych soucinti.
Zavedeme-li imluvu, Ze bez zévorek je mozno zapsat vyraz jedinym zpisobem (Cy = 1), dostdvame:

Ci1 = CyCy
Cy = CyC1 + C1Cy
Cs = CyCs + C1C1 + C2Cy

n—1

+Ch-1Cy = Z CiCp_1-;.
i=0

Cp=0CCp_1+C1Ch_a+ ...

Vidime, Ze pocet ptipustnych pofadi n part zdvorek je urden vztahem [14].

Poradi operaci v posloupnosti n + 1 operandu

Megjme néjakou binarni operaci. Jestlize operace neni asociativni, tak vysledek nékolika operaci muze zaviset
na poradi, ve kterém n operaci mezi n + 1 operandy provedeme. Tabulka B prehledné shrnuje pro maléd n
pocet riznych moznosti, v jakém pofadi mizeme provést operace pro n + 1 operandt, kdy n = 0,1,...,4.
Prirozené vyvstava otazka, kolik takovych poradi existuje pro libovolnou hodnotu n.

*(

ax

(cxd)*e))), (a

(
* (bx(cx(de))))

n | Rtizna uzévorkovani Pocet
0 1 moznost
1| (axb 1 moZnost
2| ((axb)xc), (a*x(b*c)) 2 moznosti
31 (((axb)xc)xd), ((ax(bxc))*d), ((axb)*(cxd)), (ax((bxc)xd)), (a*x(bx(c*xd))) |5 moznosti
4| ((((axb)*xc)xd)*e), (((axb)xc)*(dxe)), (((axb)*(cxd))*e), ((a*xb)x((cxd)*e)), | 14 moznosti
((axd)x(cx(dxe))), (((ax(bxc))xd)xe), ((ax(bxc))*(dxe)), ((ax((bxc)xd))*e),
E(a*(b (cxd)))xe), (ax(((bxc)xd)xe)), (ax((bxc)*(dxe))), (ax((bx(cxd))xe)),

Tabulka 9.2.: Ruznd uzdvorkovdni n + 1 operandu v pevném poradsi.
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7 tabulky ihned vidime, Ze pocet rtiznych pripustnych posloupnosti n part zavorek je stejny jako pocet
rtiznych potfadi bindrnich operaci mezi n + 1 operandy. TotéZ miizeme zdivodnit obecné (Cviceni EATIX]).
Vsimnéte si, ze nestaci jednoduse smazat operandy a operatory.

Otazka: Pocet ruznych pripustnych posloupnosti n péaru zéavorek je stejny jako pocet rtznych poradi
binarnich operaci mezi n + 1 operandy. Proc¢ nestaci fici, ze kazdé poradi operaci je jednoznac¢né urceno
néjakou pripustnou posloupnosti n part zavorek a naopak? Vysvétlete v ¢em se obé tilohy lisi.

Monoténni cesty ve ¢tvercové siti
Meéjme ¢tvercovou sif o rozmeéru n krat n étverecki jako na Obrazku Mizeme si predstavit, ze se jedna
o silni¢éni sif v néjakém mésté (tfeba na Manhattanu).

N
N

N
N

Obrézek 9.39.: Cesta ve ctvercové siti, které neklesne pod diagondlu.

Putujeme nejkratsi cestou z levého horniho rohu do pravého dolniho rohu. Nejprve ukazeme, Ze vSech
takovych (stejné dlouhych!) cest existuje (277) Celou cestu si mizeme predstavit jako posloupnost celkem
n svislych a n vodorovnych usekt. V této posloupnosti se vzdy na nékterych n kiizovatkach rozhodneme
putovat dol ,na jih“ (ozna¢ime symbolem 1) a putujeme po svislém tseku a na zbylych n Gsecich putujeme
doprava ,na vychod“ po vodorovném tseku (ozna¢ime symbolem 0). Kazda cesta je tak jednoznaéné uréena
posloupnosti n jedni¢ek a n nul. Takovych posloupnosti je pravé P(n,n) = 3,—75, = (2:)

Nyni se ptame, kolik cest nikdy neklesne pod nazna¢enou diagonédlu (Broadway). Pro uplnost upozor-
nime, ze ,dotknout“ se diagonaly béhem putovani je dovoleno. Ukazeme, Zze pocet hledanych cest je urcen
pravé Catalanovym cislem C,. Uz vime, ze vSech cest, kdy putujeme pouze doprava nebo dold je (2:)
Nyni spocitame cesty, které sice prochazi siti vzdy pouze doprava a doli, avsak které protnou diagonalu.

Na Obrazku 2@ vlevo mame jednu z takovych nepfipustnych cest.

AN N
N\, N\,

N
N N
N N
N N

N N

Obrazek 9.40.: Preklopeni ¢dsti nepripustné cesty.

Na kazdé nepripustné cesté oznac¢ime prvni kiizeni, které je pod diagonalou, jako bod B. Nepfipustna
cesta mize diagonalu k¥izit samoziejmé nékolikrat, bod B je vSak urcen jednoznacéné jako prvni takové misto.
Nyni muzeme zbyvajici tisek cesty za bodem B ,preklopit“, tj. kazdy vodorovny tisek nahradime svislym
a naopak. Takové cesté budeme fikat preklopend cesta. Ukazeme, Zze pfeklopend cesta vzdy konéi o jeden
tsek vlevo a jeden tsek dolit oproti ptivodni cesté (Obrazek B vpravo), nebot pokud jsme pfed bodem B
putovali k-krat doprava (a (k+ 1)-krét dolit), tak ndm zbyva putovat (n — k)-krat doprava a (n—k — 1)-krat
dolt. Po pieklopeni pfislusného tseku cesty za bodem B tak budeme putovat celkem k+ (n—k—1)=n—1
usekt doprava a (k+1) 4+ (n — k) = n+ 1 tseka doli.

Klicové pozorovani je, ze kazdé nepfipustné cesté odpovida pravé jedna preklopend cesta a kazdé pre-
klopené cesté (do bodu n — 1 tisekl vpravo a n + 1 tseki dolét od vychoziho bodu) odpovidé préavé jedna
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neptipustné cesta. To znamend, Ze nepfipustnych cest existuje pravée tolik, kolik je preklopenych cest. Pocet
vSech preklopenych cest neni tézké vypocitat. Postupujeme podobné, jako kdyz jsme pocitali vSechny cesty
ve Ctvercové siti. Nyni mezi 2n tGseky vybereme n + 1 Gsekt, kdy budeme putovat doli. Takovych preklope-
nych cest je ( 2n ) Odecteme-li pocet neptipustnych (preklopenych) cest od poétu vSech cest ve ¢tvercové

siti, dostanem%t}ztah [13):

2n 2n

«=(7)- ()

n n+1
ktery udava pocet cest, které nikdy neklesnou pod naznacenou diagonalu.
Podet ruznych péstovanych kofenovych stromua s n + 1 vrcholy
Péstovany kofenovy strom je takovy kofenovy strom, ve kterém je jednozna¢né urceno potfadi potomkt
kazdého vrcholu, ktery neni koncovym vrcholem.

V predmétu Diskrétni matematika jsme ukazali, ze kazdy péstovany kofenovy strom s n vrcholy je
mozno jednoznacné popsat pomoci n para zavorek, pricemz kazdy pocatecni fetézec zavorek musi obsahovat
vice otviracich zavorek, nez uzaviracich zavorek. Kéd koncového vrcholu péstovaného korenového stromu je
jednoznaéné uréen dvojici zavorek ,,()¢. Kéd kazdého vrcholu v se sestavuje rekurzivné z kédu jeho potomku
ve stejném poradi, v jakém jsou sefazeny kédy potomkt vrcholu v. Tyto kédy jsou uzavieny do jednoho
paru zéavorek, a tak vznikne kéd vrcholu v.

Obrazek 9.41.: Péstovany korenovy strom s 13 vrcholy a sestavenym kddem.

Oproti uzavorkovani pomoci n part zavorek popsanému na strané [E3 to znamend, Ze cela pfipustna
posloupnost n zavorek je vzdy uzaviena do jednoho paru zavorek, ktery odpovida korenu. Kdédem pésto-
vaného stromu je kéd jeho kotene. Proto pocet rtiznych péstovanych kofenovych stromt s n 4+ 1 vrcholy
odpovida obsahu vnéjsi dvojice zavorek, coz je né€jakd pripustnd posloupnost uzavorkovani pomoci n part
zévorek.

Uz vime (dle popisu na strané [E8), Ze poclet takovych pFipustnych pofadi n part zévorek je uréen
vztahem [14)]. Vztah [14] udava soudasné pocet riiznych péstovanych kofenovych stromt s n + 1 vrcholy.

Retézec zavorek je ke kazdému péstovanému kofenovému stromy uréen jednoznaéné. A pokud zavedeme
umluvu, kterd pro kazdy strom uréi jednoznacné jeho kofen (napiiklad v centru stromu, které je podle
Véty BT urceno jednoznacné) a pro libovolny kofenovy strom jednoznaéné uréi pofadi jeho potomki
(naptiklad lexikograficky dle kédt odpovidajicich podstromt), tak mutZeme kazdému stromu jednoznacné
priradit néjaky kéd n part zavorek. Tento kéd pak umozni efektivné rozhodnout o izomorfismu danych
stromt.

Dalsi alohy vedouci ke Catalanovym ¢&islim
Existuji desitky riznych kombinatorickych problémt, pfi jejichz feSeni narazime na Catalanova ¢isla. Na za-
vér zminime nékolik z nich.

Me¢jme 2n lidi ve fronté na listky do divadla. Jeden listek stoji 100 K¢ a kazdy ¢lovék ve fronté ma jen
bud stokorunu nebo dvousetkorunu, pri¢emz pravé n lidi mé dvousetkoruny. Pokladni za¢ind s prazdnou
kasou a do dvousetkoruny mize vydat pouze, kdyz v pokladné mé néjakou stokorunu. Kolik existuje riiznych
poradi lidi (rozlisujme jen stokoruny a dvousetkoruny), kdy pokladni bude vzdy moci vratit do dvou stovek?
(Cviceni ET)

Posledni tlohu, kterou zminime, bychom mohli nazvat ,Podavéani rukou podle etikety*“. Mame kulaty
stil pro 2n osob. Lidé si navzajem pres stll podavaji ruce, mohou tak vytvorit az 2n pari. Povazuje se
za neslusné, pokud by se mély pii podavani rukou nékteré dvojice kiizit. Pocet rliznych zptsobi, jak si 2n
lidi mtze soucasné podat ruce podle etikety je opét urcen pravé Catalanovym cislem C,,.

Odkazy:
® http://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_number

® phttp://demonstrations.wolfram.com/kquivalencelrlhreeCatalanNumberinterpretations/
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e vice nez 190 problémi souvisejicich s Catalanovymi ¢isly FEEp//www-math-mit edu/ rstan/ec/catadd.pdy
Cviceni
9.5.17.  UkaZte, Ze a) vztahy a b) vztahy a pro Catalanova &isla jsou ekvivalentni.

9.5.18.  Ukazte, zZe pocet ruznych poradi operact mezi n + 1 operandy presné odpovidd poctu ruznych pri-
pustnych posloupnosti n pari zdvorek.

9.5.19. Ve fronté na listky ceka n lidi se stokorunou a n lidi s dvousetkorunou. Jeden listek stoji sto ko-
run a pokladna zacind s prdzdnou kasou. Do dvousetkoruny muze pokladni vydat pouze, kdyZ v pokladné
ma néjakou stokorunu. a) Kolik existuje rizngch pofadi stokorun a dvousetkorun, kdy pokladni bude vidy
moci vrdtit do dvou stovek? b)) S jakou pravdépodobnosti projde nakupovdni hladce, jestlize predpokldddme
kazdou posloupnost stokorun a dvousetkorun za stejné pravdépodobnou?

9.5.20. Ukazte, Ze ruznych zpusobu, jak si 2n lidi kolem kulatého stolu muze soucasné podat ruce tak, aby
se Zadné dvojice rukou nekrizily je urcen Catalanovym cislem C,.

Kazimierz Kuratowski (2. inora 1896 — 18. ¢ervna 1980)

Kazimierz Kuratowski se narodil v carském Rusku ve VarSavé. V roce 1913 zacal inzenyrské studium
na Glasgowské univerzité ve Skotsku. Prvni svétova valka studium prekazila. V roce 1915 zacal Kuratowski
znovu studovat na VarSavské univerzité a v roce 1921 ziskal doktorat z matematiky. Stal se profesorem
matematiky na Lvovské polytechnice (1927) a od roku 1934 na Varsavské univerzité.

Kazimierz Kuratowski byl ¢lenem znamé skupiny Polskych matematikti, ktefi se pravidelné setkavali
ve Lvovské Skotské kavarné (Scottish Café).

_.‘ : .

Obrazek 9.42.: Kazimierz Kuratowski a Skotskd kavdrna ve Lvové.

Odkazy:

® pttp://en.wikipedia.org/wiki/Kazimierz_Kuratowsk

Eugéne Charles Catalan  (30. kvétna 1814 — 14. Gnora 1894)

Eugene Charles Catalan byl belgicky a francouzsky matematik. Narodil se 1914 v Bruges, které tehdy
bylo soucasti Napoleonské Francie, dnes je soucasti Belgie. V roce 1825 odcestoval do Pafize aby studoval
matematiku na Ecole Polytechnique. Ackoliv byl 1834 vyloucen, dostudoval na Chalons-sur-Marne. Pozdéji
se vratil na Ecole Polytechnique a dostudoval v roce 1841. Byl politicky aktivni, i¢astnil se revoluce v roce
1848.

Obrézek 9.43.: Fugéne Charles Catalan.
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Od roku 1865 byl vedoucim pracovnikem oddéleni analyzy na Univerzité v Liege. V roce 1844 publikoval
slavnou Catalanovu hypotézu, ze 8 = 23 a 9 = 32 jsou jediné dvé po sobé jdouci mocniny, tj. rovnice
2P — y? = 1 m4 v piirozenych é&islech jediné feseni 32 — 23 = 1. Hypotézu dokazal az v roce 2002 rumunsky
matematik Preda Mihailescu. Catalan také zavedl Catalanova ¢isla (strana [X7), kterd se ¢asto vyskytuji
pri feSeni kombinatorickych tloh.

Odkazy:

® http://en.wikipedia.org/wiki/kugene_Charles_Catalan
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Kapitola 10. Neplanarni grafy

V predchozi kapitole jsme se vénovali planarnim grafim. M4 vsak smysl studovat i neplanarni grafy a v této
souvislosti je rozumné polozit si otdzku ,jak moc* je dany graf neplanarni. Miru neplanarity je mozné
popsat nékolika zptisoby. Nékteré z nich zminime.

Pokud dany graf G neni planarni, tak neexistuje jeho rovinné nakresleni. V dalsim budeme pfedpokladat,
ze mame takové nakresleni neplanarniho grafu, ze

1) zadné hrana neprotind sama sebe,

2) dvé zavislé hrany se neprotinaji,

3) dvé nezavislé hrany se protinaji nejvyse jednou,

4) v jednom bodé roviny se protinaji nejvyse dvé hrany.
Pokud by nékterd z uvedenych vlastnosti méla byt porusena, umime se pfisluSnému kfizeni vzdy vyhnout
vhodnym ptekreslenim daného grafu, jak jsme ukdzali na strané B3 (Obrazky BCO a BX1).

10.1. Prisecikové cislo
Mirou neplanarity mize byt napfiklad nejmensi nutny pocet kiizeni v néjakém nakresleni daného grafu.
Definice Prisecikové cislo grafu G je nejmensi pocet pruseciki hran mezi vSemi takovymi nakreslenimi

grafu G do roviny, ve kterych se v zadném bodé neprotinaji vice nez dvé hrany. Prusecikové ¢islo grafu G
se znadl v(G).

Podle definice je graf G planarni, pravé kdyz v(G) = 0. Je zfejmé, Ze je-li H podgrafem grafu G, tak
plati v(H) < v(G). Navic je-li H rozdélenim grafu G, jisté plati v(H) = v(G).

Prusecikové ¢islo je znamo jen pro velmi méalo obecnych tfid grafi. I pro velké kompletni a kompletni
bipartitni grafy jsou zndmy jen horni odhady, které vyplyvaji z konstrukce konkrétniho nakresleni. Pro ilu-
straci uvedeme nasledujici dvé tvrzeni.

Véta 10.1. Pro uplny graf K,, plati

<3322 25 25

pricemz pro 1 < n < 11 nastdvd rovnost.

Véta 10.2.  Pro dplny bipartitni graf K,, , plati

wenslg] 7 5|75

pricemz pro min{m,n} < 6 nastdvd rovnost.

Polsky matematik Kazimierz Zarankiewicz vyslovil v roce 1954 hypotézu, ze ve Vété 2] nastava vzdy
rovnost. Zatim se podafilo tuto hypotézu dokazat jen pro min{m,n} < 6 a nékolik malo dal$ich hodnot.

Dolni odhad prusec¢ikového cisla
Pfi urcovani prisecikového ¢isla konkrétniho grafu s pravidelnou strukturou muzeme vyuzit Eulertv vzorec
a jeho dusledky. Snadno odvodime nésledujici tvrzeni.

Lemma 10.3. Pro kazdy graf G s alespon tiemsi vrcholy plati v(G) > h(G) — 3v(G) + 6.

Dikaz. Méjme dan graf G. Oznac¢me r nejmensi pocet hran, ktery je nutné z grafu G odstranit, abychom
dostali planarni graf H. Jisté plati r < v(G). V jednoduchém rovinném grafu H s alespoii tfemi vrcholy je
kazda oblast ohraniena alesponl tfemi hranami, a tak jsme v Dusledku BC7 ukézali, ze h(H) < 3v(H) — 6.
Nyni protoze v(H) = v(G) a h(G) —r = h(H) odvodime

h(H) <3v(H)—6
hMG) —r <3v(G) -6
r > hG)—3v(G) +6
v(G) > h(G) —3v(G) + 6
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Pro grafy s mensim poc¢tem vrchol uvedeny vztah neplati. (I

Napiiklad pro graf Kg je proto v(Kg) > 15 — 18 + 6 = 3, a protoZe existuje takové nakresleni grafu Kg,
ve kterém jsou pouze tii priseéiky (Obrézek ), tak vime, Ze v(Kg) = 3. Podobné lze urcit prisecikové
¢islo pro fadu specidlnich grafti (Cviceni T a MITHI), avSak urdeni priseéikového ¢éisla obecného grafu
neni timto pFistupem mozné.

Obrazek 10.1.: Nakresleni grafu Kg se tremi pruseciky.

Otazky:

e Oznacme r nejmensi pocet hran, ktery je nutné z grafu G odstranit, abychom dostali planarni graf H.
Pro¢ nemtze obecné Fici, ze r = v(G)?
e Pro¢ nemé smysl pouzit dolni odhad v(G) > h(G) — 3v(G) + 6 pro vSechny grafy?

Cviceni

10.1.1. Urcete v(K3 3) bez pouZiti Vety M2
10.1.2. Urcete v(K22.2).

10.1.3. Urcete v(K123).

10.1.4. 'V Lemmatu I3 Na strané jsme odvodili dolni odhad prusecikovéeho cisla kompletnich grafi.
Odvodte podobny prisnéjsi odhad pro kompletni bipartitni grafy.

10.1.5. Urcete v(Ky4) bez pouziti Véty 2
10.1.6. Urcete prusecikové cislo Petersenova grafu.

10.1.7. UkaZte, Ze nejmensi pocet hran, které je nutno z neplandrniho grafu G odstranit, aby vysledny graf
byl plandrni, muze byt (ostre) mensi nez prusecikové cislo grafu G.

10.1.8. Najdéte priklad grafu, jehoz prisecikové cislo je vétsi nez 1 a pritom staci odebrat jedinou hranu,
aby vysledny graf byl plandrni.

10.1.9. Pro grafy bez trojuhelniki a s alesporn tremi vrcholy najdéte a dokazte silnéjsi dolni odhad priseci-
kového cisla nez ddva Lemma IIH

10.1.10. Méjme graf G s obvodem g. Najdéte a dokazte silnéjsi dolni odhad prisecikového cisla grafu G,
nez dava Lemma A

10.2. Tloustka grafu

Jinym zptisobem charakterizace neplanarity je ,tloustka grafu,“ kterad pfimo souvisi s navrhovanim vicevrs-
tevnych tisténgch spoji (viz také strana [7Q).

Definice Tloustka grafu G je nejmensi pocet planarnich faktorit, na které je mozno graf G rozlozit.
Tloustka grafu se znaci 0(G).
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AA A

Obrazek 10.2.: Rozklad grafu K9 na t¥i rovinné faktory.

N
N

i
\
[
37

J
R

Na Obrazku A je rozklad neplanarniho kompletniho grafu Kg na tfi planarni faktory. Proto jisté je
0(Ky) < 3.

Ur¢it tloustku obecného grafu neni snadné. AvSak odhadnout minimalni pocet plandrnich faktor neni
tézké. Dukaz nasledujici véty je ponechan jako Cviceni I

Véta 10.4. Pro tloustku grafu G s alespori tiemi vrcholy plati 0(G) > (31,’2’(6%)76]

Tloustka kompletnich grafti a nékolika dalsich t¥id grafd, je zndma piesné. Nasledujici tvrzeni uvedeme
bez dtkazu.

Véta 10.5. Pro dplné grafy K,, kde n # 9,10 plati 0(K,,) = L%J a pro grafy Ko a Ky plati 0(Ky) =
=0(Kyp) = 3.
Vsimnéte si, ze z uvedeného vysledku vyplyva, ze rozklad na Obrazku I je nejlepsi mozny a plati tedy
0(Ky) = 3.

Déle si v§imnéte, ze odhad dany Vétou M7 je pro kompletni grafy prekvapivé dobry (Cviceni MI2M).
S vyjimkou préavé grafi Kg a K je dolni odhad dany Vétou I presny. Pro grafy K¢ a Ko dava
Véta M odhad 6(Ky) > |—%1 = 2 a podobné 0(Kyy) > {%W = 2, avSak podle Véty X vime, ze
0(Kg) = (K1) = 3.

Cviceni
10.2.1. Euzistuje relace uspoiaddni mezi ¢isly v(G) a 0(G) pro vSechny grafy G? Jestlize ano, naleznéte
néjakou. Jestlize ne, uvedte protiprikiad.

10.2.2.% Dokazte Vétu [[UZL, Ze tloustka grafu G s alespori temi vrcholy je alespori [31)};816—‘

10.2.3. Bez uziti Véty A ukate, Ze a) O(Ks) =2, b)0(K11) =3, ¢)*0(Ki2)=3.
10.2.4. Méjme graf G a libovolny jeho podgraf H. Ukazte, Ze 0(H) < 0(QG).

10.2.5. Najdéte priklad grafu, jehoz tloustka je vétsi nez [%—‘

10.2.6. Vyslovte a dokazle presnéjsi odhad prisecikového c¢isla pro bipartitni grafy, nez ddva Lemma IZZ

10.2.7. Vyslovte a dokazte presnéjsi odhad prisecikového cisla pro souvislé grafy s obvodem g, neZ ddvad
Lemma I3

10.2.8. Najdéte priklad grafu a) tloustky 2, jehoZ libovolny vlastni podgraf je tloustky 1, b)’tloustky 3,
jehoZ libovolng vlastni podgraf je tloustky 2.

10.2.9. Ukazte, Ze dolni odhad z Véty MTZ] je presny pro vsechny hodnoty n > 3 kromé n = 9,10.

10.3. Rod grafu

Je zajimavé si uvédomit, Ze co se pruseciku tyké, je kresleni grafu do roviny totozné s kreslenim grafu na sféru.
Neformalné si miize predstavit, ze pro kresleni mame rovinu (i sféru) vyrobenou z pruzného materidlu.
Zakreslime-li konec¢ny graf do roviny, zabird vzdy konecnou ¢ast a tak mizeme vyiiznout dostatecné velkou
oblast, kterou ,zabalime a nafoukneme® nebo jen mirné natdhneme a ptilozime na kouli, pfi¢emz nakresleni
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Obrazek 10.3.: Transformace rovinného nakreslent grafu na sféru.

@ e

Obrazek 10.4.: Transformace nakreslent grafu ze sféry do roviny.

grafu se jen malinko zdeformuje (Obrazek MIX). Jisté tak nezméni struktura grafu ani nevzniknou zadna
nova kiizeni hran.

Naopak, méame-li graf nakresleny na sféte, tak vzdy mizeme vytiznout ¢ast néjaké oblasti (staci i jediny
bod) tak, abychom neodstranili Zddny vrchol ani bod k¥ivky hran. Opét ,rozbalenim® a natazenim okraji
vyFiznuté ¢asti mizeme sféru natahnout do roviny, pficemz struktura zakresleného grafu zistane nezménéna

(Obrézek MI7I).
Pro formalni popis ekvivalence obou nakresleni muzeme najit spojité bijektivni zobrazeni mezi rovi-
nou a povrchem koule, napiiklad stereografickou projekci®2. Avsak existuji slozit&jsi topologické plochy,

na kterych muzeme nakreslit bez prisecikid hran i nékteré grafy, které nejsou planarni. Vsimnéte si, ze
planarni grafy muZeme bez prusec¢ikt nakreslit na libovolnou plochu, postupovat miZeme podobné jako
na Obréazku 31 Napiiklad grafy K5 a K33 miZeme bez protindni hran zakreslit na torus (Obrazek I,
Cvi¢eni I3M), avsak grafy Kg nebo K, 5 nikoliv. S tim souvisi posledni parametr neplanarity, tzv. rod.
Souvisi pfimo s topologickym pojmem rod plochy.

Rovina i sféra jsou plochy rodu nula. Neforméalné zavedeme rod plochy jako pocet ,usi,“ kterd mizeme
ke sféfe pFipojit33. Jestlize je graf G nakresleny na ploSe tak, aby se hrany neprotinaly, tak fikéme, ze
G je do plochy vnoten (Obrazek IIRX). Neni tézké si rozmyslet, ze kazdy graf mizeme vnofit do plochy
dostatecné vysokého rodu. Proto ma nasledujici definice smysl.

Obrézek 10.5.: Plocha rodu 1 — kulovd plocha s jednim pridanym uchem.

Definice Rod grafu
Rod grafu G je nejmensi rod plochy, do které je mozno graf G vnofit (zakreslit tak, aby se hrany neprotinaly).

Rod grafu G budeme znacit v(QG).

Zminime dva vysledky tykajici se kompletnich a kompletnich bipartitnich grafi. Jejich dikaz je nad
ramec tohoto textu.

32 o stereografické projekci je psano na strané CZ9.

33 Spravné Cesky je pocet ,uch“, nebot se jedna o ucha nezivotné, casto se vSak neformalné hovori o usich.
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Véta 10.6. Pron > 3 plati

o - [£=30=0]

Véta 10.7. Pro m,n > 2 plati

Y Kmn) = {W] '

Vnoreni grafu do jinych ploch nez do roviny.

Na strané jsme nadefinovali rovinné grafy, o zakreslovani do roviny a na sféru jsme psali na strané B1J
a na zaCatku této podkapitoly (strana MI3). Méjme graf vnofen do plochy, tj. mame nakresleni grafu
do plochy, ve kterém se hrany nekiizi. Takové nakresleni grafu se nazyva vnoreni.

Kdyz pfi kresleni na torus (spravné pfi vnofovani do toru) nebo do Mébiova listu nevystacime s pred-
stavivosti, nemusime mit k dispozici trojrozmérny model. Vyuzijeme tzv. rozvinuti do roviny. Pfedstavme
si, Ze mame torus vyrobeny z pruzného materidlu. Rozfizneme-li torus napfi¢ (fez je oznacen zelenou Sip-
kou na Obrazku IOIE) a podél (fez podle ervené Sipky), dostaneme plochu, kterou miZzeme ,rozvinout”
(natdhnout a vyrovnat) do obdélniku v roving, pficem? hranice obdélniku odpovidaji okrajim fezu (Obra-
zek MM). S vyhodou vyuZijeme, Ze ve skutecnosti je ¢ara Fezu jen myslend a kazdy bod na hranici vpravo
odpovida néjakému bodu na hranici vlevo. Podobné pfi kresleni ,,pres horni okraj“ pokracujeme na dolnim
okraji. Pti kresleni na Mgbiuv list vystacime s jedinym fezem (Obrézek MIX]). Kreslime-li vice prusecika
(bod1) na hranici musime na odpovidajicich strandch dodrzet jejich potradi vzhledem k orientaci Sipek fezi
(Obrazky M a [IX]).

Je treba zduraznit ze pfi kazdém kresleni do roviny i na Mobiuv list chdpeme plochu jako rovinng
utvar. Podstatné je, Ze zakresleny bod nebo kfivka lezi v plose, ponékud nepfesné bychom mohli fici,
ze lezi ,soucCasné na obou stranidch“ plochy. Tento fakt je vyznamny zejména pii kresleni na Mobiuv list
(Obrézek MIX]), nebot na rozdil od toru, sféry ¢ roviny se nejednd o orientovatelnou plochu. Kreslime-li
na orientovatelnou plochu jako torus, sféru nebo na rovinu, tak vystaéime s (nespravnou!) predstavou, ze
malujeme na povrch né&jakého tiirozmérného objektu, nebot vidy umime rozlisit ,horni“ a ,dolni“ stranu
plochy. U Mdbiova listu je vSak takova pfedstava zavadéjici. Muzete si vyzkouset, Zze pfi kresleni obycejnou
tuzkou na stoceny a slepeny papirovy prouzek (Obrazek E2ZM) se nepodai zakreslit graf K5 bez kiizeni
hran. Problémem je, Ze p¥i kresleni na papirovy model lezi zakresleny bod nebo kt¥ivka vzdy na jedné strané
papiru. Mtzeme kreslit souvislou ¢aru a ,,doputovat® na opacnou stranu papiru, kde kiivka zakreslena neni.
Vsimnéte si, ze takovy model vlastné neodpovida interpretaci rozvinutého Mébiova listu na Obrazku =X
vpravo. Lepsi interpretace je malovani ,prosakujicim“ inkoustem, kdy kazdy zakresleny bod nebo kfivka
lezi v plose Mobiova listu a je ,,vidét“ z obou stran plochy, tj. jsou do plochy vnoreny.

Obrazek 10.6.: Rozvinuti toru do roviny pro prehledné kreslend.
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B

Obrazek 10.8.: Nakreslent grafu K5 na Mobiuv list a prislusné rozvinuti do roviny.

Pro plochy rodu g plati obecnéjsi verze Eulerova vzorce. Méjme graf G vnoren do plochy rodu g tak,
Ze kazd4 jeho oblast je topologicky ekvivalentni otevienému disku (tj. hranice oblasti je Jordanovska kiivka
a oblast neobsahuje zadn4a ,ucha“ ani ,diry“ na rozdil od toru, plasté valce nebo Mébiova pasku a podobné).
Potom lze dokazat, ze pro kazdé takové vnofeni grafu G plati

v(G) — h(G) + o(G) =2 — 2.

Cviceni

10.3.1. Nakreslete vnoteni a) grafu Ks g do toru, b) grafu K44 do toru.

10.3.2.  Nakreslete vnotent a) grafu K5 na Mobiiv pdsek, b) grafu Ks 3 na Mébidv pasek.
10.8.3. Nakreslete vnoteni a) grafu Kg do toru, b) grafu K7 do toru.

10.3.4. UkaZte, Ze pro plochy rodu vétsitho nez 0 obecné nemd smysl definovat bez dalstho omezeni pocet
oblasti grafu nakresleného (vnoreného) na takovou plochu.

10.3.5.*% Ukazte, Ze pro graf G vnofeny do toru plati v(G) — h(G) + o(G) > 0.

10.58.6.  Uzitim vztahu ze Cviceni MZM ukazte, Ze pro graf G vnofeny do toru musi platit h(G) < 3v(G).
10.3.7.  UkaZzte, Ze kompletni graf Kg neni mozno vnorit do toru.

10.3.8. Ukazte, Ze chromatické cislo grafu, ktery lze vnorit do toru, je nejvyse 7.

10.8.9. Ukazte, Ze kazdy graf G, pro ktery plati v(G) = 1, miZeme zakreslit na Mébiiv pdsek bez kiiZeni
hran.

10.3.10. Ukazte, Ze Petersenuv graf je mozno vnorit do Mobiova pdsku.
10.3.11." Existuje graf G, pro ktery plati v(G) = 2, a nemiZeme jej zakreslit na Mébitv pdsek bez kiizent

hran.

10.4. Doplnkova témata

Snark
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Snark v teorii grafu je souvisly kubicky graf bez mostti s chromatickym indexem 4. Podle Vizingovy véty
jsou proto v8echny snarky grafy t¥idy 2. Snark tedy nemd dobré hranové barveni tfemi barvami (Taitovo
barveni), nem4 1-faktorizaci. Snarkil existuje nekoneéné mnoho. Na Obrazku IIX je Flower snark (jeden
z 6 snarkt na 20 vrcholech) a Tietztv graf na 12 vrcholech, ktery je druhy nejmensi snark. Nejmensi snark
je Peterseniv graf (Obrazek ).

Obvykle pozadujeme, aby snark nemél trivialni hranovy fez mohutnosti 3 (mohli bychom snark zmensit)
ani cykly délky mensi nez 5 (obvod mensi nez 5), nebot bychom mohli pfislusny graf zmensit.

A

Obrazek 10.9.: Flower snark a Tietzuv graf.

Snarky se staly zajimavé diky vysledku P.G. Taita, ktery v roce 1880 ukézal, ze hypotéza o Ctyrech
barvach je ekvivalentni tvrzeni, Ze neexistuje zadny rovinny snark. Prvni znamy snark nasel Petersen v roce
1898. Dlouho nebyl znam zadny jiny snark. Dalsi objevil az v roce 1946 Blanusa. Dnes je znama fada
konstrukei nekoneénych tiid snarkd. Snad pravé kvuli tomu, Ze se snarky tézko hledaly, pojmenoval Martin
Gardner v roce 1976 tyto grafy ,snark“ podle zdhadného a nepolapitelného tvora z basné ,,The Hunting of
the Snark® od Lewise Carrolla3?

Otazka: Existuji rovinné snarky?

Odkazy:

® http://en.wikipedia.org/wiki/Snark_(graph_theory)|
e Basen od Lewise Carrolla ,,The Hunting of the Snark“ EEtp7/www_gutenbers. ors/ebooks/ 13

en.wikipedia.org/wiki/The Hunting oI the_snar

Cviceni
10.4.1. UkaZzte, Ze snarky na Obrdzku T nejsou plandrni.

10.4.2.% MiZe existovat snark, ktery je hamiltonovsky?

Dvojtorus

Dvojtorus je plocha rodu 2. MuZeme jej rozvinout do osmitihelniku v roviné (Obrazek IIIM). Do dvojtoru
je mozno vnofit grafy Kg i K45 (Cviceni IIZ3).

Obrazek 10.10.: Rozvinuti dvojtoru do roviny.

34 Lewis Carroll, vlastnim jménem Charles Lutwidge Dodgson, je znam predevsim jako autor knizky Alencina dobrodruzstvi

v 7181 za zrcadlem.
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Cviceni
10.4.8.7 Nakreslete vnotent a) grafu Kg do dvojtoru, b) grafu Ky 5 do dvojtoru.

Martin Gardner (21. Fijna 1914 — 22. kvétna 2010)

Martin Gardner byl Americky populartizator matematiky a pfirodnich véd. Znamy se stal predevsim diky
svému sloupku ,, Mathematical Games“, ktery vychéazel 25 let v ¢asopise Scientific American. Byl neinavnym
bojovnikem proti pseudovéde, ¢lenem neziskové organizace CSICOP, dnes CSI, ktera je obdobou naseho
sdruzeni Sisyfos. Soucasné byl jednim z nejvétsich kouzelniku a ilozionistti druhé poloviny dvacétého stoleti.

Obrézek 10.11.: Martin Gardner

V roce 1936 absolvoval Chicagskou univerzitu jako bakalar filozofie, po druhé svétové valce na univer-
zitu vratil, avSak nedostudoval. Pracoval jako nezavisly spisovatel, napsal desitky knih, pfevazné z oblasti
rekrea¢ni matematiky. Pfinesl tak matematické problémy miliéniim ¢tenaiti, fiké se o ném, Ze svou rubrikou
nadchl pro matematiku a informatiku vice ¢tenait, nez kdokoliv jiny.

Odkazy:

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Martin_Gardne

® pttps://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Martin_Gardner_Mathematical_Games_columng

[ ] liEEDI;;WWW.SVSlfOS.CZ;‘
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Kapitola 11. Eulerovské a hamiltonovské grafy

Sedm mostt mésta Kralovce

Historicky prvni tlohou, kterd byla vyfeSena s pomoci pojmu teorie grafi, byla dloha sedmi mosti mésta
Krdlovce. Pruské mésto Kralovec lezi na fece Pregole. Reka vytvaii dva ostrovy, které byly v 18. stoleti
spojeny s obéma biehy i navzajem celkem sedmi mosty. Méstané Fesili problém39, zda je mozno vsechny
mosty prejit tak, abychom vstoupili na kazdy most pouze jednou. Leonhard Euler36 v roce 1736 dokézal,
Ze to neni mozné. P¥i formulaci problému pouzil abstraktni strukturu odpovidajici pojmu graf a soucasné
tak zavedl novou matematickou disciplinu — teorii grafti. Graftim, které je mozno celé projit (vSechny jejich
hrany) jednim uzavienym tahem, se dnes ¥ikd eulerovské.

Obrazek 11.1.: Meésto Krdlovec v roce 1613 a sedm mostiu pres reku Pregolu.

Jednim tahem

Pojem eulerovského grafu tizce souvisi s kreslenim jednim tahem. Jako praktické aplikace pro kresleni jednim
tahem muZeme zminit navrh trasy popelarského nebo kropiciho vozu, optimalizace fezani vodnim paprskem
nebo robotické svarovani, pripadné planovani tras snéznych pluht na silnicich.

11.1. Eulerovské grafy

Na strané B0 jsme zavedli pojem tahu. Pfipomenme, Ze tah je takovy sled v grafu, ve kterém se neopakuje
zadnd hrana, zatimco vrcholy se mohou opakovat.

Definice Eulerovsky graf
Uzavieny tah v grafu G, ktery obsahuje vsechny hrany a vsSechny vrcholy grafu G, se nazyva uzavreny
eulerovsky tah nebo eulerovsky tah. Graf, ve kterém existuje uzavieny eulerovsky tah, se nazyva eulerovsky
graf a fikdme, ze graf G lze nakreslit jednim (uzavienym) tahem.

Tah v grafu G, ktery obsahuje vSechny hrany a vSechny vrcholy grafu G a vychozi vrchol se lisi od kon-
cového vrcholu, se nazyvé otevieny eulerovsky tah. Rikdme, ze graf G lze nakreslit jednim oteviengm tahem.

Je ziejmé, Ze v nesouvislém grafu zadny netrividlni eulerovsky tah nemize existovat. Hleddme-li v grafu
eulerovsky tah, tak je pfirozené pozadovat, aby zkoumany graf byl souvisly. Proto jsou nasledujici tvrzeni
formulovana jen pro souvislé grafy. Vsimnéte si, ze v definici pozadujeme, aby eulerovsky tah obsahoval jak
vSechny hrany, tak i vrcholy daného grafu (pro¢?). Nejprve zavedeme jednu dilezitou tfidu grafa.

Definice Graf nazveme sudy, jestlize mé vsechny vrcholy sudého stupné. Podobné budeme mluvit o sudych
multigrafech, a jestlize smyc¢ku budeme do stupné vrcholu pocitat dvakrat (jednou za kazdy ,koncovy®
vrchol), tak i o sudych pseudografech.

35 Podrobnosti najdete na strané ZI3.

36 O Leonhardu Eulerovi je psdno na strané EZIG.
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Graf na Obrazku I vpravo je multigraf, ktery neni sudy. VSechny kompletni grafy s lichym poctem
vrchola a hyperkrychle sudého fadu jsou sudé grafy. Kompletni bipartitni grafy jsou sudé praveé tehdy, kdyz
obé partity maji sudy pocet vrcholi. Petersentiv graf (Obrazek 1), Hoffman-Singletontv (Obrézek [CTA)
i vSechny netrividlni stromy nejsou sudé grafy.

Nasledujici véta dava péknou a soucasné jednoduchou nutnou a postacujici podminku existence eule-
rovského tahu v daném grafu.

Véta 11.1.  Souwisly graf je eulerovsky prdave tehdy, kdyz je sudy.

Diikaz.

»,2= Uzavieny eulerovsky tah v grafu G pii kazdém prichodu vrcholem v obsahuje dvé hrany incidentni
s v. Navic prvni a posledni hrana uzavieného tahu je incidentni se stejnym vrcholem, proto stupen kazdého
vrcholu v grafu G je nasobek dvojky. Kazdy eulerovsky graf G je proto sudy.

»<=“ Postupujeme indukci vzhledem k poctu hran.

Zdklad indukce: Nejmensi graf spliiujici podminky véty je trividlni graf, ktery obsahuje trividlni uzavieny
sled s jedinym vrcholem.

Indukcéni krok: Meéjme néjaky netrivialni souvisly sudy graf G. Predpokladejme, Ze vSechny souvislé sudé
grafy s mensim poc¢tem hran obsahuji eulerovsky tah. Protoze graf G ma vsechny vrcholy stupné alespon
2 (vrchol mensiho sudého stupné by byl trividlni komponentou), tak podle Lemmatu B0 obsahuje graf G
néjaky cyklus C. V grafu G’ = G— E(C) ztstane kazdy vrchol sudého stupné, nebot odebereme vzdy 0 nebo
2 hrany incidentni s kazdym vrcholem. Proto kazd4 komponenta L; grafu G’ je souvisly sudy graf s méné
hranami nez G a podle indukéniho predpokladu obsahuje komponenta L; uzavieny eulerovsky tah. Navic
kazda komponenta L; obsahuje né&jaky vrchol cyklu C, jinak by ptvodni graf nebyl souvisly (detaily jsou
ponechény jako Cvi¢eni ITTA). V kazdé komponenté L; oznacme jeden takovy vrchol v;. Nyni postupujeme
podle cyklu C' a vzdy, kdyz narazime na néjaky vrchol v;, tak na stavajici tah navizeme uzavieny eulerovsky
tah komponenty L; a déile pokracujeme po cyklu C. Sestavime tak uzavieny tah, ktery bude obsahovat
v8echny hrany cyklu C' i vSech komponent grafu G — E(C'), proto se jedna o eulerovsky tah v grafu G. O

Uvedeny dikaz je konstruktivni. Podava navod na rekurzivni algoritmus nalezeni eulerovského tahu v libo-
volném souvislém sudém grafu. Vsimnéte si, jak z existence eulerovského tahu v néjakém grafu G plyne, ze
graf G je souvisly.

Otazka: Jak by se zménilo tvrzeni Véty I, kdybychom v definici nepozadovali, aby eulerovsky tah
obsahoval vSechny vrcholy?

Diikaz nésledujictho tvrzeni je ponechén jako Cvideni I T, nebot vtipnou tvahou muZeme tvrzeni
Diisledku ™A snadno prevést na tvrzeni Véty I

Dusledek 11.2. Sowwvisly graf lze nakreslit jednim otevienym tahem prdvé tehdy, kdyz obsahuje pravéeé dva
vrcholy lichého stupné.

Také dtikaz néasledujiciho tvrzeni je ponechan jako Cvic¢eni [T Vsimnéte si, ze kdyz mame jeden otevieny
tah nebo vice nez jeden hranové disjunktni tah, nefikdme jim eulerovské.

Dusledek 11.3. Hrany souvislého grafu G lze nakreslit k hranové disjunktnimi otevienymi tahy, pricemsz
pocatecni a koncove vrcholy kazdych dvou tahi jsou navzdjem rizné, pravé tehdy, kdyz G obsahuje 2k vrchold
lichého stupné.

Analogicky mtizeme pojem eulerovského tahu zavést i pro multigrafy (grafy s ndsobnymi hranami).

Hovofime pak o eulerovském multigrafu a tvrzeni Véty I (i Dusledktt I a [I3) muZeme zobecnit
pro multigrafy.

Dusledek 11.4. Souvisly multigraf je eulerovsky prdvé tehdy, kdyz je sudy.

Diikaz.

»= Jestlize uzavieny tah obsahuje vSechny hrany multigrafu 7', pak je multigraf G jisté souvisly a kazdy
jeho vrchol sudého stupné ze stejného divodu jako v dikazu Véty I

»<=“  Meéjme souvisly multigraf G. Rozdélenim kazdé hrany multigrafu (pfidanim nového vrcholu z do kazdé
hrany xy) dostaneme jednoduchy graf G’ (pro¢?). Podle Véty [T existuje v grafu G’ uzavieny eulerovsky
tah T'. Kazdy pfidany vrchol z je v grafu G’, a proto i v tahu T sousedni pouze s vrcholy z, vy a nahradime-li
v tahu T vzdy prislusnou ¢ast z, z,y tahu T hranou xy, tak dostaneme uzavieny tah v multigrafu G. O

V nésledujici kapitole zobecnime na strané E32 tvrzeni Véty I i pro orientované grafy.

Otazky:
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e Je kazdy graf, ktery je mozno nakreslit jednim tahem, eulerovsky?

e Staci v dikazu Disledku =3 sparovat k dvojic vrcholu lichého stupné k novymi hranami v grafu G,
déle s vyuzitim Véty I najit uzavieny eulerovsky tah a z néj dostat k£ otevienych tahi vynechanim
k pridanych hran?

e Vysvétlete, jakou roli hraje pozadavek souvislosti v tvrzeni Véty =317

e Jak by se musel upravit dikaz Véty O, aby platit i pro pseudografy?

Odkazy:

® http://en.wikipedia.org/wiki/oseven Bridges _of Konigsbergd
® http://www.amt.canberra.edu.au/koenigs.html

Cviceni
11.1.1. Dokazte Disledek TIZA: Souvisly graf G lze nakreslit jednim otevienym tahem pravé tehdy, kdyz

obsahuje prave dva vrcholy lichého stupné.

11.1.2. Necht G je souvisly graf a S je jeho hranovy fez. Ukazte, Ze potom kazdd komponenta grafu G' =
=G — S obsahuje vrchol, ktery je koncovym vrcholem neékteré hrany tezu S.

11.1.8. S vyuZitim Cvicent I TZ dokazte tvrzeni pouzité v dukazu Vety II: Mame-li souvisly graf G
a v ném cyklus C, tak v kazdé komponenté grafu G — E(C) existuje vrchol, ktery lezi v grafu G na cyklu C'.

11.1.4. Dokazte Veétu TI=R: Souvisly graf G lze nakreslit k hranové disjunktnimi otevienymi tahy, pricemz
pocatecni a koncové vrcholy kaZdych dvou tahi jsou mavzdajem rizné, prdvée tehdy, obsahuje-li 2k vrchold
lichého stupné.

11.1.5.% Ukazte, Ze ve Cviceni [T.ITZ] neni mozné vynechat pozadavek souvislosti.
11.1.6. Zobecnete Cvicent TIIZ] i pro nesouvislé grafy.

11.1.7. Nakreslete eulerovsky graf se sudym poctem vrcholi a lichym poctem hran. Pokud to neni mozné,
zdivodnéte to.

11.1.8. Nakreslete bipartitni eulerovsky graf se sudym poctem vrcholi a lichym poctem hran. Pokud to neni
moznée, zduvodneéte to.

11.1.9. Najdéte chybu v ndsledujicim dikazu: UkdzZeme, Ze neexistuje eulerovsky graf se sudym poctem
vrcholi a lichym poctem hran. Podle Véty M je souvisly graf eulerovsky prdvé tehdy, kdyz md vsSechny
vrcholy sudého stupné. Eulerovsky graf se sudym poctem vrcholi a lichym poctem hran neexistuje, protoze
soucet sudého poctu 2k sudych c¢isel 21; proi=1,2,...,2k je délitelny 4. VyuzZijeme, Ze soucet sudého poctu
lichych cisel l; je sudy, tj. S2o¢, 1, = 2m.

2k 2k
Z% = 22@- =2.2m = 4m.
i=1 i=1

Podle Veéty M je soucet stuprii roven dvojndsobku pocétu hran |E|. Nyni 4m = 2|E| protoZe |E| = 2m,
must byt v eulerovském grafu se sudym poctem vrcholi vidy sudy pocet hran.

11.1.10. Ukazte, Ze kazdy sudy graf bez izolovanych vrcholi je mozno rozlozit na cykly.

11.1.11.° Je moZno projit dim, jehoz pidorys na Obrdzku ITIA, tak, abychom kazdymi dvermi prosli prdvé
jednou?

| - | - |

q q q

}»/\ | VAN BVA | A%

L 1
\/ \/ \/

Obrdzek 11.2.: Pidorys domu s vyznacenymi dvermi.
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11.1.12.  Je graf zachycujici celociselné barycentrické soutadnice (Obrdzek BZI@) pro obecné k > 0 eulerov-
sky? Pokud ano, jok vypadd uzavieny eulerovsky tah v takovém grafu?

11.1.13.*% Méjme rovinny graf, ktery ma stupné vsech vrcholi sudé. DokaZte, Ze chromatické cislo jeho
dudlniho grafu je dva.

11.1.14. Je mozno obratit tvrzeni Prikladu TITIA? Tj. plati, Ze je-li dudlni graf souvislého rovinného
grafu G bipartitni, tak G ma vSechny vrcholy sudého stupne?

11.1.15.  Ezistuje netrividlni eulerovsky graf, ktery ma nejvyse dva vrcholy stejného stupné?

11.1.16. Dokazte nebo vyvratte: méjme eulerovsky graf G a v ném dvé hrany e, [ incidentni se stejnym
vrcholem. V grafu G existuje eulerovsky tah, ve které hrany e, f ndsleduji bezprostredné za sebou.

11.2. Hamiltonovské grafy

V této podkapitole se budeme vénovat problému prochézeni vSech vrcholt v daném grafu, pficemz pozadu-
jeme, abychom kazdy vrchol navstivili pravé jednou. Takovému problému se fika hledani ,hamiltonovské
cesty® podle hry, kterou vymyslel v roce 1857 William Rowan Hamilton®7. Jednalo se o nalezeni takové cesty
po hranach dvanéctisténu, abychom kazdy vrchol navstivili jen jednou a vratili se do ptvodniho vrcholu.
Piiklady hry3® jsou na Obrazku [T

Obrazek 11.3.: Rizné varianty Hamiltonovy hry.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze tloha nalezeni hamiltonovského cyklu je jen modifikaci dlohy
hledani eulerovského tahu. Neni tomu tak. Zatimco pro existenci eulerovského tahu mame jednoduchou
nutnou a postac¢ujici podminku (Vé&ta IIM), tak rozhodnout, zda grafu existuje cyklus, ktery obsahuje
vS8echny vrcholy grafu, je obtizné a zadna nutna a postacujici podminka pro obecny graf neni znama.

Dalsi ulohy, které je mozné preformulovat na stejny problém teorie grafi, jsou napfiklad tlohy ob-
chodniho cestujiciho nebo klasicka tloha jezdce na Sachovnici. Obchodni cestujici mé za kol procestovat
vSechna mésta v dané oblasti, pricemz kazdé mésto musi navstivit pravé jednou a vratit se zpét do vycho-
ziho mésta. V praxi pozadujeme, aby celkovd vzdalenost, kterou obchodni cestujici urazi, byla co nejmensi
(Obréazek ). Ve zjednodusené verzi ndm miize zajimat, zda takova cesta viibec existuje. Jestlize mapu
znazornime grafem, ve kterém vrcholy odpovidaji méstim a hrany silnicim, tak hleddme v tomto grafu
hamiltonovsky cyklus.

V dloze s jezdcem na Sachovnici mame za tkol jezdcem (koném) objet celou Sachovnici tak, abychom
kazdé policko navstivili pravé jednou a nakonec se vratili na vychozi policko. Na Obrazku I3 je graf,
ve kterém hledame takovy cyklus, ktery obsahuje vSechny vrcholy grafu.

Samoziejmé se milzeme pokusit Fesit uvedené tlohy hrubou silou (probranim vSech moznosti), ale jiz
pro malé grafy mize byt takovy postup zdlouhavy a feSeni se nemusi podafit najit v rozumném case ani
s vyuzitim vypocetni techniky.

Definice Hamiltonovsky graf

Cyklus, ktery prochézi vSemi vrcholy grafu G, se nazyva hamiltonovsky cyklus v grafu G. Graf, ktery
obsahuje hamiltonovsky cyklus, se nazyva hamiltonovsky graf. Podobné cesta, ktera prochéazi vsemi vrcholy
grafu G, se nazyva hamiltonovskd cesta v grafu G.

37 O Siru Williamu Hamiltonovi je psano na strané ZI2.

38 Obrazky byly prevzaty z p://puzzlemuseum. com/month/picm icosian.
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Obrazek 11.5.: Graf moznych tahu ]ezdce po Sachovnici.

Vsimnéte si, ze kazdy hamiltonovsky graf jisté obsahuje hamiltonovskou cestu, avsak jestlize graf obsa-
huje hamiltonovskou cestu, hamiltonovsky byt nemusi.

Otazky:
e Je kazdy hamiltonovsky graf soucasné eulerovsky?
e Je kazdy hamiltonovsky graf na lichém poctu vrcholt soucasné eulerovsky?
e Je kazdy eulerovsky graf souc¢asné hamiltonovsky?

Postacujici podminky
Pfirozené se dé ocekavat, ze hamiltonovsky cyklus najdeme spiSe v hustém grafu nez v grafu s malym
praumérnym stupném. Nékolik nasledujicich tvrzeni toto ocekavani potvrzuje.

Véta 11.5. Oreho véta

Méjme graf G s n vrcholy, kde n > 3. Jestlize pro kazdé dva nesousedni vrcholy u, v grafu G plati deg(u) +
+deg(v) > n, tak graf G je hamiltonovsky.

Diikaz. Diikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze existuji grafy s n vrcholy (n > 3), které neobsahuji
hamiltonovsky cyklus a pfitom splituji podminku, Ze pro kazdé dva nesousedni vrcholy u, v plati deg(u) +
+deg(v) > n. Pro spor mezi nimi vybereme takovy graf G, ktery ma nejvétsi pocet hran. Nyni si uvédomime,
Ze graf G obsahuje hamiltonovskou cestu vy, va, . . ., Uy, jinak by bylo mozné (kazdou) nejdelsi cestu prodlouzit
pfidanim vhodné hrany, aniz by byla porusena neexistence hamiltonovského cyklu. Vrcholy v; a v, jisté
nejsou sousedni. Oznac¢me M mnozinu vSech vrchola grafu G, které lezi na hamiltonovské cesté vi,ve, ..., v,
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V1 Vg U3 Vi Ui+l Un—1 Up

Obrazek 11.6.: Hamiltonovska cesta v grafu G a vynuceny hamiltonovsky cyklus.

bezprostiedné pred néjakym vrcholem sousednim s v; (na Obrézku ITH jsou vyznaceny modfe). VSimnéte
si, ze |M| = deg(v1) a napfiklad v; € M, ale v, ¢ M ani v,_1 ¢ M.

Nyni vrchol v,, neni sousedni s vrcholem v; (a pochopitelné ani s vrcholem wv,,), avSak je podle pted-
pokladu sousedni s alespoii n — deg(v;1) vrcholy grafu G. Podle Dirichletova principu je vrchol v, sou-
sedni s alesponi jednim vrcholem v; v mnoziné M, nebot vrchold rtiznych od v,, které nepatii do M, je
n — 1 — deg(vy) (Obrazek ). To vSak znamendm Zze cyklus vy, va, ...,V Un, Un_1,...,0;+1 je hamilto-
novsky cyklus v grafu G (na obrazku je vyznaden Cervené), coZ je hledany spor s vybérem grafu G.

O

Hlavni myslenku z dikazu Oreho vétu miuZzeme zobecnit: MAame-li nejdelsi cestu P v grafu G a jeji
koncové vrcholy jsou dostateéné vysokého stupné, tak v grafu G najdeme cyklus, ktery prochazi vSemi
vrcholy cesty P, ovSsem ne nutné ve stejném poradi, jako na cesté P.

Lemma 11.6. M¢&jme graf G a v ném néjakou nejdelsi (u,v)-cestu délky k — 1, kde k > 3. Jestlize soucet
stupnia koncovych vrcholi je deg(v) + deg(u) > k, tak G obsahuje cyklus délky k.
Diikaz. Postupujeme piimo. Predpokladejme, ze graf G obsahuje néjakou nejdelsi cestu P délky k — 1

a soucet stupiit jejich koncovych vrcholt u, v je deg(u) + deg(v) > k. Vrcholy cesty postupné oznacime
U =2x1,Ta,...,Tk—1,Tx = v (Obrazek [I0).

U=1=x1 T2 I3 T Ti+1l Tg—1 T =0V
Obrazek 11.7.: Nejdelsi cesta P a konstrukce cyklu C'.

Protoze cesta P je nejdelsi, tak vSechny vrcholy sousedni s vrcholem u i s vrcholem v musi lezet
na cesté P, jinak by cestu P bylo mozno prodlouzit.

Vsimneme si, %e oba koncové vrcholy jsou stupné alesponi dva. Pokud by (bez Gjmy na obecnosti)
byl vrchol u stupné 1, tak vrchol v je stupné alespon £ — 1 a je sousedni se vs§emi vrcholy cesty P, tedy
i s vrcholem wu, coz by byl spor.

Podobné jako v dikazu Oreho véty (Véta [IR) oznad¢ime M mnozinu vSech vrchold cesty P, které
lezi bezprostredné pied vrcholy sousednimi s u (poéitano od vrcholu w). V obrazku jsou zvyraznény modfe.
Téchto vrchold existuje pravé deg(u) a jisté mezi nimi je i vrchol u a jisté mezi nimi neni neni vrchol v. Nyni
vrchol v je sousedni s pravé deg(v) > k — deg(u) vrcholy cesty P (kromé vrcholu v) a podle Dirichletova
principu musi byt sousedni s alesponl jednim vrcholem z; € M, i € [1,k — 1], protoze mezi k — 1 vrcholy
X1,%2, ..., Tp—1 je jen (k—1) —deg(u), které v mnoziné M nejsou a deg(v) > k — deg(u) > (k—1) — deg(u).

Nyni navdzénim hranové disjunktnich tseki: (z1, x;)-cesty (pfipadné i trivialni), hrany x;zk, (zg, 2i41)-
cesty (pfipadné i trividlni) a hrany x;1121 dostaneme cyklus C' délky k, ktery obsahuje vSechny vrcholy
cesty P (Obrézek [I—N). O

Lemma pouZijeme v diikazech nékolika nésledujicich tvrzeni. I ditkaz Oreho véty (Véta IITR) bychom
mohli s vyuzitim Lemmatu I zjednodusit.
Jing dikaz. Opét postupujeme sporem. Ptedpokladejme, Ze existuji grafy s n vrcholy (n > 3), které
neobsahuji hamiltonovsky cyklus a pfitom spliiuji podminku, Ze pro kazdé dva nesousedni vrcholy u, v plati
deg(u) + deg(v) > n. Pro spor mezi nimi vybereme takovy graf G, ktery ma nejvétsi pocet hran. Nyni si
uvédomime, Ze v grafu G existuje hamiltonovska cesta vy, va, . . ., v, délky n—1, jinak by bylo mozné (kazdou)
nejdelsi cestu prodlouzit pfidanim vhodné hrany, aniz by byla porusena neexistence hamiltonovského cyklu.
Koncové vrcholy vy a v, jisté nejsou sousedni, ale soudet jejich stupit je podle pfedpokladu deg(u) +
+ deg(v) > n. Podle Lemmatu IT@™ v grafu G existuje cyklus délky n, ktery je hamiltonovsky. (]

Otazky:
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e Vysvétlete, jak se v diikazu Lemmatu & projevi, ze vrchol u je sousedni s vrcholem v.
e Je pozadavek k£ > 3 v Lemmatu & nutny?

Vétu I dokazal norsky matematik @Dystein Ore v roce 1960. Dfive, v roce 1952 dokézal evropsky
matematik Gabriel Andrew Dirac nasledujici specialni pripad.

Véta 11.7. Diracova véta
Méjme graf G s n vrcholy, kde n > 3. Je-li 6(G) > n/2, tak graf G je hamiltonovsky.

Diracova véta je dusledkem Oreho véty a nebudeme ji proto dokazovat. Jesté obecnéjsi je nasledujici véta
z roku 1962, kterou dokdzal madarsky matematik Lajos Pdsa (vyslovuje se ,,pésa“) kdyz mu bylo 22 let.

Véta 11.8. Podsova véta
Méjme graf G s n vrcholy, kde n > 3. JestliZe pro kazdé prirozené ¢islo j < n/2 obsahuje graf G méné nez
j wrcholu stupné mensiho nebo rovného j, tak graf G je hamiltonovsky.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze graf G, ktery spliiuje predpoklady Pésovy véty je souvisly. VSechny vrcholy
néjaké komponenty L grafu G, maji mens? stupen, nez je pocet vrcholi v komponenté L. M&-li komponenta L
r vrcholt, tak podle pfedpokladu nemtze byt » < n/2. To ale znamend, Ze i nejmens{ komponenta grafu G
mé vice nez n/2 vrcholi a G je proto souvisly.

Necht m je délka nejdelsi cesty v grafu G a mezi vSemi nejdelsimi cestami grafu G ozna¢me P takovou

nejdelsi cestu vy, v, . . ., U1 délky m, kterd ma nejvétsi soucet stupiii koncovych vrchold, tj. ¢islo deg(vy)+
+ deg(vpm+1) je nejvétsi mozné.
Podle Lemmatu [TA existuje v grafu G cyklus C' délky m + 1, jeho vrcholy oznac¢me wy, ws, .. ., Wyyy1-

Ukazeme, ze m + 1 = n. Pro spor predpokladejme, Ze m + 1 < n, a proto v grafu G existuji vrcholy mimo
cyklus C'. Protoze graf G je souvisly, tak jisté najdeme vrchol x sousedni s nékterym vrcholem wy cyklu C
a cesta

T, Wk, W15, Wk, W1, W2, ..., W1

v grafu G mé délku m + 1, coz je hledany spor. Ukéazali jsme tak, ze cyklus C je hledany hamiltonovsky
cyklus grafu G. O

Nasledujici vétu dokazal v roce 1972 matematik c¢eského piivodu Vaclav Chvatal. Jeji diikaz vynechame.

Véta 11.9. Chvatalova véta
Méjme graf G s n vrcholy, kde n > 3. Vrcholy grafu G oznacme vy, va, ..., v, tak, aby platilo deg(v1) <
deg(ve) < ... < deg(vy). Jestlize pro kazdé i < n/2 plati deg(v;) > i nebo deg(vn—i) > n — 1, tak graf G je
hamiltonovsky.

Neni tézké si uvédomit, ze Diracova véta je specidlnim pripadem Oreho véty a Oreho véta je specidlnim
pripadem Pésovy véty (Cviceni ITZIKI). Podobné lze ukazat, Zze Pdsova véta je specidlnim piipadem
Chvéatalovy véty.

Otazky:

e Najdete piiklad grafu, ktery splinuje podminky Oreho Véta, ale nesplnuje podminky Diracovy Véty?
e Najdete priklad grafu, ktery spliuje podminky Pésovy Véta, ale nespliuje podminky Oreho Véty?

Postacujici podminky existence hamiltonovského cyklu jsou vhodné v piipadé, kdy graf obsahuje ha-
miltonovsky cyklus a je dostateéné husty. V takovém pfipadé nadm postaCujici podminky zarucuji zaruci
existenci hamiltonovského cyklu aniZ tento cyklus hleddme. AvSak ne kazdy hamiltonovsky graf musi tyto
podminky spliiovat. Vzdyt napiiklad kazdy cyklus C,, jisté je evidentné hamiltonovsky, avSak pro n > 5
nesplnuje predpoklad uvedenych vét a nemiizeme je pouzit k rozhodnuti, Ze se jedna o hamiltonovsky graf.

Nutné podminky

Je zfejmé, Ze kazdy hamiltonovsky graf je souvisly. Snadno dokdzeme, Ze kazdy hamiltonovsky graf je
dokonce alespoi 2-souvisly, tj. hamiltonovsky graf neobsahuje artikulaci (Cvi¢eni [T21). Silnéjsi souvislost
vsak neni zarucena, ani v pfipadé, kdy v grafu existuje nékolik hranové disjunktnich hamiltonovskych cykli
(Cvieni MI22M).

Otazka: Je kazdy 2-souvisly graf hamiltonovsky?

Nasledujici véta udava dalsi obecnou vlastnost kazdého hamiltonovského grafu.
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Véta 11.10. Je-li G hamiltonovsky graf, tak pro kaZdou neprdazdnou vlastni podmnozZinu S vrcholové mno-
Ziny V(G) plati w(G — S) < |5].

Dikaz. Méjme néjakou nepréazdnou nevlastni podmnozinu S C V(G). Hamiltonovsky cyklus C grafu G
prochézi postupné vSemi vrcholy grafu G. Kazda hrana cyklu C, kterd odchazi z néjaké komponenty grafu

G — S musi vést do néjakého vrcholu mnoziny S, jinak by se nejednalo o komponentu grafu G — S (Obréa-
zek [TX1).

C

Obrazek 11.8.: Hamiltonovsky cyklus C, mnozina S a komponenty grafu G — S.

Z kazdé komponenty vede hrana cyklu C' do jiného vrcholu mnoziny S, proto mnozina S obsahuje
alespon tolik vrcholt jako je komponent grafu G — S. O

Otazky:

e Proc¢ v tvrzeni Véty I pozadujeme, aby S byla neprazdna mnozina?
e Proc¢ v tvrzeni Véty M poZadujeme, aby S byla vlastni podmnozina V(G)?

Podminka ve Vété I, je nutnd, ale neni postacujici. Napfiiklad v Petersenové grafu pro kazdou
neprazdnou vlastni podmnozinu vrcholt S plati w(G — S) < |S]|, a pfitom Petersentv graf neni hamilto-
novsky (Cvideni [IIZ=1). Dals{ ptiklad grafu, ktery neni hamiltonovsky a pfesto spliiuje nutnou podminku
Véty I, je na Obrazku @ vlevo. Abychom ukazali, Ze uvedeny graf neni hamiltonovsky, v§imneme si,
ze takovy cyklus by musel obsahovat vsechny hrany incidentni s vrcholy stupné 2, avsak prostfedni vrchol
by v hamiltonovském cyklu musel byt stupné alespon 3.

A &

Obrazek 11.9.: Dva grafy, které nejsou hamiltonovske.

Kazdy hamiltonovsky bipartitni graf méa partity stejné velikosti (Cviceni II—2Z1). Naproti tomu ne
kazdy bipartitni graf, ktery m4a parity stejné velikosti, je hamiltonovsky (Obrazek I vpravo).

Otazky:

e Proc¢ graf na Obrazku X splnuje nutnou podminku Véty II10?
e Proc¢ neni graf na Obrazku X vpravo hamiltonovsky?

Zatimco postacujici podminky pouzivame, abychom ukézala, Ze graf hamiltonovsky je, tak nutné pod-
minky hamitonicity jsou vhodné v pripadé, kdy chceme ukazat, Zze graf hamiltonovsky neni. Jestlize graf
nékterou z nutnych podminek hamiltonicity nespliuje, mizeme hledani uzavtit s tim, Ze hamiltonovsky cyk-
lus v grafu neexistuje. AvSak grafy mohou vSechny zde uvedené nutné podminky spliiovat a presto nejsou
hamiltonovské; napiiklad diive zminény Petersentiv graf (Cvideni IT2X]).

Nutné a postacujici podminky

Je tfeba upozornit, Ze neni znama zadnd podminka, na zakladé které bychom pro libovolny graf uméli v krat-
kém ¢ase rozhodnout o existenci hamiltonovského cyklu. Je uzite¢né srovnat nasledujici tvrzeni (Véta [IL3)
s nutnou a postacujici podminkou pro existenci eulerovského tahu ve Vété I Nejprve zavedeme uzaveér
grafu.
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Definice Uzaveér grafu
Megjme dan graf G s n vrcholy. Graf, ktery vznikne postupnym pfidanim vsSech hran uv pro kazdou dvojici
nesousednich vrcholu u, v takovou, Ze soucet stupnt v a v je alespon n, se nazyva uzavér grafu G a znaci se

C(G).

Vsimnéte si, jak z definice uzavéru grafu plyne, ze ptidavame hrany tak dlouho, dokud existuji nesousedni
vrcholy, jejichz soucet stupna je alesponi n. Z definice neni ziejmé, Ze uzavér grafu je jednoznac¢né definovan.
Hrany totiz mtzeme pridavat v rizném poradi, pfitom zvySujeme stupné koncovych vrcholid a po nékolika
krocich je mozno pridat hrany, které nebylo mozno pfidat na zac¢atku. Proto dokazeme nasledujici lemma.

Lemma 11.11. Jestlize C(G) a C'(G) jsou dva libovolné uzdvéry grafu G, tak C(G) = C'(G).

Diikaz. Tvrzeni ukdzeme pfimo. OznaCme eq,es,..., e, posloupnost hran pridanych do grafu G pfi kon-
strukci uzavéru C(G) a oznafme fi, fa,. .., fs posloupnost hran pfidanych do grafu G pfi konstrukei uza-
véru C'(G). Protoze pred pfiddnim hrany e; = wv do uzévéru C(G) musi byt soucet stupiiti koncovych
vrcholti alesponi n, tak se hrana uv musi nachdzet také v uzévéru C’'(G). Podobné, jestlize po pfidani hran

€1,€2,...,e;—1 mizeme piidat hranu e; do uzdvéru C(G), tak musi byt soudet stuptiit koncovych vrchold
alespoii n a hrana uv se musi nachézet také v uzavéru C’(G). Proto z4dnd hrana z posloupnosti eq, ea, ..., e,
nechybi v posloupnosti fi, fo, ..., fs a naopak, tj. oba uzavéry C(G) a C’(G) jsou shodné. O
()
ll \

.\V'A\‘v’(.
) Se2\
N

Obrézek 11.10.: Graf G a konstrukce jeho uzdvéru C(G) postupnym pFiddvdnim hran.

Hledani hamiltonovského cyklu v obecném grafu je komplikované. Uzavér grafu mize pomoci pii roz-
hodnuti, zda takovy cyklus existuje. Jestlize ukdZeme, Ze graf nebo jeho uzavér je dostatecné husty, tak
existence hamiltonovského cyklu plyne z postacujicich podminek. Nejprve dokdZeme pomocné tvrzeni.

Lemma 11.12. Méjme dvojici nesousednich vrcholi u, v grafu G s n vrcholy, jejichz soucet stupnii deg(u)
a deg(v) je alespori n. Pak graf G 4+ uv je hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz je graf G hamiltonovsky.
Diikaz.  Jedna se o dukaz ekvivalence, jejiz jedna implikace je zfejma: jestlize graf G obsahuje hamiltonovsky
cyklus, tak jisté i graf G + uv obsahuje hamiltonosvky cyklus.

Zbyva ukazat implikaci ,=“ | tj. kdyz graf G + uwv obsahuje hamiltonovsky cyklus a soucet stupnt
vrcholi u, v je v grafu G alespoii n, tak i graf G obsahuje hamiltonovsky cyklus. Pokud graf G + wv
obsahuje hamiltonovsky cyklus, ktery hranu uv neobsahuje, tak tento cyklus je také v grafu G a tvrzeni
plati. Jinak v grafu G jisté existuje hamiltonovskd (u,v)-cesta (vznikne z cyklu vynechdnim hrany wv).
Délka této cesty je n — 1 a podle pfedpokladu je deg(u) 4+ deg(v) > n. Podle Lemmatu T v grafu G
existuje cyklus délky n, tj. hamiltonovsky cyklus.

Jiny dukaz:

Druhou implikaci miizeme dokézat ptimo bez Lemmatu I Jestlize pridand hrana uwv nelezi na hamiltonov-
ském cyklu grafu G +wuw, tak hamiltonovsky cyklus existuje i v grafu G a tvrzeni plati. Pokud hamiltonovsky
cyklus grafu G + uv hranu uv obsahuje, tak graf G jisté obsahuje hamiltonovskou (u,v)-cestu P (pro¢?).
Vrcholy cesty P oznacime u = x1,22,...,Tp—1,%y = v. Vrchol u je sousedni s vrcholem x5 a dalsimi k — 1
vrcholy mezi x1,29,...,2,_1. Na cesté P existuje pravé k vrchold, které lezi bezprostredné pred nékte-
rym vrcholem sousednim s vrcholem wu, poé¢itano od vrcholu u. Jejich mnozinu oznac¢me M. Mezi vrcholy
mnoziny M neni vrchol v (ale vrchol u ano).

u T2 T3 Ti Ti+l Tp—1 v
Obrézek 11.11.: Hamiltonovsky cyklus v grafu G.
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Nyni vrchol v je sousedni s alespoti n — k vrcholy cesty P (nejsou mezi nimi vrcholy u a v). Proto, podle
Dirichletova principu, musi byt vrchol v sousedni s alespon jednim vrcholem x; z mnoziny M. To vSak zna-
mena, ze v grafu G existuje hamiltonovsky cyklus u = 1,22, ..., 2,0 = Zpn, Tp_1, ..., 241 (Obrizek CI1NO).

O

Uvédomte si, ze Lemma ITTZ] je mozno vyuzit i v dikazu Véty I Mame-li pro spor vybrany
nehamiltonovsky graf G s nejvétsim poétem hran (a tedy s hamiltonovskou cestou), tak podle predpokladu
véty je deg(vy) + deg(v,) > n a graf G + uv je jisté hamiltonovsky. Podle Lemmatu ITT2A je hamiltonovsky
také graf G, coz je spor hledany v dikazu Véty [T

Nésledujici tvrzeni méa formu nutné a postacujici podminky, kterd je nutna a postacujici pouze na prvni
pohled, nebot pfevadi uréeni hamiltonicity jednoho grafu na uréeni hamiltonicity jiného grafu.

Véta 11.13. Graf G je hamiltonovsky pravé tehdy, kdyZ je hamiltonovsky jeho uzdvér C(G).

Diikaz.

»=“ Prvni implikace je zfejmda. Jestlize graf G obsahuje hamiltonovsky cyklus, tak jeho uzévér C(G),
ktery vznine pfipadnym pridanim nékolika hran, je také hamiltonovsky.

,<=“ Predpokladejme, ze uzavér C(G) obsahuje hamiltonovsky cyklus. Uzavér vznikl postupnym pridava-
nim hran mezi dvojice vrcholtl, jejichZ soucet stupiiti je alespoin n = |V(G)|.

Budeme-li nyni hrany v opa¢ném potradi z uzévéru odebirat, tak opakovanym pouzitim Lemmatu T2
vidime, Ze i puvodni graf G je hamiltonovsky. Konstrukce z dikazu Lemmatu [T TZ navic dava postup,
jak takovy hamiltonovsky cyklus v kazdém kroku najit. Proto zname-li hamiltonovsky cyklus v uzavéru
grafu C(@G), tak najdeme i hamiltonovsky cyklus pivodniho grafu G. O

Dusledek 11.14. Je-li uzdvér grafu s vice nez dvéma vrcholy kompletni graf, tak je G hamiltonovsky.

Vétu T3 a jeji Dusledek T4 mizeme vyuzit pii zkoumani hamiltonicity daného grafu G tak, Zze najdeme
uzavér grafu C(G), coz je tloha dobfe algoritmicky Fesitelnd. Pokud je uzavér kompletni graf a nebo jinak
pozname, Ze uzavér je hamiltonovsky graf, tak soucasné vime, ze hamiltonovsky musi byt i pavodni graf G.
Samotné nalezeni hamiltonovského cyklu Véta [T T3 ani Dtisledek [T T2 nefesi, nebot dikaz Véty [T T3
je existen¢ni. Podle Dusledku I je ziejmé, ze graf na Obrazku M vlevo je hamiltonovsky i kdyz
hamiltonovsky cyklus nezname.

Odkazy:

® phttp://www.math.uwaterloo.ca/navigation/ideas/articles/honsberger/index.shtmll

® http://www.ams.org/journals/proc/1966-01/-02/50002-9939-1966-0188103-0/50002-9939-1966-0188103-0. pdf]

Cviceni
11.2.1. Dokazte, Ze kazdy hamiltonovsky graf je nejméné 2-souvisly.

11.2.2. Najdéte néjaky 2-souvisly pravidelny bipartitni graf s partitami stejné velikosti, ktery neni hamilto-
novsky.

11.2.3. Dokazte nebo vyvratte: md-li graf G dva navzdjem hranové disjunkini hamiltonovské cykly, potom
je G 3-souvisly.

11.2.4.% Dokazte, Ze kazdy bipartitni hamiltonovsky graf md partity stejné velikosti.
11.2.5. Naleznéte uzavéry grafi na Obrazku TTTA Které z wvedengch grafi jsou hamiltonovské?

i o A

Obrdzek 11.12.: Grafy G, H, F a I.

11.2.6. Dokazte Diracovu vétu bez pouziti Oreho véty.

11.2.7. Rozhodnéte, zda a) Herscheliw graf na Obrazku IITA vlevo nebo b) Goldneriv-Hararyiv graf
na Obrazku TII3 vpravo jsou hamiltonovske.
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Obrdzek 11.13.: Herscheliv graf a Goldneriv-Hararyiv graf.

11.2.8. UkaZzte, Ze Petersentuv graf neni hamiltonouvsky.

11.2.9. Graf G se nazyvd hypohamiltonovsky, jestlize neni hamiltonovsky, avsak graf G—v je hamiltonovsky
pro kazdy vrchol v grafu G. Ukazle, Ze Petersentv graf je hypohamiltonouvsky.

11.2.10. Dokazte, Ze kolo W, 11 je hamiltonovsky graf pro libovolné n > 3.

11.2.11. UkaZte, Ze podminka 6(G) > n/2 v Diracové vété nemiZe byt nahrazena podminkou 6(G) >
(n—1)/2.

11.2.12.  Ukazte, Ze v definici uzdvéru grafu na strané BIM nemizeme nahradit podminku deg(u)+deg(v) > n
podminkou deg(u) + deg(v) > n — 1.

11.2.13. Dokazte, Ze pro kaZdé n > 1 je uplny tripartitni graf K, on 3n hamiltonovsky, zatimco Ky, 25 3n+1
nent hamiltonovsky.

11.2.14. Jedndni u kulatého stolu je pritomno n > 4 osob, pricemz kazde dvé z nich dohromady znaji vsech
n — 2 ostatnich. Ukazte, Ze mohou okolo stolu sedét tak, Ze kazdd osoba sedi mezi dvema lidmi, které znd.

11.2.15. Ukazte, Ze kazdy k-pravidelny graf na 2k — 1 vrcholech je hamiltonovsky.
11.2.16.*% Dokazte nebo vyvratte: kazdy k-pravidelny graf na 2k + 1 vrcholech je hamiltonouvsky).

11.2.17.  Ukazte, Ze v kazdém grafu G, ktery obsahuje hamiltonovskou cestu, pro kazdou vlastni podmmno-
Zinu S mnoziny V(G) plati w(G — S) < |S| + 1.

11.2.18. Ukazte, Ze a) Diracova véta je specialnim pripadem Oreho véty, b) Oreho Véta je specidlnim
pripadem Posovy véty.

11.2.19. Ukazte, Ze vSechny grafy platonskych téles (Obrdzky a @Z7) jsou hamiltonovske.
11.2.20. Ukazte, Ze hyperkrychle Q,, Tadu n > 2 je hamiltonovska.

11.2.21.  Pro libovolné prirozené ¢islo k najdeéte priklad grafu, ktery obsahuje k hranové disjunktnich hamil-
tonovskych cykli a jehoZ vrcholovd souvislost je 2.

11.2.22. Ukazte, Ze meni mozné putovat jezdcem po Sachovnici 4 X n poli, navstivit kazdée policko pravé
jednou, a vrdatit se zpet na vychozi policko.

11.2.23." Pro které rozméry Sachovnice n x n poli je mozné navstivit jezdcem kazdé policko prdvé jednou,
a vrdatit se zpet na vychozi policko.

11.2.24. Najdéte tri priklady grafi, které nejsou hamiltonovské, avsak spliiuji podminku Vety T

11.2.25. Najdete priklad hamiltonovského grafu, jehoZ uzdver obsahuje vice hran neZ G a soucasné méné
hran nez kompletni graf.

11.2.26. Najdéte nekonecnou tridu grafi, které nejsou hamiltonovske, ale jejich uzdvér obsahuje vice hran
nez puvodni graf.

11.2.27.° Najdéte takovyj piiklad grafu G (s nejvyse péti vrcholy), Ze pro kaZdou neprdzdnou vlastni podmno-
Zinu S C V(Q) plati w(G — S) < |S|, a pFitom graf G neni hamiltonovsky.

11.3. Dalsi vysledky

Bez dikazu uvedeme nékolik vysledki, které souvisi s hamiltonovskymi cestami a cykly v grafech.
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Definice Rekneme, 7e graf G je hamiltonovsky souvisly, jestlize pro kazdou dvojici réiznjch vrchollt u, v €
V(@) existuje v G hamiltonovska cesta mezi vrcholy v a v.

Kazdy hamiltonovsky souvisly graf je samoziejmé soucasné souvisly, avSak ne kazdy souvisly graf je i hamil-
tonovsky souvisly. Napfiklad vSechny stromy s alespoi tfemi vrcholy neobsahuji hamiltonovskou (u, v)-cestu,
jestlize alespon jeden z vrcholi u, v neni listem. Ani bipartitni grafy s alespon tfemi vrcholy nejsou hamil-
tonovsky souvislé (Cvideni IT-330).

Snadno nahlédneme, Ze kazdy hamiltonovsky souvisly graf s alespon tfemi vrcholy je i hamiltonovsky.
Jestlize u, v jsou néjaké sousedni vrcholy v hamiltonovsky souvislém grafu G, tak hamiltonovska (u,v)-
cesta nemiize obsahovat hranu uv (pro¢?). Protoze podle definice hamiltonovsky souvislého grafu najdeme
mezi obéma vrcholy hamiltonovskou (u,v)-cestu, tvofi tato cesta spolu s hranou wv hamiltonovsky cyk-
lus v grafu G. Graf G je proto hamiltonovsky. Naproti tomu ne kazdy hamiltonovsky graf je soucasné
hamiltonovsky souvisly. Na Obrazku IITA je nékolik hamiltonovsky souvislych grafi.

A WA

Obrézek 11.14.: Hamiltonovsky souvislé grafy.

Otazky:

e Najdéte priklad grafu, ktery je hamiltonovsky, ale neni hamiltonovsky souvisly.
e Najdéte vsechny grafy, které jsou hamiltonovsky souvislé, ale nejsou hamiltonovské.

Nasledujici tvrzeni je analogii Oreho Véty II=2] pro hamiltonovsky souvislé grafy.

Véta 11.15. Mejme graf G s n vrcholy, kde n > 3. Jestlize pro kazdé dva mesousedni vrcholy u, v plati
deg(u) + deg(v) > n + 1, tak G je hamiltonovsky souvisly.

Podle Cviceni T3 umime v souvislém grafu zarudit existenci cest, jejichz délka zavisi na nejmensim
stupni. Nasleduje jesté obecnéjsi tvrzeni o existenci dostatecné dlouhych cest v daném grafu.

Véta 11.16. Meéjme souvisly graf G s alespon tremi vrcholy a prirozené cislo k. Jestlize pro kazdé dva
nesousedni vrcholy u, v grafu G plati deg(u) + deg(v) > k, tak v G existuje bud hamiltonovskd cesta nebo
cesta délky alespon k.

Diikaz. Pokud graf G obsahuje hamiltonovskou cestu, tvrzeni plati. Méjme pfirozené Cislo k takové, ze
pro kazdé dva nesousedni vrcholy u, v grafu G plati deg(u) + deg(v) > k. Oznacéme P néjakou nejdelsi cestu
v grafu.

Pokud nejsou koncové vrcholy cesty P sousedni, tak podle Lemmatu I graf G obsahuje cyklus
délky k. Protoze podle predpokladu cyklus C neni hamiltonovsky, a protoze graf G je souvisly, tak néktery
vrchol v cyklu C' je sousedni s vrcholem w, ktery na cyklu C nelezi. Hrana uv spolu s cestou, kterd prochazi
vS8emi vrcholy cyklu C, tvori cestu délky k a tvrzeni plati.

Zbyva pripad, kdy cesta P neni hamiltonovska a jeji koncové vrcholy jsou sousedni. Pro spor predpo-
kladejme, ze délka m cesty P je mensi nez k. Cesta P spolu s hranou mezi koncovymi vrcholy tvofi cyklus
délky m + 1, ktery neni hamiltonovsky, a podobné jako vyse najdeme v grafu cestu délky m + 1. To je spor
s volbou cesty P, proto nejdelsi cesta ma délku alespon k a tvrzeni plati. (I

Srovnejme tvrzeni Lemmatu B a Véty I Zatimco Lemma I iikd, Ze k nejdelsi cesté v grafu
najdeme stejné dlouhy cyklus, tak podle Véty I v grafu musi existovat cesta, jejiz délka bude dana
souétem stupni nesousednich vrcholl, pfipadné hamiltonovska cesta. V grafu vSak mohou existovat i delsi
cesty.

Otazky:

e Mizeme spojenim Lemmatu II® a Veéty III@ fici, ze maji-li kazdé dva nesousedni vrcholy wu, v
souvislého grafu G s alespon tfemi vrcholy soucet stupnii alespon k, tak v G existuje cyklus délky G?
e Pro¢ v Lemmatu & pozadujeme, aby cesta byla nejdelsi?
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Mocnina grafu

Na strané B8 jsme zavedli kartézskou mocninu grafu. Nyni n-tou mocninou grafu (nikoliv kartézskou) budeme
rozumét graf, ktery vznikne z grafu G pfidanim vSech hran uw, jestlize v grafu G existuje (u, v)-cesta délky
nejvyse n. Druhou mocninu grafu budeme znacit G2, n-tou mocninu pak G™. Na Obrazku [T je piiklad
grafu G (ktery je soucasné svou prvni mocninou) spolu s jeho druhou a t¥eti mocninou.
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Obrazek 11.15.: GmfG a jeho mocniny G a G3.

Nésledujici dvé tvrzeni uvedeme bez diukazu.
Véta 11.17.  Mé&jme souvisly graf G, potom G? je hamiltonovsky souvisly graf.

Véta 11.18. Méjme 2-souvisly graf G, potom G2 je hamiltonovsky graf.

Odkazy:

) P matnwor. .wollram.com/Hamilton—-Lonnectediuraphn. m.

® http://mathworld.wolfram.com/GraphPower.htn

Cviceni

11.8.1. Ukazte, Ze hamiltonovsky souvisly graf ma wvice nez trech vrcholech md vsechny vrcholy stupné
nejmene 3.

11.8.2. Ukazte, Ze grafy na Obrazku TI-IZ] jsou hamiltonovsky souvislé.

11.8.3. Ukazte, Ze bipartitni grafy s alespon tremi vrcholy nejsou hamiltonovsky souvisle.

11.3.4. Necht H je libovolné rozdéleni grafu Ks 3. Dokazte, Ze graf H neni hamiltonovsky, avsak graf H?
je hamiltonovsky.

11.8.5. Naleznéte priklad 2-souvislého grafu, ktery neni hamiltonovsky, a ukazte, Ze jeho druhd mocnina je
hamiltonovskd.

11.8.6. Pro které z dloh a) Hamiltonova hra, b) jezdec na Sachovnici je moZno rozhodnout o existenci
resent uzitim nékterych vét z této kapitoly?
11.8.7. Ktera z ndsledugicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) kazdy graf obsahujici uzavieny eulerovsky tah je vrcholové 2-souvisly.

b) kazdy graf obsahujici uzavieny eulerovsky tah je hranové 2-souvisly.

¢) kazdy graf obsahugici hamiltonovsky cyklus je vrcholoveé 2-souvisly.

d) kazdy graf obsahujici hamiltonovsky cyklus je hranové 2-souvisly.

11.3.8.% Ukazte, Ze kazdy souvisly graf G obsahuje bud hamiltonovskou cestu nebo cestu délky alespori 26(G).
Lze vynechat poZadavek souvislosti?

11.3.9. Najdete souvisly kubicky graf, ktery md takové dobré hranové 3-barveni, ve kterém hrany libovolnych
dvou barev indukuji hamiltonovskou cestu? Najdete nekonecéné mnoho takovych grafi?

11.3.10. Je graf moznych tahi jezdce po Sachovnici (Obrazek TIZA) hamiltonovsky souvisly?

11.3.11.  Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni (zesilent Véty IIIm): Méjme souvisly graf G s alespon
tremi vrcholy a prirozené cislo k. JestliZe pro kaZdé dva nesousedni vrcholy w, v grafu G plati deg(u) +
+deg(v) > k, tak v G existuje cesta délky k.

11.3.12. Myska se prokousdvd syrem o rozméru 3 X 3 X 3 kosticky. VZidy seZere celou kosticku 1 x 1 x 1
a presune se na sousedni kosticku, kterd s ni sousedi celou sténou. Myska zacinag syr Zrat od rohové kosticky.
Mize takto seZrat a) cely syr, b) cely syr a stredovou kosticku seZrat jako posledni?
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11.3.13. Kter€ z grafi Platonskych téles (Obrdzky a @Z7) jsou hamiltonovsky souvislé?

11.4. Doplnkova témata

Sedm mostu mésta Kralovce

V roce 1254 béhem druhé kiizové vypravy proti Prusku zalozili némecti rytifi vedeni ceskym kralem Pre-
myslem Otokarem II na Fece Pregole mésto Kralovec. Ve stiedovéku se mésto Kralovec stalo vyznamnym
obchodnim centrem strategicky polozenym na fece. V osmnactém stoleti byl Kralovec bohatym méstem
s flotilou obchodnich lodi a méstany, jejichz rodiny Zily v blahobytu. Na tehdejsi dobu vyspél4d ekonomika
umoznila méstu vystavét celkem sedm mosti pres Pregolu, z nichz vétsina spojovala ostrov Kneiphof s obéma
bfehy (Obrazky [T a [TIG).

KONINGSBERGA.

Obrazek 11.16.: Mésto Krdlovec, mapa od Merian-Erbena z roku 1652.

Jak feka obtékala Kneiphof (Gesky pieklad by mohl byt Hospodsky dvtir) a druhy velky ostrov, rozdélo-
vala mésto na Ctyfi ¢asti. Sedm mostt se jmenovalo Kovaisky, Spojovaci, Zeleny, Kupecky, Dievény, Vysoky
a Medovy most. Podle tradice travili méstané nedélni odpoledne prochézkami po mésts. Tak pfirozend
vznikla otazka, zda je mozno projit vSech sedm kraloveckych mosti, kazdy z nich pravé jednou. Nikomu se
to nedarilo, ale nikdo ani neumél zdtvodnit, Ze by to bylo nemozné.

Nastésti pro krélovecké méstany (i teorii grafir) lezi Kralovec (Konigsberg, dnesni Kaliningrad) nedaleko
Petrohradu. Carl Leonhard Gottlieb Ehler, starosta Gdansku, oslovil Leonharda Eulera, ktery v té dobé
zil v Petrohradu, zda by problém umél vyresit. Eulerovi se tloha zdala trivialni, vytesil ji a v odpovédi se
divil, pro¢ méstané éekaji odpovéd od matematika, kdyz by ji mohl vyfesit kdokoliv jiny. Pfesto jej tloha
zaujala, moznd proto, ze pii jejim FeSeni nevyuzil ani geometrii, ani algebru ani zname pocetni metody,
jak psal jesté téhoz roku v dopise italskému matematikovi Giovannimu Marinonimu. Uloha mu p¥ipomnéla
jiny problém, se kterym ho jiz diive oslovil némecky matematik Gottfried Wilhelm Leibniz a ktery Leibniz
nazyval geometrie pozic. FEuler pfi feSeni formalné zavedl a soucasné pouzil tuto geometrii pozic, dnes
bychom fekli teorii graft.

Dnesni Kralovec

Dva ze sedmi mostii z ptivodni tlohy byly zniceny béhem druhé svétové valky. Dalsi dva byly pozdéji zboreny
a nahrazeny novymi. Zbyvajici tfi mosty zustaly zachovany, pficemz jeden z nich byl v roce 1935 prestavén.
V centru dnesniho Kaliningradu je mosti pét. V terminologii teorie grafti by obéma bifehtim odpovidaly
vrcholy stupné 2 a obéma ostroviim vrcholy stupné 3. Nyni je mozné projit kazdy z mostd pravé jednou,
prochézka vSak neni turisticky atraktivni, nebot musi za¢inat na jednom z ostrovi a kon¢it na druhém.

Odkazy:

® http://mathdl.maa.org/mathDL/46/“pa=content&sa=viewDocument&nodeld=1310&bodyld=1454
® http://www.learner.org/courses/mathilluminated/units/4/textbook/02. ph

® http://canitz.org/ p=3

® phttp://math.dartmouth.edu/ euler/docs/originals/EOb53.pd:

Leonhard Euler (15. dubna 1707 — 18. zafi 1783)
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Obrazek 11.17.: Leonhard Euler na portrétu z roku 17583 od Emanuela Handmanna a na portrétu
od Johanna Georga Bruckera.

Leonhard Euler patii bezesporu k nejvétsim matematikéim vSech dob. Narodil se v Basileji ve Svjcarsku,
vétsinu zivota stravil v Rusku a v tehdejsim Prusku. Je povazovan za zakladatele teorie grafi.

Détstvi stravil Euler ve Svycarsku. Johann Bernoulli, jeden z vyznamnych matematikii slavné ro-
diny Bernoulliti, byl pfitelem Paula Eulera, pastora kalvinistické cirkve, Leonhardova otce. Byl to pravé
Johann Bernoulli, ktery béhem sobotnich kondici objevil Leonhardiiv talent pro matematiku a presvédcil
Paula Eulera, Ze jeho syn bude jednou slavnym matematikem, nikoliv pastorem. Ve t¥inécti letech vstoupil
na Basilejskou univerzitu a v roce 1727 obhéjil doktorskou praci o sifeni zvuku.

Leonhard Euler se spratelil se syny Johanna Bernoulliho, Danielem a Nicolasem, ktefi pracovali na Pe-
trohradské akademii véd. Kdyz Nicolas Bernoulli zemfel, byl na jeho misto na Danielovo doporuceni pfijat
mlady Euler. Na akademii véd pak ziistal i po Nicolasové odchodu, tfebaze politicka situace nebyla v té
dobé naklonéna cizincim. Propracoval se az na vedouciho matematického dstavu.

V roce 1734 se Euler ozenil s Katerinou Gsellovou, méli spolu tfinact déti, ze kterych se jen pét dozilo
dospélosti. Vzhledem k pretrvavajicim nepokojum v Carském Rusku odesel Euler v roce 1741 na pozvani
Fridricha II. Velikého do Berlina na Berlinskou akademii. V Berliné Zil a pracoval 25 let. Jesté za svého
pobytu v Rusku prodélal horecku, pfi které témér oslepl na pravé oko. Béhem dalsich let se jeho zrak
postupné zhorsoval a od roku 1766 byl témér slepy na ob€ oci. Pfesto neprestaval pracovat, zrak vynahradil
bohatymi dusevnimi schopnostmi a fotografickou paméti.

Za vlady Katefiny Veliké se situace v Rusku zlepSila a v roce 1766 prijal Euler nabidku, aby se do
Petrohradu vratil. Zde zil a pracoval az do své smrti v roce 1783.

L
°

SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK
BANCA NAZIUNALA SVIZRA

Obrazek 11.18.: Leonhard Euler na svycarské bankovce.

Eulertiv zabér obsahl téméf vsechny oblasti matematiky: geometrii, diferencialni pocet, algebru, teorii
¢isel, aplikovanou matematiku i fyziku. Byl velmi produktivni, jeho vydané prace by zaplnily cca 60 svazku.
Zaslouzil se o zavedeni pojmu funkee, jako prvni pouzival i zépis f(x) pro funkéni hodnoty, zavedl dnesni zna-
¢eni pro goniometrické funkce, Eulerovo ¢islo e, imaginarni jednotku i a fecky symbol ¥ pro sumu. Eulerovy
prace prispély k standardizaci celé fady pojmu, zpopularizoval oznaceni 7w jako poméru obvodu a praméru
kruhu. Francouzsky matematik a astronom Pierre-Simon Laplace shrnul Eulertiv vliv na matematiku nejen
své doby:

,Ctéte Eulera, ctéte Eulera, on je ucitel nds vsech.”

Odkazy:

® http://en.wikipedila.org/wiki/Leonhard_kulen

www.math.dartmouth.edu/ euler

William Rowan Hamilton (4. srpna 1805 — 2. zafi 1865)
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Obrazek 11.19.: William Rowan Hamilton.

Sir William Rowan Hamilton byl irsky matematik, fyzik a astronom. Zaslouzil se o rozvoj optiky, dynamiky
a algebry.

Hamilton se narodil v roce 1805 v Dublinu. Méj osm sourozenci a jeho otec, obchodni cestujici, nemél
¢as na vzdélavani déti, nebot travil vétsinu ¢asu na cestach. Proto byl poslan, aby Zil u svého stryce reverenda
James Hamiltona, ktery jej vyucoval. Jiz v péti letech maly William ovladal latinu, fectinu i hebrejstinu.
Sam se pak naudil celou fadu dalsich evropskych i exotickych jazyki.

Vyznamnym obratem v jeho Zivoté bylo setkani se zdzracnym ditétem Zerah Colburnem. Hamiltonovo
jazykové i matematické nadani bylo vyjimecné, kdyz vSak ve svych 12 letech soupefil Colburnem, v pocetnich
ulohach obvykle prohral. Nicméné pravé setkani s Colburnem podnitilo Hamiltontv zadjem o matematiku.
Od roku 1822 se pak vénoval studiu matematiky soustavné vystudoval Trinity College v Dublinu.

K Hamiltonovym nejzndméjsim vysledkiim patii objev kvaterniont. Snazil se zobecnit mnozinu kom-
plexnich ¢isel (popsanou jako mnozinu bodt v roviné). Dlouhou dobu se mu nedafilo najit zobecnéni pro t¥i
dimenze, pozdéji bylo dokadzano, Ze to neni mozné. Podafilo se mu vSak najit FeSeni pro ¢tyfi dimenze.
Hamilton se prochéazel podél Royal Canal v Dublinu, kdyz ho napadlo feSeni ve tvaru

i* =5 =k =ijk=—1.

Hamilton naskrabal tuto rovnici na kdmen na mostu Broom Bridge. Dnes tuto udalost pfipominé na mosté
kamennd plaketa.
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Obrazek 11.20.: Broom Bridge v Dublinu a pamétni plaketa na mosté.

Odkazy:
® http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Hamilton.html
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Kapitola 12. Orientované grafy

Na strané¢ E2A jsme zminili nékolik zobecnéni jednoduchého grafu a mezi nimi i orientovany graf. S ori-
entovanymi grafy se prirozené setkdme pii feSeni rtiiznych praktickych problémit. Modelujeme-li silniéni sif
grafem, tak se obvykle jedn o orientovany graf, nebot v silni¢ni siti mohou byt jednosmérky. V potrubni siti
bez ¢erpadel tece kapalina vzdy jen jednim smérem (doli), v elektrické siti a v produktovodech se dopravuje
energie od zdroje ke spotfebi¢tim. Také schémata konecnych automatti jsou orientované grafy.

12.1. Zakladni pojmy

Nejprve podame formalni definici orientovaného grafu.

Definice Digraf

Méjme neprazdnou mnozinu vrcholtt V. Dvojice (V, A), kde A je néjakd podmnozina kartézského soucinu

V x V (mnoZina usporadanych dvojic prvki z V'), se nazyva orientovany graf D nebo strucné digraf3® D.
Prvkiam mnoziny A fikdme orientované hrany, struéné hrany pripadné $ipy. Jsou-li u, v dva rizné

vrcholy digrafu D, tak orientovanou hranu (u,v) budeme znacit struéné wv. Vrchol u se nazyva vychozi

nebo pocateéni a v koncovy vrchol hrany wv. (Orientovanou) smycékou rozumime orientovanou hranu, které

ma stejny pocatecni i koncovy vrchol. Hrany uv a vu se nazyvaji opacné orientované nebo jen opacné hrany.

Vsimnéte si, Ze uvedend definice pFipousti existenci (orientovanych) smycek, ale nepfipousti nasobné
orientované hrany. V nékterych knihach se diisledné rozlisuji orientované grafy (jak jsme je zavedli v nasi de-
finici) a digrafy, které mohou obsahovat nasobné orientované hrany. V tomto textu budeme pojem ,digrafu“
i ,orientovaného grafu® pouzivat ve smyslu Definice 1 Definici obecného grafu, ktery mize obsahovat
nasobné orientované i neorientované hrany, jsme uvedli na strané 2. Dvojici opa¢nych hran nepovazujeme
za nasobné hrany.

Definice Jednoduchy orientovany graf
Orientovany graf, ve kterém navic nejsou smycky (ani nasobné orientované hrany), nazyvame jednoduchy
orientovany graf, pripadné jednoduchy digraf.

Orientovany graf D na Obrézku [ZT mé mnozinu vrcholt V' = {vy, va, v3, v4, V5, Vg } & mnoZinu oriento-

VanyCh hran £ = {(vla U1)7 (vla vZ)a (Ulv U4)a (UQ, U5)7 (’Ug, vl), (1)37 U4)a (US, U5)7 (’Ug, 'UG), (1)57 UQ)) (U5, ’U4)}‘ Pro-
toZe orientovany graf D obsahuje smyc¢ku (v1,v1), tak se nejedna o jednoduchy orientovany graf.

Vg Us

U1 Ve

V2 U3
Obrazek 12.1.: Orientovany graf D.

39 Termin digraf je z anglického ,directed graph“. Oznaceni A pro mnozinu orientovanych hran digrafu pochazi z anglického

terminu ,arc“ pro orientovanou hranu.
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Otazky:

e Jak by vypadala definice orientovaného grafu, ktery muze obsahovat i nasobné orientované hrany?
e Jak by mohla vypadat definice smiseného grafu, ktery obsahuje orientované i neorientované hrany, ale
neobsahuje nasobné hrany?

MnoZinu vrcholti a mnozinu orientovanych hran digrafu D budeme znacit V(D) a A(D), analogicky
jako u jednoduchého (neorientovaného) grafu. Pocet orientovanych hran (véetné smycek) digrafu D budeme
znadit h(D).

Pojmy incidence, sousednost a nezdvislost se zavedou analogicky jako pro jednoduché grafy. Upozornime
na jeden dulezity detail. Jestlize digraf obsahuje orientovanou hranu uv a neobsahuje opa¢nou hranu vu, tak
vrchol v povazujeme za sousedni s vrcholem u, ale vrchol w neni sousedni s vrcholem v (vrchol v je dosaZitelny
z vrcholu u, ale naopak ne). Nezdvislé vrcholy nejsou spojeny Zadnou orientovanou hranou (v libovolné
orientaci) a nezdvislé orientované hrany nemaji zadny spoleény vrchol. Pfesna definice je ponechéna jako
Cviceni T Stejné tak v dalsim textu prirozené rozsifime pouziti i dalsich pojmu pro digrafy: podgraf
digrafu, izomorfismus digrafi a podobné. Pfesnou definici opét ponechame jako cviceni.

Jestlize se omezime na jednoduché orientované grafy a nerozliSujeme izomorfni digrafy, tak existuje
jediny jednoduchy(!) orientovany graf s jednim vrcholem, t¥i jednoduché orientované grafy se dvéma vrcholy
a Sestnact riznych jednoduchych orientovanych grafii se tfemi vrcholy (Cviceni 2T ). Na étyfech vrcholech
je jednoduchych orientovanych grafii 218 a na deseti vrcholech dokonce 341 260 431 952 972 580 352 (vice
nez 341 triliént). Jejich pocet je zndm pro libovolny pocet vrcholt.

Jestlize rozlisujeme vrcholy digrafu (napiiklad oznadenim), tak je také snadné uréit pocet riznych
digraft s danym poctem vrcholt (Cviceni [ZT2A).

Pozndmka 12.1. MnozZina orientovanych hran digrafu D = (V, A) je podmnozina V2. Mnozina A je
vlastné relaci na mnoziné V a jednoduchy digraf odpovida ireflexivni relaci na V. Presto se zavadi jak
pojem relace, tak orientované grafy. S kazdym z téchto pojmu se pracuje v jinych souvislostech.

Stupné vrchola v orientovaném grafu
Na rozdil od jednoduchého grafu rozliSujeme v orientovanych grafech nékolik variant pojmu stuper.

Definice Pocet orientovanych hran, se kterymi je vrchol v v jednoduchém orientovaném grafu D incidentni,
se nazyva celkovy stupern vrcholu v, struéné stupern vrcholu a znadéi se deg(v), ptfipadné degp(v). Pokud
uvazujeme digraf se smyckami, budeme kazdou smycku do celkového stupné pocitat dvakrat.

Je-li vrchol u poc¢atecnim vrcholem hrany uwv, nazyva se uv odchozi hrana z vrcholu u a pocet odchozich
hran z vrcholu u se nazyva odchozi nebo vnéjsi stuperi vrcholu u a znaéi se odeg(u). Podobné je-li vrchol v
koncovym vrcholem hrany wv, nazyvame uv prichozi hranou do vrcholu v a pocet prichozich hran do vrcholu v
se nazyva piichozi nebo vnitini stuper vrcholu v a znadi se ideg(v). Smycku pocéitame mezi piichozi i odchozi
hrany daného vrcholu.

Jestlize pro kazdy vrchol v digrafu D plati, Ze ideg(v) = odeg(v), fikdme, ze digraf D je vyvdZeny, nebo
zZe mé vyvdzZenou orientaci.

U3 Ve Us

V1 U1 V4
Vg4 Vs

(%) V2 U3

Obrazek 12.2.: Vievo je orientovany graf s odchozimi stupni 0, 2, 2, 2, 1, s pFichozimi stupni 2, 0, 1,
2, 2 a vpravo je vyvdzeny orientovany graf.
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Celkovy stupetni vrcholu v je vzdy sou¢tem odchoziho a pfichoziho stupné vrcholu v, tj. ideg(v) +
+ odeg(v) = deg(v). Vsimnéte si, ze vyvazeny digraf nemusi mit vSechny celkové stupné stejné! Vyvazeny
graf tak neni analogii pravidelného grafu. Rtzné vrcholy na Obrazku ZZ] vpravo maji rtzné celkové
stupné, avsak pfichozi stupen kazdého vrcholu je roven jeho odchozimu stupni. Analogicky jako v Kapitole [
muZzeme zavést nejmensi a nejvétsi odchozi a pfichozi stupné digrafu D. Znacit je budeme: nejmensi odchozi
stupent 67 (D), nejmensi pfichozi stupeti 6~ (D), nejvétsi odchozi stupei AT (D) a nejvétsi prichozi stupei
A= (D).

Véta 12.1. Je-li D orientovany graf s n vrcholy vy, va, ..., v, a h(D) hranami, tak plati

n

Zodeg(v,,;) = ideg(vi) = h(D).

i=1

Diikaz je snadny a je ponechan jako Cviceni T3]
Otazky:

e Co by se zménilo, kdybychom fekli, ze celkovy stupen vrcholu je pocet orientovanych hran, se kterymi
je dany vrchol incidentni?

Plati Véta I i pro orientované grafy s nasobnymi hranami?

Existuje netriviadlni orientovany graf, ve kterém kazdy vrchol ma jiny odchozi stupen?

Existuje néjaky graf, ktery je soucasné digrafem?

Existuje néjaky digraf, ktery je soucasné grafem?

V Kapitole A jsme na strané A ukazali nutnou a dostatecnou podminku pro to, aby dand po-
sloupnost nezdpornych celych ¢isel byla grafova. Analogii stuptiové posloupnosti pro orientované grafy je
posloupnost usporadanych dvojic odchozich a ptichozich stupna: jsou-li vy, vs, ..., v, vrcholy digrafu D, tak
(odegp(v;),idegp(v;)) pro i = 1,2,...,n, je takovou posloupnosti. Budeme ji fikat digrafovd posloupnost.
Napiiklad digraf na Obrazku 22 vlevo mé digrafovou posloupnost (0, 2),(2,0),(2,1),(2,2), (1, 2).

Podle Véty XM je nutnou podminku, aby dané posloupnost usporadanych dvojic nezapornych celych
¢isel byla digrafovou posloupnosti, Ze soucet prvnich slozek uspoirddanych dvojic se rovnéa sou¢tu druhych
slozek. Pro digrafy s ndsobnymi hranami je tato podminka soucasné postacujici (Cviceni [ZTX]). Pro jed-
nezapornych celych ¢isel je nebo neni digrafova se prevadi na otazku existence jistého bipartitniho grafu,
kterému rikame split digrafu. Konstrukce splitu je posana na strané EZ33. Pro split se pak ovéfuje analogicka
podminka, jak ve Vété 3 (Véta Havla—Hakimiho).

Cviceni
12.1.1.° a) Najdéte vsechny neizomorfni digrafy s jednim nebo dvéma vrcholy. Které z nich jsou jednoduché?

a) Najdéte viechny neizomorfni jednoduché orientované grafy se tiemi vrcholy.

12.1.2.°  Predpoklddejme, Ze rozlisujeme vrcholy digrafu D (napiklad oznacenim). a) Kolik existuje riz-
nych digrafi s n vrcholy? b)) Kolik existuje rizngch jednoduchych orientovanych grafi s n vrcholy? c)
Kolik existuje riznyjch jednoduchych orientovanych grafi s n vrcholy, které neobsahuji Zadnou dvojici opacné
orientovanych hran?

12.1.8.° Dokaste Vétu IZT

12.1.4.° Definujte pojmy incidence vrcholu a hrany, sousednost vrcholi a nezavislost vrcholi i hran pro ori-
entované grafy.

12.1.5.¥ Definujte pro orientované grafy dalsi pojmy, které jsme definovali pro neorientované grafy: podgraf,
faktor, indukovany podgraf, vnéjsi a vnitrni stupriovd posloupnost orientovaného grafu.

12.1.6.° Definujte a) incidencni matici, b) matici sousednosti orientovaného grafu. V éem se lisi od ana-
logickych matic pro neorientované grafy?

12.1.7. Najdéte priklad jednoduchého orientovaného grafu s m wvrcholy, ve kterém ma kazdy vrchol jiny
odchozi stupen.
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12.1.8.  Ukazte, Ze v digrafu, ve kterém mohou existovat ndsobné hrany, je posloupnost usporadanych dvo-
jic nezdpornych celych cisel digrafova pravé tehdy, kdyz soucet prunich sloZek je stejny jako soucet druhych
slozek.

12.2. Cesty, cykly, dosazitelnost

Orientované sledy, tahy a cesty v digrafu zavedeme analogicky jako pro jednoduché grafy v Kapitole 21

Definice Orientovany sled v digrafu D je takova posloupnost vrcholi a orientovanych hran
(’UQ,Gl,’Ul,GQ,’Ug,.. '?6717/”71)7 (15)

ve které kazda orientovand hrana e; ma poc¢atecéni vrchol v;—; a koncovy vrchol v; proi =1,2,...,n. Sled [I5]
nazyvame orientovany (vg,v,)-sled. Orientovany sled, ve kterém se neopakuje zddnd hrana, nazyvéme
orientovany tah. Orientovany sled, ve kterém se neopakuje zadny vrchol, nazyvame orientovand cesta.

Orientované sledy, tahy a cesty chapeme jako popis putovani v digrafu, pti kterém dodrzujeme orientaci
hran, nikdy neputujeme proti naznac¢enému sméru. V digrafu, ktery modeluje néjakou realnou situaci, odpo-
vidaji takovd omezeni obvykle néjakym pfirozenym pozadavkim (jednosmeérky, spadovani potrubi, klesani
potencidlu a podobnég). VSimnéte si, ze v orientovaném grafu jsou orientovany sled, tah i cesta jednozna¢né
urceny posloupnosti vrcholi. Proto budeme v dal$im textu orientované sledy, tahy i cesty zadavat jen
posloupnosti vrcholi. Na Obrazku I2ZZ3 vlevo je orientovany sled vs, vs, vy, V4, V3, U2, U3, U5, uprostied je
orientovany tah vy, va, v, v2, V5, V4, V4 & vpravo pak je orientovand cesta vy, va, vs, V4.

(%1 Vs V1 Vs (%1 Vs
Vo U3 Vo U3 V2 U3
Obrézek 12.3.: Sled, tah a cesta v digrafu.

Délkou orientovaného (vg, v, )-sledu budeme rozumét pocet hran tohoto sledu. Naprosto analogicky
chapeme délku orientovaného (vg, vy, )-tahu nebo orientované (vg, vy, )-cesty. Trividlni orientovany sled, ktery
obsahuje jediny vrchol, je soucasné trivialni orientovany tah i trivialni orientovana cesta. Orientovany cyklus
je takovy netrivialni orientovany sled, ve kterém se neopakuji hrany ani vrcholy s vyjimkou prvniho a posled-
niho vrcholu. Vsimnéte si, ze smycka v digrafu je orientovanym cyklem délky 1, na rozdil od jednoduchych
(neorientovanych) grafi, ve kterych nejkratsi cyklus ma délku 3. V digrafech mohou samozfejmé existovat

i cykly délky 2, staci vzit dvojici opa¢né orientovanych hran (Obrazek 27 vlevo). Digraf, ktery neobsahuje
zadny orientovany cyklus, se nazyva acyklicky.

0 = [ |]

Obrazek 12.4.: Orientované cykly délky 1, 2 a 4 a cyklus délky 4, ktery neni orientovany.

Nékdy muze byt vhodné zeslabit pojem orientované cesty (pfipadné sledu) a odhlédnout od orientace
hran. Napriklad cyklus na Obrazku X7 vpravo sice neni orientovanym cyklem, ale nahradime-li orientované
hrany neorientovanymi, dostaneme cyklus Cj.

Definice Neorientovand cesta nebo polocesta v digrafu D je takova posloupnost riiznych vrcholi a orien-
tovanych hran

(vo, €1,0V1,€2,V2, ..., €n, V),

ve které kazda orientovand hrana e; méa bud pocateéni vrchol v; 1 a koncovy vrchol v; nebo pocatecni
vrchol v; a koncovy vrchol v;_1, proi =1,2,...,n.
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D D
Obrazek 12.5.: Orientovand cesta a polocesta v digrafu D.

Na Obrazku IZZ31 vidime pfiklad orientované a neorientované cesty v néjakém digrafu. Cesta pochopi-
telné nemusi byt komponentou ale jen podgrafem digrafu.

Vsimnéte si, Zze na rozdil od orientované cesty, neni polocesta v obecném digrafu urc¢ena jednoznacné
jen posloupnosti vrcholii (pro¢?). Podobné jako neorientovanou cestu mtizeme nadefinovat i neorientovany
cyklus.

Otézka: Je v jednoduchém (ne obecném) orientovaném grafu polocesta urcena jednoznac¢né jen posloup-
J S J J
nosti vrcholu?

Dosazitelnost a souvislost v orientovaném grafu

Definice Rekneme, ze vrchol v je v digrafu D dosaZitelny z vrcholu u, jestlize v D existuje orientovana
(u,v)-cesta. Rekneme, Ze vrcholy u a v jsou vzdjemné dosaZitelné, jestlize v D existuji obé cesty: orientovanda
(u, v)-cesta i orientovana (v, u)-cesta.

Je dobré si uvédomit, ze dosazitelnost v orientovanych grafech obecné neni symetricka vlastnost, jako
tomu je pro neorientované grafy. Pro dany digraf D miizeme na mnoziné vrcholi V(D) definovat relaci
dosazitelnosti tak, Ze vrcholy u a v jsou v relaci (v tomto potadi), pokud je vrchol v dosazitelny z vrcholu w.
Takové relace obecné neni relaci ekvivalence, nebof nemusi byt symetrickd. Napiiklad v grafu na Ob-
razku ZH] je vrchol vs dosazitelny z vrcholu vy, avSak vrchol v4 neni dosazitelny z vrcholu vs. Z vrcholu vy
jsou dosazitelné dokonce vSechny ostatni vrcholy, ale v; neni dosazitelny z zadného jiného vrcholu.

Vg Us Ve

U1 U2 U3
Obrazek 12.6.: Digraf D.

Protoze relace dosazitelnosti neni symetricka, je zavedeni souvislosti komplikovanéjsi nez u jednoduchych
grafi. Mazeme rozlisit né€kolik druhti souvislosti, které zavedena terminologie charakterizuje ,silou®.

Definice Rekneme, 7e digraf D je
e slabe souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma vrcholy v digrafu D existuje polocesta,
e jednostranné souwvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma vrcholy u, v v digrafu D existuje alespon jedna
ze dvou orientovanych cest: (u,v)-cesta nebo (v, u)-cesta,
e silné souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma vrcholy u, v v digrafu D existuje orientovand (u, v)-cesta.
Jinak je digraf nesouvisly.

Vsimnéte si, ze definice silné souvislosti je ekvivalentni s tvrzenim, ze kazdé dva rtzné vrcholy digrafu D
jsou navzajem dosazitelné. Na Obrazku 270 jsou piiklady grafti, které jsou (po fadé zleva doprava) silné,
jednostranné, slabé souvislé a uplné vpravo je nesouvisly digraf. Z definice vyplyva, ze kazdy silné souvisly
graf je souCasné jednostranneé i slabé souvisly a kazdy jednostranné souvisly graf je i slabé souvisly. Naopak
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Obréazek 12.7.: Silné (G1), jednostranné (G3), slabé (G3) souvisly a nesouvisly (G4) digraf.

samoziejmé existuji slabé souvislé grafy, které nejsou jednostranné souvislé a také najdeme jednostranné
souvislé grafy, které nejsou silné souvislé (Obrazek [27).

Vzdalenost v orientovaném grafu

Definice Orientovand vzddlenost vrcholu v od vrcholu v v daném digrafu je délka nejkratsi orientované
(u, v)-cesty. Jestlize orientovand (u,v)-cesta v daném digrafu neexistuje, definujeme orientovanou vzdélenost
z vrcholu v do vrcholu v rovnu oo.

Orientovanou vzdalenost vrcholu v od vrcholu v budeme znacit dist(u,v), stejné jako v neorientovaném
grafu. Znaceni distp(u,v) pouzijeme, kdyz budeme chtit zduraznit, ve kterém digrafu D vzdalenost méfime.

Vsimnéte si, ze vzdalenost neni symetrickd vlastnost, a proto rozliSujeme vzdalenost vrcholu v od vr-
cholu u a naopak. I kdyz vzdalenost vrcholu v od vrcholu u je rovna néjakému celému ¢islu &, tak vzdéalenost
vrcholu u od vrcholu v miZe byt rtizna od k a dokonce muze byt i co. Napftiklad v digrafu D na Obrazku 211
je dist(vg, v3) = 3, a pfitom dist(vs,v4) = co. Vzdalenost v digrafu tak obecné neni metrikou.

Otazky:

e Existuje takovy digraf D, Ze pro kazdou dvojici riznych vrcholit u,v € V(D) plati, ze dist(u,v) = 1
a dist(v,u) = oo (nebo naopak)?

e Existuje takovy digraf s vice nez jednim vrcholem, ve kterém zadné dvé rtizné dvojice riznych vrchold
u, v nemaji stejnou orientovanou vzdalenost dist(u,v)?

e Kolik existuje takovych digrafu s vice nez jednim vrcholem, ve kterém zadné dvé ruzné dvojice ruznych
vrcholl u, v nemaji stejnou orientovanou vzdalenost dist(u,v)?

Piibuzné orientované a neorientované grafy
Z orientovaného grafu lze nékolika zptisoby ziskat neorientovany graf. Nejjednodussi je ,zapomenout® ori-
entaci hran. Pfitom musime dobfe uvéazit, jak nalozit s dvojicemi opa¢né orientovanych hran.

Definice Neorientovany multigraf, ktery vznikne z jednoduchého orientovaného grafu D (bez smycek)
nahrazenim kazdé orientované hrany neorientovanou hranou, se nazyva deorientace orientovaného grafu D
a znall se U(D). Neorientovany graf, ktery vznikne z jednoduchého orientovaného grafu D nahrazenim
kazdé orientované hrany nebo dvojice opa¢né orientovanych hran jednou neorientovanou hranou, se nazyva
symetrizace orientovaného grafu D a znaci se sym(D).

Vsimnéte si, ze pokud bychom v definici symetrizace vynechali vétu o dvojici opa¢né orientovanych hran,
tak sym(D) nemusi byt jednoduchy graf. Kazdad dvojice opaéné orientovanych hran déva v deorientaci
dvojnésobnou neorientovanou hranu (Obrazek [ZX]).

Obrazek 12.8.: Jednoduchy orientovany graf D, jeho deorientace U(D) a symetrizace sym(D).
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SIS S N

Obrazek 12.9.: Neorientovany graf G, dvé jeho orientace D(G) a asociovany orientovany graf B(G

Také naopak, kdyZz mame néjaky neorientovany graf, muzeme nékolika zpusoby sestavit odpovidajici
orientovany graf.

Definice Méjme jednoduchy neorientovany graf G. Graf, ve kterém je kazda neorientovana hrana nahra-
zena jednou ze dvou moznych orientovanych hran, se nazyva orientace grafu G a znaci se D(G). Graf,
ve kterém je kazda neorientovana hrana nahrazena dvojici opacné orientovanych hran, se nazyva asociovany
orientovany graf a znaci se B(QG).

Je snadné si rozmyslet, Ze digraf D je slabé souvisly pravé tehdy, kdyz jeho symetrizace je souvisly graf
(Cviceni Z230).

Otazky:

Méme jednoduchy graf G a sestrojime né&jakou jeho orientaci D(G). Plati sym(D(G)) ~ G?

Méme jednoduchy graf G a sestrojime néjakou jeho orientaci D(G). Plati U(D(G)) ~ G?

Jak se zméni odpovédi na pfedchozi dvé otézky, kdyz misto orientace D(G) budeme pracovat s asoci-
?

ovanym orientovanym grafem B(G)?
Existuji grafy, pro které plati U(B(G)) ~ C
Pro jaké orientované grafy D plati U(D) ~ Un( )?

Zminime jakousi analogii silné souvislosti digrafii a 2-souvislosti neorientovanych grafi. Kdybychom
v néasledujici vété vyslovné nepracovali s jednoduchymi orientovanymi grafy, tak bychom museli uvazit, jak
pii deorientaci nalozit se smyckami.

Véta 12.2. Je-li D jednoduchy silné souvisly orientovany graf, tak jeho deorientace U(D) je hranové
2-souvisly (multi)graf.

Diikaz. Postupujeme sporem. Pfedpoklddejme, ze digraf D je silné souvisly a jeho deorientace U(D) neni
hranové 2-souvisld. Vsimnete si, Ze orientace grafu neni definovana pro multigrafy. Snadno bychom vSak
mohli definici orientace rozsifit. Proto miZeme fici ze digraf D je vzdy néjakou orientaci své deorien-
tace U(D).

Pokud by deorientace U(G) byl nesouvisly (multi)graf, tak kazda jeho orientace je nesouvisld, coz podle
predpokladu neni mozné. Pokud by deorientace U(G) byla l-souvisla, tak obsahuje néjaky most, ktery
v digrafu odpovidd néjaké orientované hrané wv. Digraf D — uv je proto nesouvisly a vrcholy u, v lezi
v ruznych komponentach.

Podle predpokladu je digraf D silné souvisly a obsahuje néjakou orientovanou (v, u)-cestu. Takova cesta
jisté neobsahuje hranu uwv, a proto tuto cestu obsahuje i digraf D —uwv. Vrcholy u, v lezi ve stejné komponenté
digrafu D — uv. Dostavame hledany spor. O

Pfipomenme, Ze v definici orientace grafu neni nespecifikovano, jakou orientaci hrany zvolime. Nasle-
dujici definice a véta ukazuji, ze u hranové 2-souvislych grafii tuto volnost miizeme vyuzit. Napiiklad sit
ulic vétsiny mést by mohla sestavat pouze z jednosmérnych cest a pritom lze zajistit dostupnost kazdého
mista. Rada méstskych étvrti ve Spojenych statech ma ,streets“ a k nim kolmé ,avenues“ jednosmérné, coz
prispiva k plynulosti a bezpecnosti provozu.

Definice Rekneme, ze graf G je silné orientovatelny, jestlize existuje takové jeho orientace D(G), ktera je
silné souvisla.

Ulice velké ¢asti mést odpovidaji planarnim grafim. VsSimnéte si, Ze nasledujici véta vsak plati pro li-
bovolné hranové 2-souvislé grafy.
Véta 12.3.  Kazdy hranove 2-souvisly graf je silné orientovatelny.
Diikaz. Tvrzeni ukdzeme primo a dikaz bude konstruktivni. Ukazeme, jak takovou silnou orientaci najit.

Méame-li hranové 2-souvisly graf G, tak ma jisté alespor tfi vrcholy a podle Véty B0 je kazdy jeho
vrchol stupné alespoii 2. To vSak soucasné znamend (napiiklad s vyuzitim Lemmatu B), Ze v grafu G
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existuje néjaky cyklus vy, va,..., v, kde 3 < k < |[V(G)|. Hrany cyklu zorientujeme tak, abychom dostali
orientovany cyklus a pfipadné dalsi hrany mezi vrcholy tohoto cyklu zorientujeme libovolné. Dostaneme tak
silné souvisly podgraf L vysledného digrafu.

Pokud V(L) = V(G), algoritmus (a dikaz) koné¢i. V opa¢ném p¥ipadé zvolime libovolny vrchol x, ktery
nepatii do V(L) a ktery je sousedni s néjakym vrcholem y v mnoziné V(L). Takovy vrchol z jisté existuje,
nebot graf G je dokonce hranové 2-souvisly, a proto kromé hrany zy obsahuje graf G jesté (z, y)-cestu, kterd
hranu zy neobsahuje. Ozna¢me z prvni vrchol na (z, y)-cesté, ktery pat¥i do mnoziny V(L) (Obrazek [ZTM).

L/

z

Obrazek 12.10.: Digraf L, vrchol x, (x,y)-cesta a (xz,z)-cesta v grafu G.

Nyni zorientujeme hranu yz (v tomto pofadi) a vSechny hrany (x, z)-cesty jako na Obrazku [IZTM (mohli
bychom zvolit i opacnou orientaci). P¥ipadné dalsi hrany grafu G, jejichZ koncové vrcholy patii do V(L)
nebo lezi na (x, z)-cesté, zorientujeme libovolné. Nyni cely orientovany podgraf oznac¢ime L' a ukdzeme, ze
graf L' je silné souvisly. Mé&jme libovolné dva vrcholu u,v € V(L’). Rozlisime t¥i pfipady.

1) Jsou-li u,v € V(L), existuji podle uvedené konstrukce v podgrafu L dvé cesty: orientovana (u,v)-cesta
i orientovand (v, u)-cesta.

2) Je-li jeden z vrcholi (bez Gjmy na obecnosti tieba vrchol u) vnitfnim vrcholem (z, z)-cesty, tak jeji
Cast: (u, z)-cesta spolu s (z,v)-cestou v digrafu L tvofi orientovanou (u, v)-cestu v grafu L'. Podobné
(v,y)-cesta v digrafu L spolu s orientovanou hranou yz a (x, u)-cestou, kterd je ¢asti (x, z)-cesty, tvori
orientovanou (v, u)-cestu v digrafu L.

3) Koneéné, jsou-li u, v dva rizné vnitini vrcholy (z, z)-cesty (bez Gjmy na obecnosti v tomto poradi), tak
orientovand (u,v)-cesta je ¢asti (z, z)-cesty a orientovanou (v, u)-cestu v digrafu L’ sestavime z (v, 2)-
cesty jako tseku (z, z)-cesty, (z,y)-cesty v digrafu L, hrany yx a (z,u)-cesty jako tiseku (z, z)-cesty.

Ve vSech pfipadech jsme nasli ob& cesty: orientovanou (u,v)-cestu i orientovanou (v,u)-cestu. Digraf L’ je
proto silné souvisly. Polozime L = L’. Pokud graf G obsahuje je§t& jiné vrcholy, kromé V' (L), cely postup
zopakujeme (pro kone¢né grafy bude takovych krokii kone¢né mnoho), jinak algoritmus i diikaz kon¢i. O

V Kapitole B jsme ukazali, ze hranova souvislost je slabsi nez vrcholova souvislost. Thned tak mtzeme
vyslovit nasledujici dasledek.

Dusledek 12.4. Kazdy 2-souvisly graf je silné orientovatelny.

Dikaz. Podle Véty B0 pro kazdy graf G plati x(G) < x'(G), tj. kazdy 2-souvisly graf je také hranové
2-souvisly. Podle Véty 23 je proto G také silné orientovatelny. O

Tvrzeni Véty I2ZZ3 je silnéjsi nez tvrzeni Dusledku 2 Véta I3 plati i pro grafy, které jsou pouze
hranové 2-souvislé a nejsou vrcholové 2-souvislé. Ptiklad takového grafu je na Obrazku IZTT a jedna jeho
silné orientace je na Obrazku [0 vlevo.

Obrazek 12.11.: Priklad grafu, ktery je silné orientovatelny, ale nent 2-souvisly.
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Otazka: Najdete piiklad grafu, ktery je silné orientovatelny, ale neni hranové 2-souvisly?

Cviceni

12.2.1.° Dokazte nebo vyvratte vrcholovou verzi Véty TZA: je-li D jednoduchy silné souvisly orientovany

graf, tak jeho deorientace U(D) je vrcholové 2-souvisly (multi)graf.

12.2.2.  Vysvétlete, kterd z nasledugjicich tvrzend jsou pravdivd. a) Pro kazdy digraf D plati D(sym(D)) ~ D,
b) Emzistuje digraf D, pro ktery plati D(sym(D)) ~ D, «¢) Pro kaZdy digraf D plati B(sym(D)) ~ D,
d) Existuje digraf D, pro ktery plati B(sym(D)) ~ D. Jak se zméni odpovédi na predchozi otdzky, kdyz
misto symetrizace sym(D) budeme pracovat s deorientaci U(D)?

12.2.3.  Ukazte, Ze digraf D je slabé souvisly pravé tehdy, kdyZ jeho symetrizace je souvisly graf G = sym(D).

12.2.4. Necht D je digraf, ktery neobsahuje jako podgraf Zadny orientovany cyklus (je acyklicky). Ukazte,
Ze potom 6T (D) = 0.

12.2.5.° Orientovany digraf D°, ktery vznikne zménou orientace viech hran orientovaného digrafu D, na-
zveme opaénym digrafem k digrafu D. UkaZte, Ze idegp(v) = odegpo(v) pro kaZdy vrchol v € D.

12.2.6. Necht D je orientovany graf, meobsahujici Zdidny orientovany cyklus. Ukazte s pomoci visledkii
predchozich Cviceni [ZZ2Z] o TZZA, Ze 6 (D) = 0.

12.2.7.  UkaZte, Ze jednoduchy orientovany graf D, ve kterém plati 7 (D) = k > 0, obsahuje orientovany
cyklus delky nejméne k + 1.

12.2.8. Odvodte a dokaZte nutnou a postacujici podminku pro existenci uzavieného orientovaného tahu
v digrafu D.

12.2.9.  Ukazte, Ze kazdy graf G md takovou orientaci D(G), Ze pro kazdy vrchol v, v € V(G), plati

idegp () (v) — odegp(q)(v)| < 1.

12.2.10. Ukazte, Ze kaZdy sowvisly graf G md takovou orientaci D(G), ve které nejvyse jeden vrchol md
lichy odchozi stupen.

12.2.11.  Ukazte, Ze v digrafu D, ktery vznikne orientact kompletniho grafu K, , plati Zue\/(D) odegQ(v) =
= ZveV(D) ideg?(v;). Je mozno turzeni zobecnit i pro jiné digrafy?

12.2.12.  Najdéte priklad orientace kompletniho grafu, ve kterém posloupnost odchozich stuprii neni preu-
sporadanim posloupnosti prichozich stuprnii. Najdete nekonecnou tridu takovych grafu?

12.2.13. Dokazte nebo vyvratte: Pro kazdén > 1 existuje takovy jednoduchy orientovany graf D s n vrcholy,
Ze idegp(u) = idegp(v) a odegp(u) = odegp (v) pro kazdé dva rizné vrcholy u,v € D.

12.2.14. Dokazte nebo vyvratte: Pocet vrcholi lichého vnéjsiho (vnitiniho) stupné v orientovaném grafu
must byt sudy.

12.3. Turnaje

Mame n tymt nebo hrach, ktefi budou hrat turnaj, napriklad tenisovy. Kazdé dva tymy se spolu utkaji
v jednom zapase. ProtoZe v tenise neexistuje remiza, muzeme vysledek kazdého zapasu znézornit orientova-
nou hranou v kompletnim grafu, ktera je orientovana naptiklad od vitéze k porazenému. V této podkapitole
se budeme vénovat pravé takovym grafim (Obrazek [ZT2).

Definice Turnaj je orientovany graf, ve kterém pro kazdou dvojici ruznych vrcholt u, v existuje pravé
jedna z orientovanych hran uv nebo vu.
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Obrazek 12.12.: Turnaj.

Turnaj ziskdme jako orientaci D(K,) (neorientovaného) kompletniho grafu K,. Symetrizace turnaje
je jednoduchy kompletni graf, neobsahuje zddnou nésobnou hranu. Jestlize rozlisujeme vrcholy (napfiklad

oznaCenim), tak neni tézké si rozmyslet (Cvifeni IZT2A), Ze pocet vSech jednoduchych digrafi je 4(3) =
= 2n(n=1) 4 pocet viech digraft je 27", Poéet viech turnaja s n vrcholy je 2(3), priCemz pro n = 1
pracujeme prirozené s hodnotou (;) = (0. A konecné pocet vSech jednoduchych digrafii bez protisipu je 3(2)
Tranzitivni a acyklické turnaje

Souvislost grafovych turnajt se sportovnimi turnaji, ve kterych neexistuji remizy, je nasnadé. Nejprve
zavedeme dvé prirozené vlastnosti turnaje.

Definice Rekneme, Ze turnaj je tranzitivni, jestlize pro kazdou dvojici orientovanych hran uv a vw obsahuje
také orientovanou hranu ww. Jestlize turnaj neobsahuje zadny orientovany cyklus, tak mame acyklicky
turnaj.

Obecné existuji acyklické digrafy, které nejsou tranzitivni (Obrazek IZT3 vlevo) a tranzitivni digrafy,
které nejsou acyklické (Obrazek IZT3 vpravo).

—
al

Obréazek 12.13.: Digrafy D1, Dy a Ds.

Otazky:
e Proc¢ neni digraf D; na Obrazku IZT3 vlevo tranzitivni?
e Proc¢ neni digraf Dy na Obrazku IZT3 uprostied tranzitivni?
e Najdéte nejmensi tranzitivni digraf, ktery neni acyklicky.

Nasledujici véta dava vysledek, ktery je mozné na prvni pohled ponékud piekvapivy. Rika, Ze pro turnaje
jsou pojmy acykli¢nost a tranzitivita ekvivalentni. Pokud bychom pracovali pouze s turnaji, tak by stacilo
zavést jen jeden z obou pojmii!

Véta 12.5. Turnaj je tranzitivni prave tehdy, kdyz je acyklicksy.

Diikaz.
»2=“ Prvni implikaci ukdzeme sporem. Predpokladejme, ze turnaj D je tranzitivni a obsahuje orientovany
cyklus vy, ve, ..., v (a jeho orientované hrany). Protoze digraf D obsahuje orientované hrany vive a vavs,

tak z tranzitivity plyne, Ze obsahuje i orientovanou hranu v;vs. Obecné, z tranzitivity turnaje D plyne,
ze kdyz obsahuje orientované hrany viv; a v;v;41, tak obsahuje i orientovanou hranu viv; 1. Opakovanim
postupu ukéZeme, Ze turnaj D obsahuje i hranu v vy, coZ je spor, nebot v orientovaném cyklu lezi orientovana
hrana viv;. Ukazali jsme, Ze tranzitivni turnaj D je acyklicky.

»<=“  Opacnou implikaci ukdzeme pfimo. Predpoklddejme, ze turnaj D je acyklicky. Pro kazdou dvojici
orientovanych hran wv, vw obsahuje turnaj také pravé jednu ze dvou hran uw a wu. Protoze digraf D je
acyklicky, nemiize obsahovat orientovanou hranu wu, a proto obsahuje orientovanou hranu uvw. Tim je diikaz
tranzitivity ukoncen. (I
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—_

Obrazek 12.14.: Tranzitivni turnaj a acyklicky turnaj na ctyrech vrcholech.

Je zfejmé, ze turnaj na Ctyfech vrcholech, ktery je na Obrazku ZTZ0 vlevo, je tranzitivni. Snadno
ovéfime, ze turnaj na Obrazku ZTA vpravo je acyklicky. Podle predchozi véty vime jsou oba turnaje
izomorfni (Cvi¢eni [2Z31).

Dalsi véta ukazuje, Ze o tranzitivnich (a tedy ani acyklickych) turnajich pro dany pocet vrcholt vlastné
nemd smysl hovorit v mnozném ¢isle. Jestlize 1ze vysledek sportovniho turnaje popsat acyklickym oriento-
vanym grafem, je struktura vysledki celého turnaje urcena jednoznac¢né az na poradi hracu.

Véta 12.6. Pro kaZdé prirozené ¢islo n existuje jeding tranzitivni turnaj s n vrcholy (aZ na izomorfismus).

Diikaz véty je ponechan jako Cviceni I3

Dalsi vlastnosti turnaju

I v pripadé, kdy turnaj neni tranzitivni, mizeme vyslovit zajimava tvrzeni. V libovolném turnaji napiiklad
vzdy miizeme sefadit vSechny hréace tak, ze kazdy hra¢ vidy porazil nésledujiciho hrace v posloupnosti.
Mizeme tak zavést pojem (orientované) hamiltonovské cesty a (orientovaného) hamiltonovského cyklu.

Véta 12.7. Kazdy turnaj obsahuje orientovanou hamiltonovskou cestu.

Diikaz. OznaCme P = vy,v9,...,v; néjakou nejdelsi orientovanou cestu v daném turnaji D s n vrcholy.
Jestlize k = n, tvrzeni plati a dikaz konci.

Predpokladejme nyni pro spor, ze £ < n. To znamena, Ze v turnaji D existuje vrchol x, ktery nelezi
na cesté P. Kdyby hrana xv; patfila do turnaje D, tak by orientovana cesta x, vy, ve, ..., v byla delsi nez P,
coz podle predpokladu neni mozné. Proto v turnaji D lezi orientované hrana v;x.

T

V; Vi41

[81.84_.4_%_}.@]3

Obrazek 12.15.: ProdlouZeni orientované cesty P v turnaji D.

Ozna¢me nyni v; posledni takovy vrchol na cesté P, Ze orientovana hrana v;z patfi do hranové mno-
Ziny turnaje D. Jisté i < k, nebof kdyby hrana viz patfila mezi hrany turnaje, tak orientovana cesta

V1,02, ...,V%, & je delsi nez P, coz podle pfedpokladu neni mozné. Nyni vSak snadno nahlédneme, zZe ori-
entovand cesta vi,vs, ..., V;, T, Vit1,. ..,V (na Obrazku ZIR1 je vyznacena Cervené) je delSi orientovand
cesta v turnaji D, nez nejdelsi cesta P a mame hledany spor. O

Rik4 se, ze dobry dealer s ojetymi vozy umi presvédéit zdkaznika, ktery vaha nad koupi konkrétniho
vozu. Postupné srovnéava dalsi a dalsi dvojice vozl, vzdy zvoli pro kupce vyhodnéjsi variantu, projdou tak
vSechna auta v prodejné a nakonec skonc¢i u pfedem zvoleného vozu. Véta ™A ukazuje, ze takové tvrzeni
ma realny zaklad. Staci jen vhodné zvolit kritérium, podle kterého budeme kazdou dvojici vozi porovnavat.

Véta 12.8. Turnaj obsahuje orientovany hamiltonovsky cyklus pravé tehdy, kdyz je silné souvisly.

Diikaz. Jednd se o tvrzeni ve tvaru ekvivalence, ukdzeme obé implikace.
»,2= Prvni implikace je zfejma. Protoze kazdé dva vrcholy u, v turnaje leZ{ na (orientovaném) hamilto-
novském cyklu, tak p¥islusny tsek cyklu mezi vrcholy w a v tvofi orientovanou (u,v)-cestu.
»<=“ Nejprve nepiimo ukazeme, ze silné souvisly turnaj D obsahuje orientovany cyklus. Podle Véty 21
je kazdy acyklicky turnaj tranzitivni a v tranzitivnim turnaji mohou byt vSechny vrcholy sefazeny zleva
doprava tak, ze kazd4 hrana sméfuje doprava (Obrazek IZIA vlevo). V acyklickém turnaji proto nenajdeme
orientovanou cestu zprava doleva, a tak acyklicky turnaj neni silné souvisly.

Oznacme C = v1,vs, ..., v, néjaky nejdelsi orientovany cyklus v silné souvislém turnaji D s n vrcholy.
Jestlize k = n, tak C je hamiltonovsky cyklus a dikaz kondi.
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Predpokladejme pro spor, ze k < n a tedy ze v turnaji D existuji vrcholy mimo cyklus C. Protoze
turnaj D je silné souvisly, tak obsahuje hranu z néjakého vrcholu cyklu C' do néjakého vrcholu i, ktery
do C nepatii. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze se jednd o hranu viz; (Obrizek ZIR). Kdyby
hrana x;v, patfila do D, tak cyklus vy, x1,vs,...,v; byl delsi nez cyklus C, a proto do turnaje D patii
hrana vex;. Opakovanim téhoz argumentu snadno nahlédneme, Ze vSechny hrany mezi vrcholy cyklu C
a vrcholem x; sméfuji do =1 (Obrazek [ZIH]).

Obrazek 12.16.: Prodlouzeni cyklu C' pres vrchol mnoZiny X a pres vrchol t.

Ozna¢me X mnozinu vSech vrcholt mimo cyklus C, do kterych sméfuje hrana z vrcholu vy (!). Ana-
logicky jako v predchozim odstavci zdavodnime, ze vSechny hrany z vrcholt cyklu C' maji koncovy vrchol
v mnoziné€ X. Vrchol z; jisté do mnoziny X patii také.

Protoze ale turnaj D je silné souvisly, musi existovat také cesty z vrcholtt mnoziny X do vrcholi cyklu C.
Proto musi turnaj D obsahovat néjaky vrchol ¢ ¢ X, do kterého vede hrana z néjakého vrcholu z € X. Vime,
ze hrana mezi t a vy konéi ve vrcholu vs, jinak by vrchol ¢ patfil do mnoziny X. Nyni dostdvame hledany
spor, nebot orientovany cyklus C’ = vy, x,t,v9,vs, ..., vt je delsi, nez cyklus C a diikaz kondi. O

Vsimnéte si, ze uvedeny dikaz je konstruktivni. Popisuje algoritmus, ktery umi libovolny orientovany
cyklus délky mensi nez n v daném turnaji prodlouzit, a proto opakovanim uvedeného postupu muzeme
hamiltonovsky cyklus zkonstruovat, pokud existuje (Cviceni IZ3T2).

Kral turnaje

Posloupnosti odchozich stupiiti orientovaného (i neorientovaného) grafu se ¥ikd skdre grafu, protoze v mo-
delu soutézi odpovida poctu vyhranych zapast. Vsimnéte si, Ze turnaj nemusi mit jednoznac¢ného vitéze,
pokud vice vrcholti mé stejny nejvyssi odchozi stupeni (stejné skdre vrcholu). Je zajimavé si uvédomit, ze
v tranzitivnich turnajich je podle Véty IZ@ poradi urceno jednoznac¢né, pficemz kazdy hra¢ ma jiné skore.
Nyni ukdzeme, ze v kazdém turnaji musi existovat hraci (tymy), ktefi porazili vSechny ostatni hrace piimo
a nebo nepfimo ,pres“ jediny vrchol turnaje tak, ze hra¢ x porazil hrace y hrac a y porazil hrace z.

Definice Rekneme, ze vrchol u je krdlem v digrafu D, jestlize kazdy jiny vrchol v je dosazitelny z u
po né&jaké orientované cesté délky nejvyse 2.

V obecném orientovaném grafu kral muaze a nemusi existovat. Nasledujici véta vSak ika, Ze v turnaji
takovy vrchol existuje vzdy.

Véta 12.9.  V kazdém turnaji existuje krdl.

Diikaz. Dikaz je konstruktivni. Ukdzeme, jak krale v turnaji najit. Ozna¢me u libovolny vrchol turnaje D.
Jestlize vrchol u je krélem (kazdy vrchol je dosazitelny z u po orientované cesté délky nejvyse 2), tvrzeni plati.
Pokud vrchol u neni kralem, musi existovat vrchol v, ktery neni dosazitelny z u po orientované cesté délky
nejvyse 2 (Obrézek IZT). Protoze D je orientace kompletniho grafu, tak pro kazdy vrchol w dosazitelny
z vrcholu u cestou délky 1 (jedinou hranou) je vrchol w také koncovym vrcholem hrany vw, jinak by vrchol v
byl dosazitelny z vrcholu u cestou u, w, v délky 2. Ze stejného dtivodu je navic vrchol u koncovym vrcholem
hrany vu. Proto jisté plati odeg(v) > odeg(u).

Z Obrazku T je soucasné ziejmé, ze vSechny vrcholy dosazitelné z vrcholu u cestou délky nejvyse 2
jsou dosazitelné stejné dlouhou piipadné kratsi cestou i z vrcholu v. Jestlize nalezeny vrchol v je kralem,
tvrzeni plati. Pokud v neni kralem, oznacime jej u a najdeme jiny vrchol v s jesté vyssim odchozim stupném.
Protoze D je konecny graf, tak nemtZeme do nekonec¢na nachézet vrcholy s vys§im odchozim stupném a diive
nebo pozdéji najdeme takovy vrchol v, ktery je kralem v turnaji D. (I

Otazky:

e Najdéte priklad digrafu, ktery nema krale.
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O
Obrazek 12.17.: Hleddni krdle turnaje D.

e Najdéte priklad digrafu na alespon tifech vrcholech, ktery mé pravé dva kréle.
e Najdéte priklad digrafu na alespon tiech vrcholech, ve kterém je kazdy vrchol kralem.

Prilis mnoho kralua

Je dobré si uvédomit, ze koncept krale, tak jak byl zaveden na strané EZ9, nema vlastnosti, které bychom
od ,krale* cekali. Podle Véty X vime, ze krale budeme umét najit v kazdém turnaji. Intuitivné bychom
¢ekali, ze kral bude jaksi vyjimeénym vrcholem v turnaji a Ze kréltt nebude mnoho. Opak je pravdou! D&
se ukazat, ze ve vét§iné turnaji bude témér kazdy vrchol kralem, coz samotny pojem krale devalvuje.

Vrchol u nazveme imperdtorem turnaje D, jestlize kazdy jiny vrchol v turnaje D je dosazitelny z vr-
cholu u cestou délky 1 (je koncovym vrcholem orientované hrany wv). Prvni vrchol na Obrézku [2ZI4 vlevo
je imperator, ale napiiklad v turnaji na Obrazku [ZTZ imperator neexistuje. Analogicky bychom mohli
zavést imperatora digrafu. Pochopitelné, v kazdém turnaji existuje nejvyse jeden imperator (pro¢?).

Tym, ktery v turnaji porazi vSechny ostatni tymy, by bezesporu byl jedinym kralem turnaje a souc¢asné
imperatorem. AvSak imperatory v turnajich najdete jen zifidka. Skoro vzdy kazdy tym alespon jeden zapas
prohraje a v turnaji pak zaddny imperator neni. Pravé proto byl zaveden pojem krale. Prvni uzitecné
pozorovani je, ze kazdy tym, ktery byl porazen, byl porazen néjakym kralem.

Lemma 12.10. Ke kazdému vrcholu v s kladngm prichozim stupném najdeme v turnaji D alesponi jednoho
takového krdale u, Ze hrana uv € A(D).

Diikaz je ponechan jako Cviceni X101 Nasledujici véta vSak ukazuje zajimavé pozorovani, ze turnaj bez im-
peratora nemtize mit jediného krale.

Véta 12.11. Vichol v je jedinym krdlem turnaje D pravé tehdy, kdyzZ v je imperdatorem turnaje D.

Diikaz.

»2=“ Prvni implikaci ukdzeme nepfimo. V turnaji D najdeme kréle v dle Véty @ Jestlize kral v neni
imperatorem, tak v D existuje alesponl jedna hrana wv. Podle Lemmatu ZTM najdeme v turnaji D jesté
jiného krale.

»<=“  Opacnd implikace plyne ihned z definice imperatora a krale. (I

Nasledujici tvrzeni je zajimavé nejen na prvni pohled. Pokud v turnaji D neni imperator, tak podle
Véty 0 sice v D najdeme kréle, ale dvojvladi nemtize nikdy nastat! Krala proto musi existovat vice neZ
dva.

Véta 12.12. Zddny turnaj nemd prave dva krdle.

Diikaz je ponechan jako Cviceni IZZH Déle ve Cviceni IZ37 ukazeme, ze v kazdém turnaji bez impera-
tora s vice nez dvéma vrcholy existuji alespon tfi kralové. Kolik? To zavisi na struktufe daného turnaje.
A koneéné ve Cviceni [ZZXTT pak ukazeme, Ze libovolny poéet krali v turnaji (az na dvé malé vyjimky) je
mozny.

Je dobré si také uvédomit, Ze kral turnaje nemusi nutné odpovidat vrcholu s velkym odchozim stupném.
Napiiklad v turnaji na Obriazku [ZTX1 je vrchol = kralem (tfebaZe ne jedinym kralem), i kdyz jeho skdre
je 1 a ve sportovni terminologii bychom tekli, ze uzavira tabulku.

Nase pozorovani mtizeme shrnout tak, ze ackoliv zavedeni pojmu krale bylo pfirozené, nepodarilo se tim
najit p€knou charakteristiku ,nejlepsich“ hract turnaje. Vlastnost ,byti nejlepsi“ neni snadno uchopitelna
a snad pravé proto ani néjakd vSeobecné uznavand charakteristika neexistuje. V radé soutézi tak zlistava
prostor pro diskuze, jak by se poradi nejlepSich tyma zménilo pfi jiném uspofadani soutéze. Na druhou
stranu je tu prilezitost pro rizné playoff systémy s atraktivnimi zapasy.

Odkazy:
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Obrazek 12.18.: Turnaj D, ve kterém je vrchol x krdlem a piitom odeg(z) = 6 (D).

p://mathworld.wolfram.com/Tournament.
e kral a matice sousednosti p://aixl.uottawa.ca/ jkhoury/graph.
e Clanek rozebirajici omezeni pojmu kréale EEtp://wuw. jstor . org/pss/2689957

Cviceni

12.8.1. Najdéte izomorfismus obou turnaju na Obrdazku TZI1Z]

12.3.2.  Dokazte Vétu IZH]

12.3.8. Najdéte priklad silné souvislého digrafu, ve kterém neexistuje krdl.

12.8.4. Ukazte, Ze vyvdzeny turnaj s n vrcholy existuje pravé tehdy, kdyz n je liché.

12.8.5. Dokazte Lemma IZIIN, Ze ke kaZdému vrcholu v s kladnym prichozim stupnem najdeme v turnagji D
alespori jednoho krdle u, Ze uwv € A(D).

12.3.6. Dokazte Vetu [ZIA, Ze Zadny turnaj nemd prdve dva krdle.

12.8.7.  Mé&jme takovy turnaj D, Ze 6~ (D) > 0 (kazdy vrchol je koncovgm wvrcholem néjaké orientované
hrany). Ukazte, Ze turnaj D obsahuje alespon tri krale.

12.3.8. UkaZte, Ze neexistuje turnaj na ctyrech vrcholech, ve kteréem je kaZdy vrchol krdlem.

12.8.9. Pro kazdé prirozené cislo n € N, kde n # 2,4, najdéte priklad turnaje s n vrcholy, ve kterém je
kazdy vrchol krdlem.

12.8.10. Najdéte priklad turnaje, ve kterém existuje kral x s odeg(x) = 1 a vrchol y s odeg(y) > 1, ktery
nent kralem.

12.8.11. Méjme dvé prirozend c¢islo k,n € N, kde n > k, k # 2 a neplati soucasné n = k = 4. Najdéte
priklad turnaje s n vrcholy, ktery ma pravé k krald.

12.8.12. Sestavte algoritmus, ktery v daném turnaji D s n vrcholy najde hamiltonovskou cestu. SloZitost
algoritmu by méla byt nejuyse O(n?).

12.3.13.9 Kolik existuje neizomorfnich turnaji. se tremi vrcholy, kde kazdy vrchol je krdlem?
12.8.14. Kolik existuje turnaji s pravé tremi krali, jestlize rozlisujeme vrcholy?

12.8.15.  Dokazte nebo vyvralte nasledugici tvrzeni: kaZdy tranzitivni digraf (ne nutné turnaj) je soucasné
acyklicky.

12.8.16. Ukazte, Ze orientovany graf je acyklicky prave tehdy, kdyz jeho vrcholy mohou byt tak sefazeny,
ze odpovidajici matice sousednosti orientovancého grafu je horni trojuhelnikova matice s nulami na hlavni
diagondle.

12.8.17. Ukazte, Ze turnaj je acyklicky pravé tehdy, kdyzZ md kazdy vrchol jinyg odchozi stupen.

12.3.18. FEuxistuje priklad turnaje, kde krdlem je vrchol s odchozim stupném 1 a pritom jing vrchol s vyssim
odchozim stupnéem krale neni? Pokud ano, najdéte jej, pokud ne, dokazte to.

12.8.19.% Existuje takovy turnaj, ve kterém pro kaZdou trojici hraci x, y, z existuje souper w, ktery vsechny
t71 porazil?

12.4. Orientované eulerovské grafy

Podobné jako v Kapitole [T jsme definovali neorientované eulerovské grafy, mizeme definovat i orientované
eulerovské grafy.
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Definice Orientovany (uzavieny nebo otevieny) eulerovsky tah je takovy orientovany tah, ktery obsahuje
vSechny vrcholy a orientované hrany daného digrafu. Orientovany eulerovsky graf nebo eulerovsky digraf je
takovy digraf, ve kterém existuje uzavieny eulerovsky orientovany tah.

Obrazek 12.19.: Orientovany eulerovsky graf.

Nejprve ukazeme, Ze i pro digrafy plati analogie Eulerovy véty (VétallT ).
Véta 12.13. Digraf je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je vyvazeny a jeho symetrizace je souvisly graf.

Diikaz.
»2=“ Orientovany eulerovsky graf D je jisté souvisly a souvisla je proto i jeho symetrizace. Protoze kazdy
vrchol digrafu je koncovym vrcholem jedné hrany a pocateénim vrcholech nasledujici hrany uzavieného
eulerovského tahu, tak pocet pfichozich a odchozich hran kazdého vrcholu je stejny. To znamena, ze digraf D
je vyvazeny.
»<=* Meé&jme vyvazeny orientovany graf D = (V, A), jehoz symetrizace je souvisly graf. Oznacme T =
= vg, €1, V1, €2, V2, . . ., €, Vi NEjaky nejdelsi tah v digrafu D, jeho délka je k. Je lehké zduvodnit, ze tah je
uzavieny, tj. vg = v, nebot jinak do vrcholu v, pFichazi vice orientovanych hran tahu 7', neZ z n&j odchdazi,
a protoZe odeg(vy) = ideg(vg), bylo by mozné tah T prodlouzit. To by byl spor.

Ozna¢me V'’ mnozinu vech vrcholii tahu 7' a A’ mnozinu vSech hran tahu 7. Sporem ukéZeme, Ze plati
V=V a A’ = A a Ze nalezeny tah je eulerovsky. Rozlisime dva p¥ipady:

1) Jestlize V' # V, tak v digrafu D jisté najdeme hranu e = v;x, kde v; € V' a x € (V \ V'), protoze
digraf D ma souvislou symetrizaci. Pak ale tah

Vi, €i41,Vit1,--.,Vk,€1,V1,€2,V2,...,V;,€, T

je delsi tah v digrafu D, nez tah T, coz je spor.
2) Pokud A’ # A, tak zvolme libovolnou hranu e € (A’ \ A), kde e = v;v;. Pak opét dostavame spor,
protoze v digrafu D najdeme tah

Vi, €41, Vi4+1y...,VUk,€1,V1,€2,V2, .. .,vi,e,vj,

ktery je delsi nez je tah T
Ukazali jsme, ze tah T je uzavieny a obsahuje vSechny vrcholy i orientované hrany digrafu D a jedna se
proto o eulerovsky tah a D je orientovany eulerovsky tah. O
Otazky:

e Pro¢ je v tvrzeni Véty CZT3 pozadavek, aby symetrizace digrafu byla souvisla?

e Jak by se zménily vlastnosti orientovaného eulerovského grafu, kdybychom v definici orientovaného
eulerovského tahu nepozadovali, aby obsahoval vSechny vrcholy?

e Musi byt eulerovsky digraf silné souvisly?

Eulerovy vétu pro orientované grafy (Vétu [ZI3) mlzeme pieformulovat do nasledujiciho tvrzeni.
Diikaz je ponechan jako Cviceni [IZZ
Dusledek 12.14. Digraf je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je vyvazZeny a silné souvisly.
Cviceni
12.4.1. Ukazte, Ze pro kazdy neorientovany sudy graf (md vSechny vrcholy sudého stupné) existuje jeho
vyvazend orientace.
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12.4.2. Dokazte Vetu MZIZ, tj. dokazte, Ze digraf je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je vyvdzZeny a silné
souvisly.

12.4.83.  Zformulujte a dokazte nutnou a postacujici podminku pro to, aby digraf bylo mozno nakreslit jednim
otevienym orientovanym eulerovskym tahem.

12.4.4. Ukazte, Ze vyvazeny digraf je slabé souvisly pravé tehdy, kdyz je silné souvisly.

12.4.5. Sejf se otvira digitalni kldvesnict, pricemz sejf se otevie pri zaddni spravné posloupnosti bez ohledu
na predchozi stisknuté klavesy. Je-li napriklad 1234 heslo otvirajict sejf, tak pro otevreni muzZeme zadat 1234,
nebo 81234 nebo klidné 63825431234.

K prolomeni kddu miZeme postupné zadat vSechna ¢isla od 0000 do 9999. Avsak to bychom museli
natukat celkem 4 - 10000 = 40000 cifer, coZ by trvalo zbytecné dlouho. Jaky je nejmensi pocet cifer, ktery
zajisti proloment kodu? Jak sestrojit prislusnou posloupnost cisel?

12.4.6. Zobecnete a vyreste ulohu ze Cviceni [ZZ-0] @ pro n-cifernd cisla s ¢islicemi 1,2,...,q.

12.5. Doplnkova témata

Split digrafu
Abychom uméli rozpoznat, zda posloupnost je nebo neni digrafovovou posloupnosti jednoduchého(!) di-

grafu, vyuzijeme tzv. splitu. Podobnd myslenka se vyuzila v dikazu prvni Petersenovy véty (Véta E2Q)
pro neorientované grafy.

Definice Split digrafu
Mgjme digraf D = (V, A) s n vrcholy vy, vs,...,v,. Split digrafu D je bipartitni graf G jehoz partity V7 =
={v,vy,...,vf}aV™ ={v],v5,...,v}} jsou kopiemi V. Za kazdou orientovanou hranu v;v; digrafu D

e n
+

obsahuje split hranu v; v

Split kazdého digrafu (i se smyckami) je jednoduchy bipartitni graf (Obrazek [Z2M). A naopak, z kaz-
dého bipartitniho grafu G = (U U W, E) se stejné velkymi partitami je mozno sestavit odpovidajici digraf.
Ma-li kazd4 partita bipartitniho grafu n vrchold, oznac¢ime vrcholy digrafu vy, vs, ..., v, a pfidame oriento-
vanou hranu v;v; za kazdou hranu u;w; bipartitniho grafu. Vznikne digraf, ve kterém se mohou vyskytovat

smycky.
. o
o W
O @)
V2 U3 vy Vg Vg Uy Vs
Obrazek 12.20.: Digraf D a jeho split G.

Posloupnost odchozich stupititi odpovida posloupnosti stupiit v partité V™ a posloupnost pfichozich
stupiiit odpovida posloupnosti stupiiii v partité V.

Existence digrafu (se smyckami) je proto ekvivalentni otdzce existence bipartitniho grafu, ktery je jeho
splitem.

Bigrafova posloupnost

Méjme dvé posloupnosti nezapornych celych ¢isel P = p1,p2,...,pm @ @ = ¢1,42, - .., ¢n. Dvojice posloup-
nosti (P,Q) se nazyvéa bigrafovd, jestlize existuje bipartitni graf, ve kterém posloupnost stupi vrchold
jedné partity je P a posloupnost stupnu vrcholt druhé partity je (). Lze ukazat tvrzeni, které udava nutnou
a postacujici podminku, aby dana dvojice posloupnosti byla bigrafova.

Véta 12.15. Duvojice netrivialnich posloupnosti nezdapornych celjch cisel (P, Q) je bigrafovd prdvé tehdy,
kdyz je bigrafovd dvojice posloupnosti (P',Q’), pricemZ P’ ziskame z P vynechdnim nejuyssi hodnoty A a Q'
ziskame z QQ snizenim A nejuyssich prvki o jednicku.

Ditkaz ponechdme jako Cvic¢eni [ZT]
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Je dobré si uvédomit, Ze ne kazdy bipartitni graf mize byt splitem néjakého digrafu. Z definice splitu
digrafu je zfejmé, ze ob€ partity musi mit stejnou velikost a navic musi byt jednozna¢né urceno, které dvojice
vrchold z jedné a druhé partity odpovidaji jedinému vrcholu digrafu.

Cviceni

12.5.1. Dokazte Vetu MZIM, tj. ukazte, Ze dvojice netrividlnich posloupnosti nezdpornych celych cisel
(P, Q) je bigrafovd pravé tehdy, kdyZ je bigrafovd dvojice posloupnosti (P',Q"), pricemz P’ ziskime z P
vynechdnim nejuyssi hodnoty A a Q' ziskdme z Q sniZenim A nejuyssich prvki o jednicku.
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Kapitola 13. Problémy a tlohy

13.1. Ulohy se znAmym FeSenim

Nésledujici tlohy nejsou zarazeny do zddného z tématickych celka. Neékteré tlohy zustaly nezafazené, protoze
neni mozno jednoznac¢né stanovit, do které kapitoly patii a nebo naopak proto, aby téma kapitoly ,nenutilo®
¢tenare zvolit jeden z nékolika moznych zptsobt Feseni.

Cviceni
13.1.1.  Uloha Hanojskyjch véz0. Mdme tii koliky a sadu osmi diski rizngjch velikosti. Na zaédtku je viech

osm diski sefazeno podle velikosti na prvnim kilu. Ukolem je premistit vsechny disky na jing kil za dodrZend
nasledugicich podminek:

1) vzdy se presunuje pouze jeden disk,

2) nikdy nesmi lezet vétsi disk na mensim.
Zformulujte ulohu hanojskiych vézi pomoct teorie grafi a vyreste ji pro véZ ze tri diski. Najdéte mejmensi
mozny pocet presunu, které jsou nutné pro premisténi celé véze.

Obrdzek 13.1.: Hanojské véze*L.

13.1.2.  Trianglie je mala ostrovni zemé, ve které Zadnd cesta nekonci jinak, neZ kriZovatkou ve tvaru Y.
Mlady princ se vydal na cesty po ostrové. Nasedl na koné a chystd se odjet. Kdyz projizdi cestou pod okny
paldce, vola na néj kralovna z balkonu:

,Ale princi, jok najdes cestu zpét do paldce?

»Neboj matko,” odpovidd princ.

»VZdy na kaZdé druhé kriZovatce odbocim vpravo a jinak budu odbocovat vlevo. Takto jisté drive nebo
pozdéji prijedu zpet pred paldc.“

Ma princ pravdu?

Poznamka 13.1. Cviceni 3T by bylo mozno zobecnit na r-pravidelné grafy (,,Multianglie“), kde se
podle néjaké permutace stiida volba odbocek od prvni az do odbocky (r — 1).

18.1.8. Mdme ddn konvexni n-ihelnik a v ném vsechny thlopricky. Zddné tii hlopricky se neprotinaji
v jednom bodé (wvniti n-tuhelniku). Vypocitejte pocet oblasti uwvnitt n-uhelniku, které takto vzniknou.

13.1.4. Hlavolam nazvany ,Instant insanity“ 42 jsou étyri kostky, které magi stény obarvené étyrmi barvami,

viz Obrdzek TZA (existuje vice variant hlavolamu, které se lisi obarvenim stén). Ukolem je posklddat vsechny
ctyri kostky do tady tak, aby se na kaZdée strane, ktera sestdvd ze ctyr kostek, objevily vsechny ctyri barvy.
Poradi kostek ani barev nehraje roli.

1) Jak vyresit ulohu s vyuzitim teorie grafi?
2) Najdéte fesent hlavolamu z Obrdzku T2

40 Uloha Hanojskych vézi je pripisovana Edouardovi Lucasovi
42 Doslovny preklad by mohl byt ,bezprostiedni silenstvi“. Hlavolam vymyslel Frank Armbruster. V letech 1966-1967

prodali Parker Brothers vice nez 12 miliéna kust.
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3) Kolik existuje riznych feseni hlavolamu z Obrazku 27

Obrazek 13.2.: Kostky hlavolamu ,Instant insanity®.

13.1.5. Euxistuje bipartitni graf s alespon péti vrcholy, jehoz doplnék je take bipartitni?

13.1.6. Dokazte nebo vyvratte: je-li 6(G) > 2, potom G bud obsahuje hamiltonovskou cestu nebo cyklus
délky alespori 20(G).

18.1.7. Dokazte, Ze kazdy konecny graf G je izomorfni néjakému indukovanému podgrafu nekoneéného grafu
X = (N, Ey), kde hrana {m,n} lezi v Ex, pokud NSD(m,n) > 1. (Jednd se o graf, kde vrcholy jsou pfirozend
éisla a hrany spojuji soudélnd ¢isla).

Jing formulace: Ukazte, Ze pro libovolny graf G = (V, E) existuje takovd prostd funkce f :V — N, Ze
plati {u,v} € E < NSD(f(u), f(v)) > 1

18.1.8. Méjme dan netrivialni strom T'. Pro i € N oznac¢me n; pocet vrcholi stupné i ve stromuT. Dokazte,
Ze plati ny —n3 —2ng4 —3ns — ... — (A(T) = 2)nar) = 2.

13.1.9. Mnohostény miuzeme definovat v prostoru libovolné dimenze. Stény n-dimenziondlniho mnohosténu
tvoii (n — 1)-rozmérné mnohostény. Naleznéte minimdlni n, pro které existuje n-dimenziondlni mnohostén,
jehoZ graf (vrcholy grafu odpovidaji vrcholim mmnohosténu a dva vrcholy jsou spojeny hranou grafu pravé
tehdy, kdyz odpovidajici vrcholy mnohosténu jsou spojeny hranou) neni rovinny.

13.1.10. Hrany grafu K7 jsou obarveny cervené a modre. Dokazte, Ze v takto obarveném grafu K; mizZeme
najit bud modry podgraf Kz nebo cervenou cestu na tiech vrcholech (ne nutné indukovanou).

13.1.11. 'V televizni soutézi AZ-kviz odpovidaji hrdci (¢erveny a modry) stiidavé na otdzky a podle odpovédi
vybarvugi policka hraciho planu (Obrazek TZF) svou barvou. Vyhraje ten, kterému se podaii obarvit pole
tak, vytvoril souvislou oblast jedné barvy tak, aby spojovala vsechny tri strany hraciho pldnu. Rohovd pole
jsou spolecnd dvéma sousednim stranam hraciho planu. Muze soutéz skoncit remizou? Plali to 1 pro vice
hraca?

Obrdzek 18.3.: Hract plan pro AZ-kviz.

13.1.12. Ukazte, Ze pro nahodne vybrany strom na n vrcholech md jeho nahodné vybrany vrchol stupen 1
s pravdépodobnosti (1 — %)n_2. Kazdy strom a kaZdy jeho vrchol magi stejnou pravdépodobnost, Ze budou
vybrdny.

18.1.13. Podle Disledku vime, zZe rovinny graf bez trojuhelnikd ma nejvyse 2n — 4 hran. Ukazte, Ze
pocet hran grafu na n vrcholech (ne nutné rovinného), ktery neobsahuje jako podgraf trojihelnik, je nejvyse
n(n — 1)/3. Néavod: pouzijte metodu dvojiho pocitini. Méjme graf G na n vrcholech, ktery neobsahuje
jako podgraf trojihelnik. Spo¢itdme dvéma zpiisoby podet ctvefic (vq, va,v3, €), kde vy, v2, v3 jsou néjaké tii
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vrcholy grafu G a e je hrana grafu G mezi nékterymi dvéma vrcholy z nich, tj. e € (E(G)N{v1v2, vav3, v103}).
Pocet takovych ¢tvefic oznacime /.

Riznjch trojuhelniki v grafu G je nejvyse (3) a kazdy obsahuje nejvyse dvé hrany. Proto ¢ < 2(3).
Soucasné kazda hrana e = xy se nachézi alespoil v (n — 2) étveficich, které dostaneme pfidanim tfetiho
vrcholu z z (n — 2) zbyvajicich vrcholi. Celkem mame

(n-2)E@) < 0 <2(})

2n(n—1)(n —2)
Be) < 20U

n(n —1)
(@) < =,

13.1.14. Ukazte, Ze kdyz graf G obsahuge lichy cyklus jako podgraf, tak obsahuje lichy cyklus jako indukovany
podgraf.

18.1.15.  Ukazte, Ze hrany libovolného rovinného grafu lze zorientovat tak, aby z kaZdého vrcholu vychazely
nejvyse tri hrany.

13.1.16. Je kazdy 3-sowvisly graf hamiltonovsky? A co k-souwvisly? Najdete protipriklad?

13.1.17.  Kolik existuje rizngch cykli v kompletnim grafu o) Kg, b) K,. Predpokladdme, Ze rozlisujeme
vrcholy.

13.1.18. Kolik existuje ruznych cest mezi dvéma riznymi vrcholy v kompletnim grafu?

13.1.19. Vysvétlete, pro¢ nasledujici dukaz Veéty BT neni sprdvny: Méjme takové obarveni grafu G,
Ze pocet vrcholi obarvenych barvou 1 je minimdalni. Nejdelsi cestu zacne konstruovat ve vrcholu barvy 1 a
budeme ji postupné prodluovat o vrcholy novych barev (vidy zvolime takovy vrchol, jehoZ barva na cesté jesté
nent). Dostaneme vZdy cestu délky nejvgse x(G)—1 (s nejvgse x(G) vrcholy) a proto tvrzend Véty BT plati.

13.1.20. Na Sachovnici n X n poli je 2n poli obarveno modre. Na jedno modré policko umistime véz. Vezi
budeme tahnou viZdy pouze na jiné modré policko tak, zZe budeme stFidavé pohybovat vézi Tadé a ve sloupci
(stridavé vodorovné a svisle). Ukazte, Ze existuje takové pocdtecni policko, Ze vZdy bude moZno vhodnou
volbou tahi pokracovat dalsim tahem podle pravidel.

18.1.21. Ukazte, Ze je-li G rovinng graf na alespori dvou vrcholech, tak G musi obsahovat alespon dva vr-
choly stupné nejuyse 5. (Jednd se o silnéjsi turzeni nez Disledek B@R). Dadle ukazte, Ze je-li navic graf G
souvisly, tak v grafu G musi existovat dokonce alespon tii vrcholy stupné nejvyse 5.

13.1.22.° Rozhodnéte, zda souvisly kubicky (8-pravidelny) graf je hranove 2-sowvisly prdavé tehdy, kdyZ je
vrcholové 2-souvisly.

13.1.23. Popiste vsechny grafy bez sudych cykli a dokazte, Ze vds seznam je uplny.

13.1.24. Dokazte, Ze v kazdém souvisléem grafu G s alespon tremi vrcholy existuji dva rizné vrcholy u, v
takové, Ze vsechny grafy G —u, G —v a G — {u,v} jsou souvislé.

18.1.25.  Perfekini 1-faktorizace kubického grafu G je takovd trojice uplnich pdrovani My, My, M3 grafu G,
Ze pdrovani jsou po dvou disjunktni a sjednoceni kterychkoliv dvou pdrovani tvori hamiltonovsky cyklus
grafu G. Ukazte, Ze hranol C30Ky ma perfekini 1-faktorizaci.

13.1.26.  Perfektni 1-faktorizace kubického grafu G je takovad trojice uplnych pdrovdni My, Ms, M3 grafu G,
Ze pdrovani jsou po dvou disjunkini a sjednoceni kterychkoliv dvou pdrovani tvori hamiltonovsky cyklus
grafu G. Ukazte, Ze hranol C,L1Ks nemd perfekini 1-faktorizaci pro Zddné n > 4.

13.2. Ulohy bez feSeni

Cviceni
13.2.1.7 Jak obarvit stény hlavolamu Instant insanity tak, aby neexistovalo Teseni a pritom vsechny ,o0éi-
vidné“ podminky tesitelnosti (jako napiklad pocet stén kazdé barvy) byly splnény?
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13.2.2.7 Ukaste, Ze kdyZ turnaj neni acyklicky, tak obsahuje vice neZ jednu orientovanou hamiltonovskou
cestu.

Edouard Lucas (1842 — 1891)

Edouard Lucas se narodil v Amiens ve Francii. Vystudoval §kolu Ecole Normale. V Prusko-Francouz-
skych valkach slouzil u délostielectva a po valce byl jmenovan profesorem matematiky na Lycée Saint Louis
v Pafizi a pozdéji na Lycée Charlemagne, také v Pafizi.

Obrézek 13.4.: Edouard Lucas a Hanojské véze*3.

Pracoval v oblasti teorie ¢isel. Vydal témér dve stovky praci, mezi nejzndméjsi patii ¢tyrdilné Récréati-
ons Mathématiques, Gauthier—Villars, Pafiz, 1882-94. Na jeho pocest se posloupnost 2,1,3,4,7,11,18, ...
nazyva Lucasova posloupnost. Prvni a druhy ¢len jsou 2,1 a pocinaje tfetim ¢lenem je kazdy dalsi souctem
predchozich dvou ¢lentt podobné jako u Fibonacciho posloupnosti.

Lucasovi je pfipisovana znamé tloha Hanojskych vézi, o které napsal jednu ze svych praci. Uloha
hanojskych vézi je popsana v tloze 3T na strané 233
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Rejstrik

Kurzivou jsou v rejstiiku oznaceny stranky, kde najdete definici pfislusného pojmu.

p-ohodnoceni,
1-faktor, B3, [33
1-faktorizace, 21l
perfektni, 31
2-faktor, @3, 33

acyklicky
digraf, 221,
graf, [7
turnaj,
algoritmus

dobrého vrcholového (A(G) + 1)-barveni, 21

hladovy, 3

nalezeni hamiltonovské cesty v turnaji, ZZ1

antiretézec, B
anuloid, 0, U3, [IF
Arganduv diagram,

artikulace, [[U7, T4, [T, 53, [H0,

asociativita, P3

asociovany orientovany graf,
asymetricky graf, [0

automat, ZI3

automorfismus,

axiomy grupy,

AZ-kviz, 220

barevna t¥ida, [Z], 23
barevné k-kriticky graf, 24,
barva
hrany, 73
volna, [Z1
vrcholu, 23
barveni
hranové, 22
oblastni, 74, 73
Taitovo hranové, I=Z3
vrcholové, 3
barycentrické soutradnice, [73
normované, [73
Bellova cisla, B3, E0, B3
Belluv trojuhelnik, E2, 2
Bernoulliho lemniskata, [37
bezprostfedni nasledovnik, B
bicyklicky graf, E2
bigrafova posloupnost,
bijekce, O3
biklika, g3
binarni
operace, A, A, B4,
operator, B, [, [
relace, @, B

bipartitni graf, [, B9, £, 08, [0, [79, [, [0,

(50, £20, £33

blok, 3, 13

designu, 23

koncovy, T4, x4, 74
blok grafu, I3, 73, 14
blokovy—artikulacni graf, [T, 14
bod projekce, 73
Bridge-it,

Cantorovo diskontinuum, [0
Catalanova ¢isla, 74, [37
Catalan, E.Ch., T2
Cayleyho grafy, 4
Cayleyho vzorec, EQ
Cayley A.,
cela cisla
interval, B
celkovy stupen, ZI2
centrum, &1, [A
cesta, {3, D,
M -alternujici,
M -rozsifujici,
délka, @A
diametricka, &, 2
hamiltonovska, EI4, 223
nejdelsi, 2,
neorientovana, ZZ1
orientovana, EZ1
trividlni, g3,
uzaviena,
v grafu,
cesty
hranové disjunktni, [74, I3
interné disjunktni, [T, O3, 0
vrcholové disjunktni, [[74, T4
cirkulant, [70
Color Madness, =3
cyklomatické ¢islo, E3, @3
cyklus, {3, B0, E2, B4, I3, 54,
hamiltonovsky, &1, X3,
lichy, B0, B2, 23
neorientovany, 222
orientovany,
v grafu, B0, 232
cykly
prostor,

¢astecné usporadani, B,
¢isla
Bellova, 3, 0, B3
Catalanova, [74, 37
¢islo
cyklomatické, E3, B3
Erdésovo, M
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klikové, a3 drak, [71
komplexni, Druhé Petersenova véta, [C33
prusecikové, duélni graf,
prirozené, O dikaz
¢islo nezavislosti indukct,
hranové, IC3, 3, 773, 23, 3, nepfimy, 21
vrcholové, 30, 51, 57, 73, 43, 23, 4, pfimy,
h0 sporem,
¢len, B dikazové techniky, [3
dvanéctero zptisobli pocitani,
defini¢ni obor, [, T2 Dvojtorus,
délitelnost, B
délka ekvivalence, [0, [, B3, A
cesty, B0, @ tiida, I,
sledu, Erdésovo ¢islo, I
tahu, Erdos P., 2O, M,
deorientace digrafu, Erdésuv graf,
design, B3, 23 eulerovsky
De Morganova pravidla, O digraf, Z72
diagram, 3, F1 graf,
Arganduv, 0 orientovany,
Bellovych ¢isel, 23, B0 multigraf,
Euleriv, otevieny tah,
Ferrerstv, 71, B0 tah, 34,
hasseovsky, @, €3, [73 orientovany,
Venniv, A, B4, Eulertv diagram,
diagram Bellovych ¢isel, Eulertv vzorec, [71, U4
diametr, Euler L., 00, [, P02, 274
diametricka cesta, B, A excentricita
digraf, 20, A, grafu,
acyklicky, 223, vrcholu,
deorientace, exteriér kiivky, 67
eulerovsky,
izomorfismus, ZT9 faktor, B0, B4, [, 33, 33
jednoduchy, EZ73, P33 faktorizace, [Z3, [, (=3
jednostranné souvisly, Ferrersiv diagram, 271, BO
nesouvisly, funkce, B
opacny,
posloupnost stupnt, EZZ0, Z33 Gardner M., X3,
silné souvisly, Gaussova rovina, 23
slabé souvisly, Goldner—Hararyuv graf, 211
split, 220, 233, 233 graciozni graf, [Z71
symetrizace, graciézni ohodnoceni, [[Z]
vyvazeny, 212 graf, O3, 1, @3
Diracova véta, acyklicky, [74
Dirac G.A., asymetricky,
Dirichletiv princip, @ barevné k-kriticky, 23,
disjunkce, 3, T bicyklicky, B2
disjunktni sjednoceni grafi, bipartitni, 4, B9, B2, O3, 23, 29, L4, [,
diskrétni graf, 1 G0, o220, 233
dolni cela ¢ast, blok, M3, 13
dominace, [Zd, [0 blokovy—artikula¢ni, [T, T4
domino, Ctytsténu,
dominujici mnozina, [C34, [T disjunktni sjednocent,
doplnék grafu, F4, 64 diskrétni, P71
doplnék mnoziny, O doplnék, 7, &2
dosazitelnost, drak, [1
dosazitelny vrchol, B3, duélni, 74
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dvacetisténu, planérni, 24,
dvanactisténu, pokryti,

Erdosiv, pravidelny, g7, 33, @13, 33,
eulerovsky, prazdny, B1

excentricita, B pulec, [

faktor, [ reguldrni, ZJ
Goldner—Hararyuv, 211 silné, &0

graciézni, [Z7] rod, T2, 77

Grotzschuv, L4, 73 rovinny,

hamiltonovsky, [2, 00, rozdéleni, T4,
hamiltonovsky souvisly, ZI3 rozklad, B3, T4, 23, 3
Heawoodiv, rad, g1

Herscheliv, ridky, 63
Hoffman-Singletontv, 63, &4, BQ, [[1 samocentricky, 071
holandsky mlyn, [72 semi-symetricky, I3

holeni, I3, 3 se smyckami, 7

hranol, silné orientovatelny,
hranové k-chromaticky, sit,

hranové k-obarvitelny, sjednoceni, 07

hranové tranzitivni, 72 soucet,

husty, g4, B2, 210 souvisly, 62, B3, [T, T2, [0, 000, POd
hvézda, spojeni, B3
hypohamiltonovsky, 12 strnuly, [0, [A
implementace, B subdivize,

izomorfni, sudy, T2, =3, 2, 004, 232
jednoduchy, 1, 02, 3, 23 Sestisténu,

kartézska mocnina, tahi véze,

kartézsky soucin, 03, tloustka, [7Q, T3
k-kriticky, 23, tripartitni, ZI2

Kneseruv, [72, [ trividlni, 3, 4, @4
kompletni, 3, b3, M0, 4, unicyklicky, BT, [TA
kompletni bipartitni, g, B3, [0, uzaver,

kompletni multipartitni, velikost, F1

kompozice, B3, G4, vlajka, [71

kopie, vnéjskové planarni, [77, 7R, [H, 73, 73,
kostra, [79, B3 3

kubicky, g, B3, A, 23, @3, £33, [543, X3, vnéjskové rovinny, 74

oo, 233 vnoreni, T4, 73

lichy, A0, vrcholové k-chromaticky, 23
mlyn, [7] vrcholové k-obarvitelny, 23
mocnina, vrcholové tranzitivni, I
motylek, [7] zebiik,

multipartitni, a0, 70 grafova posloupnost, I71
nahodny, A3 grafy

nakresleni, [, 71 neizomorfni, M3

nekonecny, 33 Grotzschuv graf, [0A, 743
nesouvisly, B3, grupa,

obecny, F3 permutaci, [T

oblast, I trivialni, [0

obvod, 3 grupa automorfismu, 0
ohodnoceny, B2 grupoid,

orientace, ZZ4, grupy

orientovany, 20, 3, 13, 213 axiomy,

osmisténu,

panev, [71 had,

periferie, 01 Hallova véta, Zd, 30
Petersenuv, B3, B3, [77, (@, [, I3, M4, 33, hamiltonovska

373, 23, o[, =3, [[U3, 209, 2132, 1A cesta, ZId, 214, 220
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cesta orientovana,
hamiltonovsky
cyklus, [, =3,
cyklus orientovany,
graf, OO0,
orientovany cyklus,
hamiltonovsky souvisly graf, ZT3
Hamilton W.R.,
Handshaking problem, 0, I3
hasseovsky diagram, @, E3, [73
Heawoodiv graf,
Herscheluv graf,
HEX, B
holandsky mlyn, [72
holeni grafu, 3, 3
homeomorf, I12
homeomorfni obraz, 14
homogenni soutradnice,
horni celé cast,
hra
AZ-kviz, 02, 220
Bridge-it, B, [Z3
cykly v siti,
¢tverce na Sachovnici, 33, 1
HEX, B3, BO, @2, =3
podvodni Sprouti, 73
Sprouti, Bd, 73, 73
hrana, 1
kontrakce, [Xd
obarveni, [Z2
odchozi,
opacna, ZI3
orientovana,
pokryta,
prichozi,
rozdéleni,
suda,
hranol,
hranova k-souvislost, 12
hranovéa souvislost, 172
hranové k-barveni, T2
hranové barveni, [z
dobré, 72
hranové ¢islo nezavislosti, [, [, [[73, 43, T3,
50
hranové disjunktni cesty, [14, I3
hranové pokryti, [Z3, 23,
hranové tranzitivni graf, [
hranovy prostor,
hranovy fez, [T7, 1
hrany
nezavislé, g3, 21
zévislé, {3, 39, [@a
hry a parovani,
hry na grafech, B4, 3
husty graf, 7, Z1Q
hvézda, fZ, 3, EI, T4, 50
hypergraf, g3, B3
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hyperkrychle, B3, [0, [0, I3,
hypohamiltonovsky graf,
hypotéza,

Taitova, X3

Vizingova, [Z4, 21

chordala, A, [T77

chromatické ¢islo, 23, 73
chromaticky index, 71,
chromaticky polynom, G2, I&3
Chvétal V.,

chybné indukce, 13

imperator

digrafu, 230

turnaje, E30
implementace grafi, B
implikace, [3, @
incidence, 1, 1, ZI4
inciden¢ni zobrazeni, f3
index

Wienertv, 4,
indexova mnozina, M
indukce, 11

chyba, 13
indukéni krok, 22
indukovany podgraf, &0
interiér krivky, [[67
interné disjunktni cesty, [19, I3, 14
interni vrcholy,
interval celych c¢isel, B
inverzni prvek, 23
izolovany vrchol, g
izomorfismus, [, I, @3, 23, 73

digraft, 2T9

stromu, A
izomorfni grafy,

jednim tahem, BI13,
jednoduchy

digraf, EZ13, 33

orientovany graf, A, 213
jednoduchy graf, @2, 223
jednoduchy orientovany graf,
jednostranné souvisly digraf,
jordanovska krivka, [07

kartézskd mocnina,
grafu,
mnoziny, @
kartézsky soucin, 3,

mnozin, @
Kempeho fetézec,
k-faktor, 23

Kénig D., 4, [37, 23
Kirchhoff G., @
Kirchhoffova véta, B2, 00
Kirchhoffovy zakony, 04
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Kirkman T., &3
Kirkmantv problém patnacti Skolacek,
k-kriticky graf, 23,
klika, @3, [G3
v grafu,
klikové ¢islo, A
Kneseruv graf, [72, @
kolo, [70, 3, a4
kombinace
bez opakovani, 3
s opakovanim, [
kombinatorické pravidlo soucinu, [[4, [=3,
kombinatorické pravidlo souc¢tu, I3
kompletni bipartitni graf, F3, [0,
kompletni graf, 3, MO, I3,
kompletni multipartitni graf,
komplexni ¢isla,
komplexni ¢islo
argument,
komplexni jednotka,
komponenta, E3, 2
liché, X
kompozice grafu, B3, 69,
koncovy blok, T4, L7, 74
koncovy bod,
koncovy vrchol, 1, 0, ZI3
konformni zobrazeni, 79
Ko6nigova véta,
Konigovo lemma, 37
konjuknce,
konjunkce, I3
kontrakce hrany, X1
kopie grafu,
kofenovy strom, [79, [0
péstovany, T
kostra, [79, E9, B0, B3
Kotzig A., &1
kral
digrafu,
turnaje, EZA, 230, 23, 23T, 23T, 23T, 231, 231
kreslit jednim tahem, 23,
kruznice, g3
kiivka, [&d
exteriér, 3, [0
interiér, O3, [01
jordanovska, [07
kfizeni hran, [G3
k-souvislost
hranové, [
vrcholové, I8
kubicky graf, fJ, BS, M4, 3, 4, [33, [34, X3,
oma, 2373
Kuratowski K., @3
kvantifikator, [J

Laplaceova matice, EO
normovana, &4
lemma,

Konigovo, [37

Spernerovo, E3, EQ,

usaté, 1d
lemniskata, 04, X3, [37
les, [7d, B3

lich4 komponenta, 22
linearni usporadani, B
list, [70, @

lizatko, [7Q, [,
logické exploze, I, B4, E2
logické spojky, M

logika,

Loydova patnactka, O

magma,
matematicka indukce, BO
matice

incidenc¢ni, &1

Laplaceova, EQ

normovana, EQ

sousednosti, B2, B3
maximalni

parovani, 23

prvek,
Mengerova houba, [0
Mengerovy véty, I
Menger K., 21
metricky prostor, B3
metrika, 63, 63, (3,

minimalni
pokryti,
prvek,

minimaxova podminka, 20

minor, B9, 37, X3

mlyn, [71

mnohostén, 230

mnozina, B,
barev, 34, X3
dominujici, [CZ4, [A1
doplnék, O
indexova, M
kartézskd mocnina, @
mohutnost, B
multimnozina, B
nezavislych hran, g3
nezavislych vrcholu, g4
obrazi, [
operace, O, B
oteviena, 01
podmnozina, B
potenc¢ni, @, [A
prazdna, O
rozklad, [0, &3
vzori, 2

mnoziny
kartézsky soucin, O
operace, [
prunik, @
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rozdil, B null graph, B7
sjednocenti, O nutné a postacujici podminka, G4, 4, B2, 0@, [,
symetricka diference, B [, X7, 03, E, P20A, 21, 24, 233
systém, B nutnd podminka, 20, B0, [Z43, 23, POX, 9,
Mébius A., 3,
Mobitv list, [, U oblast,
Mobiuv zebtik, [, @ grafu, 70
mocnina grafu, roviny, [[67
mohutnost mnoziny, B oblastni barveni, 74, T3
mooreovské grafy, oblouk, IG3
most, B3, E3, [[77, O, O, [, 3, T3, T3, obména,
T3, obor
motylek, [ defini¢ni, [
multigraf, f3, hodnot, 3
sudy, obraz, [, 3@

multimnozina, B, I3,
multipartitni graf, a0, 70
Mycielskian, G0

nadgraf, B0, I3
ndhodny graf, IG3
nakresleni grafu, 1, 71
nasledovnik, [1, @
navazani sledt, Gl
negace, [
neizomorfni grafy, @4, M3
nejdelsi cesta, [73, 09,
nejmensi

pokryti,

prvek,
nejvetsi

parovani, 23,

prvek,
nekone¢na

cesta, 31
nekonecny

graf, 33
neorientovana

cesta,
neorientovany cyklus, 222
neporovnatelné prvky, B
nepiimy dikaz, 23
nesouvisly digraf,
nesouvisly graf, B3,
netrivialni

strom, [74
neusporadand mnozina, B
neutralni prvek, 23
nezavisld mnozina

maxim&lni, I2

nejvetsi, C

vrcholu, I
nezavislé

hrany, 3, 20

vrcholy, 1, ZT9
nezavislost, Z14
NP-uplnost, @A
nularni operace, [
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obsahovat,
obvod grafu, p7, B3, 3, 74
odebrani
hran,
vrcholu,
odchozi
hrana, Z732
stupen,
ohnisko, X2
ohodnoceni
Ps
gracidzni, [
ohodnoceny graf, B2
okoli bodu, [HE2
okoli mnoziny,
ryzi,
okoli vrcholu, [, 23
opacné hrana,
opacny digraf,
operace
binarni, A, [, B4,
na mnoziné, @, B, A
nularni, A
s grafy, 01
unarni, A
operator, [, [
binarni, B
Oreho véta, 2@, E13
Ore O.,
orientace
grafu, 24, P77, IZ1
vyvazena, 212
orientovana
cesta,
hamiltonovska cesta,
hrana,
smycka,
vzdalenost,
orientovany
cyklus, 221,
eulerovsky graf,
graf, II3,
asociovany,



25. kvétna 2022

Petr Kovar, Rejstrik

jednoduchy, 4, 213,
hamiltonovsky cyklus,
sled,
tah,

oteviena mnozina, [[01
otevieny eulerovsky tah,

panev, [71
parovani, 23, 23, 23, @M, 33, 59, =54, [50
maximalni, Z3
nejvétsi, 23,
perfektni,
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A(G) matice sousednosti grafu G (str. BE2) A~ (G) nejvétsi prichozi stupen v G (str. 220)
Aut(G) grupa automorfismt grafu G (str. D) 0(G) tloustka grafu G (str. [M3)
B(G) incidenéni matice grafu G (str. B1) L trividlni automorfismus grafu (str. [OM)
Blok(G) blokovy—artikulaéni graf G (str. [Id) k(QG) vrcholova souvislost grafu G (str. [MH)
c(G) klikové ¢islo grafu G (str. [53) k'(G)  hranova souvislost grafu G (str. )
C(G) uzavér grafu G (str. ZI0) v(Q) prisecéikové ¢islo grafu G (str. )
D(G)  orientace grafu G (str. EZ4) w(@) cyklomatické ¢islo grafu G (str. E3)
deg(v)  stupenl vrcholu v v grafu (str. E3) 7(G) pocet koster grafu G (str. E)
diam(G) prumér grafu G (str. G3) Xx(G) chromatické éislo grafu G (str. [23)
dist(u, v) vzdalenost vrcholii v a v v grafu (str. B3) x'(G)  chromaticky index grafu G (str. [20)
ecc(v)  excentricita vrcholu v v grafu (str. B2) w(G) pocet komponent grafu G (str. B2)
ext J exteriér k¥ivky J (str. [GQ) O(n) horni odhad slozitosti algoritmu (str. [XA)
E(G) mnozina hran grafu G (str. £1) G" n-t4 mocnina grafu G (str. ZI4)
G, A doplnék grafu G (str. £A) G ~ H izomorfni grafy G a H (str. B3)
nebo doplnék mnoziny A (str. @) GOH  kartézsky soudin grafit G a H (str. G3)
G* dudlni graf grafu G (str. [ZA) G[H] komporzice grafi G a H (str. G3)
h(G) pocet hran grafu G (str. ED) GUH  sjednoceni grafd G a H (str. B2)
int J interiér kiivky J (str. [E2) G+ H soulet grafi G a H (str. E3)
k(n) pocet stromil s n vrcholy (str. EO) (disjunktni sjednoceni)
M* nejvétsi parovani grafu (str. [24) kG disjunktni kopie grafu G (str. G3)
Ng(v)  okoli vrcholu v v grafu G (str. E2) GV H  spojeni grafa G a H (str. E3)
N¢g(S)  okoli mnoZiny S vrcholt v G (str. [Z3) G +v  graf G s pfidanym vrcholem v (str. G3)
o(@) pocet oblasti grafu G (str. [CZ) G —v  graf G bez odebraného vrcholu v (str. ED)
Q* nejmensi vrcholové pokryti grafu (str. 29) G + uv  graf G s pfidanou hranou wv (str. [IA)
rad(G) polomér grafu G (str. G3) G —wv graf G bez odebrané hrany wv (str. £9)
sym(D) symetrizace digrafu D (str. ZZ3)
U(D)  deorientace digrafu D (str. ZZ3) [T, a; souéin prvka posloupnosti (a;)!; (str. B)
V(G) mnoZina vrcholt grafu G (str. E) >or ,a; soufet prvkil posloupnosti (a;)!; (str. B)
v(Q) pocet vrcholu grafu G (str. £D) prazdnd mnozina (str. Q)
a(Q) vrcholové ¢islo nezavislosti 2% potenéni mnozina mnoziny X (str. O)
grafu G (str. [@32) x €A  prvek z mnoziny A (str. O)
o/(G)  hranové ¢islo nezdvislosti ACB podmnoZina A mnoziny B (str. B)
grafu G (str. @A) A C B vlastni podmnozina A mnoziny B (str. B)
B(G) pocet vrcholti nejmensiho vrcholového ANB  prinik mnozin A a B (str. @)
pokryti grafu G (str. [@32) AUB  sjednoceni mnozin A a B (str. H)
B'(G)  pocet hran nejmensiho hranového A\ B  rozdil mnozin A a B (str. B)
pokryti grafu G (str. [3) AN B symetrickd diference mnozin A a B (str. B)
v(G) dominace grafu G (str. [33) A x B kartézsky soucin mnozin A a B (str. B)
¥(Q) rod grafu G (str. [IA) =< relace ¢astecného usporadéni (str. B)
0(G) nejmensi stupenl v grafu G (str. E3) o~ relace ekvivalence (str. M)
0t(G@)  nejmensi odchozi stupeni v G (str. Z20) ANB  logickéd konjunkce (,,A a soucasné B*)
07 (G)  nejmensi pfichozi stupeti v G (str. EZZ0) AV B logicka disjunkce (,,A nebo B)
A(G) nejvétsi stupeti v grafu G (str. E3) A= B implikace (,jestlize plati A, tak plati B*)
AT(G) nejvetsi odchozi stupeni v G (str. Z20) A& B ekvivalence (,,A plati pravé, kdyz B)
Tridy grafa
Cy cyklus s n vrcholy (str. E3)
Cpn(ay,as, ..., ax) cirkulant s n vrcholy (str. )
D, diskrétni graf s n vrcholy (str. B2)
m holandsky mlyn s m(n — 1) + 1 vrcholy (str. [1)
P, cesta s n vrcholy (str. E3)
K, kompletni graf s n vrcholy (str. E3)
Kpn kompletni bipartitni graf s m + n vrcholy (str. E2)
Lyyn lizétko s m + n vrcholy (str. )
Qn hyperkrychle fadu n (str. E9)
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Tonn pulec s m + n vrcholy (str. [T)
Wi kolo s n + 1 vrcholy (str. [0)
wm mlyn s m(n — 1) + 1 vrcholy (str. [)

253



