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Matematické modelováńı elektromagnetických poĺı

Ćıl kurzu — alespoň podpořit výuku teorie elmg. pole na FEI
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Vše by se mělo dělat tak jednoduše, jak je to jen možné, ale ne jednodušeji.

A. Einstein
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– MKP vers. MHP

• Magnetostatika
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Fyzikálńı podstata elektrostatiky

popisuje časově neměnná eletrická (silová) pole nabitých těles.

Coulomb̊uv zákon

vyjadřuje śıly mezi náboji.
PSfrag replacements

q1
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F1
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PSfrag replacements

q1

q2

F1

F2

F1 =
q1q2

4πε0|x2 − x1|2
· e12 = −F2,

q1, q2 ∈ R . . . elektrické náboje (v Coulombech),
x1,x2 ∈ R

3 . . . polohy náboj̊u, e12 := (x2 − x1)/|x2 − x1|,
ε0 ≈ 8.854 · 10−12 . . . permitivita vakua



Fyzikálńı podstata elektrostatiky

Intenzita elektrického pole

je śıla elektrického pole na jednotkový náboj.

pole kladného náboje pole dvou nesouhlasných náboj̊u

−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

+

0 0.5 1 1.5 2
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

+ −

Plat́ı princip superpozice, např.:

E(x) =
1

4πε0

∫

Ω

ρ(y)(x − y)

|x − y|3
dV (y),

kde ρ(y) je objemová hustota náboje v Ω ⊂ R
3, tj. supp(ρ) ⊂ Ω.



Fyzikálńı podstata elektrostatiky

Gauss̊uv zákon (ve vakuu)

Tok elektrického pole z povrchu objemového elementu je určen náboji v tomto objemu.
∮

∂Ω

E(x) · n(x) dS(x) =
1

ε0

∫

Ω

ρ(x) dV (x) pro Ω ⊂ R
3,

kde n ∈ R
3 je vněǰśı jednotková normála k ∂Ω.

Gaussova věta:
∮

∂Ω E(x) · n(x) dS(x) =
∫

Ω div(E(x)) dV (x) dává

div(E(x)) =
ρ(x)

ε0
pro x ∈ R

3.



Fyzikálńı podstata elektrostatiky

Př́ıklad 1: Pole dlouhé nabité tyče∮
∂Ω

E(x) · n(x) dS(x) =
∫
Ω

ρ(x)
ε0

dV (x)

E(r)2πrl = ρSl
ε0

E(r) = ρS
2πrε0

PSfrag replacements

E

E

E

E E

EE

l

Ω
∂Ω

S

r
ρ

Př́ıklad 2: Pole nabité desky∮
∂Ω

E+(x) · n(x) dS(x) =
∫
Σ

σ(x)
ε0

dS(x)

2E+|Σ| = σ|Σ|
ε0

E+ = σ
2ε0

Př́ıklad 3: Pole deskového kondenzátoru

E =2E+ = σ
ε0
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Fyzikálńı podstata elektrostatiky

Př́ıklad 4: Pole dvou vnořených deskových kondenzátor̊u s opačnou orientaćı

E ′ = E − Ep =
σ−σp

ε0

PSfrag replacements
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Př́ıklad modeluje chováńı polarizovaných náboj̊u (vnitřńı kondenzátor) v dielektriku,
které je vloženo do elektrostatického pole (vněǰśı kondenzátor).



Fyzikálńı podstata elektrostatiky

Gauss̊uv zákon v dielektriku

V dielektrických materiálech se po vložeńı do elektrostatického pole vytvoř́ı vrstvy
polarizovaných náboj̊u orientovaných v souladu s vněǰśım polem. Ty se chovaj́ı jako
vnořené kondenzátory, viz př́ıklad 4, tedy zeslabuj́ı vněǰśı pole.

Označme ρpol(x) = div(−P(x)) hustotu polarizovaného náboje v dielektriku, kde P
je elektrostatická polarizace.

div(E(x)) =
ρ(x) + ρpol(x)

ε0

div(εrE(x)) := div

(
E(x) +

P(x)

ε0

)
=

ρ(x)

ε0
,

kde εr ≥ 1 je relativńı permitivita. Označme D(x) := ε0εr(x)E(x) el. indukci:

div(D(x)) = ρ(x) pro x ∈ R
3.



Fyzikálńı podstata elektrostatiky

Elektrický potenciál (napět́ı)

Elektrostatické pole je potenciálńı:

E(x) = −∇u(x),

kde u je elektrický potenciál (napět́ı). Tzn. práce, kterou vykoná elektrostatické pole
p̊usob́ıćı na jednotkový náboj, nezáviśı na dráze:

PSfrag replacements

a

b

c

Wa→b = −
∫

a→b

E(x)dl(x) =
∫

a→b

∇u(x)dl(x) = u(b) − u(a)

= Wa→c + Wc→b

a tedy:

−

∮

k

E(x)dl(x) = 0

pro jakoukoliv uzavřenou křivku k.

Stokesova věta:
∮

∂S E(x)dl(x) =
∫

S rot(E(x)) · n(x) dS(x) dává

rot(E(x)) = 0 pro x ∈ R
3.



Fyzikálńı podstata elektrostatiky

Podmı́nky na rozhrańı
PSfrag replacements
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∮
∂Ω D(x)·n(x) dS(x) =

∫
Ω ρ(x) dV (x) ⇒ (D1(x) − D2(x)) · n1(x) = σ(x) pro x ∈ Γ.

∮
k E(x)dl(x) = 0 ⇒ (E1(x) − E2(x)) × n1(x) = 0 pro x ∈ Γ.
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Modelová úloha elektrostatiky

Deskový kondenzátor

PSfrag replacements

Ω−

Ω−

Ω+

Ω+

ΩrΩr x1x1

x2
x2

x3



Modelová úloha elektrostatiky

Matematický model

Maxwellovy rovnice
{

−4ur(x) = 0, x ∈ Ωr,
−4u0(x) = 0, x ∈ Ω0 := R

d \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−,

podmı́nky na rozhrańı
{

∂u0(x)/∂n(x) − εr∂ur(x)/∂n(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,
u0(x) − ur(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,

okrajové podmı́nky {
u0(x) = U, x ∈ ∂Ω+,
u0(x) = −U, x ∈ ∂Ω−,

radiačńı podmı́nka
u0(x) → 0, |x| → ∞.
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Variačńı formulace elektrostatiky

Ořezáńı výpočetńı oblasti

Radiačńı podmı́nku nahrad́ıme novou okrajovou podmı́nkou

u0(x) = 0, x ∈ Ω ⊃ Ωr ∪ Ω− ∪ Ω+.

Variačńı formulace — minimalizace potenciálńı energie systému

Hledáme rozložeńı potenciálu u(x) takové, že

u(x) =





−U, x ∈ Γ−,

U, x ∈ Γ+,

0, x ∈ Γ

(OPU)

a které minimalizuje potenciálńı energii
∫

Ω

ε0 εr(x) ‖∇u(x)‖2 dx =: W (u(x)) ≤ W (ũ(x)) ∀ũ(x) splňuj́ıćı (OPU).



Variačńı formulace elektrostatiky

Afinńı prostor řešeńı

VU :=
{

u(x) : Ω → R | u(x) ∈ L2(Ω), ∇u(x) ∈
(
L2(Ω)

)d
, u(x) splňuje (OPU)

}

Lineárńı prostor testovaćıch funkćı

V0 :=
{

v(x) : Ω → R | v(x) ∈ L2(Ω), ∇v(x) ∈
(
L2(Ω)

)d
, u(x) splňuje (OP0)

}

Podmı́nka minima, Fréchetova derivace

W ′(u(x))(v(x)) := lim
t→0

W (u(x) + t v(x)) − W (u(x))

t
=

∫

Ω

ε0 εr(x)∇u(x) · ∇v(x) dx = 0 ∀v(x) ∈ V0.



Variačńı formulace elektrostatiky

Variačńı formulace

Hledáme u(x) ∈ VU :
∫

Ω

ε0 εr(x)∇u(x) · ∇v(x) dx = 0 ∀v(x) ∈ V0

Analogie v R
2

PSfrag replacements
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Metoda konečných prvk̊u

Triangulace výpočetńı oblasti

Ω = ∪m
k=1T

k
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Metoda konečných prvk̊u

VU, V0 nahrad́ıme spojitými po částech afinńımi funkcemi

V h
0 := 〈e1(x), . . . , en(x)〉 ⊂ V0, ei(x)|T k = ak

i + bk
i x1 + ck

i x2

Substituce na referenčńı trojúhelńık

ei(x)|T k = ekj(x) = êj(x̂), x = Rk(x̂) := Rk · x̂ + rk

PSfrag replacements
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Metoda konečných prvk̊u

Soustava lineárńıch rovnic



A BT
+ BT

− BT

B+ 0 0 0
B− 0 0 0
B 0 0 0


 ·




u
λ+

λ−

λ


 =




0
c+

c−
0


 ,

Sestaveńı matice A

A =
m∑

k=1

G(Ak)

pomoćı lokálńıch př́ıspěvk̊u

Ak := εk
(
Bk

∇

)T
· Bk

∇

|det(Rk)|

2
, kde Bk

∇ :=
(
∇ek1(x),∇ek2(x),∇ek3(x)

)



Metoda konečných prvk̊u

Řešeńı u(x) a E(x) = −∇u(x)
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Osnova

• Elektrostatika

– Fyzika
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– Variačńı formulace, MKP
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Modelová úloha elektrostatiky

Matematický model

Maxwellovy rovnice
{

−4ur(x) = 0, x ∈ Ωr,
−4u0(x) = 0, x ∈ Ω0 := R

2 \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−,

podmı́nky na rozhrańı
{

∂u0(x)/∂n(x) − εr∂ur(x)/∂n(x) = 0, x ∈ Γr := ∂Ωr,
u0(x) − ur(x) = 0, x ∈ Γr,

okrajové podmı́nky {
u0(x) = U, x ∈ Γ+ := ∂Ω+,
u0(x) = −U, x ∈ Γ− := ∂Ω−,

radiačńı podmı́nka
u0(x) → 0, |x| → ∞.



Hraničńı integrálńı formulace

Ansatz (násada?)

Řešeńı hledáme jako součet potenciál̊u jednoduché vrstvy

x ∈ Ωr : ur(x) :=

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y),

x ∈ Ω0 : u0(x) :=

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y) +

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dl(y)+

+

∫

Γ−

w−(y) g(x,y) dl(y),

kde g(x,y) := −1/(2π) ln |x − y| je fundamentálńı řešeńı Laplaceovy rovnice ve 2d.

Tato volba ur a u0 splňuje Maxwellovy rovnice
{

−4ur(x) = 0, x ∈ Ωr,
−4u0(x) = 0, x ∈ Ω0,

a radiačńı podmı́nku
u0(x) → 0, |x| → ∞.



Hraničńı integrálńı formulace

Ansatz (násada?)

Řešeńı hledáme jako součet potenciál̊u jednoduché vrstvy

x ∈ Ωr : ur(x) :=

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y),

x ∈ Ω0 : u0(x) :=

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y) +

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dl(y)+

+

∫

Γ−

w−(y) g(x,y) dl(y),

kde zbývá dopoč́ıtat neznámé hustoty wr, w0 : Γr → R, w+ : Γ+ → R, w− : Γ− → R

tak, aby byly splněny i podmı́nky na rozhrańı
{

∂u0(x)/∂n(x) − εr∂ur(x)/∂n(x) = 0, x ∈ Γr,
u0(x) − ur(x) = 0, x ∈ Γr,

a okrajové podmı́nky {
u0(x) = U, x ∈ Γ+,
u0(x) = −U, x ∈ Γ−.



Hraničńı integrálńı formulace

Ansatz — hledáme ekvivalentńı rozložeńı ,,povrchových náboj̊u”

Řešeńı hledáme jako součet potenciál̊u jednoduché vrstvy

x ∈ Ωr : ur(x) := (Vr wr) (x),

x ∈ Ω0 : u0(x) := (Vr w0) (x) + (V+ w+) (x) + (V− w−) (x),

kde neznámé funkce wr, w0, w+ a w− lze chápat jako rozložeńı ,,povrchových náboj̊u”
na Γr, Γ+ a Γ−, které tvoř́ı stejné elektrostatické pole jako řešeńı p̊uvodńı úlohy.

PSfrag replacements
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Hraničńı integrálńı formulace

Ansatz — hledáme ekvivalentńı rozložeńı ,,povrchových náboj̊u”

Řešeńı hledáme jako součet potenciál̊u jednoduché vrstvy

x ∈ Ωr : ur(x) := (Vr wr) (x),

x ∈ Ω0 : u0(x) := (Vr w0) (x) + (V+ w+) (x) + (V− w−) (x),

Potenciál jednoduché vrstvy (V w)(x) je spojitá funkce v R
2

(Vr(+,−)w)(x) := −
1

2π

∫

Γr(+,−)

w(y) ln |x − y| dl(y), x ∈ R
2,

a tedy okrajové podmı́nky vedou na prvńı a druhou rovnici

(Vr w0) (x) + (V+ w+) (x) + (V− w−) (x) = +U, x ∈ Γ+,

(Vr w0) (x) + (V+ w+) (x) + (V− w−) (x) = −U, x ∈ Γ−,

a podmı́nka na rozhrańı předepisuj́ıćı spojitost u vede na třet́ı rovnici

(Vr w0) (x) + (V+ w+) (x) + (V− w−) (x) − (Vr wr) (x) = 0, x ∈ Γr.



Hraničńı integrálńı formulace

Ansatz — hledáme ekvivalentńı rozložeńı ,,povrchových náboj̊u”

Řešeńı hledáme jako součet potenciál̊u jednoduché vrstvy

x ∈ Ωr : ur(x) := (Vr wr) (x),

x ∈ Ω0 : u0(x) := (Vr w0) (x) + (V+ w+) (x) + (V− w−) (x),

Normálová derivace (Vrw)(x) poskoč́ı přes Γr o w(x)

x ∈ Γr :

[
∂(Vrw)(x)

∂nr

]int

:= lim
Ωr3x̃→x

∇(Vrw)(x̃) · nr(x) =
1

2
w(x) +

∫

Γr

w(y)
∂g(x,y)

∂nr(x)
dl(y),

[
d(Vrw)(x)

dnr

]ext

:= lim
Ω03x̃→x

∇(Vrw)(x̃) · nr(x) = −
1

2
w(x) +

∫

Γr

w(y)
∂g(x,y)

∂nr(x)
dl(y)

︸ ︷︷ ︸
=:(Krw)(x)

,

a tedy zbývaj́ıćı podmı́nka na rozhrańı vede na čtvrtou rovnici

−
1

2
w0(x)+(Kr w0)(x)+(K+ w+)(x)+(K− w−)(x)−εr

[
1

2
wr(x) + (Kr wr)(x)

]
= 0, x ∈ Γr.



Metoda hraničńıch prvk̊u

Diskretizace hranic do úseček, středy úseček = kolokačńı uzly

Hranice Γr, Γ+ a Γ− rozděĺıme do úseček o délce h

mr⋃

k=1

Sk
r = Γr,

m+⋃

k=1

Sk
+ = Γ+,

m−⋃

k=1

Sk
− = Γ−.

PSfrag replacements

ΓrΓ− Γ+

uzly diskretizace kolokačńı uzly



Metoda hraničńıch prvk̊u

Po částech konstantńı bázové funkce

Hledané hustoty wh
r , wh

0 , wh
+ a wh

− uvažujeme po úsečkách konstantńı. Hledáme tedy
vektory wr,w0 ∈ R

mr, w+ ∈ R
m+ a w− ∈ R

m−,

x ∈ Ωr : uh
r (x):=

∫

Γr

wh
r (y) g(x,y) dl(y) =

mr∑

j=1

(wr)j

∫

S
j
r

g(x,y) dl(y)

︸ ︷︷ ︸
=:V

j
r (x)

,

x ∈ Ω0 : uh
0(x):=

∫

Γr

wh
0(y) g(x,y) dl(y) +

∫

Γ+

wh
+(y) g(x,y) dl(y)+

+

∫

Γ−

wh
−(y) g(x,y) dl(y) =

=

mr∑

j=1

(w0)j V j
r (x) +

m+∑

j=1

(w+)j V j
+(x) +

m−∑

j=1

(w−)j V j
−(x).



Metoda hraničńıch prvk̊u

Kolokačńı metoda

Hraničńı integrálńı rovnice
(
Vr w

h
0

)
(x) +

(
V+ wh

+

)
(x) +

(
V− wh

−

)
(x) = +U,(

Vr w
h
0

)
(x) +

(
V+ wh

+

)
(x) +

(
V− wh

−

)
(x) = −U,

− (Vr wr) (x) + (Vr w0) (x) + (V+ w+) (x) + (V− w−) (x) = 0,
−εr

([
1
2
Ir + Kr

]
wr

)
(x) +

([
−1

2
Ir + Kr

]
w0

)
(x) + (K+ w+)(x) + (K− w−)(x) = 0

chceme splnit pouze v kolokačńıch uzlech xi
r ∈ Γr, i = 1, . . . , mr, v uzlech xi

+ ∈ Γ+,
i = 1, . . . , m+ a v uzlech xi

− ∈ Γ−, i = 1, . . . ,m−. Dostáváme čtvercovou soustavu



0 V+,r V+,+ V+,−

0 V−,r V−,+ V−,−

−Vr,r Vr,r Vr,+ Vr,−

−εr

[
1
2
Ir + Kr,r

]
−1

2
Ir + Kr,r Kr,+ Kr,−


 ·




wr

w0

w+

w−


 =




+U
−U
0
0


 ,

kde Ir ∈ R
mr×mr je jednotková matice a kde pro s, t ∈ {r, +,−}:

(Vs,t)ij := V j
t (xi

s) =

∫

S
j
t

g(xi
s,y) dl(y), (Kr,t)ij :=

∫

S
j
t

∂g(xi
r,y)

∂nr(xi
r)

dl(y).



Metoda hraničńıch prvk̊u

Řešeńı u(x) a E(x) = −∇u(x)
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Matematické modelováńı elektromagnetických poĺı

Osnova
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– Fyzika

– Modelová úloha, redukce do 2d

– Variačńı formulace, MKP

– Hraničńı integrálńı formulace, MHP

– MKP vers. MHP

• Magnetostatika

– Modelová úloha ve 2d, MKP©©MHP

– Modelová úloha ve 3d, MKP

• Elektromagnetické zářeńı

– Modelová úloha ve 3d, MHP



MKP vers. MHP
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+ ř́ıdké matice

+ vhodná pro nelineárńı úlohy

+ jednoduché integrátory

+ řešiče na bázi multigridu

– ořezáńı vněǰśıch oblast́ı

– diskretizace v objemu
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+ úlohy na neomezených oblastech

+ diskretizace na hranici

+ řešiče na bázi hierarchických matic

– husté matice

– nevhodná pro nelineárńı úlohy

– singularity v integrálech
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– Fyzika
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– Variačńı formulace, MKP

– Hraničńı integrálńı formulace, MHP

– MKP vers. MHP

• Magnetostatika

– Modelová úloha ve 2d, MKP©©MHP

– Modelová úloha ve 3d, MKP
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– Modelová úloha ve 3d, MHP



Magnetostatika

Modelová úloha ve 2d PSfrag replacements
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Ωr x1x1

x2
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−4 ur(x) = 0, x ∈ Ωr,
−4 u0(x) = µ0 j(x), x ∈ Ω0 := R

2 \ Ωr,
u0(x) − ur(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,

∂u0(x)/∂n(x) − 1
µr

∂ur(x)/∂n(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,

u0(x) → 0, |x| → ∞.



Magnetostatika

MKP©©MHP — umožňuje nelineárńı úlohy i neomezené oblasti

Základem párováńı je následuj́ıćı variačńı rovnice na oblasti Ωr:

1

µr

∫

Ωr

−4ur(x) v(x) dx =

∫

Ωr

1

µr
∇ur(x)∇v(x) dx−

∫

Γr

1

µr

∂ur(x)

∂n(x)︸ ︷︷ ︸
=∂u0(x/∂n(x)

v(x) dl(x) = 0,

Diskretizace na śıti
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Magnetostatika

MKP©©MHP — umožňuje nelineárńı úlohy i neomezené oblasti
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Magnetostatika

Modelová úloha ve 3d PSfrag replacements
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rot(rot(ur(x))) = 0, x ∈ Ωr,
rot(rot(u0(x))) = µ0 j(x), x ∈ Ω0 := R

3 \ Ωr,
div(uk(x)) = 0, x ∈ Ωk, k ∈ {0, r},

(u0(x) − ur(x)) × nr(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,(
rot(u0(x)) − 1

µr
rot(ur(x))

)
× nr(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,

u0(x) → 0, |x| → ∞,
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Magnetostatika

3d MKP — diskretizace a řešeńı
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Rozptyl elektromagnetického zářeńı

Modelová úloha ve 3d

PSfrag replacements

ûi ûs

ûi + ûs

Ω− Ω+

Předpokládáme rovinnou incidenčńı vlnu ûi(x) := ûi
0 eık·x a hledáme rozptýlenou

(odraženou) vlnu ûs





−4 ûs(x) − κ2ûs(x) = 0, x ∈ R
3 \ Ω,

ûs(x) = −ûi(x), x ∈ ∂Ω,

|x|
(
∇ûs(x) · x

|x|
− ıκûs(x)

)
→ 0, |x| → ∞.



Rozptyl elektromagnetického zářeńı

3d MHP

Dı́ky fundamentálńımu řešeńı 3d Helmholtzovy rovnice

gκ(x,y) :=
eıκ|x−y|

4π|x − y|
, κ := |k|,

dostaneme MHP diskretizaćı následuj́ıćı soustavu rovnic:
(

V-,- V-,+

V+,- V+,+

)
·

(
w−

w+

)
=

(
ûi
−

ûi
+

)
.



Rozptyl elektromagnetického zářeńı

3d MHP — reálná složka hustoty hraničńıho potenciálu w
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Rozptyl elektromagnetického zářeńı

3d MHP — reálná složka incidenčńı vlny
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Rozptyl elektromagnetického zářeńı

3d MHP — reálná složka odražené vlny
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Rozptyl elektromagnetického zářeńı

3d MHP — reálná složka celkové vlny modeluje st́ın
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