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@ Pripomenuti lichobéznikového a obdélnikového pravidla
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Predpoklddejme, Ze funkce f: R — R je spojita na intervalu (a, b), kde
a,b € R,a < b, a pro libovolné n € N uvazujme ekvidistantni déleni

a=xg<x1<--<Xp_1<Xx,=2b

tohoto intervalu.
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Predpoklddejme, Ze funkce f: R — R je spojita na intervalu (a, b), kde
a,beR,a< b, apro libovolné n € N uvazujme ekvidistantni déleni

a=xp<x1<- - <Xp_1<Xp=0b

tohoto intervalu.

Pro délici body xp, x1, ..., X, plati

b_
x,-:a—l—i~Ta (i€{0,1,...,n}).
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Predpoklddejme, Ze funkce f: R — R je spojita na intervalu (a, b), kde
a,beR,a< b, apro libovolné n € N uvazujme ekvidistantni déleni

a=xp<x1<- - <Xp_1<Xp=0b

tohoto intervalu.

Pro délici body xp, x1, ..., X, plati

b_
x,-:a—l—i~Ta (i€{0,1,...,n}).

Délka kazdého déliciho intervalu (x;_1, ;) je

b—a
—

Xi = Xi-1=
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Lichobéznikové pravidlo
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Lichobéznikové pravidlo

Chyba, které se pritom dopustime:

b
In(f; a,b) = Ln(f; a, b) — / f(x)dx.
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Obdélnikové pravidlo
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Obdélnikové pravidlo

Chyba, které se pritom dopustime:

b
on(f;a,b) = Oy(f;a,b) — / f(x)dx.
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© Odhady chyb jednotlivych pravidel
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Pfipomenme si jedno zndmé tvrzeni tykajici se obou vySe zminénych
pravidel. Véta bude dokazana (dokonce v silnéjsim tvaru) pozdéji.

Predpoklddejme, Ze f € C?({a, b)) a n € N. Pak pro chybu
lichobéznikového, resp. obdélnikového pravidla plati

(' 3)3 /!
< —— - m
|I (f & b)| 12n2 XE<3,)Z) |f (X)|7

resp.

(‘{: )3 1
on(f;a, b)) < —=—-m f :
lon(f; , ) 24n? xe(g,);))| Gl
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Pfipomenme si jedno zndmé tvrzeni tykajici se obou vySe zminénych
pravidel. Véta bude dokazana (dokonce v silnéjsim tvaru) pozdéji.

Predpoklddejme, Ze f € C?({a, b)) a n € N. Pak pro chybu
lichobéznikového, resp. obdélnikového pravidla plati

(' 3)3 /!
< —— - m
|I (f & b)| 12n2 XE<3,)Z) |f (X)|7

resp.

(‘{: )3 1
on(f;a, b)) < —=—-m f :
lon(f; , ) 24n? xe@fé)' Gl

Zde si mlzeme vsimnout, ze odhad chyby obdélnikového pravidla je
dvakrat lepsi nez odhad chyby lichobéznikového pravidla.
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Pfipomenme si jedno zndmé tvrzeni tykajici se obou vySe zminénych
pravidel. Véta bude dokazana (dokonce v silnéjsim tvaru) pozdéji.

Predpoklidejme, Ze f € C?({a, b)) a n € N. Pak pro chybu
lichobéznikového, resp. obdélnikového pravidla plati

(' 3)3 /!
< —— - m
|I (f & b)| 12n2 XE<3,)Z) |f (X)|7

resp.

(‘{: )3 1
n(fia, b)) < ——=—-m f :
lon(f; , ) 24n? xG(g,)Z) Y

Zde si mlzeme vsimnout, ze odhad chyby obdélnikového pravidla je
dvakrat lepsi nez odhad chyby lichobéznikového pravidla.

To vsak jesté nic nefika o skutecnych chybach, kterych se dopoustime
pri pouziti lichobéznikového, resp. obdélnikového pravidla.
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© Porovnani obou pravidel
@ numerické experimenty
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Experiment €. 1

- _ 2
y=x
1,2
{ Chyba: -0.08333333333 Podil chyb:-0.5000000000 Chyba:0.1666666667
1 -
0,8
0,6
0.4 -
0,2
v L
0 1 0 1
J n=1

Petr Vodstréil (VSB TUO)

Kliknutim na obrazek spustite animaci.
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exp1.mov
Media File (video/quicktime)


Experiment €. 1

y=x

Chyba: -0.0008333333332 Podil chyb:-0.5000000000 Chyba: 0.001666666667

Pro libovolné n € N plati % — _%_
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Experiment €. 2

y =sin(x)
1,29
Chyba: 1.141592654 Podil chyb:-0.570796327 Chyba: -2.
1

0,8
0,6
0,4 4
0,2

I 1

0 T 0 T

n=1

Kliknutim na obrazek spustite animaci.
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exp2.mov
Media File (video/quicktime)


Experiment €. 2

y =sin(x)
1,2
Chyba: 0.008248408 Podil chyb:-0.5006176690 Chyba: —0.016476462
1 —
0,8
0,6 -
0,4
0,2
JorR— oA
Toa=10
. v . on(fia,b) 1
Zda se, zZe n||_>n(1>o T(Fab) = "2
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Experiment €. 3

1

y=
41
1,2
-0.326703331 Podil chyb:0.1984911370 Chyba: -1.645934100
0,2
T T T
-2 w=1 -2 5

Kliknutim na obrazek spustite animaci.
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exp3.mov
Media File (video/quicktime)


Experiment €. 3

1

y=
41
1,2
Chyba0.001574549 Podil chyb:-0.4984819647 Chyba: -0.003158688
ot iy
-2 3 n=15

| nyni to vypada, ze I|m % =—

N

Petr Vodstréil (VSB TUO) Por. lich. a obd. prav. 7.10.2010



© Porovnani obou pravidel

@ analytické vypocty
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Nyni dokdzeme jednu velmi dllezitou vétu poskytujici nam jistou informaci
o skutecnych chybach, kterych se dopoustime pfi pouzivani
lichobéznikového, resp. obdélnikového pravidla.
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Nyni dokdzeme jednu velmi dllezitou vétu poskytujici nam jistou informaci
o skutecnych chybach, kterych se dopoustime pfi pouzivani
lichobéznikového, resp. obdélnikového pravidla.

Predpoklidejme, Ze f € C%({u, v)). Pak existuji &isla €,m € (u, v) takovd,
Ze
v

- v v—u)d
(V_U)f()—;f()—/f(t)dt :/1(f;u,v):7( 12) - f"(€)

(v— u)f (“* V> _ / F(£)dt | = on(Fiu,v) = —("24“)3 ().
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Dikaz.

Dokazeme alespon druhé tvrzeni.

Pro zjednoduseni zapisu polozme ¢ = “Jg" a definujme funkci
c+x
F(x) = 2xf(c) — / f(t)dt prox € (0,54).
c—X

Petr Vodstréil (VSB TUO) Por. lich. a obd. prav. 7.10.2010



Dokazeme alespon druhé tvrzeni.
Pro zjednoduseni zapisu polozme ¢ = “er" a definujme funkci
c+x
F(x) = 2xf(c) — / f(t)dt prox € (0,54).
c—X
u c—X c c+x \'/
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Dikaz.

Dokazeme alespon druhé tvrzeni.

Pro zjednoduseni zapisu polozme ¢ = “er" a definujme funkci
c+x
F(x) = 2xf(c) — / f(t)dt prox € (0,54).
c—X

P¥imym vypo&tem zjistime, ze F(0) =0 a F (5%) = o1(f; u, v).
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|

Diikaz

Dokazeme alespon druhé tvrzeni.

Pro zjednoduseni zapisu polozme ¢ = % a definujme funkci

c+x

F(x):2xf(c)—/f(t)dt pro x € (0,*54).

c—X

P¥imym vypo&tem zjistime, ze F(0) =0 a F (5%) = o1(f; u, v).

Dale plati
F'(x) = 2f(c) — (f(c + x) + f(c —x)), F'(0) =0,
F'(x) = —(f'(c+x) = f'(c - X))’ F"(0) =0,
F///(X) — _(f-/l(c +X fl/ )
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v—u

Z Taylorovy véty plyne existence Cisla 9 € (0, > ) takového, ze

01(f;u,v):F<vgu> —

— F’ZO) F”O(O) 2 ") ’
DR TR T '<2>+ 3l '(2)2
_v—wP ey (v—w) (et 9) + (e —0)
— P 2 |

Petr Vodstréil (VSB TUO) Por. lich. a obd. prav. 7.10.2010 16 / 36



v—u

Z Taylorovy véty plyne existence Cisla 9 € (0, > ) takového, ze

Ol(f;u,v):F<vgu> —

— F’ZO) F”O(O) 2 ") ’
DR TR T '<2>+ 3l '(2)2
_v—wP ey (v—w) (et 9) + (e —0)
— P 2 |

Protoze funkce " je spojita na intervalu (u, v), existuje &islo n € (u, v)
takové, ze
(v —u)®

. f'// .
> ()

o(fyu,v) =—
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Disledek.
Predpokladejme, Ze f € C%((a, b)) a n € N. Pak existuji &isla &1, ..., &,
an,...,nNn spliujici

&, mi € (xi—1,X;) pro kazdéi e {1,2,...,n}

a takovd, Ze

b—a)
In(f;a,b) = (12:3) DY ()
i=1

b—a)} &
on(f; a, b) = —(24n3) ().
i=1
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Z predchozi véty vime, ze  h(f;u,v) = )3 < f11(€), o(f;u,v) = (v ") - f"(n).

Tvrzeni plyne z predchozi véty a z rovnosti

In(f; a, b) = Z h(f; xi—1,x;),
i=1
n
On(f; a, b) = Z Ol(f; Xi—1, X,')
i=1

b—
Xi — Xj—1 = Ta pro kazdé i € {1,2,...,n},

které ovérime primym vypoctem.
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Z predchozi véty vime, ze  h(f;u,v) = % < f11(€), o(f;u,v) = —% - f"(n).

Skuteéné,
/n(f' 3 b) _ Z /l(f'Xi—l Xi) — Z M . f”(gi) =
1 ) ’:1 1 9y I:1 12
n —a\3 n
_ (bna) 7 _ (b_a)3 1
= — 12 f (él) 12”3 : ; f (5!)
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Z predchozi véty vime, ze  h(f;u,v) = % < f11(€), o(f;u,v) = —% - f"(n).

Skuteéné,
/n(f' 3 b) _ Z /l(f'Xi—l Xi) — Z M . f”(gi) =
1 ) ’:1 1 9y I:1 12
n —a\3 n
_ (bna) 7 _ (b_a)3 1
= — 12 f (él) 12”3 : ; f (5!)
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Predchozi disledek:  In(f; a, b) = =22 .

12n3

Poznamka.

Z vyse uvedeného dusledku snadno vyplyvaji i odhady zminéné na zacatku
prezentace. Plati totiz

Zf"a <= ~Z|f”(s,>|_

—3)3 n —3)3
s( ) D max [f(x)| = L Y max [F700)

12n3 — x€E(a,b) 12n2 x€(a,b)
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Predchozi dusledek:  In(f;a,b) = £ ) 2 F'(&), on(f;a,b) =

Poznamka.

Z vyse uvedeného dusledku snadno vyplyvaji i odhady zminéné na zacatku
prezentace. Plati totiz

. _ (b — 3)3 ¢ (. //
(b— 3)3 ¢ I (b - 3)3 I
< . f 5 O f
< g 2 0 100 = T max 1P
a
ontfi a8 = LD | < 5y <
n 1 < 24n3 P 771 — 24”3 — 771 =

_ )3 —a)3
<8 5™ max #7001 = L2 max £l

x€E(a,b) 24n2 x€E(a,b)
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n n

Predchozi disledek:  In(f;3,b) = L= . S~ £7(g)),  on(F;a,b) = — L= . 5~ ().

12n3 24n3

=)

Predpokladejme, Ze f € C2({a, b))

Pak . ]
lim —o,,( il ):——.

n—oo In(Fia,b) 2

Petr Vodstréil (VSB TUO) Por. lich. a obd. prav. 7.10.2010 21/ 36



n

Predchozi dusledek:  In(f;a,b) = L= . S~ £1(2)),  on(F; 2, b) = — &= . 3

3
i=1 2 i=1

Predpokladejme, Ze f € C2({a, b))
Pak

12n
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n

Predchozi dusledek:  In(f;a,b) = L= . S~ £1(2)),  on(F; 2, b) = — &= . 3

3
i=1 2 i=1

Predpokladejme, Ze f € C2({a, b))
Pak

12n
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Predchozi dusledek:  In(f;a, b) =

(&), on(fia,b) =43 Z £ (ni)-

Véta.

Predpoklddejme, Ze f € C?((a, b)) a je spinéna podminka [ f"(x)dx # 0.
Pak

a

Petr Vodstréil (VSB TUO)
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b
Predchozi véta: f € C2((a, b)), {f”(x) dx#£0 = lim_ eullinh) =

Srovnejte predchozi vétu s numerickymi experimenty ¢&. 1-3. J
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b
Predchozi véta: f € C?((a, b)), [f"(x)dx #0 = lim
a n—oo

Srovnejte predchozi vétu s numerickymi experimenty ¢&. 1-3.

Nyni bychom se mohli ptat, jaky bude vztah mezi obdélnikovym

a lichobéznikovym pravidlem, pokud nebude splnén predpoklad
b

J f"(x) dx # 0, tj. v ptipadé f'(a) = f'(b).

a

Petr Vodstréil (VSB TUO) Por. lich. a obd. prav. 7.10.2010



Experiment €. 4 (pripad £/(b) — F'(a) = [f”(x

y:x6—3x2+x+2
2,5
Chyba:0.1227678571 Podil chyb:-0.8593750000 Chyba: -0.1428571429

2]
1,5 3
1 -
0,5

T

0] 0 1

Kliknutim na obrazek spustite animaci.
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exp4.mov
Media File (video/quicktime)


Experiment €. 4 (pFipad F(b) — F(a) = | £7(x) dx = 0)

El

y:x6—3x2+x+2
2,5
Chyba:0.0000145602678¢ Podil chyb:-0.8748658798 Chyba: -0.0000166428571+¢

on(f;a,b)
Vypada to, Ze n||m (Fa.b) %+ —
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Odpovéd na otdzku, co se bude dit v pfipadé '(a) = f'(b), davé (alespori
Castecné) nasledujici véta.
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Odpovéd na otdzku, co se bude dit v pfipadé '(a) = f'(b), davé (alespori
Castecné) nasledujici véta.

Necht f € C*((a, b)). Ddle necht plati f'(a) = f'(b) a f""(a) # f"(b). Pak
on(fia,b) 7

00 In(f; a, b) 8

24 / 36
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Odpovéd na otdzku, co se bude dit v pfipadé '(a) = f'(b), davé (alespori
¢astedné) nasledujici véta

Véta
Necht f € C*((a, b)). Ddle necht plati f'(a) = f'(b) a f"'(a) # f"(b). Pak
on(f;a,b) 7

lim om0 L
nto I(fia b) 8

|
A,

o
<

N

<

N

<

N

A\

Diikaz
Myslenky diikazu této véty jsou podobné, jako u predchozi véty. Technicka
ndroc¢nost je vSak vétsi, a proto zde dlikaz nebudeme uvadét. O

24 / 36
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Odpovéd na otdzku, co se bude dit v pfipadé '(a) = f'(b), davé (alespori
¢astecné) nasledujici véta.

Véta
Necht f € C*((a, b)). Ddle necht plati f'(a) = f'(b) a f"'(a) # f"(b). Pak

|
A,

i on(fiab) 7
n—oo Ip(f;a,b) 8

o
<
o
~
<
~
<
N
<
N
N

Diikaz
Myslenky diikazu této véty jsou podobné, jako u predchozi véty. Technicka
ndroc¢nost je vSak vétsi, a proto zde dlikaz nebudeme uvadét. O

Poznamka
Srovnejte tuto vétu s numerickym experimentem ¢. 4

N
<
~
<
| N
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Ukazali jsme tedy, ze za vhodnych predpokladi je obdélnikové pravidlo
(s hodnotami pocitanymi uprostied délicich intervali) lepsi nez pravidlo
lichobéznikové.
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Ukazali jsme tedy, ze za vhodnych predpokladi je obdélnikové pravidlo
(s hodnotami pocitanymi uprostied délicich intervali) lepsi nez pravidlo
lichobéznikové.

Dalsi experimenty se proto budou tykat vyhradné obdélnikovych pravidel. J
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© Porovnani obou pravidel

@ dalsi numerické experimenty
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Pro¢ jsme uvazovali obdélnikové pravidlo s hodnotami uprostied délicich
intervaltl 777
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Pro¢ jsme uvazovali obdélnikové pravidlo s hodnotami uprostied délicich
intervaltl 777

Je takové pravidlo ze vSech obdélnikovych pravidel nejlepsi 777 J
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Pro¢ jsme uvazovali obdélnikové pravidlo s hodnotami uprostied délicich
intervaltl 777

Je takové pravidlo ze vSech obdélnikovych pravidel nejlepsi 777 J

Bylo by lepsi uvazovat jiné obdélnikové pravidlo 777 J
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Zavedeni zobecnéného obdélnikového pravidla (pro A € (0, 1))

_ 1.
llustrace pro A = z:

%

b
/ F(x) dx b; [ Flean) + Flera) + -+ Flenn)].

vyraz oznaéme jako Oy ,(f;a,b)

7.10.2010

Por. lich. a obd. prav.

Petr Vodstril (VSB TUO)



Zavedeni zobecnéného obdélnikového pravidla (pro A € (0, 1))

_ 1.
llustrace pro A = z:

b
/f(x) dx ~ b; [ Flean) + Flera) + -+ Flenn)].

vyraz oznaéme jako Oy ,(f;a,b)

kde
b—

a .
C\i = Xj—1+ )\(X,‘ — X,'_1) =xi_1+ A T (I S {1,2, ey n})
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Zavedeni zobecnéného obdélnikového pravidla (pro A € (0, 1))

_ 1.
llustrace pro A = z:

b
/f(x) dx ~ b; [ Flean) + Flera) + -+ Flenn)].

vyraz oznaéme jako Oy ,(f;a,b)

kde
b

—a i
C\i = Xj—1+ )\(X,‘ — X,'_1) =xi_1+ A T (I S {1,2, ey n})

Chyba, které se pfitom dopustime:

b
O)\,n(f; a,b) = O)\,n(f; a, b) — / f(x)dx.
a
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y=X

1,24
Chyba: -0.2222222222 Podil chyb:2.666666667 Chyba: -0.08333333333
1 -
0,8 4
0,6 -
0,4
0,2 4
+ - -
1 0 1

Petr Vodstril (VSB TUO)

n=1

Kliknutim na obrdzek spustite animaci.

Por. lich. a obd. prav.

7.10.2010
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exp5.mov
Media File (video/quicktime)


(Obdélnikové pravidlo ,,s prostfednim bodem* je lepsi.)

Chyba: -0.01722222222 Podil chyb:20.66666667 Chyba: —0.0008333333332
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y= sin(n x2)

" Chyba: -0.1628344507 Podil chyb:-0.8051060071 Chyba: 0.2022521870
14
0,8 4
0,6 1
0,4 4
0,2 4
o] . 0 i

Petr Vodstréil (VSB TUO)

Kliknutim na obrdzek spustite animaci.
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exp8.mov
Media File (video/quicktime)


(Obdélnikové pravidlo ,,s prostfednim bodem* je horsi.)

y= sin(n x2)

Chyba:0.0016818294 Podil chyb:0.6350532864 Chyba: 0.0026483280
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EXperiment c.7 (srovnani obdélnikovych pravidel pro riiznd \)

A=0.
y= sin(nxz)

Chyba: -0.0052706343 Podil chyb:-1.990174291 Chyba:0.0026483280

n=10

Kliknutim na obrdzek spustite animaci.
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exp6.mov
Media File (video/quicktime)


EXperiment c.7 (srovnani obdélnikovych pravidel pro riiznd \)

A=0.75000
y= sin(n xz)

Chyba:0.0007576614 Podil chyb:0.2860904692 Chyba:0.0026483280
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Lze ukazat nasledujici dvé véty (uvédomme si pfitom, Ze
on(f;a,b) = o1 .(f;a, b)).

Necht f € C1({(a, b)) a f(a) # f(b). Pak pro libovolné X # % plati

o on(f; a, b)

=0.
n—oc 0y n(f; a, b)
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Lze ukazat nasledujici dvé véty (uvédomme si pfitom, Ze
on(f;a,b) = o1 .(f;a, b)).

Necht f € C1({(a, b)) a f(a) # f(b). Pak pro libovolné X # % plati

nf;;
lim 70( 2,b)

=0.
n—oc 0y n(f; a, b)

Poznamka.

Za uvedenych predpokladil to znamena, Ze obdélnikové pravidlo
s hodnotami pocitanymi uprostred délicich intervalll je lepSi nez jakékoliv
jiné (zobecnéné) obdélnikové pravidlo (mysleno pro dostate¢né velka n).
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Necht f € C?({a, b)), f(a) = f(b) a f'(a) # f'(b). Pak pro libovolné
A € (0,1) plati

lim oxn(f;a,b)

= —12)2 + 12\ — 2.
n—oo op(f;a, b) +
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Necht f € C?({a, b)), f(a) = f(b) a f'(a) # f'(b). Pak pro libovolné
A € (0,1) plati

lim oxn(f;a,b)

= —12)2 + 12\ — 2.
n—oo op(f;a, b) +

Poznamka.

Z této véty je mozné napr. vycCist, ze za uvedenych predpokladi je
obdélnikové pravidlo nejlepsi, jestlize A je korenem polynomu

—12)2 4 12X — 2, tj. A= 1 — ¥3 = 0,211 nebo A = § + ¥ = 0,789.
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Necht f € C?({a, b)), f(a) = f(b) a f'(a) # f'(b). Pak pro libovolné
A € (0,1) plati

f.
lim 70)"'7( L)

= —12)2 + 12\ — 2.
n—oo op(f;a, b) +

Poznamka.

Z této véty je mozné napr. vyCist, ze za uvedenych predpokladu je
obdélnikové pravidlo nejlepsi, jestlize A je korenem polynomu
12024120 =2, . A= 1 — ¥3 20,211 nebo A = J + ¥2 = 0,789,

Graf zavislosti vysledku vyse uvedené limity na A:

() p———p =

limita —li‘ ''''' 02— 04 —.—.—. 06— 08 > - 1
2

-2 S12A +12A—2
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. v
EXperlment ¢.8 (nejlepsi obdéInikové pravidlo — p¥ipad A = % = % =0,211)
y= sin(n x2)
1,2
Chyba: -0.3650165310 Podil chyb:-1.804759377 Chyba:0.2022521870
1 -
0,8
0,6
0,4
0.2
= | A
1 =1 0

| Kliknutim na obrdzek spustite animaci.
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exp7.mov
Media File (video/quicktime)


Experiment ¢. 8

0,8

0,6

0,4

0,2

Chyba: -0.0001096064

(nejlepsi obdélnikové pravidlo — pfipad A = 5 — % =0,211)

1
p)

y= sin(n x2)

Podil chyb:-0.04138701853 Chyba: 0.0026483280

Petr Vodstréil (VSB TUO)

n=10

lim oxn(f;a,b)

=0.
n—oo op(f; a, b)

Por. lich. a obd. prav. 7.10.2010 34 /36
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Dékuji za pozornost !!!
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