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O imaginárńı matematice

Prolog

Definice (komplexńı) exponenciály

z ∈ C ... ez := ?
z = x + iy ... ez := ex (cos y + i sin y).

x ∈ R ... ex := ?

ex je (maximálńım) řešeńım Cauchyho úlohy:
{

y ′(x) = y(x),

y(0) = 1;

x > 0 ... ln x :=
∫ x

1
1
t
dt, ex := ln−1 x ;

ex := lim
n→∞

(1 + x
n
)n;

existuje právě jedna funkce exp : R → R taková, že

(i) ∀x , y ∈ R : exp(x + y) = exp(x) exp(y),
(ii) ∀x ∈ R : exp(x) ≥ 1 + x .



O imaginárńı matematice

Komplexńı č́ısla – troška historie

Gieronimo Cardano (1501–1576), Ars Magna(1545):
x(10− x) = 40 ... x1 = 5 +

√
−15, x2 = 5−

√
−15;

Raphael Bombelli (1526–1572), L’Algebra (1572):√
−1 ... x +

√
−1 y ;

René Descartes (1596–1650):
pojem ”imaginárńı”;

Isaac Newton (1642–1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716), . . . ;

Leonhard Euler (1707-1783):
označeńı imaginárńı jednotky symbolem ”i”(1777);

Carl Friedrich Gauss (1777–1855), A new proof of the theorem that every

integral rational algebraic function of one variable can be resolved into real

factors of the first or second degree (1799): důkaz základńı věty algebry;

Louis Augustin Cauchy (1789–1857);

Bernhard Riemann (1826–1866);

Carl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897).
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Reálná a imaginárńı č́ısla

Slovńık ciźıch slov:

reálný ... skutečně existuj́ıćı, skutečný;

imaginárńı ... vymyšlený, pomyslný, domnělý, neskutečný.

Kudy vede cesta ke komplexńım č́ısl̊um:

Q → R ... x2 − 2 = 0;

R → C ... x2 + 1 = 0.

C ↔ R2 ... x + iy ↔ (x , y);

(x + iy) + (u + iv) = (x + u) + i(y + v) ↔ (x + u, y + v),

x(u + iv) = xu + ixv ↔ (xu, xv),

(x + iy)(u + iv) = xu − yv + i(xv + yu) ↔ (xu − yv , xv + yu)
[
r(cos t + i sin t) · ̺(cosα+ i sinα) = r̺

(
cos(t + α) + i sin(t + α)
︸ ︷︷ ︸

)]

... otočeńı.



O imaginárńı matematice

Komplexńı č́ısla

Polynomy a mocninné řady

Mocninné řady, holomorfńı funkce, ǩrivkové integrály
Tři vrcholy

Diferencovatelné funkce, Taylorovy polynomy a řady v R

ex = 1 + x + 1
2!x

2 + · · ·+ 1
n!x

n + · · · =
∞∑

n=0

1
n!x

n pro každé x ∈ R;

1
1−x2 = 1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n + · · · =

∞∑

n=0

x2n pro každé x ∈ (−1, 1);

1
1+x2 = 1− x2 + x4 − x6 + · · · =

∞∑

n=0

(−1)
n
x2n pro každé x ∈ (−1, 1);

f (x) :=

{

e−
1

x2 , x 6= 0

0, x = 0
≈ 0 + 0 + · · ·+ 0 + · · · = 0

(pro každé x 6= 0 je f (x) 6= 0).

f ∈ C∞(x0 − r , x0 + r) ≈
∞∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n
=

∞∑

n=0

an (x − x0)
n



O imaginárńı matematice

Komplexńı č́ısla

Polynomy a mocninné řady

Mocninné a Taylorovy řady v C

Definice

Mocninnou řadou o sťredu z0 ∈ C rozuḿıme funkčńı řadu tvaru

∞∑

n=0

an (z − z0)
n
,

kde pro každé n ∈ N ∪ {0} je an ∈ C. Č́ıslo

R := sup
{

|z − z0| :
∞∑

n=0

an (z − z0)
n
konverguje

}

∈ 〈0,+∞) ∪ {+∞}

nazýváme poloměrem konvergence (zḿıněné) mocninné řady.
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Komplexńı č́ısla

Polynomy a mocninné řady

Věta

Necht’ mocninná řada
∞∑

n=0
an (z − z0)

n
má poloměr konvergence R > 0. Pak je

funkce f (z) :=
∞∑

n=0

an (z − z0)
n
holomorfńı na oblasti U(z0,R).

Taylorova věta

Necht’ funkce f je holomorfńı na oblasti U(z0,R), kde R > 0. Pak existuje

právě jedna mocninná řada
∞∑

n=0

an (z − z0)
n
taková, že pro každé z ∈ U(z0,R) je

f (z) =
∞∑

n=0

an (z − z0)
n.

Nav́ıc pro koeficienty výše uvedené (Taylorovy) řady plat́ı: an = f (n)(z0)
n! .
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Komplexńı č́ısla

Polynomy a mocninné řady

Definice (komplexńı) exponenciály

Dá se ukázat, že mocninná řada
∞∑

n=0

zn

n! má poloměr konvergence R = +∞.

Definice

Exponenciálńı funkci definujeme (na C) p̌redpisem

ez := 1 +
z

1
+

z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · · =

∞∑

n=0

zn

n!
.

Podobně můžeme (na C) definovat i goniometrické funkce:

sin z :=

∞∑

n=0

(−1)
n z2n+1

(2n + 1)!
=

eiz − e−iz

2i
,

cos z :=
∞∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
=

eiz + e−iz

2
.
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Komplexńı č́ısla

Křivkové integrály

Křivkové integrály

Definice

Bud’ funkce f = f (t) = u(t) + iv(t) : R → C spojitá na intervalu 〈a, b〉. Pak
∫ b

a

f (t) dt :=

∫ b

a

u(t) dt + i

∫ b

a

v(t) dt.

Bud’ γ = γ1 + iγ2 : 〈a, b〉 → C hladký oblouk
a bud’ funkce f : C → C spojitá na {γ(t) : t ∈ 〈a, b〉}. Pak

∫

γ

f (z) dz :=

∫ b

a

f (γ(t))γ′(t) dt

(

γ′(t) := γ′

1(t) + iγ′

2(t)
)

.
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Komplexńı č́ısla

Křivkové integrály

Tvrzeńı

Bud’ γ jednoduchá uzav̌rená po částech hladká kladně orientovaná ǩrivka v C.
Pak ∫

γ

z dz = 2i · (obsah int γ).

Př́ıklad. Bud’ γr (t) := reit , t ∈ 〈0, 2π〉. Pak

∫

γr
z dz =

∫ 2π

0
re−it ireit dt =

∫ 2π

0
r2i dt = 2iπr2.

Za situace z Taylorovy věty plat́ı

an =
1

2πi

∫

γr

f (z)

(z − z0)n+1
dz ,

kde γr (t) := z0 + reit , t ∈ 〈0, 2π〉; 0 < r < R .
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Komplexńı č́ısla

Křivkové integrály

Cauchyho věta

Necht’ funkce f je holomorfńı na jednoduše souviské oblasti a necht’ γ je

uzav̌rená a po částech hladká ǩrivka v .
Pak ∫

γ

f (z) dz = 0.

Cauchyho integrálńı vzorce

Necht’ γ je jednoduchá uzav̌rená po částech hladká kladně orientovaná ǩrivka
v C a necht’ funkce f : C → C je holomorfńı na Ω = int γ a spojitá na Ω.
Pak pro každé z0 ∈ Ω a n ∈ N ∪ {0} plat́ı

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫

γ

f (z)

(z − z0)
n+1 dz .
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Komplexńı č́ısla

Křivkové integrály

Př́ıklad

∫
∞

−∞

1
(x2+1)2

dx = lim
R→∞

∫ R

−R
1

(x2+1)2
dx = ...

... = lim
R→∞

[
x

2(x2+1) +
1
2arctg x

]R

−R
= π

2 .

Bud’

γR(t) :=







Reit , t ∈ 〈0,π〉,

t − π − R , t ∈ (π, 2R + π〉.
Pak

∫
∞

−∞

1
(x2+1)2

dx = lim
R→∞

∫

γR

1
(z2+1)2

dz = lim
R→∞

∫

γR

1
(z+i)2

(z−i)2
dz =

= 2πi
[(

1
(z+i)2

)
′

]

z=i
= 2πi

[

− 2 1
(z+i)3

]

z=i
= π

2 .
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Epilog

Nejkrásněǰśı matematická věta

Snadným důsledkem p̌redcházej́ıćıch definic je tvrzeńı:

∀z ∈ C : eiz = cos z + i sin z ,

a proto

e
iπ

+ 1 = 0.
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