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O imaginarni matematice
L Prolog

Definice (komplexni) exponencialy

0zecC ...e?: ="
@ z=x+41iy .. € :=¢e"(cosy +isiny).

e xeR ... ex: =7

Y'(x) = y(x),

@ € je (maximdlnim) ¥eSenim Cauchyho (lohy:
y(0) =1

X

@ x>0 .. Inx:= f1 %dt, e :=In"tx;

o existuje pravé jedna funkce exp : R — R takovid, Ze

(i) Wx,y ER: exp(x +y) = exp(x) exp(y),
(i) Vx € R: exp(x) > 1+ x.
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L Komplexni &isla — trotka historie

o Gieronimo Cardano (1501-1576), Ars Magna(1545):

x(10 —x) =40 ... xy =54+/-15, xo =5 —+/—15;
o Raphael Bombelli (1526-1572), L'Algebra (1572):
v—1l..x++v-1y;

@ René Descartes (1596-1650):
pojem "imagindrni”;
o Isaac Newton (1642-1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), ...;

@ Leonhard Euler (1707-1783):
ozna&eni imaginarni jednotky symbolem "i" (1777);

o Carl Friedrich Gauss (1777-1855), A new proof of the theorem that every
integral rational algebraic function of one variable can be resolved into real
factors of the first or second degree (1799): dlikaz zakladni véty algebry;

@ Louis Augustin Cauchy (1789-1857);
@ Bernhard Riemann (1826-1866);
o Carl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897).
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L ReIns a imaginamf &isla

Slovnik cizich slov:

@ realny ... skute€né existujici, skutetny;

@ imagindrni ... vymysleny, pomysiny, domnély, neskute&ny.

Kudy vede cesta ke komplexnim &islim:

e Q - R ... x2-2=0;
eR - C ... x*+1=0.

e C & R? .. x+iy+ (xy);
(i) 4 (i) = (b ) iy +v) © (x+ iy +v),
x(u+iv) = xu+ ixv < (xu, xv),

(x+iy)(u+iv) =xu—yv+i(xv + yu) < (xu — yv, xv + yu)
[r(cost + isint)- p(cosa + isina) = ro(
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Komplexni &isla

Polynomy a mocninné fady

Mocninné ¥ady, holomorfni funkce, k¥ivkové integraly

Diferencovatelné funkce, Taylorovy polynomy a ¥ady v R

o0

0ex:1+x+%x2+...+%xf7+...:EO%X” pro kazdé x € R;

o T =142+ X = i_ojox% pro kazdé x € (—1,1);
° rlxz:1—x2+x4—x6+---:,20(—1)'&2” pro kazdé x € (—1,1);
of(x):z{(e)v_i'zxo#o ~0+0+---+0+---=0

(pro kazdé x # 0 je f(x) # 0).

> £(n) (x N > N
feC®x—rx+r) = Z n(l 0)(x—xo) :Zan(x—xo)
n=0 ’ n=0
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Komplexni &isla

Polynomy a mocninné fady

Mocninné a Taylorovy fady v C

Definice

Mocninnou ¥adou o stfedu z5 € C rozumime funk&ni ¥adu tvaru

o0

D an(z—2)",

n=0
kde pro kazdé n € NU {0} je a, € C. Cislo
R :=sup {|z — 2| : Z an(z — )" konverguje} € (0, +o0) U {+o0}
n=0

nazyvdme polom&rem konvergence (zmin&né) mocninné ¥ady.
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Komplexni &isla

Polynomy a mocninné fady

Véta
, S n
Necht mocninné ¥ada 3 a,(z — )" ma polomé&r konvergence R > 0. Pak je
n=0

funkce f(z) := Y an(z — z0)" holomorfni na oblasti U(z, R).
n=0
Taylorova véta
Necht funkce f je holomorfni na oblasti U(zo, R), kde R > 0. Pak existuje

pravé jedna mocninnd ¥ada >~ a, (z — z)" takovd, Ze pro kazdé z € U(z, R) je
n=0

f(z) = Z an(z —2)".
n=0

- , , , ©)
Navic pro koeficienty vyse uvedené (Taylorovy) ¥ady plati: a, = f n(!zo).



O imaginarni matematice

Komplexni &isla

Polynomy a mocninné fady

Definice (komplexni) exponencialy

z"

o0
D3 se ukazat, Ze mocninnd Yada ) %

n=0

ma polomér konvergence R = +oo.

Definice

Exponencidlni funkci definujeme (na C) predpisem

. z Z° z" = z"
e:1+1+§++m+zzom
n=!

Podobn& mizeme (na C) definovat i goniometrické funkce:

& Z2n+1 eiz _ efiz
i = -1)" =
sinz nz:;( Ve 2
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Komplexni &isla

KF¥ivkové integrély

K¥ivkové integraly

Definice
@ Bud funkce f = f(t) = u(t) + iv(t) : R — C spojitd na intervalu (a, b). Pak

/abf(t)dt:: /abu(t)dt—i—i/abv(t)dt.

@ Bud v =1 + iv2: (a, b) = C hladky oblouk
a bud funkce f: C — C spojitd na {y(t): t € (a, b)}. Pak

b
[ f@rdz = [ @ ae

(v/(0) =10 + in3(0)).
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Komplexni &isla

KF¥ivkové integrély

Tvrzeni

@ Bud v jednoduchd uzaviena po &astech hladka kladn& orientovand k¥ivka v C.
Pak

/7dz = 2/ - (obsah int~).
.

o Priklad. Bud 7,(t) := re”, t € (0,2n). Pak

27

_ om it i . .
[ zdz= [T re "ire*dt = ridt = 2imr’.
» 0 0

@ Za situace z Taylorovy véty plati

1 f(2)
n=5=[ T -792
= o /% (z — zp)nt1 i

kde v,(t) := zo + ret, t € (0,27); 0 < r < R.
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Komplexni &isla

KF¥ivkové integrély

Cauchyho véta

' . , . o . e ' .
Necht funkce f je holomorfni na jednoduse souviské oblasti 3£ a necht « je
uzavfena a po Castech hladka k¥ivka v

Pak
/ f(z)dz=0.
.

Cauchyho integrélni vzorce

Necht v je jednoducha uzavfend po &astech hladka kladng orientovand kfivka
v C a necht funkce f : C — C je holomorfni na Q = int~y a spojitd na Q.
Pak pro kazdé zp € Q a n € NU {0} plati

f(n)(ZO)_”_!/%dz_

2mi —2p
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L Komplexni isla

KF¥ivkové integrély

P¥iklad
? fioo Ty dx = RI|_>m f R {x 2+1)2 dx =
R
— i X 1 _x
= RIme [m + Earctgx] a2
o Bud
Re't, t € (0, 7),
Tr(t) =
t—m—R, te(m2R+m).
Pak
f (X2+1)2 dx = II—>moo f'YR (22""1)2 dz = Rll—>moo f’y

_1
(z+i)2

R (z—i)?

dz

NS
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L Epilog

Nejkrasnéj$i matematicka véta
Snadnym disledkem p¥edchdzejicich definic je tvrzeni:

Vze C: €% =cosz+isinz,

a proto

e'™ 11 =0.
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