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Predmluva

Véazeny ctenari,

predkladana publikace je vénovana podrobnému vykladu nékolika vybranych
partii z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic. Ve snaze Vas jiz od zacatku za-
ujmout, v ivodni kapitole diskutujeme fadu rtiznorodych tloh vedoucich k rovnicim
obsahujicim derivace neznamé funkce jedné realné proménné - k obycejnym dife-
rencialnim rovnicim. Jedna se zejména o odvozeni modelii popsanych linearnimi
diferencialnimi rovnicemi. Linearnim diferencidlnim rovnicim je v celém textu vé-
novana vibec nejvétsi pozornost, lze je totiz povazovat za vstupni branu do celé
oblasti a také se nejcastéji vyskytuji v aplikacich. Duraz je kladen zejména na po-
pis a zduvodnéni prislusnych vypocetnich postuptu. Kromé linearnich diferencialnich
rovnic jsou studovany také dalsi ttidy vice ¢i méné vyznamnych typickych tiloh. Ne-
postradatelné pojednani o metodé feseni rovnic se separovanymi proménnymi je
tak napriklad doplnéno naroc¢néjsim rozborem urcitého zobecnéni téchto rovnic -
exaktnimi diferencialnimi rovnicemi, které jsou zajimavé predevsim v kontextu te-
orie potencidlu. Schopnosti vypocetni techniky dnes umoznuji efektivné numericky
resit i velmi slozité nelinearni ulohy, a tak je do kurzu zarazeno nékolik prerekvi-
zitnich pasazi o kvalitativnich vlastnostech feseni diferencialnich rovnic. Jednd se
zejména o vysledky charakterizujici podminky zajistujici v obecném ptipadé exis-
tenci a jednoznacnost feseni Cauchyovych tloh. Popis sofistikovanych numerickych
resi¢u ovsem v tomto elementarnim textu nenaleznete.

Pro porozuméni vykladu je, kromé jisté vytrvalosti, potiebna znalost zakladnich
poznatkl z linearni algebry, z diferencialniho poctu realnych funkci jedné a vice
realnych proménnych a predevsim pak z integralniho poc¢tu funkei jedné realné pro-
ménné. Podle nasich zkuSenosti mizeme pred samotnym c¢tenim tohoto textu stu-
dentiim doporucit, aby si predem doplnili pfipadné mezery z uvedenych oblasti tim,
ze si zopakuji zejména:

Véty o substituci pro neurcity i urcity integral

Zakladni vlastnosti Riemannova integralu jako funkce proménné meze

Vétu o derivaci inverzni funkce

Vétu o derivaci slozené funkce nékolika proménnych
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e Vétu o implicitné zadanych funkcich

Rada oby¢ejnych diferencidlnich rovnic vznikla pii zkoumani déji, které zaviseji na
case. Proto jsme se rozhodli nezavisle proménnou vétsinou oznacovat symbolem .
Spravné se ma s funkcemi manipulovat jako s autonomnimi objekty, proto bychom
napriklad méli korektné psat sin a ne sint, chceme-li hovorit o funkci sinus. Pri
popisu ruznych algoritmi je vSak casto nazornéjsi ztotoznit funkci s jejim predpi-
sem, tedy s vyznacenim nezavislé proménné. Podle kontextu potom naptiklad vyraz
e’ miZe znamenat oznaceni pro exponencidlni funkci, oznaceni vlastniho predpisu
pro tuto funkci nebo hodnotu (tedy realné ¢islo) exponencidlni funkce v pevném
case t. Doufame, ze uvedena volnost ve znaceni bude vzdy spravné interpretovana
a nase neduslednost ve znaceni odpusténa. Prosime jesté o laskavou toleranci k na-
sledujici nedtislednosti. Protoze nasim zamérem bylo co nejvice vyjit vstiic cilové
skupiné ¢tenart, rozhodli jsme se vétsinou popisovat dané metody Teseni s pouzitim
neurcitych integrali, které jsou u studentské obce vyrazné popularnéjsi, nez zapisy
pouzivajici Riemannova integralu s proménnou mezi. To ovSem vede k tomu, zZe né-
kdy budeme na prislusném otevieném intervalu J pod oznacenim [ f (¢) d¢ rozumét
jednu ,vhodnou” konkrétni primitivni funkci k funkci f na J, jindy zase libovolnou
primitivn{ funkei k f na J a koneéné, ¢asto budeme integral [ f(¢) dt chapat jako
systém vSech funkci, které jsou na J primitivni k funkci f. Pfipomenme, Ze na otevre-
ném intervalu se dvé primitivni funkce lisi nejvyse o konstantu, proto budeme nékdy
zdtiraznovat interpretaci neurcitého integralu jako mnoziny, poptipadé libovolné pri-
mitivn{ funkce pfidanim ,integracni konstanty” do zapisu: [ f (¢) dt + C, C € R.
Nejdulezitéjsi tvrzeni o fesenich diferencidlnich rovnic se v textu ovSem snazime vzdy
zformulovat tak, abychom se popsanym nepresnostem vyhnuli.

O textu

Dilezita tvrzeni, poznamky a priklady jsme se snazili pojmenovat, prislusné slogany
jsou samozrejmé pouze orientacni. Mame zato, ze to vede k lepsi nasledné orientaci
pri odkazovani na uvedenda tvrzeni pti nasledné argumentaci. Nejdtlezitéjsi tvrzeni
jsou graficky zvyraznéna. Véty jsou uvedeny v ramecku. Konce dikazi jsou vyzna-
¢eny prazdnym ¢tvereckem ([J), konce FeSeni prikladu plnym trojihelnickem (A).
Obtiznéjsi ¢i rozsirujici pasaze jsou oznaceny hvézdickou (*) a jsou od ostatniho
textu odliSeny mensim typem pisma. Text byl vysazen pomoci sazeciho systému
TEX ve formatu pdf KTEX.
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O projektu

Text, ktery prave ¢tete, vznikl v rdmci feseni projektu ,,Matematika pro inzenyry 21.
stoleti — inovace vyuky matematiky na technickych skolach v novych podminkach
rychle se vyvijejici informacni a technické spolec¢nosti®. Projekt byl fesen na Vysoké
skole banské - Technické univerzité v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni
v obdobi 2009 — 2012.

Hlavni motivaci projektu je potieba reagovat na zmény vyznamu jednotlivych
partii matematiky pri feSeni praktickych problémii, zptisobenou zejména velkym po-
krokem v matematickém modelovani, dramatickym zlepsovanim software a rychlym
zvysSovanim vypocetnich kapacit modernich pocitaci. Inzenyti nyni bézné vyuzivaji
stdle se vyvijejici komplikované softwarové produkty zalozené na matematickych po-
jmech, se kterymi se v kurzech matematiky budto nesetkaji viibec nebo v nevhodné
formé. Na druhé strané prezentace nékterych pojmu v zakladnich kurzech neodrazi
z nejruznéjsich divodt potieby odbornych kateder. Bohuzel tento stav ztézuje stu-
denttim aktivni pouzivani ziskanych védomosti v odbornych predmétech i orientaci
v rychle se vyvijejicich metodach inzenyrské praxe.

Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzti na tech-
nickych vysokych skolach s cilem ziskat zajem studentt, zvysit efektivnost vyuky,
zpristupnit prakticky aplikovatelné vysledky moderni matematiky a vytvorit pred-
poklady pro efektivni vyuku inzenyrskych predméti. Zkvalitnéni vyuky matematiky
budoucich inzenyri chceme dosdhnout po strance formalni vyuzitim novych infor-
macnich technologii pripravy elektronickych studijnich materialii a po strance vécné
peclivym vybérem vyucované latky s dislednym vyuzivanim zavedenych pojmi v ce-
lém kurzu matematiky s promyslenou integraci modernitho matematického aparatu
do vybranych inzenyrskych predmétii. Metodiku vyuky matematiky a jeji atrak-
tivnost pro studenty chceme zlepsit dirazem na motivaci a dislednym pouzivanim
postupu ,,od problému k reseni“.

V ramci projektu vytvarime 41 novych vyukovych materiali z oblasti mate-
matické analyzy, linearni algebry, numerickych metod, metod optimalizace, dis-
krétni matematiky, teorie grafii, statistiky a nékolika odbornych kurzt. VsSechny
hotové vyukové materidly jsou volné k dispozici na webovych strankach projektu
http://mi2l.vsb.cz.



Autori predem dékuji za vSechny pripadné napady a navrhy k vylepseni textu
i za upozornéni na chyby. Zavérem dovolte, abychom podékovali Ing. Pavlu Praksovi,
Ph.D.; za tadu konstruktivnich ptripominek k podstatné c¢asti skript a Ing. Marii
Sadowské, Ph.D. a Bc. Matyasi Theuerovi za pomoc pii grafickém zpracovani ivodni
kapitoly. Jejich podékovani patii také MUDr. Michalu Pétrosovi za trpélivé a laskavé
uvedeni do problematiky farmakokinetiky. Jsme také vdécni za pomoc pri prepisu
casti textu do I¥TEXu, kterou nam poskytli studenti Ondrej Zjevik, Ondrej Grunt
a Michal Malér.

V Ostravé 1.8. 2012 Bohumil Krajc a Petr Beremlijski
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Kapitola 1

Motivace, modely vedouci k ODR
a jejich soustavam

Rovnice, ve kterych se vyskytuji derivace neznamych funkci, se nazyvaji diferenci-
alnimi rovnicemi. Pomoci diferencidlnich rovnic lze popsat celou fadu zakonitosti,
které se objevuji v prirodnich a spole¢enskych védach. Z toho plyne, ze zakladni
poznatky a dovednosti z oblasti diferencialnich rovnic jsou soucasti intelektualni
vybavy vétsiny uspésnych prirodovédct, inzenyri, ekonomi i sociologi.

Resenimi diferencialnich rovnic jsou funkce, které popisuji vlastnosti zkoumangch
jevi. Budeme-li umét resit diferencidlni rovnice, znamena to, ze budeme umét 1épe
rozumet okolnimu svétu, ridit rizné technologické i spolecenské procesy a ovliviiovat
tak nasi budoucnost. V této kapitole podrobnéji nastinime, jak diferencialni rovnice
vznikaji.

V partiich vénovanych integralnimu poctu se resi nasledujici problém:

Je zaddna funkce f : R — R. Je treba zjistit, pro jaké funkce y : R — R,
definované na intervalu I C R, plati pro kazdé x € I vztah

Y (x) = [(2). (1.1)

Rovnice (1.1) predstavuje specidlni typ diferencialni rovnice. Uvedené rovnici na
intervalu I zfejmé vyhovuji vsechny primitivni funkce k funkci f na I, hovofime
o Tesenich rovnice. Podrobnéji, ptejde-li diferencidlni rovnice po dosazeni funkce ¢
v rovnost platnou na néjakém intervalu I, nazyvame funkci ¢ fesenfm® této rovnice
na I.

Napriklad jednim z feSeni rovnice

y' () = 2z — sin (z) (1.2)
na intervalu R je funkce ¢ dana predpisem

¢ (z) = 2* + cos (7).

'Pojem feseni diferencidlni rovnice bude upfesnén v dalsi kapitole.



2 Motivace, modely vedouci k ODR a jejich soustavam

Skutecné, na R plati
¢ (z) = (2° + cos (x))/ = 2x — sin ().
Snadno ovérime, zZe jinym fesenim téze rovnice je funkce 1 definovana vztahem
Y (x) = 2 + cos (v) + 4807.
Vsechna feSeni uvedené rovnice na R lze ziejmé zapsat ve tvaru
y(z) =2®+cos(z) +C, CER,

uvedeny vzorec nazyvame obecnym Fesenim diferencialni rovnice (1.2). Nase tloha
ma nekonec¢né mnoho feseni. Zkusme navic pridat k nasi rovnici naptiklad podminku
y(0) = 2, tj. chceme nalézt funkci, kterd resi nasi rovnici a navic jeji funkéni hod-
nota v x = 0 je rovna 2. Lze ukazat, ze takova tloha ma na R pouze jediné reSeni
y(z) = 2® + cos (z) + 1. Déle se v textu budeme vénovat nékterym ,praktickym*
uloham.

Priklad 1.1. V poledne vyjel ze stanovisté vzdaleného po cesté 200 metrii od vr-
cholu Lysé hory cyklista Mirek. Dochovaly se zaznamy tachometru na Mirkové kole,
podle kterych Mirkova rychlost vy, v zévislosti na ¢ase ¢ v méfeném tseku odpovi-

dala funkci
t m
vy (t) = 10 - arctg (ﬁ) : [E] .

Ve stejnou dobu vyrazil z vrcholu hory Jirka vybaveny lepsim kolem rychlosti v;:

m

(£) = ——t +10- arctg  — []
Y7\ = 1000 a8\ 100) sl

Dozene Jirka Mirka? Pokud ano, v jakém case?

Reseni. Mirkova vzdélenost po cesté od vrcholu Lysé hory je dana funkci s,,. Vime,
ze sy (0) = 200 a funkce sy je FeSenim diferencidln{ rovnice’

'
"(t) =10 - arctg [ —
y (1) arcg(lo()),

to znamenad, Ze na uvazovaném intervalu plati:

t
Lo(t) =10 - arctg [ — | .
shy (t) arctg (100)

'Rovnici ziskdme pokud si uvédomime, ze rychlost vy, je matematicky popsana derivaci funkce

SM-



Hledejme funkci sp;:

t t 1
1-10 - arct dt @ ¢.10 - arct 10—
s (8) = / ares (100) ares (100) 100

t t t\?
) 1t — .1 — 1
/ ( : )2 ; dt 10 t - arctg (100) 500 - In <(100) + ) + C,

100

kde C' € R je vhodna konstanta. P¥i vypoctu byla pouzita metoda per partes (p)
a substituce (s):

' u:10-arctan(1i00), v'=1 = ()2 41
)l —10-—m— =g | O S gy
(m)“

Protoze sy (0) = 200, plati
200 = 0 — 500 - In (1) + C,

takze
C = 200,

a konecné

t t )’
sy (t) =10t - arctg (100) — 500 - In ((m) + 1) + 200.

Podobné vztahy plati v Jirkové pripadé: s; (0) = 0,

1 i
() = ——t + 10 - arct
578 = Jg00! 10 arcg(1oo>

Po obdobnych vypoctech zjistime, ze

£ t t\?
t) = 10 - ¢ - arct 500 I (=) +1], t>0.
57 (8) = 5500 arcg(loo) n((loo) * )

Z toho plyne, ze okamzik stfetnuti musi splinovat rovnost

t2
2000

200 =

To znamena, ze Jirka dozene Mirka za priblizné 632.5 s. A



4 Motivace, modely vedouci k ODR a jejich soustavam

Priklad 1.2. V tomto prikladé se pokusime vytvorit matematicky model, ktery
popisuje, jakym zptsobem se méni koncentrace léku v krvi v zavislosti na case.
Necht funkce C(t) udava okamzitou koncentraci latky (vhodného 1éku) v krvi v case
t (v [/;Tgl}) Lékarskymi pokusy bylo zjisténo, ze rychlost poklesu koncentrace této
latky v krvi je pfimo imérna jeji samotné koncentraci, tj. plati:

C'(t) = —kC(t),

kde £ > 0 je konstanta'. Tato konstanta popisujici ibytek dané latky byva dobie
popséna dvéma farmakokinetickymi parametry, kterymi jsou clearance (mira schop-
nosti organismu eliminovat latku) a distribucni objem (mira kapacity tzv. zdanlivého
prostoru, ktery je v organismu pro tuto latku k dispozici). Clearance budeme déle
znacit C, standardni volba jednotek byva [m%ﬂ, distribu¢ni objem v litrech ozna-
¢ime v4. Pokud zvolime jako jednotku casu hodiny, mizeme konstantu k popsat
nasledujici zavislosti

k:Cl-—%.

Uq

Déle pro jednoduchost predpokladejme, ze latka je distribuovana do krve intra-
vendzni injekel a rozsiruje se do krve okamzité. Predpokladejme, Ze timto zptisobem
byla v ¢ase t = 0 dodéno do krve takové mnozstvi latky, zZe jeji koncentrace v krvi
méla hodnotu Cjy. Tim jsme ziskali jednoduchy model popisujici hodnoty koncent-
race latky v krvi po jeji intravenozni aplikaci:

!
{ C'(t) = —kC(1), 13)

U 1éc¢iv je dalsim vyznamnym farmakokinetickym parametrem wucinnd koncen-
trace. Ta udava hodnotu koncentrace ¢i interval hodnot koncentraci, pii kterych
latka ptsobi prospésné na organismus. Pokud zname hodnotu vyse zminénych far-
makokinetickych parametru pro konkrétni lé¢ivo, muzeme vyuzit feseni tlohy (1.3)
pro odpovéd na otazku, jak casto 1ék obsahujici tuto latku pacientovi aplikovat pro
zajisténi uspésné 1écby. V nasledujicich prikladech predpokladdame, ze pacientem je
primérna osoba s télesnou hmotnosti 70 kg. Hodnoty farmakokinetickych parame-
tra pro 1é¢iva z téchto priklada byly prevzaty z [0], kde se lze seznamit s oblasti
farmakokinetiky mnohem detailnéji.

Pro 1é¢bu nemocného s priduskovym astmatem se pouziva theofylin. Jeho far-
makokinetické parametry jsou:

1
Cl =48 {g} , vg = 35 [1], G¢inna koncentrace : 10 — 20 [M_Qﬂ .

min m

'Hodnota k zévisi na léku a pacientovi.



Toto 1é¢ivo musime pacientovi podavat v pravidelnych ¢asovych intervalech tak, aby
jeho koncentrace v krvi 1é¢ené osoby neptesahla horni mez ti¢inné koncentrace a ne-
klesla pod jeji dolni mez. Na zacatku lécby byla aplikovana zavadéci davka, ktera
zpusobila, ze v ¢ase t = 0 byla koncentrace theofylinu v krvi Cy = 20 [%gl] Dalsi
davky chceme aplikovat vzhledem k pohodli pacienta tak, aby rozmezi podavani
1éku bylo co nejvetsi. Zjistéme po jakém c¢ase (v hodindch) je nutné 1ék obsahujici
theofylin znovu podat pacientovi. Pripomenme, ze aby byla lé¢ba uc¢inna, je tfeba
1ék pacientovi podat dfive nez koncentrace theofylinu klesne pod dolni mez G¢inné
koncentrace.

Reseni. Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme rovnici

{ C'(t) = —32c),

C'(0) = 20. (14

Derivovanim se lze presvédéit, ze feSenim tlohy (1.4) je funkce C(t) = 20 - e B,

Z toho ihned plyne rovnice po dobu t do dalsi aplikace:
2,88
10=20-e 3"
To znamend, ze dalsi davku theofylinu je nutno podat za ptiblizné 8,4 hod. A

Priklad 1.3. Nez se zacneme zabyvat tvorbou dalstho matematického modelu, vra-
time se v ¢ase do doby kratce po konci druhé svétové valky. Tésné po valce zjistila
nizozemsk4 policie, Ze béhem valky bylo proddno nékolik Vermeerovych! obrazt
némeckému ministrovi letectvi Hermannu Goringovi. Tuto transakci zprostredkoval
Han van Meegeren. Na zakladé téchto zjisténych fakti byl 29.5.1945 van Meege-
ren zadrzen a obvinén z kolaborace s nepritelem. 12.7.1945 van Meegeren vydal
prohlaseni, ze Goringovi nikdy zadny Vermeeruv obraz neprodal. Naopak Goringa
napalil, protoze obrazy, které mu prodal, jsou podvrhy Vermeerovych obrazi a sdm
je vytvoril.

A aby dokézal své tvrzeni, zacal jeden z ,,Vermeerovych* obrazti?> napodobovat.
Van Meegeren prizvanym znalcim predvedl zptisob, jakym vytvaii barvy, jak pri-
pravuje platno, ¢i jak zatidi, aby povrch malby vypadal jako u nékolik set let starého
obrazu. Tésné pred dokonc¢enim podvrhu Vermeerova obrazu se van Meegeren do-
zvedél, ze obvinéni z kolaborace bude nahrazeno obvinénim z padélatelstvi, a tak
odmit] tuto kopii dokoncit. I tak ale vétsina prizvanych odbornikii uznala, Ze ob-
razy prodané Goringovi jsou pravdépodobné falzum a van Meegeren byl 12.10.1947
odsouzen za padélatelstvi na rok do vézeni, ve kterém 30.12.1947 na infarkt zemrel.

I presto, ze komise, ktera posuzovala pravost ,,Vermeerovych® obrazi uznala,
ze to jsou pravdépodobné podvrhy vytvorené van Meegerenem, ziistavali odbornici

1Jan Vermeer (1632 - 1675) byl nizozemsky malii.
28lo o obraz ,Jezis mezi znalci Pisma“



6 Motivace, modely vedouci k ODR a jejich soustavam

u nékterych obrazi, k jejichz autorstvi se také van Meegeren ptihlasil, na pochy-
béach. Zejména zpochybnovani pravosti obrazu Emauzsti uc¢ednici, ktery zakoupilo
muzeum v Rotterdamu za 170 000 dolart, vyvolavalo velké spory. Proto se pristou-
pilo u tohoto obrazu v roce 1967 k metodé radioaktivniho datovani, ktera méla tyto
pochyby rozhodnout.

Metoda radioaktivniho datovani vyuziva toho, ze radioaktivni prvky jsou nesta-
bilni a ¢ast jejich atomi se samovolné rozpada na atomy jinych prvki. Experimenty
bylo zjisténo, ze rychlost rozpadu atomt radioaktivnich prvkia je pifimo timérna po-
¢tu téchto atomi. Pokud funkci udavajici pocet atomu radioaktivniho prvku v case
t v gramu latky oznacime jako N(t), pak vySe zminénou zavislost mizeme popsat
diferencidlni rovnici'

N'(t) = —AN(t), (1.5)

kde A je konstanta, ktera popisuje rychlost rozpadu atomi daného radioaktivniho
prvku. Tato konstanta je dana pro kazdy radioaktivni prvek vztahem:

In2
~ poloc¢as rozpadu prvku v minutéch’

Cas t v nasem modelu budeme méfit v minutach a jednotka konstanty A je v min~.

Metoda radioaktivniho datovani je zalozena na jednoduchém pozorovani. Pokud
bychom védéli, kolik atomt radioaktivniho prvku méla latka v jednom svém gramu
pfi svém vzniku (tzn. zndme hodnotu Ny, pro kterou plati N(0) = Ny) a znali
bychom také aktudlni pocet téchto atomt v gramu latky, mohli bychom feSenim

ulohy
/ —
{ N'(t) = =AN(®), o)
N(0) = Ny.
zjistit, jak je tato latka stara.

Nez se zacneme zabyvat datovanim , Vermeerovych® obrazi, uvédomme si, ze
vsechny horniny na Zemi obsahuji malé mnozstvi radioaktivniho uranu, ktery se
rozpada na atomy dalstho prvku. Tyto atomy se opét samovolné méni na dalsi
atomy atd. (viz obrazek 1.1).

Déle je znamo, ze olovnata béloba pouzivana na malbach obsahuje oxid olovnaty,
ktery obsahuje malé mnozstvi olova-210 a jesté mensi mnozstvi radia-226. V oka-
mziku, kdy je barva obsahujici oxid olovnaty vyrobena, za¢nou se atomy olova-210
velmi rychle rozpadat s polo¢asem rozpadu 22 let a mnozstvi olova-210 v této barveé
klesa. Na druhé strané vznika malé mnozstvi olova-210 rozpadem radia-226 (a prvki,
které nasleduji v rozpadové fadé za nim). Tento proces muzeme popsat nasledujici

diferencialni rovnici
{ N'(t) = =AN(t) + (1),

N(O) = No. (1.7)

! Atomt musi byt ,,dostateéné“ mnoho, abychom mohli jejich mnozstvi dobfe aproximovat hlad-
kou funkci.



Obr. 1.1: Uranova rozpadova fada (Casy u Sipek udévaji polocasy rozpadu jednotli-
vych radioaktivnich prvk)

kde N(t) je funkce uddvajici pocet atomu olova-210 v case ¢t v gramu latky, r(¢)
je funkce udavajici pocet atomu olova-210, které vzniknou v Case t v gramu oxidu
olovnatého za minutu.

Protoze polocas rozpadu radia-226 je 1600 let a metodu radioaktivniho datovani
chceme pouzit pro rozpoznani stari obrazi, které mély v roce 1967 ptiblizné bud 300
let nebo 20 let, muzeme funkci r(t) povazovat za konstantni. Pak r(t) = r = konst.
a rovnici (1.7) mizeme nahradit rovnici

{ N'(t) = =AN(t) +r, 18)
N(0) = N,.

Mnohem vice podrobnosti o metodé radioaktivniho datovani muze ctenar nalézt
v [3].

Také v pripadé rovnice (1.8) jsme schopni, pokud zndme pocet atomu olova-210
v gramu oxidu olovnatého v dobé vyroby olovnaté béloby urcit stari obrazu, na
kterém je tato barva pouzita. V nasi tloze pocet atomi olova-210 v gramu oxidu
olovnatého v dobé vyroby barvy bohuzel nezname. I pfesto jsme schopni rozlisit
obraz jehoz stari je 300 let od obrazu, ktery mé 20 let. Je totiz znamo, jaké byvaji
koncentrace radioaktivniho olova-210 v rudach, ze kterych se vyrabi oxid olovnaty.
Je naprosto nemozné, aby pocet atomu olova-210 v gramu rudy, ze které se oxid



8 Motivace, modely vedouci k ODR a jejich soustavam

olovnaty vyrobil pfesahl pocet 5- 10!, Proto miZeme zjistit, pokud zndme potfebné
parametry, zda je mozné, aby bylo staii obrazu 300 let. V nasledujicim prikladu
pouzijeme: 1 rok = 525 600 minut.

Urceme, zda je mozné, aby byl obraz Emauzsti ucednici opravdu stary 300 let
a byl tedy pravy, pokud bylo méfenim zjisténo, ze v case T' plati

N(T)=1,42-10%, r =0,8.

Obr. 1.2: Emauzsti uc¢ednici

Resend. Po dosazeni zadanych hodnot a vyuzitim faktu, Ze polo¢as rozpadu olova-210
je 22 let, dostaneme rovnici

N'(t) = —5,99 - 105N (t) + 0, 8, o)

N(T) =1,42 - 10%. '

) PRIV : . N 5a00=F LAZ10° o o0 105
D4 se ukdzat, ze fesenim rovnice (1.9) je funkce N(t) = —= e et G +

+ %. Zkusme s vyuzitim feseni rovnice (1.9) urcit, zda je mozné, aby byl obraz
pravy. Pokud je T = 300 - 525600 minut, pak N(0) = 1,63 - 10'2. Z toho je ziejmé,

Ze obraz je podvrh. A

Priklad 1.4. Nyni nastal ¢as na salek kavy. Hrnek s cerstvé uvarenou kavou méa
teplotu T}, a je ochlazovan vzduchem v mistnosti o konstantni teploté T,. Je mozné
modelovat teplotu hrnku jako funkci 7Tj,(t), kterd se méni rychlosti' pifmo timérnou
rozdilu teploty vzduchu a hrnku? s koeficientem k, ktery zavisi na materidlovych

!Tuto rychlost matematicky popisuje derivace funkce T}, (t).
2Popsané zakonitosti se ¥ka Newtonfiv zdkon ochlazovani.



Obr. 1.3: Hrnecek s chladnouci kavou

vlastnostech a tvaru. Necht teplota hrnku v case ¢ je ddna hodnotou 7}g. Dostavame

tedy nasledujici model:
{ T;(t) = k(T, — Th(1)),

Ty(to) = Tho. (1.10)

Regeni tlohy (1.10) pouzijeme k modelovani ochlazovani hrnku s kavou, kterd
méla v Case ty = 0 teplotu 100° [C]. Teplota vzduchu mé hodnotu T, = 20°[C]
a experimentalné' byla zjisténa hodnota konstanty k = 0,04. Cas t je v minutach.
Za jak dlouho se hrnek ochladi alespon na 50° [C]?

Reseni. Po dosazeni uvedenych hodnot dostaneme diferencialni rovnici

{ T (t) = 0,04(20 — Ty (1)),

T,,(0) = 100. (L11)

D4 se ukazat, 7e feSenim rovnice (1.11) je funkce Ty (¢) = 80 - e=%%* + 20. Z toho
plyne
50 = 80 - e~ + 20.

To znamend, Ze hrnek s kdvou se ochladi na 50° [C] za priblizné 24,5 [min]. A

Priklad 1.5. V této uloze se pokusime odhadovat vyvoj velikosti dané populace.
Necht y(t) oznacuje velikost populace v Case t a yy popisuje velikost populace v ¢ase
to. Necht a je konstanta, kterda udava prirtastek populace za ¢asovou jednotku. Zjed-
noduseny model vyvoje populace’ lze popsat rovnici a poéateéni podminkou ve

tvaru:
{ y'(t) = ay(t),

y(to) = o (112)

ITfeba opakovanym méfenim.
2Vychézime z piedstavy, Ze rychlost s jakou roste pocet ¢lentt populace je pFimo imérné poctu
clenu populace, ktefi se rozmnozuji.
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Rovnice (1.12) pomérné dobfe aproximuje vyvoj pocetné populace, kterd ma dosta-
tecné velké zasoby potravy, dalsich zdroji a miize neomezené riist. Lepsi model dava
nasledujici popula¢ni rovnice s poc¢atecni podminkou, ve které se navic objevuje clen
b(y(t))? (b je konstanta)

{ Y'(t) = ay(t) = b(y(t))*, (1.13)

y(to) = vo-

Rovnice (1.13) dobfe aproximuje vyvoj populace, kterd uz je dostatecné velkd, ma
omezené zasoby potravy i dalSich zdroji a mezi cleny populace dochézi k soupeteni
o tyto zdroje (to popisuje konstanta b).

Popula¢ni rovnici s poc¢éteéni podminkou (1.13) pouzijeme k modelovani vyvoje
poctu obyvatel USA v letech 1790 - 1950. Konstanty a, b byly odhadnuty takto:
a = 0,03134, b = 1,5887 - 107'°. Cas t je v rocich. Navic vime, Ze pocet obyvatel
v USA v roce 1790 byl 3 929 000. Odhadnéme velikost populace Spojenych stati
americkych v letech 1800, 1850, 1900 a 1950. Spocitané hodnoty miizeme porovnat
se skuteénymi hodnotami v nasledujici tabulce.

Rok Pocet obyvatel
1790 3 929 000
1800 5 308 000
1850 23 192 000
1900 75 995 000
1950 150 697 000

Tab. 1.1: Populace USA v letech 1790 - 1950

Reseni. Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme rovnici

(1.14)

y'(t) = 0,03134y(t) — 1,5887 - 10-10(y(1))2,
y(1790) = 3929000.

D4 se ukazat, ze FeSenim rovnice (1.14) je funkce

o—56,0986

j(t) = —123134, 86 - .
o " 26,2420023 - 104 - e 56096 — (03071579977 - e~ 0-03134¢

Po dosazeni dostaneme y(1800) = 5 336 024, y(1850) = 23 192 502,
y(1900) = 76 871 300 a y(1950) = 148 677 189, coz jsou velmi dobré odhady sku-
te¢nych hodnot. A
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Priklad 1.6. Nyni vyuzijme obycejnou diferencialni rovnici pro popis matematic-
kého kyvadla. Zabyvejme se zkoumanim chovani hmotného bodu zavéseného na
tenkém vlaknu zanedbatelné hmotnosti, zanedbava se odpor vzduchu pri pohybu
kyvadla i tfeni v zavésu a gravitacni pole se povazuje za homogenni. Délka vlakna je
¢, hmotny bod zavéseny na vldknu ma hmotnost m. Nacrtek kyvadla je na obrazku
1.4. Vytvorme matematicky model kyvadla popisujici jeho vychylku y od rovnovazné

mgsiny

Obr. 1.4: Matematické kyvadlo

polohy v zavislosti na case t. Vychylku y budeme mérit v radianech. S vyuzitim

Newtonova zikona' a zndmého pravidla, Ze sily ptisobici na zavazi jsou v rovnovaze
b

dostaneme vztah

d
F =mal(t) = md—;} = —mgsiny(t). (1.15)
Pokud upravime (1.15), ziskame rovnici
d
=+ gsiny(t) = 0. (1.16)

Délka oblouku, po kterém projde hmotny bod od rovnovazné polohy, pokud je vy-
chylen o y(t) radiana je
s =0y = % = %
dt dt
Protoze plati v = %, plyne z druhé rovnice v (1.17) tvrzeni
dy dv  d%

! P¥esnéji druhého Newtonova pohybového zakona, ktery je matematicky vyjadien F = m - a.

(1.17)

v =
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Dosadme druhou rovnici z (1.18) do (1.16) a dostaneme rovnici popisujici vychylku
d2
ed_g + gsiny(t) = 0. (1.19)

Abychom tento model zjednodusili, pouzijeme Tayloruv polynom funkce sin se stre-

dem v 0
b |y

siny(t) = y(t) — i + = (1.20)
Nahradme v rovnici (1.19) funkei sin jejim rozvojem (1.20)
d?y y()?® | y(@)°
(—= t) —g—— —_— — =0. 1.21
2 T -9 e (1.21)
Predpokladejme, ze chceme vytvorit model pouze pro popis kyvadla, které bude ISIlft
pouze ,malé“ vychylky (tj. y je ,malé“). V tom piipadé platisiny(t) = y(t)— % +
—i—y%ks—...%yadostaneme
d?y
(—= t) =0. 1.22
1z T ) (1.22)

Pokud k (1.22) pfiddme pocatecni podminky popisujici stav kyvadla v case ¢
a vhodné ji upravime ziskdme nasledujici Cauchyovou tlohou

y'(t) + (9/0) y(t) =0, }

(1.23)
y(to) = vo, ¥'(to) = dyo,

kde yo oznacuje pocatecni vychylku zavazi (v radidnech) a dyy znacéi pocéatecni (tih-
lovou) rychlost zavazi.

Pomoci tlohy (1.23) popiseme kyvadlo jehoz délka je £ := 1 [m] a tihové zrychleni
g povazujme rovné 10 m/s~2. Vychylka kyvadla je na pocdatku rovna 0,1 (tj. y(0) =
= 0,1 [rad]) a pocatecni thlova rychlost kyvadla je nulova (tj. y'(0) = 0 [rad/s]).

Reseni. Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme rovnici

{ Yy (t) + 10y(t) = 0, (124

y(0) = —0,1, ¥'(0) = 0.
D4 se ukdzat, Ze TeSenim rovnice (1.24) je funkce

y(t) = 0,1 - cos (\/1_0 : t).

Tato funkce popisujici vychylku daného kyvadla je zobrazena na obrazku (1.5) pro
casy z rozmezi (0, 10) [s]. A
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Obr. 1.5: Vychylky zévazi (v radidnech)

Obr. 1.6: Zavazi na pruziné

Piiklad 1.7. Nyni uvedeme matematicky popis polohy y(t) zdvazi, které je zavéseno
na pruziné, v zavislosti na case t. Predpokladejme, ze hmotnost zavazi je m, proti
pohybu zavazi ptisobi odpor prostredi popsany konstantou r a tuhost pruziny je k.
Navic na zavazi pusobi sila, kterd je zavisla na ¢ase a je popsana funkei F'(t). Mate-
maticky lze takovyto systém popsat! nésledujici diferencialni rovnici s po¢ateénimi
podminkami:

" /
{ my"(t) +ry (t) + ky(t) = F (1), (1.25)
y(to) = yo, ¥'(to) = vo,
kde v, vy jsou konstanty charakterizujici polohu a rychlost zavazi v case .
Pomoci rovnice s po¢ateénimi podminkami (1.25) popiSeme pohyb zavazi o hmot-
nosti m = 1 [kg] kmitajici na pruziné tuhosti ¥ = 50 [kg -s™?], odpor prostiedi je
dan r = 2 [kg-s7'] a na zdvaz{ ptsobi tiha F(t) = —10 [kg-m -s™?]. Zavazi je na
pocatku vychyleno z rovnovazné polohy do bodu —0,1 [m], rychlost zavazi je na
pocatku nulova.

Reseni. Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme rovnici

{ " (t) + 24/ (t) + 50y(t) = —10,

y(0) = —0,1, y'(0) = 0. (1.26)

!Pienechejme &tendii k promysleni, Ze zjednodusenda rovnice my” (t) = F(t) je vlastné pouze
zapisem Newtonova zdkona sily.
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D4 se ukazat, Ze FeSenim rovnice (1.26) je funkce

1
y(t) = %~e’t~sin(7~t) +0,1-e"-cos(7-t)—0.2.

Tato funkce popisujici vychylku daného zévazi je zobrazena na obrazku (1.7) pro

Obr. 1.7: Pohyb zavazi na pruziné

casy z rozmezi (0, 10) [s]. A

Priklad 1.8. Uvazujme jednoduchy elektricky obvod, ve kterém je sériové zapojena
civka, rezistor a kondenzator. V obvodu je také v sérii zapojen elektricky zdroj, ktery
do sité dodavé elektromotorické napéti. Schéma obvodu je na obrazku (1.8). Nyni

Obr. 1.8: Schéma elektrického obvodu

uvedme model, ktery popise hodnotu elektrického naboje ¢ v obvodu v zavislosti na
case t. Necht indukcénost civky je urc¢ena parametrem L, odpor rezistoru oznacime
R a kapacitu kondenzatoru popiseme parametrem C'. Elektricky zdroj dodava do
obvodu elektromotorické napéti E(t) (casto E(t) = Asin(wt), A € R, w € R). Ma-
tematicky lze takovyto systém popsat nasledujici diferencialni rovnici s pocatecnimi
podminkami'

{ Lq'(t) + R (1) ;L aa(t) = E(t), (1.27)

q(to) = qo, ¢'(to) = io-

Pozorny ¢tenéi si jisté véimne forméalni podobnosti rovnic v (1.25) a (1.27). Z této ,podobnosti®
mimo jiné plyne analogické chovani zévazi kmitajiciho na pruziné a elektrického RLC obvodu pfi
vhodné volbé parametrii mechanického a elektrického systému.
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Protoze elektricky proud i(t) v Case t je definovan jako ,okamzitd zména“ néboje ¢
a tento vztah muzeme matematicky zapsat jako i(t) = ¢/(¢), mizeme predchazejici
diferencidlni rovnici s pocatecnimi podminkami (1.27) upravit takto

{ Lq"(t) + Rq'(t) + &q(t) = E(1), (1.28)

q(to) = qo, i(to) = io.

Derivovanim rovnice v (1.28) snadno ziskdme rovnici pro hodnotu elektrického prou-
du 7 prochazejictho obvodem v zavislosti na ¢ase t (i(t) = ¢'(t))

Li"(t) + Ri'(t) + &i(t) = E'(t). (1.29)

Pomoci rovnice s poc¢atecnimi podminkami (1.28) popiseme néboj v elektrickém
obvodu, ve kterém je sériové zapojena civka s indukénosti L = 1 [Henry], rezistor
s odporem R = 2 [Ohm], kondenzétor s kapacitou C' = 1 [Farad] a elektricky zdroj,
ktery do sité¢ dodéva elektromotorické napéti E(t) = 10 [Volt]. Hodnota elektrického
naboje i proudu v daném obvodu necht je na poc¢atku nulova, tj. ¢(0) = 0 [Coulomb]
a i(0) = 0 [Amper|. Déle najdéme nédboj v obvodu se sériové zapojenou civkou,
rezistorem a kondenzétorem (se stejnymi parametry jako v predchozim pripadé).
Tentokrat ovsem predpokladejme, ze v obvodu neni zapojen elektricky zdroj. Hod-
nota proudu v obvodu budiz na poc¢atku nulova a kondenzator nechf je na pocatku
nabit ndbojem o hodnoté 10 [Coulomb], tj. ¢(0) = 10 [Coulomb] a i(0) = 0 [Amper].

Reseni. Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme pro prvni obvod vztahy

{ q"(t) +2¢'(t) + q(t) = 10,

q(0) =0, i(0) = 0. (1.30)

D4 se ukazat, ze FeSenim rovnice (1.30) je funkce
git)=—-10-e " —10-t-e " +10.

Tato funkce popisujici priubéh elektrického naboje v obvodu je zobrazena na obrazku

o 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10

Obr. 1.9: Hodnota elektrického ndboje v obvodu
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(1.9) pro cas t € (0, 10) [s].
Pro druhy obvod dostaneme rovnici

{ q"(t) +2¢'() + q(t) = 0,
0.

q(0) = 10, i(0) = (1.31)

D4 se ukazat, ze TeSenim rovnice (1.31) je funkce
qit)=10-e"+10-t-e "

Tato funkce popisujici pribéh elektrického naboje v obvodu je zobrazena na obrazku

Obr. 1.10: Hodnota elektrického naboje v obvodu

(1.10) pro cas t € (0, 10) [s].
A

Vv

Priklad 1.9. Nyni se budeme zabyvat slozitéjsim obvodem nez v predchozim pti-
kladé. V tomto obvodu budou zapojeny dva rezistory, dva kondenzatory a také je
do obvodu zapojen elektricky zdroj, ktery do sité dodava elektromotorické napéti.
Schéma obvodu je na obrazku (1.11). Matematicky lze takové systémy popsat na-

I — kS 1

Obr. 1.11: Schéma komplikovanéjsiho elektrického obvodu
sledujici soustavou diferencialnich rovnic s poc¢atecnimi podminkami:
R(qi(t) + &x(1) + ae(t) = E(),
—Rigi(t) — ga(t) + ze(t) = 0, (1.32)

¢1(to) = quo, @2(to) = goo-
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Pomoci soustavy rovnic s po¢ateénimi podminkami (1.32) popiSeme konkrétni
naboje v jednotlivych vétvich elektrického obvodu, ve kterém jsou zapojeny rezistory
s odpory R = 1 a Ry = 2 [Ohm], kondenzéitory s kapacitami C; = 1a C; =5
[Farad] a elektricky zdroj, ktery do sité dodava elektromotorické napéti E(t) = 10
[Volt]. Hodnota elektrického naboje v daném obvodu budiz na pocatku ve vsech
vétvich obvodu nulovd, tj. ¢1(0) = 0 a ¢2(0) = 0 [Coulomb]. Dale najdéme naboje
v obvodu, ve kterém jsou zapojeny dva rezistory a dva kondenzatory (se stejnymi
parametry jako v predchozim pripadé). V tomto obvodu ale neni zapojen elektricky
zdroj. Kondenzator Cy je na pocatku nabit ndbojem o hodnoté 10 [Coulomb], tj
¢2(0) = 10 [Coulomb] a ¢;(0) = 0 [Coulomb].

Reseni. Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme pro prvni obvod soustavu rovnic
qi(t) + a5(t) + sa2(t) = 10,
—2¢4(t) — (1) + éqQ(t) = 0 (1.33)
¢1(0) =0, ¢2(0) =
)

D4 se ukazat, ze TeSenim rovnice (1.33) jsou funkce

10 - —4+4/6)-t 10 - —4—/6)-t
q_l(t)=<—5— 03\/6)«3( S +<—5+ 03\/6)-9,(4106)4&0

2524\ (csrvans 9524\  (csva
‘1_2(t) = (_25 - T\/_) -e% + (—25 + —6 ) .e% +50.

Funkce popisujici priabéhy elektrického naboje v jednotlivych vétvich obvodu jsou

Obr. 1.12: Hodnota elektrického naboje ¢; v obvodu

zobrazeny na obrézcich (1.12), (1.13) a (1.14) pro cas t € (0, 30) [s].
Pro druhy obvod dostaneme soustavu rovnic

a(t) +a(t) +500) =0,
=24, (t) — a1(t) + 502(t) = 0, (1.34)
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30|

20|

Obr. 1.13: Hodnota elektrického naboje g2 v obvodu

50|

30|

Obr. 1.14: Hodnota elektrického nédboje ¢ v obvodu

D4 se ukazat, Ze feSenim rovnice (1.34) jsou funkce

5.6  (-atvE)-t <4f>

0 (t) = 5 .e 10 - 10
a \/— \/—
5 - (—4+\/g)‘t 5 - ( 4-V6)-t

Funkce popisujici prﬁbehy elektrického naboje v jednotlivych vétvich obvodu jsou

09

08

07

06

05

03

02

Obr. 1.15: Hodnota elektrického naboje ¢; v obvodu

zobrazeny na obrézcich (1.15), (1.16) a (1.17) pro cas t € (0, 30) [s].
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Obr. 1.16: Hodnota elektrického naboje g2 v obvodu

Obr. 1.17: Hodnota elektrického naboje ¢ v obvodu

Priklad 1.10. Na zavér jesté prozkoumejme obvod trochu jiného typu. V tomto
obvodu jsou zapojeny dva rezistory, kondenzator, civka a také je do obvodu zapojen
elektricky zdroj, ktery do sité dodava elektromotorické napéti. Schéma obvodu je
na obrazku (1.18). Matematicky lze takovyto systém popsat néasledujici soustavou

i
I — S 1
L LT

c1

Obr. 1.18: Schéma jesté komplikovanéjsiho elektrického obvodu
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diferencidlnich rovnic s po¢ateénimi podminkami':

Lagy(t) + R(q (1) + (1)) = E(1),
Lagy (t) — Ragi (t) — ran(t) = 0, (1.35)

¢1(to) = qro, q2(to) = qoo, 12(to) = ¢4(to) = iso.

Pomoci vztahu (1.35) popiSeme néboje v jednotlivych vétvich konkrétniho elek-
trického obvodu, ve kterém jsou zapojeny rezistory s odpory R =1 a R; = 2 [Ohm)],
kondenzator s kapacitou C; = 1 [Farad], civka s induk¢nosti Ly = 10 [Henry] a elek-
tricky zdroj, ktery do sité dodava elektromotorické napéti E(t) = 10 [Volt]. Hodnota
elektrického naboje i proudu necht je v .daném obvodu na pocatku ve vsech vétvich
obvodu nulova, tj. ¢;(0) = 0, ¢2(0) = 0 [Coulomb] a i5(0) = ¢5(0) = 0 [Amper|. Déle
najdéme naboje v obvodu bez zdroje elektromotorického napéti, ve kterém jsou
zapojeny dva rezistory, kondenzator a civka (se stejnymi parametry jako v pred-
chozim pripadé). Pritom predpokladejme, ze kondenzator C) je na pocatku nabit
néabojem o hodnoté 10 [Coulomb], tj. ¢;(0) = 10 [Coulomb], ¢2(0) = 0 [Coulomb]
a 12(0) = ¢5(0) = 0 [Amper].

Reseni. Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme pro prvni obvod soustavu rovnic

10g5(t) +q1(t) + g5(t) = 10,
10g5(t) — 21 (t) — q1(t) = 0, (1.36)

7:1(0) =0, ¢2(0) = 0, 42(0) = g5(0) = 0.
D4 se ukazat, Ze feSenim rovnice (1.36) jsou funkce

(35 35~\/24) (-12+v2a) ¢ (45 45.\/24) (-12-v31)-¢
— — | -e 60 + | — — | -e 60

() (300 + 100 - v24)  (~124van) (300 — 100 - /24 ) =0T
— - e 60
o 12 — /24 2+ Joa

+10-¢—100.

Funkce popisujici prubéhy elektrického naboje v jednotlivych vétvich obvodu je
zobrazena na obrazcich (1.19), (1.20) a (1.21) pro ¢as t € (0,30) [s].
Pro druhy obvod dostaneme soustavu rovnic
10g3(t) + ¢i(t) + g5(t) = 0,
10¢5(t) = 2q1(t) — qu(t) = 0, (1.37)
q1(0) =10, 2(0) = 0, i2(0) = ¢5(0) = 0.

IPro FeSeni obecné soustavy diferencidlnich rovnic 2. ¥adu je tieba mezi poéateéni podminky
zafadit i podminku pro i;(tg) = ¢(tg). V této soustavé se nevyskytuje ¢f(¢), a proto podminka
pro i1(to) = ¢4 (to) neni nutnd.
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» © IS o o~

Obr. 1.19: Hodnota elektrického naboje ¢; v obvodu

Obr. 1.20: Hodnota elektrického naboje g v obvodu

200|

150|

100|

Obr. 1.21: Hodnota elektrického naboje ¢ v obvodu

D4 se ukazat, ze FeSenim rovnice (1.37) jsou funkce

5-v24 —12+4+/24)t 5.4/24 (—12—v24)-¢
q_l(t):<5— 3 >.e(12+6024)+(5+ 2 ).eao

25-v/24  (cr2evene o 25.4/24 0 (cr2-ved)d
_ 2 VT e 60 4+ ———— . @ + 10.
12 —v24 12+ v24

Funkce popisujici priubéhy elektrického naboje v jednotlivych vétvich obvodu je
zobrazena na obrazcich (1.22), (1.23) a (1.24) pro cas t € (0,30) [s].

@a(t) =



22

Motivace, modely vedouci k ODR a jejich soustavam

Obr. 1.23: Hodnota elektrického naboje g v obvodu

Obr. 1.24: Hodnota elektrického naboje ¢ v obvodu
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Mnoho dalsich aplikaci obycejnych diferencidlnich rovnic lze nalézt v [9].
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Kapitola 2

Pojem reseni ODR a dalsi
zakladni pojmy

Jak jste si mohli vSimnout v tvodni ¢asti, obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi
(stru¢néji ODR) budeme nazyvat rovnice, ve kterych se vyskytuji' derivace neznamé
funkce jedné realné proménné. Rekneme, 7Ze ODR je rovnici prvniho fadu, jestlize
tato rovnice efektivné obsahuje pouze prvni derivaci neznamé funkce. UpTesnéme
tedy, ze obecné lze ODR prvniho radu zapsat v tzv. implicitnim tvaru

F(ty(t),y (t) =0, (2.1)

kde F': R? — R je zadana funkce. Nékdy lze ODR zapsat ve tvaru explicitnim:

y (1) =fty(), (2.2)

pro pevné danou funkci f: R? — R.
V zadani ODR nezavisle proménnou u neznamé funkce a jejich derivaci vétsinou
nevypisujeme, takze piseme pouze

F(t,y,y') = 0, respektive

y/:f(t7y)‘

Necht pro diferencovatelnou funkeci ¢ : R — R definovanou na otevieném inter-
valu J C R plati:
Vie J: F(t,p(t),¢ (t) =0.

Pak fekneme, ze ¢ je FeSenim rovnice (2.1) (na intervalu J).

Podobné fekneme, ze funkce ¢ je FeSenim (2.2) na J, plati-li na J:

P'(t) = f (L, o).

!'Napiiklad rovnici 03/ (t) +2y2(t) —sin (y(t)) = 0 nebudeme povaZovat za diferencidlni rovnici.
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Rikdme, ze dvé ODR jsou ekvivalentni, maji-li stejnou mnozinu vSech Feseni.
Vsimnéme si, ze rovnici (2.2) mizeme vzdy ekvivalentné zapsat v implicitnim tvaru.
Staci volit

F(a,b,c) =c— f(a,b).

Obecné vsak nelze ekvivalentné ptepsat rovnici v implicitnim tvaru do explicitni
formy (2.2).

Priklad 2.1. Jednim z feSeni obycejné diferencidlni rovnice

y =1y - cost,
na otevieném intervalu J = R | je funkce ¢ definovand predpisem ¢ () = ¥t
Skuteéné, podle pravidla o derivovani slozené funkce zjistujeme, ze plati:

VtER: ¢ (t) = (e™") = cost = p (t) - cost.

Snadno lze ukazat, ze pro kazdé pevné zvolené cislo C' € R je funkce dana
predpisem
C . esint

feSenim zadané rovnice:
o )
VieR: (C . esmt) = (C . esmt) - cost.

Poznamejme jesté, ze uvedena rovnice muze byt ekvivalentné zapsana v impli-
citnim tvaru
Yy —y-cost=0.

A

Necht jsou déna ¢isla ¢y € R, yo € R. K ODR (2.1) pripojme pozadavek, aby
hledana funkce v bodé ¢y nabyvala hodnoty o, tzn.

y (o) = Yo (2.3)

Pozadavku (2.3) se iké pocatecni podminka. Ulohu (2.1), (2.3) nazgvame Cauchy-
ovou tlohou.

Rekneme, 7e funkce ¢ je fesenim Cauchyovy tlohy (2.1), (2.3) (na otevieném
intervalu J), jestlize ¢ je Tesenim (2.1) (na J) a navic plati ¢ (to) = yo.

Priklad 2.2. Uvazujme Cauchyovu tlohu

, us
Y =1y -Ccost, y(§>:e.

V predchozim piikladé jsme ukézali, ze funkce ¢ dand predpisem ¢ (t) = ¥ je fe-

senim zadané rovnice na R. Protoze ¢ navic spliiuje ptislusnou poc¢atecni podminku:
s —
(,0(_) — Sin g :el =e,
2
muzeme konstatovat, ze ¢ je na R feSenim zadané Cauchyovy tlohy. A
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Priklad 2.3. Hledejme feseni Cauchyovy tlohy
y =vy-cost, y(0)=1.
Vyse jsme ukazali, ze funkce tvaru
C-ef™ CeR

reprezentuji feseni zadané rovnice. Aplikaci po¢atecni podminky y (0) = 1 ziskavame
rovnici pro konstantu C"
1=C"- esinO

Odtud C' = 1, takze funkce ¢ dana piedpisem ¢ (t) = e¥? je TeSenim Cauchyovy
ulohy ¢ =y -cost, y(0)=1. A

Priklad 2.4. Vsimnéme si, ze ODR nemusi mit reseni. Rovnice tvaru
() +1=0
nema feseni. Neexistuje totiz redlna funkce ¢ takova, ze by pro néjaké t € R platilo
(¥ (1) = -1
A

Uvazujme Teseni oy rovnice (2.1) na otevieném intervalu J; a feseni ¢ téze rovnice
na otevieném intervalu J. Necht

JCJ J# T
a obé funkce nabyvaji na J; stejnych hodnot:
Vie i o1 (t) =¢(t).

Pak tekneme, Ze TeSeni ¢ je prodlouzenim teseni ¢; na interval J. Maximalnimi
fesenimi zadané obycejné diferencidlni rovnice, poptipadé zadané Cauchyovy tlohy,
budeme nazyvat takova teseni, ktera déle nelze prodlouzit. Presnéji, fekneme, zZe
feSeni ¢ rovnice (2.1) na otevieném intervalu J je maximdlni, jestlize pro kazdé
dalsi Teseni v této rovnice na otevieném intervalu K plati implikace:

JCKANET: ot) =2 ()] = J=K.

Domluvme se, ze grafim maximéalnich feseni zadané diferencialni rovnice budeme
fikat integralni kiivky této rovnice. Tedy, je-li ¢ maximélnim fesenim rovnice (2.1)
na J, pak integralni kiivkou rovnice (2.1) je mnozina

{ty)eR*:teJAy=9¢()}.
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Priklad 2.5. Snadno se lze presvédcit, ze funkce @1, @9 definované predpisy
¥1 (t) =0, le = (_0070) y P2 (t> = tga Dwz = (07 OO)

jsou na svych defini¢nich oborech fesenimi ODR tvaru

y =3y

Skutecné,
Vi€ (—00,0): @) () =0 =3- V02 =32 (1),
Vit € (0,00): oy () =3t2=3-/(13)° =3 {/L2(t).
Protoze

Jm oy (1) = 0= lim ¢, (2),

muzeme se pokusit obé feseni ,slepit v c¢ase 0”. Definujme proto na R funkci ¢

predpisem
0, t<0
t — 7 = Y
2 () {t3, t>0.

Funkce ¢ je zfejmé spojita na R. Nyni mizeme vypocitat hodnoty jednostrannych
derivaci funkce ¢ v bodé 0. Zleva je to snadné:
t)— ¢ (0 t) — 0 0
o (0) = tim 2D =2O) 1O = 0 0

t—0— t—0 t—0— t—0 t—0— ¢

Zprava postupujeme podobné:

wg(O)—limM—limM—hmﬁ

S0t t—0 50+ t—20 0+t =0

/

Ukézali jsme, ze plati ¢’ (0) = ¢/, (0) =0, tedy ¢’ (0)=0. Zaroven

¢ (0) =0=3-{/(03* =3-/2(0).

7 vyse provedenych vypocti plyne, ze rovnost
/ _ 3 2
¢ () =3 ve* ()
plati na R, takze funkce ¢ zfejmé predstavuje feseni zadané rovnice na R. Zaroven
je funkce ¢ prodlouzenim feseni ¢, i prodlouzenim feseni ¢ na R. Protoze reseni
ODR na definované na R evidentné nelze prodlouzit, funkce ¢ predstavuje maximalni
feseni zadané rovnice.

V obrazku (2.1) jsou v ruznych barvich nacrtnuty 3 rizné integralni kiivky, které
odpovidaji riznym maximalnim fesenim Cauchyovy tlohy

Yy =3V y(0) = 0.

Dokézali byste urcit ¢tvrtou integralni krivku?
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Obr. 2.1: Integralni kiivky

Priklady k procviceni
1. Prepiste ekvivalentné do implicitniho tvaru rovnici y' =t - y* — sin (¢) - y.
2. Prepiste ekvivalentné do explicitniho tvaru rovnici (1 + cos? (t)) y —t-y?=0.
3. Ukazte, ze funkce dana predpisem
3.2 (t=4)
je maximalnim fesenim Cauchyovy tlohy

v =5y, y(4) =3
na R.

4. Ukazte, ze funkce ¢ dana predpisem

T T
p()=te), Dy,=(-3.3)
je maximéalnim feSenim Cauchyovy tlohy

, 1

oz YO

)

5. Uhodnéte maximalni feseni Cauchyovy tlohy

, 1

= =0.
V=ap v
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Kapitola 3

Rovnice se separovanymi
proménnymi

Obycejnou diferencialni rovnici, kterou lze zapsat ve tvaru

gy) -y =h(t), (3.1)

kde g, h jsou zadané realné funkce, budeme nazyvat rovnici se separovanymi pro-
ménnymi (,zavisld proménnd y a nezévisld proménnd t se vyskytuji na ruznych
stranach rovnice“). Pro vysvétleni postupu feseni uvedené rovnice budeme pottebo-
vat vétu o derivaci slozené funkce, respektive vétu o prvni substitué¢ni metodé pro
neurcité integraly (a ziejmy vztah (f f(t) dt)/ = f(t)). Zopakujte si znéni prislus-
nych tvrzeni, které byly probrany v ivodnim kurzu matematické analyzy. K rovnici
(3.1) jesté pripojme pocateéni podminku

y (o) = %o (3.2)

Dvojice (3.1), (3.2) tedy specifikuje Cauchyovu tlohu, kterou nyni blize prozkou-
mame.
Predpoklad: V celém odstavci budeme déle predpokladat:

e funkce h je spojita funkce definovana na néjakém otevieném intervalu I,
e funkce g je spojita funkce definovana na néjakém otevieném intervalu J.

I. Predpoklddejme nejprve, ze uvedena Cauchyova tiloha mé feseni ¢ na otevieném
intervalu I) = D, C I. Pak plati

vteli:  g(e(t) ¢ () =h(1).

Integraci vysSe uvedené rovnosti zjistujeme, ze musi existovat c¢islo C' € R takové, ze
na intervalu I plati

/ g0 @) () dt = / h(t) dt + C. (3.3)
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Necht G je libovolnd, pevné zvolena primitivni funkce k funkci g na J a H je libo-
volnd, pevné zvolena primitivni funkce k funkci h na I, to znamena

G(y)=/9<y) dy, H(t)z/h(t) dt.

Pouzijeme-li nyni vétu o substituci pro integral na levé strané rovnosti (3.3) (volime
y = ¢ (t), takze dy = ¢ (t) dt), mizeme psat

Viel: G(pt)=H({t)+C, CeR.
Reseni ¢ (o rovnici y = ¢ (t)) tedy na I; vyhovuje implicitnimu vztahu
Gly)=H(@t)+C, CeR.

IT. Nyni postupujme obracené, necht

G(y):/g(y)dynaJ, H(t):/h(t)dtnal, C eR.

Predpokladejme, ze diferencovatelnd funkce ¢ (o rovnici y = ¢ (t)) na otevieném
intervalu I1 = D, vyhovuje rovnici

to znamend, ze plati

Potom nutné plati
viel: (Glp®) =(H@)+0C) =H (t)=h(t).
Podle pravidla o derivaci slozené funkce tedy musi platit

VtelL: h(t)=(G(e®) =G (e®) &) =g(e®) &),
takze ¢ je fesenim rovnice (3.1) na Iy.

Poznamka 3.1. Provedené tivahy muzeme shrnout do pravidla, Ze feSeni y = ¢ ()
rovnice

gW) -y =h(t)

hledame mezi diferencovatelnymi funkcemi, které vyhovuji implicitnim vztahim

[gy)dy= [h(t)dt+C, C €R.

Priklad 3.2. Hledejme Teseni ¢ Cauchyovy tlohy

a1V =2yO=1
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Resend. Protoze na R plati

1 2
/1+y2dy—arctgy, /tht—t,

feseni tlohy hleddme mezi funkcemi splnujicimi rovnici

arctgy = t* + C,
kde C' € R je vhodna konstanta. Tu uré¢ime dosazenim pocatecni podminky:
arctgl = 02 4 C,

tedy

™
c="
47

takze FeSeni ¢ (o rovnici y = ¢ (t)) nasi ulohy budeme hledat mezi funkcemi danymi
implicitné vztahem

arctgy = 2+ %

a podminkou ¢ (0) = 1.
Mame stésti, z predchozi rovnice miizeme snadno vyjadrit zavisle proménnou y:

y = tg (t2 - Z).
4
Vlastni predpis pro feseni zadané Cauchyovy tlohy jiz zname, zbyva jesté urcit
definiéni obor [; tohoto Teseni. Z pocéateéni podminky y (0) = 1 plyne, ze musi

platit 0 € I;. Odtud ziskdme pozadavek —% < 24+ % < 7 tedy —?jT” < ¢? < 7 takze
konec¢né

t e —\/E\/E
4\ 4 /)
Protoze funkce
. _ 2 T _(_ T T
piR-R, o) =tg(f+7), D, ( \/;,\/;)

je diferencovatelnd, predstavuje Teseni zadané Cauchyovy tulohy.

A

Poznamka 3.3. V literature se casto setkavame s nasledujicicim popisem formal-
niho postupu hledani feSeni rovnice se separovanymi proménnymi. Oznac¢ime-li de-
rivaci jako ,podil diferenciali®, mizeme psat

, dy

y:a7
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a rovnice (3.1) tak prechdzi do tvaru

dy _

= h().

9(y)

Nyni obé strany rovnice ,prenasobime® vyrazem dt:

Po integraci obou stran pak ziskdvame rovnost

Jgy)dy= [h(t)dt+C, C eR,

ze které se snazime nalézt predpis pro hledané feseni y. Doporucujeme ¢tenati, aby si
diikladné rozmyslel, Ze pravé popsany algoritmus je jen volnym prepisem predchozich
tvah (misto substituce y = ¢ () vlastné pouzivame substituci y = y (¢)).
Napriklad rovnici
e’ -y = 2t,
lze strucné resit takto:
vy
el — =
dt
e’dy = 2tdt,

/eydy:/Qtle—C,

eV =12+ C,

24,

y=In(+C),CeR

Vsimnéme si, ze spravnéji bychom méli psat
y(t)=In(*+C),CeR.

Poznamenejme jesté, ze pro pevné zvolené ¢islo C' € (0,00) je maximalnim FeSe-
nim zadané rovnice funkce definovand na R. Je-li vSak C' € (—o0,0), potom miu-
zeme uvazovat dvé riznd maximalni feseni. Prvni z nich je definovdno na intervalu

<—oo, vale; \), zatimco druhym maximalnim feSenim je funkce definovana na inter-
valu <\/|C’|,oo>.

Priklad 3.4. Hledejme feseni ¢ Cauchyovy tlohy

/

LA cost, y (E) = —1.
Yy 2
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Reseni. Nejprve si viimnéme, ze hledand funkce nemiize nabyvat nulové hodnoty
(vyskytuje se ve jmenovateli na levé strané rovnice). Z pocatecni podminky (a ze
spojitosti hledaného teseni) pak usuzujeme, Ze hledané feseni muze nabyvat pouze
zapornych hodnot. Po prepisu rovnice méa platit

1 dy
— « — = cost,
dt y

takze 1
—dy = cos tdt,
)

a po integraci ziskavame pro nase (zdporné) reseni vztah
In(—y) =sint + C,
kde C' € R je vhodna konstanta. Aplikace poc¢atecni podminky vede k rovnici
In1 =sin <E) +C,
2
takze C' = —1, odkud plyne, ze

QO(t) — _esint—l'

Priklad 3.5. Hledejme feseni Cauchyovy tlohy

Lt
Y 2 y (0)

Reseni. Nejprve si véimnéme, Ze feSeni tilohy nemitize nabyvat nulové hodnoty (vy-
skytuje se ve jmenovateli na pravé strané rovnice). Z pocateéni podminky (a ze
spojitosti hledaného feseni) pak plyne, ze hledané feseni muze nabyvat pouze klad-
nych hodnot. Po ipravé musi pro nase feSeni zfejmé platit vztah

2y-y' =t,
takze postupné plati:
dy
u—= =t
ydt )
2ydy = tdt,

/dey:/tdt,

t2
y2:§+C,C€R.
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7 pocatecni podminky bezprostredné plyne
C =1,

takze s prihlédnutim k pozadavku y > 0 ziskavame po drobné tpraveé:
1
p(t) = 5V 212 + 4,

coz je predpis pro Teseni zadané Cauchyovy tlohy. A

Priklad 3.6. Hledejme Teseni Cauchyovy tlohy

d
(7y6+5y4+3y2—|—1)-d—i:Qt,y(O):l.

Reseni. Reseni zfejmé musi vyhovovat vztahu

/ (7y6 + 5y* + 3y + 1) dy = /2tdt,
takze
v+ iy =12+C, CeR.
Z pocatecni podminky bezprostiedné plyne C' = 4, tedy
y Yty =144

Vidime, ze hledat explicitni vyjadieni pro feseni zadané Cauchyovy tlohy by bylo
neefektivni, proto se spokojime s konstatovanim, ze fesenim zadané tlohy je funkce
zadand implicitné rovnici

Y+ Yy =1+ 4,

a podminkou

y(0)=1.
Kompetentni ¢tenar si snadno ovéri, ze (podle véty o implicitné zadané funkci)
uvedené vztahy zarucuji existenci reseni nasi tulohy. A

Nyni nase poznatky o rovnicich se separovanymi proménnymi upfesnime.

Véta 3.7. Necht

e h je spojita funkce definovand na néjakém otevreném intervalu I takovém, Ze
to €1,

e g je spojitd funkce definovand na néjakém otevreném intervalu J, pricemz
Yo € J;

e pro kaZdé y € J plati g (y) # 0.

Potom Cauchyova tloha (3.1), (3.2) md prdvé jedno mazimalni resend.
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*

Drikaz. 1. Nejprve dokdzeme jednoznacnost:
Ptedpokladejme nejprve, ze uvedend Cauchyova tiloha mé maximalni feseni ¢ na ote-
vieném intervalu Iy = D, C R. Pak plati ¢ (t9) = yo, H, C J a

vieh:  g(e@®)¢ (t)=h(t).

Integraci vyse uvedené rovnosti ziskavidme na I; rovnost

[ a0 ) as= [ nis) as

0 to

Pouzitim substituce y = ¢ (s) v integralu na levé strané rovnosti muzeme psat

/ " o) day = [ wras (3.4

0 0

Rozvedme podrobnéji ziskany vysledek. Necht G je na J takova primitivni funkce k funkci
g, ze plati G (yo) = 0, tedy
Y
G = [ gl du

Yo
Ze spojitosti a posledni podminky v predpokladech véty plyne, ze g na J je bud kladna
nebo je na tomto intervalu zaporna. To ovSsem znamend, ze G je na J ryze monoténni,
tedy prostou funkei. Existuje tedy inverzni funkce G~! k funkci G.

Necht H je na I takova primitivni funkce k funkci h, ze plati H(tp) = 0, to znamena

H(t):[h(s) ds.

0

Pak rovnost (3.4) na I; mizeme zapsat ve tvaru:

Gp(t)=H(t).

Pouzijeme-li nyni na obé strany rovnosti inverzi G~!, ziskdvame na I; vztah

tedy
Vieli: ot)=GH(H({)).

Ziskali jsme predpis pro hledané feseni ¢ a jsme tak pripraveni ukazat, ze maximalni
feseni uvazované Cauchyovy tlohy je ddno jednoznac¢né. Skutecné, predpokladejme kvili
sporu, ze zadand Cauchyova tloha ma jesté jiné maximalni feseni ¢ na otevieném intervalu
Iy C I. Pro toto feseni ziejmé musi platit

Vtel: (t)=G L (H(t)).

Protoze tg € I; N I2, sjednoceni I U Is musi byt otevienym intervalem, ktery je vlastni
nadmnozinou intervalu I; nebo vlastni nadmnozinou intervalu I>. To je ovSem ve sporu
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s nasim predpokladem, ze obé funkce ¢, 1 predstavuji maximalni feseni. Funkce ~ defino-
vané predpisem
y(t) =G (H (1), te€ LU,

totiz predstavuje prodlouzeni feseni ¢ nebo prodlouzeni feseni .
II. Nyni se zabyvejme diikazem existence:
Necht funkce G, H jsou definoviny vztahy

G(y)—/ygw) du, yeJ

0

t
H(t):/ h(s)ds, tel.
to

Protoze G (yo) = 0 = H (to), obory hodnot obou funkei maji neprazdny prunik. Protoze
G je ryze monotonni a diferencovatelna funkce definovana na otevieném intervalu J, jejim
oborem hodnot musi byt néjaky otevieny interval (c,d). Ze spojitosti funkce H plyne
existence otevieného intervalu I1 C I takového, ze pro vSechna t € I plati H (t) € (¢, d).
Na I1 muzeme tedy definovat funkci ¢ predpisem

p(t)=G7 (H(t), tel.

Ptimou aplikaci pravidel pro derivaci inverzni funkce a derivaci slozené funkce ovéiime, ze
© je fesenim zadané Cauchyovy tlohy na I;:

Vezméme nyni sjednoceni

U

TEO

vSech otevrenych intervali I, které obsahuji interval I7 a na kterych jsou definovana reSeni
o, uvazované Cauchyovy tulohy. Uvazované sjednoceni je zfejmé otevienym intervalem.
Jednotliva TeSeni jsou jednozna¢né urcena predpisem

pr () =G (H (1), tel,

Ize tedy korektné definovat funkci

kterd je maximalnim feSenim tlohy.
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Priklad 3.8. Urceme vsSechna maximalni feseni obycejné diferencidlni rovnice

Yy = 33/12. (3.5)

Resend. 1. Jednim z maximalnich feSeni (3.5) je nulovd funkce na R.
I1. Nejprve misto (3.5) zkoumejme rovnice

Y =3vy? y>0, (3.6)

y = 3v/y? y<O0. (3.7)
Rovnice lze psat ekvivalentné ve tvarech

1
3/ y?

1
3/ y?
Pro (3.6) i (3.7) jsou proto splnény predpoklady Véty 3.7, mame tedy zarucenu
existenci i jednozna¢nost maximdlnich feseni Cauchyovych tloh (3.6), y(to) = o,
Yo € (0,+00) a (3.7), y(to) = yo, Yo € (—00,0). UrCeme vSechna maximélni Feseni
(3.6) a vSechna maximalni TeSeni (3.7). Postup je stejny, takze je uréeme najednou.

Bud y > 0 nebo y < 0:
y = 3/y2,

1y _
S
Jy=t+C, CeR,
y=(t+C)*, CeR.

Tedy funkce y je maximalnim fesenim (3.6) pravé tehdy, kdyz

.y/:L Z/>07

=1, y<O.

L,

ICER: yt)=(t+0C)°, t e (—C, +o0).
Déle, y je maximdlnim fesenim (3.7) pravé tehdy, kdyz
ACER: y(t)=(t+C)*, t € (o0, —0).

ITI. Nyni jsme pripraveni pomoci techniky ,slepovani“ urcit vSechna maximalni
feseni (3.5). Necht C' € R, ¢1(t) = (t + C)°, t € (—C, 400). Pak

t—l>l—ncl+ 1) =0.

Definujme proto ¢; : R — R,

p1(t) :{ g,l(t)’ ii(__c +00)
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Vypoctéme ¢, (—C):

/ . . . (t+c)3_0_ . 2
A(=C) =l ST = im0 =0,

Budiz nyni C' € R, @gy(t) = (t + C)*, t € (—o0, —C). Pak

t——C—
Definujme proto ¢y : R — R,

e = { P10 (G0

Podobné, jako u funkce ¢; snadno zjistime:

Vsechna maximélni feSeni (3.5) muzeme tedy zkonstruovat ,lepenim® z funkci

0, 1, @9 takto:
Necht C € R, Csy e R, (&h z Cs.

(o t € (—oo, (%),
Pa(1) { (t+Co)*, t e (—Cy +00),
_ [ (t+ ), te(—o0,—Ch),
Vs(t) = { 0, t € (=Cy, +00),

w4(t) = 0, teR.

Integralni kiivky jsou nacrtnuty na obrazku (3.1).
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)

/

Obr. 3.1

Priklady k procviceni

1. Reste dané diferencialni rovnice metodou separace proménnych:

a) y' =14, b) y%zZy—Sty,
c) ty'=(1+y*)arctgy, d) ¢ =517,
e) ty =—+/1—y?arccosy, f) o =t%y.
2. Najdéte reseni Cauchyovych tloh:
t+ 1)y +ty =0, y = ycost,
a) ( ) b)
y(0) =1, y(m) =1,
y'V1—t2 =ty, y' =2y,
c) d)
y(0)=e, y(1) =0.
Kli¢ k prikladim k procviceni
1.a) y(t)=Ct, CeR, teRT, b) y(t)=Ce’ ' CEeR, teRT,
c) y(t)=tg(Ct), CeR, Cte (-%,%),
d) yt)=V3t-3t2+C, CER, 3t-3t2+C >0,
e) y(t) =cos(Ct), C e R\ {0}, Cte (0,m), y(t)=—-1, teR, yt)=1,teR
nebo ,,thdné slepeni® téchto tii Feseni,
f) yt)=Ce’3 CeR, teR.
2.a) pt)=(t+1)e!, teR, b)  o(t) =t teR,
) @(t)y=e V7" te(-1,1), d) »(t)=0, teR.
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Kapitola 4

Linearni diferencialni rovnice
1. radu

Necht jsou zadany funkce a, b definované na otevieném intervalu J C R. ODR tvaru

v 4+at)y="0b(t) (4.1)

nazyvame linearni diferencialni rovnici 1. fadu.
Je-li specialné prava strana v uvedené rovnici nulova, rovnice prechézi v rovnici

v +a(t)y=0, (4.2)

kterou nazyvame homogenni linearni diferencidlni rovnici 1. radu.
Méjme jesté zadana cisla tg € J, yo € R. Pripomenme, Ze podminku

y (to) = yo (4.3)

nazyvame pocatecni podminkou (kladenou na feSeni zadané diferencidlni rovnice).
Popisme nyni metodu ,prenasobeni®, ktera umoznuje resit zadané linearni dife-
rencialni rovnice.

e Nejprve nalezneme ,maximalni® interval J, na kterém jsou koeficient a rovnice
a prava strana b rovnice spojitymi funkcemi. Je-li zadana pocatecni podminka
y (to) = yo, ovérime, zZe ty € J.

e Vypocteme [ a(t) d¢ na J, to znamend nalezneme libovolnou primitivn{ funkei
k funkci a (t) na J.

e Rovnici (4.1) pfrendsobime kladnou a diferencovatelnou funkei
ef“(t)dt, teJ:

y/'efa(t)dt —|—y~ef“(t)dt-a(t) _ oJavat b(t) .
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Ziskame tak diferencialni rovnici, kterd ma zrejmé stejnou mnozinu vsech te-
seni jako rovnice (4.1) (hovorime o ekvivalentnich rovnicich). Pouzijme na
levou stranu rovnice (pozpatku) vzorec pro derivaci souc¢inu. Na intervalu J
tedy plati rovnost

<y el al®) dt)’ _ oJe®at gy

Po integraci obou stran ziskavame na J vztah
y(ﬂ-ef“”dt:u/ef“”-bG)dt+%?,(7€IR

ktery v zavislosti na volbé integracni konstanty“ C' zachycuje vsechna Teseni
zadané rovnice na J. Mnozinu vsech feseni nasi rovnice na intervalu .J pak
lze po upravé popsat vzorcem (nékdy jej nazyvame obecngm resenim zadané
rovnice):

y(t)=C e Jadl | o= Jalt)dt, /efa(t) b(t)dt, ted, CeR.
e Je-li zaddna pocatecni podminka y (t9) = yo, zjistime dosazenim konkrétni
hodnotu C' a napiSeme prislusné feseni Cauchyovy tlohy na J.
Priklad 4.1. Urcete reseni Cauchyovy tlohy
y =3ty =0, y(l)=2e"

Reseni. Ziejmé je a(t) = —3t2, b(t) = 0, jde tedy o homogenni rovnici. Funkce
dand pfedpisem —3t? je spojitd na J = R. Zfejmé plati [ (—3t?) dt = —t?, takze po
prenasobeni zadané rovnice kladnou a diferencovatelnou funkci

.3
ot
dostévame ekvivalentni rovnici

y ey <e_t3 : (—3752)) =0.

Po upravé prechézi leva strana v derivaci souc¢inu

2\ /
ey =0
takze po integraci obou stran :
y(t)-e ¥ =C, CeR.

v ’ ’ ;3 s /2 s N v ’ , .
Po prendsobeni funkei et ziskdvame obecné feSeni zadané rovnice:

y(t)=Ce", CeR.
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7Z pocatecni podminky y (1) = 2e* (v pfedchozim vztahu dosadime ¢islo 2 misto
y (t) a cislo 1 za t) ziskdvame rovnici pro C:

2% = Ce’ = (O =2¢.
Nyni jsme jiz schopni zapsat hledané TeSeni ¢ zadané Cauchyovy tlohy:

o (t) = 2e%" = 26" 42,

Ukazka struéného zapisu teseni téhoz prikladu:
Urcete Teseni Cauchyovy tlohy

y =3ty =0, y(1)=2e.

y’—3t2y:0 ‘_ef—3t2dt

Yo’ —3t2ye " =0

/
(y-e‘t3> =0
y-e ' =C, CeR
y:C’etS, CeR
263 =Ce =— (C =2¢

P (t) = 2"

Uvedme jesté strucéné reseni dalsiho prikladu.

Priklad 4.2. Urcete feseni Cauchyovy tlohy

1
yroy=t, y(=1)=2
Reseni. —1 € (—00,0) = J = (—00,0). Na J:

1
yrgy=t et e (zo00) [ =t prot < 0]

—yt—y=—t*,

(_yt>/ = _t2’
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-3
—uyt=C — =
Y 3
c
y=—+—, te(—o0,0), CeR
t 3
1 5
y(-1)=2 = 2:—C+§ :>C:—§
5 2
)=——4—, te(—00,0).
pf)= -2+ 5, 1€ (~00,0)
A
Priklad 4.3. Urcete feseni Cauchyovy tlohy
1 sint
y+oy=—5, y(1)=5

Reseni. V prvni ¢asti miZzeme postupovat podobné jako u predeslého piikladu:
1€ (0,00) = J=(0,00). Na J:

y+gy="5 et e (000) [ =t prot > 0]
, sint
yt+y=—0,
t
sint
t) = —.
(yt) = —

Nyni si uvédomime, ze na intervalu (0, 00) integral [ %“t dt sice existuje, ale neni
elementarni funkci (neni mozné jej zapsat ,,obycejnym” vzorcem). Musime se tedy
uchylit k zapisu prislusné primitivni funkce pomoci urcitého integralu jako funkce
horni meze:

S

t .
sin s
yt:C'—l—/ ds, t>0.

1

.l C et e , cevp s .
Protoze fl #22ds = 0, po dosazeni pocatecni podminky zjistujeme, ze C' = 5,
a proto

“sin s

go(t)t—f)—i-/ ds, t>0.
LS

Resenim zadané Cauchyovy tlohy je tedy funkce ¢ : R — R dand predpisem

5 1 [sins
t) =—+ - d t 0
) =7+ [ Fas te.)

P1i vypoctu hodnot ¢(t) bychom tak zfejmé museli pouzit numerickych metod k vy-
poctu uvedeného urcitého integralu. A
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Zakladni poznatky o vlastnostech linearnich diferencidlnich rovnic mtizeme shr-
nout do nasledujiciho tvrzeni:

Véta 4.4. Necht a, b jsou spojité funkce definované na otevreném intervalu J.
Necht tg € J, yo € R. Pak plati:

1) Ezistuje prdvé jedna funkce o, kterd je na J tesenim Cauchyovy ilohy (4.1),
(4.3).

2) Mnozina vsech teseni homogenni rovnice (/.2) na J tvori vektorovy prostor di-
menze 1.

3) Resent rovnice (4.2) na J neméni na tomto intervalu znaménko.

4) Necht y, je Teseni rovnice (4.1) na J. Zvolme libovolné resent y, homogenni
rovnice (4.2) na J. Pak funkce

yt)=yn(t) +y,(t), teJ

je opét resenim rovnice (4.1) na J.

5) Necht y, je néjaké, pevné zvolené teseni rovnice (4.1) na J. Pak ke kazZdému
reseni y rovnice (4.1) na J existuje pravé jedno reseni y, homogenni linedrni
diferencidlni rovnice (4.2) na J takové, Ze pro vsechna t € J plati:

y () =yn(t) +yp(t) -

Poznamka 4.5. Ve tvrzenich poslednich dvou ¢asti uvedené véty je obsazen tzv.
princip superpozice, ktery mizeme volné shrnout v nasledujicim sloganu: Obecné
feseni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice je souctem obecného Teseni pri-
druzené homogenni rovnice a partikuldrniho feSeni y, nehomogenni rovnice. Jinak
zapsano, oznac¢ime-li symbolem Yy mnozinu vsech feSeni homogenni rovnice (4.2)
na J a symbolem Y systém vsech feseni rovnice (4.1), mizeme napsat symbolicky
vzorec

Dukaz. Necht a, b jsou spojité funkce definované na otevieném intervalu J. Necht
to € J, yo € R. Pak plati nasledujici ekvivalence na J:

() +a®e)=0b),  ¢(t) =1

=b
i
(,0/ (t) .eftoa(s)ds +(,D<t) _eftoa(s)ds &(t) _ eftoa(s)ds b(t), (P(to) =y

v
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t ! t
(@(t)'eftoa(s)ds> :eftoa(s)ds'b(t), gp(to):yo

0
t
o (1) e =y o / o b (u) du
to

)
¢ t .
© (t) =1 - e fto a(s)ds + (/ effo a(s)ds b(u) du) e fto a(s)ds'
to

Prévé jsme ukézali, ze Cauchyova tloha (4.1), (4.3) je na J jednoznacné Fesitelna.
Zvolime-li v ziskaném vzorci pro feseni b = 0, vidime, Ze feseni homogenni linearni
diferencialni rovnice na J lze psat ve tvaru

i (t) = C e Fot

kde C' = yp, (t9) . Kazdé feSeni homogenni rovnice (4.2) muzeme tedy zapsat jako
vhodny nasobek reseni

— o —ftt a(s)ds

Y (t) = e "o

této rovnice. Odtud bezprostredné plyne, ze mnozina vSech feseni homogenni rovnice
(4.2) na J tvori linedrni prostor dimenze jedna. Z tvaru vzorce pro feseni homogenni
rovnice ihned plyne, (feseni jsou redlnymi nésobky ,exponencidl®), ze tyto funkce
jsou na J vsude kladné nebo vsude zaporné, popripadé jde o nulovou funkci na J.

Necht y, je TeSeni rovnice (4.1) na J. Zvolme libovolné Teseni y;, homogenni
rovnice (4.2) na J. Polozme

Y =Yn + Yp.

Pak na J plati:

v (#) +a®) -y @) = (yn(t) +yp (1) +a(t)- (yn (1) +yp (1) =
= (W () +a () yn (1) + (4, () +a(t) -y, (1)) =0+b(t) =b(1).

Funkce y tedy predstavuje feseni rovnice (4.1) na J.
Obréacené, necht y,, y jsou fesenimi (4.1) na J. Polozime-li

!/

Yo =Y — Yp,
pak
Y =1UYn + ypa
funkce y;, je urcena jednoznacné a na J plati:
Yh (&) +a(t) yn(t) = (y () —yp (1) +a(t) - (y(t) =y, (1) =

=W O +alt) yt)— () +at) y (1) =b)—b(t) =0,
takze yp, je fesenim homogenni rovnice (4.2), ¢imz je dikaz ukoncen. [
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Poznamka 4.6. Homogenni linearni rovnice lze zfejmé prevést na rovnice se sepa-
rovanymi proménnymi. Pfipomenme jen, ze feSeni homogenni rovnice neméni zna-
ménko, tato informace nam pii feSeni metodou separace usnadni préci.

Pi#iklad 4.7. Re$me na R rovnici
y +y-sint = 0.

Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze jednim z maximéalnich feseni je nulova funkce.
Hledejme nenulova feseni zadané rovnice na R. Protoze grafy téchto reseni neproti-
naji osu t, mizeme postupné provadét nasledujici ekvivalentni tpravy:

y +y-sint=0

)
Ldy .
—— = —sint
y dt

T
1 .
/—dy:/—smtdt—i—cl,
Y

kde C € R je libovolné pevné zvolené ¢islo. Po integraci obou stran ziskdvame
In|y(t)| = Cy + cost, C; € R,

takze
|y(t)| — eCH—cost — eCl . ecost — K- ecost K = eCl c (0 OO) ]

Nyni je zfejmé, ze kladné Teseni zadané rovnice popiseme predpisem
y(t) = K -e*' K € (0,00),
zatimco zaporna feseni predpisem
y(t) = —K - e K € (0,00).

Obé moznosti zfejmé mizeme popsat jedinym vzorcem, ve kterém je navic zahrnuto
i nulové Teseni:
y(t) =C - C eR.
A

Priklad 4.8. Popisme stru¢né hledani maximéalniho feSeni nasledujici Cauchyovy
ulohy:
/ Y

Yy +m:07 y(0) = 1.
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Reseni. Vzhledem k pocatecéni podmince hleddme kladné feseni definované na ote-

vieném intervalu (—%, g) Pro toto feSeni musi (na zminéném intervalu) platit:

dy Y
_— — :1
dt = cos?t 0. y(0)
1
—dy = ————dt =1
;W= y (0)
1 1
/—dy:/— Sdt+C, CeR, y(0)=1
Y cos*t

Iny=0C—tgt, y(0)=

1
y(t) =e' "B t e (—Z z).

Metoda variace konstanty

Odvodme si nyni alternativni metodu pro reseni nehomogenni linearni diferencialni
rovnice 1. fddu (4.1). Pfedpokladejme, ze funkce a, b jsou spojité funkce definované
na otevieném intervalu J. Pak systém vSech feseni homogenni linedarni diferencialni
rovnice prvniho radu tvori vektorovy prostor dimenze 1. Odtud ihned plyne, Ze
zname-li jedno nenulové feSeni y;, homogenni rovnice (4.2) na J, pak kazdé dalsi
feSeni y této rovnice je dano predpisem ve tvaru

y<t):C'yh<t)>

kde C' € R je vhodna konstanta. Ukazme si, ze zaménime-li v uvedeném predpisu
konstantu C' vhodnou funkei & : R — R, ziskame predpis pro feseni y, rovnice (4.1)
na J (odtud nazev metoda variace konstanty). Hledejme tedy feseni y, rovnice (4.1)
na J ve tvaru

Yyp (1) = K (t) -yn (1),

kde k je diferencovatelnd funkce definovana na J. Po dosazeni do rovnice (4.1) mi-
zeme na J provést nasledujici fetézec tiprav:

Yp () +a(t) -y, (t) =b(1)
)
(k (&) -y (1) +alt) (k(8) yn (1) =0(t)
)

K8 - yn (8) + K () -y, (8) +a(t) - K (2) - yn (8) = b (2)
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T
K@) - yn () + k@) - [yh () +at) - yn ()] =b(t).
Protoze yy, je feSenim homogenni rovnice (4.2), funkce v hranaté zavorce posledniho
vzorce je nulova. Pro funkci £ tedy na J musi platit

K(8) - yn () = b(t),

a protoze y, neméni znaménko, miizeme psat

k(t):/ b0 gt

Yn (1)

Priklad 4.9. ReSme na R rovnici
y +y-sint = sint.
Reseni. Nejprve je tieba vyfesit pfidruzenou homogenni diferencialni rovnici
Y +y-sint =0.
Tuto ulohu jsme jiz fesili a tak jen zopakujme, Ze mnozinu vsech reseni na R muzeme

popsat predpisem
C. ecost’ C cR.

Nyni budeme postupovat metodou variace konstanty. Hledame diferencovatelnou
funkci k, pro kterou na R plati

(k(t) - e) + (k(t) - e°=" - sint) = sint.
Odtud
K (t) - et + k(t) - et - (—sint) + k (t) - €' - sint = sint,

takze
K (t) - e = sint.

Pouzijeme-li jednoduchou substituci v = — cos ¢, mizeme snadno vypocitat, ze

bt = et de = [erdume,
takze jednim z Feseni zadané nehomogenni rovnice je funkce y, dana predpisem
Yp (t) =k (t) . eCOSt — e—COSt . ecost -1

Poznamenejme, zZe toto Teseni jsme mohli pii pozornéjsim pohledu na zadanou rov-
nici ,,uhodnout” primo a usetrit si tak uvedené vypocty. Abychom konecné zavrsili
splnéni zadaného tkolu, pouzijeme princip superpozice a obecné feseni zadané rov-
nice napiseme jako soucet obecného TeSeni pridruzené rovnice a pravé zjisténého
feseni rovnice nehomogenni:

y(t) = C - et + 1, C € R.
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Priklad 4.10. Struc¢ny zapis popsaného postupu si ukazme jesté na reseni Cauchy-
ovy tulohy
Yy +2t-y=2t,y(0)=1.

Reseni. 1. Nalezneme obecné feseni homogenni rovnice

Y +2t-y=0.
dy+2t y =0,
/dy /Qtdt
In|y| = Cy — 2,
[yl = e,

mt)=C-e ¥, CeR.

IT. Metodou variace konstanty nalezneme partikuldrni feSeni nehomogenni rov-
nice
y 42ty =2t

yp () =k (t) e
(k (t) - e**’)/ + 2tk (t)- e =2t

2

_t2

) e =2t k(t)-e ¥ +2t-k(t) e =2t
K(t) e =2t

k(1) :/etQQtdt:/eudu:etQ,

yp (1) =k (t) e =t e = 1.

IT1. Zapiseme obecné feseni nehomogenni rovnice:

y(t)=C-e +1, CeR

IV. Nalezneme feseni Cauchyovy tlohy.
y(0)=1: 1=C-"+1 = C=0,

y(t) =1

Pozorny c¢tenar si opét vsiml, zZe feseni zadané Cauchyovy tlohy se dalo snadno
uhodnout. A
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Linedrni diferencidlni rovnice 1. radu

Priklady k procviceni

1. Urcete vSsechna maximalni feseni zadanych diferencidlnich rovnic:

) ' —y=0,

) Y —y=1t>,

e) y —ytgt=cost,
)y =2ty - 3t%y,
)

)

y' +§ =3t
a)

y(1) =1,

/

y =1y,
c)

y+y=t,
e)

y(0) =0,

3. Vyteste tlohu

2,88
= -%8¢,
C(0) = 20

y — 4 =—Int,
y +ty=t,

/

b1
Y —1me¥ =1

y' =3t%,
Yy + 1y = cost,

(14 2)y — 2ty = (1 +t2)2.

y' —ycotgt = elsint,

y(5) =0,

y = ysint,

y(5) =1,

Yy + ycotgt = sint,

y(5)=1

z Prikladu 1.2 popisujici jakym zptisobem se méni koncentrace 1éku v krvi v zavislosti

na case.

4. Vyfeste tlohu

T = 0,04(20 — Tp,),

T;,(0) = 100

z Ptikladu 1.4 popisujici teplotu hrnicku s kdvou v zavislosti na case.
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Kli¢ k prikladiim k procviceni

l.a) y(t)=Ct CEeR, b) y(t)=—3itlnt+Ct, C€R,
2
©) y(t)=Cet—2-2t—2 CeR, d) y({t)=Ce T +1,CER,
1sin

e) y(t):mt;cigst@t),te(%ﬁ+kw,g+kw),k€Z,CER,

f) y(t):\/1+t2<0—ln(1+\/1—|—t2)—|—ln|t|>,CeR,

g) y(t)=Ce" " CEeR, teR, h) y(t)=Ce’, CeR, teR,

i) y(t):Cet2/2+t2+2, CeR, teR, j) y(t):Ce*t—l—%(sint—l—cost), CeR, tekR,

k) y(t)=Cln’t—Int, CcR, tec(l,+00), m) yt)=(C+t)(1+1t?), CcR, tcR.
2.a) () =12t (0,00), b) (1) =sint (el —eF), te (0,m),

¢) ot)=e"/2 teR, d) () =e =t R,

e) pt)=el4+t—1, tER, £) p(t) = 2=mE_TH e, ),

2,88

3. C(t)=20-e 3! tcR.

4. Tp(t) =80-e %04 1 20, t € R.
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Kapitola 5

Obecné véty o existenci
a jednoznacnosti reseni obycejnych
diferencialnich rovnic 1. radu

V této kapitole se (bez dikazi, které lze nalézt napriklad v [%]) sezndmime s obec-
nymi tvrzenimi o existenci a jednoznacnosti feseni Cauchyovych tloh.
Uvazujme obycejnou diferencialni rovnici

y/ = f (ta y) ) (51)

spolu s poc¢atecni podminkou
y (o) = Yo (5.2)

Véta 5.1 (Peanova, o existenci feSenf). Necht f : R? — R je spojitd funkce
definovand na otevrené mnoziné a bod (to, yo) patri do definicniho oboru této funkce.
Potom Cauchyova tloha (5.1), (5.2) ma alespori jedno mazimdlni resent.

Priklad 5.2. Cauchyova tloha

splnuje predpoklady Peanovy véty a, jak jsme jiz vlastné ukazali v prikladu (3.8),
existuje nekone¢né mnoho maximéalnich feseni této tlohy.
A

Jak jsme vidéli v uvedeném prikladé, k zajisténi jednoznacnosti feseni pouha
spojitost pravé strany diferencidlni rovnice (5.1) nestac¢i. Obvykle se jednoznacnost
zajistuje pridanim predpokladu ,,0 omezené rychlosti zmény funkce f“ vzhledem ke
druhé proménné. Nejjednodussi zpusob, jak to provést, je obsazen v nasledujicim
tvrzeni:
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Véta 5.3 (O existenci a jednoznacnosti). Necht f : R? — R je spojitd funkce
definovand na oteviené mnoZiné Q0 C R?, pricemz (to,yo) patii do definicniho oboru
této funkce. Necht je na ) navic spojitda funkce g—g, to znamend parcidalni derivace
funkce f podle druhé proménné. Potom Cauchyova loha (5.1), (5.2) md pravé
jedno maximdlni resend.

Poznamka 5.4. Vratme se k rovnici
Y =3Vy>

Zrejmé f (t,y) = 3/y?, g_ch (t,y) = %, takze je ihned vidét, ze predpoklad zarucujici
jednoznac¢nost je porusen na pirimce y = 0.

*

Nasledujici tvrzeni prindsi informaci o minimalnim intervalu, na kterém je garantovana
existence Teseni zkoumané Cauchyovy tlohy.

Véta 5.5 (Picardova-Lindeloffova). Predpoklddejme, Ze funkce f : R? — R je spojitd na
obdélniku V = (tog — a,to + a) x (yo — b,yo + b), kde a > 0, b > 0. Necht existuje cislo
L € R takové, Ze pro kazdé dva body (t,y) € V, (t,z) € V plati:

1fty) = ft2) =Ly -z (5-3)

Oznacme

M = ¢,
(hax |f (t, )]

a predpoklddejme, Ze f je na V nenulovd funkce, tedy M > 0. PoloZme

a = min ai
= SR

Potom existuje pravé jedna funkce ¢ definovand na intervalu (tog — o, to + o), kterd je na
tomto intervalu resenim Cauchyovy dlohy (5.1), (5.2).

Poznamka 5.6. Ukazme, Ze interval (t9 — «,to + «) z pravé uvedené véty obecné nelze
rozsifit. Je-li a = a, pak TeSeni nasi tulohy je definovino na intervalu
(to — a,to + a) a nemuze byt prodlouzeno - grafem pfipadného prodlouzeni bychom se
dostali mimo ,,minimalni“ defini¢ni obor V' funkce f (,ve vodorovném sméru“) , jak je
ukdzdno na obrazku (5.1).
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Yotb

(f0:y0)

yorb

t-a to tota t

Obr. 5.1

Jestlize o = %, pak Fesenim studované Cauchyovy s volbou f (t,y) = M, (t,y) € V je
funkce ¢ (t) = yo+ M (t — to), pricemz toto feseni nemuze byt prodlouzeno - opét bychom
se pii prodluzovani dostali ven z definiéniho oboru V funkce f (tentokrat ve ,vertikdlnim
smeéru®), jak ukazuje obrazek (5.2).

y
Yo+b

Yorb

tea fy tota t

Obr. 5.2

Poznamka 5.7. Pozadavku popsanému nerovnosti (5.3) se 1ikd Lipschitzova podminka
(vzhledem ke druhé proménné). Ukazme, ze mé-li spojita funkce f na obdélniku V' spojitou
parcidlni derivaci podle druhé proménné, spliuje Lipschitzovu podminku (5.3). Protoze
podle predpokladu je g—i spojitou funkci na uzaviené a ohrani¢ené mnoziné, podle Weier-
strassovy véty existuje cislo

L = max
(t,y)eV

of

Lty

3y ( y)’

Zvolme nyni libovolné dva body (¢,y) € V, (t,z) € V. Podle Lagrangeovy véty o stfedni
hodnoté musi existovat & lezici mezi y, z a takové, ze plati

f(t,y>—f<t,z>:ggu,s)-(y—z).

Odtud jiz bezprostiedné plyne dokazovana nerovnost:

of
ty)— f(t,2)] < max |=— (t,y)|-ly—z|=L-|y—z|.
fty) = Ft2)] = max 150 (69)] -y = 2] ly — 2|
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Vétu 5.3 o existenci a jednoznacnosti tedy lze v jistém smyslu povazovat za dtsledek
Picardovy-Lindeloffovy véty.

Poznamka 5.8. Necht jsou splnény predpoklady Picardovy-Lindeloffovy véty. Vezméme
libovolnou spojitou funkci 1, jejiz graf lezi v obdélniku V' a kterd je definovina na
(to — a, to + o). Muzeme zvolit tfeba konstantni funkei ¢ (¢) = yo, t €(tg — , to + «). Lze
ukazat, ze pak je na (tg — a,tg + a) korektné definovana nasledujici posloupnost funkei
{e; };').;1:
t
VieN: pjimat)=v+ [ f(s,¢j(s)) ds. (5.4)

to

Dukaz Picardovy-Lindeloffovy véty je zalozen na dikazu stejnomérné konvergence po-
sloupnosti (5.4) na (to — «, top + «). Presnéji, dokaze se, Ze plati:

Ve € RTIng e NVn e NVt € (g —a,to+a): [n>ng = |o ) —en (t)] <€,

kde funkce ¢ : R — R je na (tp — a, tp + «) feSenim uvazované Cauchyovy tlohy.
Posloupnosti zadané pomoci (5.4) se fikd posloupnost Picardovych aproximaci feseni
¢ Cauchyovy ulohy (5.1), (5.2).

Priklad 5.9. Uvazujme Cauchyovu tlohu

y=y, (tLy) eV =_(-11)x(0,2), y(0)=1

Funkce f: R? = R, f(t,y) = y je ziejmé spojitd na V a polozime-li L = 1, ihned vidime,
ze

V(t,y)EV V(t,Z)GV’y—Z|§L|y—Z|,

takze mizeme konstatovat, ze jsou splnény predpoklady Picardovy-Lindel6ffovy véty. Pro-
toze

M = max |y| = 2,
(ty)eV

tvrzeni véty ndm zarucuje, ze zadana tiloha ma na intervalu (—%, %) praveé jedno Teseni .
Zvolime-li ¢ (t) = 1, mizeme postupné urcit ¢leny prislusné Picardovy posloupnosti:
1

t t
t
302(t):1—|—/ gpl(s)ds:l—{—/ sds =1+ —,

t t 81 tl t2
g03(t):1+/<p2(s)ds:1+/ 1+ 5 )ds=1+ -5+,
0 0 T 1" 2

t t 81 52 tl t2 t3
g04(t):1—|—/0 @3(5)ds:1—|—/0 (1—!—1!—1—2!) d8:1+ﬂ+5+§’

¢ d 2 3 i
() =1+ ; = =14 =4 =+ 4=
Pi41 ( ) /(; Py (5) S o 30 ]!
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Pozorny c¢tenar si jiz jisté vsiml, Ze prvky pravé sestrojené Picardovy posloupnosti jsou
Maclaurinovymi polynomy funkce e?, kters je jedinym fesenim zadané Cauchyovy tlohy.
A

Poznamka 5.10. Vypocet Picardovych aproximaci miizeme chapat jako jednu z pribliz-
nych metod hledani feseni obycejnych diferencidlnich rovnic. Vétsinou je vSak vypocet
potrebnych integrald velmi pracny a tak je vyznam této metody spise teoreticky.

Priklady k procviceni
1. Naleznéte ,maximalni“ oteviené mnoziny, na které je tifeba omezit defini¢ni obor
funkce f tak, aby Peanova véta garantovala existenci maximéalniho feseni Cauchyovy
ulohy (5.1), (5.2) , jestlize:
a) f (t7y) - % — arccos (y)v (thyO) = (17 %) )
b) f(t)y):hl (ty3)7 (t07y0) = (171) )
C) f(t7y): Vy'Sinta (t07y0): (_%70) .

2. Naleznéte ,maximalni* oteviené mmnoziny, na které je tieba omezit defini¢ni obor
funkce f tak, aby Véta 5.3 garantovala existenci a jednoznac¢nost maximalniho feSeni
Cauchyovy ulohy (5.1), (5.2) , jestlize:

a) f(t7y) - a;%_inltj (t()vyO) - (070) )
b) f(t,y) =cos(t—y)+In(t-y), (to,y0) = (1,1),
C) f(t7y) =yY, (t07y0) = (17 10) :

3. Zvolte ¢ (t) = 1 a vypoctéte prvni tii ¢leny Picardovy posloupnosti Cauchyovy tlohy:

a) ¥y =5y+1y(0) =1,
b) ¢y =e+y*y(0)=0.

4. Ukazte, ze funkce:

f:R2 =R, f(t,y) =3 — |y| splituje Lipschitzovu podminku na R2. Naleznéte

nejmensi hodnotu Lipschitzovy konstanty L .
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Kli¢ k prikladim k procviceni
La) {(ty)eR?:t#0Aye(-1,1)},
b) {(t,y)€R2:t-y>O},
c) 0.
2.a) {(ty) eR?*:te(-1,1) A |yl #1},
b) {(t,y)€R2:t-y>O},
o {(ty) eR*:y>0}.
32) @) =1, e2()=1+6t @5(t)=1+
b) @il =0, galt) =1 u(t) = e

6t + 15t2,
—ef+t+3.
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Kapitola 6

Geometricka interpretace ODR
a nastin numerickych metod

Smérova pole

Budiz déna funkce f : R? — R. Nazna¢me geometrickou interpretaci pojmu feseni
diferencialni rovnice

v =f(ty). (6.1)

Uvazujme nyni pouze body (t,y) € Dy. Kazdému takovému bodu (¢,y) mizeme
priradit pfimku prochazejici timto bodem a majici smérnici f(¢,y).

Y [y linearni element

Obr. 6.1
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Uvazovanou primku muzeme reprezentovat tiseckou (vhodné zvolené délky), kte-
rd lezi na primce a stfed ma umistén v bodeé (t,y). Této tseéce budeme tieba fikat
linedrni element (rovnice (6.1) v bodé (¢,y)). Systém vsech linedrnich elementi
nazyvame smerovym polem rovnice (6.1).

Bud nyni funkce ¢ fesenim rovnice (6.1) definovanym na otevieném intervalu J.
Pak pro kazdy bod (¢, ¢(t)) grafu funkce ¢ plati ¢'(t) = f (¢, ¢(t)). Linedrni element
prislusny bodu (¢, ¢(t)) tedy musi lezet na tecné ke grafu funkce ¢ v bodé (¢, ¢(t)).

Graf (¢)

Obr. 6.2

Znézornénim vhodné vybranych linearnich elementti v souradnicové roviné tak
muzeme ziskat dobrou pfedstavu o grafech FeSeni rovnice (6.1). Je-li & € R kon-
stanta, pak linearni elementy lezici na primkach se smérnici k£ maji stredy umisténé
na vrstevnici funkce f o koté k. Vrstevnice funkce f nazyvame izokliny diferencialni
rovnice (6.1).

Priklad 6.1. Uvazujme diferencialni rovnici

y " (6.2)
Oznacime-li f(t,y) = —i, pak Dy = R xR\ {0} a izoklinou rovnice (6.2) (odpovida-
jici konstanté k € R) je dvojice ,otevienych* polopfimek zadand rovnici f(t,y) = k,
tedy t = —k -y, y # 0. Riznym volbam konstanty k£ odpovidaji izokliny znazornéné
zelené na obrazku (6.3).

Po zakresleni sité linedrnich elementt 1ze nacrtnout grafy integralnich krivek.
Hypotézu, Ze pijde o polokruznice lze ovérit (pilny ¢tendf ovéri sdm) dosazenim
funkci (C' € R je konstanta) ¢y 2(t) = £V/C? —t2, t € (—|C|,|C|) do rovnice (6.2).
A
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Obr. 6.3

Priklad 6.2. Nacrtnéte grafy feseni diferencialni rovnice

y =33/, (6.3)

I[zoklinami budou zfejmé rovnobézky s osou ¢. Nacrtek (6.4) vede k hypotéze o roz-
dilnych typech integrélnich krivek rovnice (6.3).

A A AR A A R A A R AR VA
A AR VAR A A A AR A A
Y S B B S R B B B | A A N YA S S B B B /|
A AR /AR WA /A A ARV VA
A WA WA AR A A
1
/S S S S S S S S VAV AV A AV Ve S S S S S S S S
P A A A ////// ///‘//////////
P A e s S s s (r/ Y S s s
//////////////////]‘////////t/
A N A NN NN
7
Y /A AR (VA A Y /A A A
Y SR A NIV A AR A A A A
T T T T T 7 T 77 i 777 77777777771
Y AN A A AN /A A A A A A A
A A A AR VR R A A A A R A A A A
Obr. 6.4

A

Poznamka 6.3. Existuje-li feseni (6.3), pak nutné musi jit o neklesajici funkci.
Prava strana rovnice (6.3) je totiz nezdporna.

Poznamka 6.4. Reseni (6.3) - vizte Pifklad 3.8.
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Eulerova metoda

Zabyvejme se nyni jednou z numerickych metod pro priblizné reseni diferencialnich
rovnic 1. fadu s pocatecni podminkou — Fulerovou metodou. O funkci f budeme
predpoklddat, Ze je v mnoziné D := {(¢,y) € R*: ¢, < t} spojitd a ze je v D spojité
i derivace této funkce podle proménné y.

Eulerova metoda je nejjednodussi zptisob numerického reseni Cauchyovych tloh.
Vystup Eulerovy metody je aproximaci feseni Cauchyovy tlohy

{ y'(t) = [t y(t)),

6.4
y(to) = o (64)

na intervalu (to, tx). Metoda vyuZziva aproximace derivace' funkce y v bodé ¢ pomoci
tzv. diference y v tomto bodé

i L Y+ h) —y(t)
y'(t) ~ - ,

kde h je dostatecné ,malé“ (0 < h < 1).
Pouzijeme-li diferenci k aproximaci y(¢) v rovnici tlohy (6.4), dostavame vztah

y(t+h) = y(t) + hf(t,y(t)). (6.5)
Déle zvolme ,dostateéné malé“ h > 0 a sestrojme body
to, t1 Z:t0+h, to Z:t0+2h, ceey tn :t0+Nh

Ozna¢me pomoci y, aproximaci hodnoty presného teseni y(t,), n = 0,1,..., N.
Z (6.5) a pocatecni podminky pak dostaneme rekurentni vztah

Yo :y(tO)a
Yn+1 :yn+hf(tnayn)a n:()717"'7N7

ktery pouzijeme pro numerické reseni Cauchyovy tlohy (6.4). Lze ukézat, ze chyba
aproximace feseni pomoci Eulerovy metody v bodé ¢; je primo timérna druhé moc-
niné velikosti kroku h. Chyba aproximace feseni v bodé ¢y je primo timérna velikosti
h.

'Tuto aproximaci lze ziskat z Taylorova polynomu 1. fddu funkce y se stfedem v bodé ¢:

y(t+h) = y(t) +y'(t) - h.
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Kapitola 7

Bernoulliova diferencialni rovnice

Necht jsou zadany spojité realné funkce p, ¢ definované na otevieném intervalu
I C R. Budiz déano ¢islo s € R\ {0,1}. Potom diferencidlni rovnici

Y 4+pt)y=q(t)y’ (7.1)
budeme fikat Bernoulliova diferencialni rovnice.

Poznamka 7.1. e Vsimnéme si, Ze je-li s = 0 nebo s = 1, rovnice y/ +p (t) y =
= ¢ (t) y® prechédzi v linedrni diferencialni rovnici.

e Jestlize s € N, pak ma diferencidlni rovnice (7.1) nulové feseni na I.

Ukazme si nyni, jak 1ze Bernoulliovu rovnici (7.1) pfevést na linearni diferencilni
rovnici 1. fadu. Prendsobenim (7.1) vyrazem y~° ziskdvame rovnici

vy +p)y T =q(t). (7.2)

Po substituci

a formalnim vypoctu derivace

jsme pfipraveni dosadit do (7.2):

2 p(t) 2 =q(0).

Odtud
Zd+(1=s)pt)z=(1-5)q(?), (7.3)

pricemz posledni rovnice zfejmé predstavuje linearni diferencialni rovnici 1. fadu

Z4a(t)z=0(t),
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s volbou
a(t)=1=s)p),b(t)=(1-s)q().

K pochopeni smyslu jednotlivych formalnich krokt, které jsme pravée popsali,
doporucujeme peclivé prostudovat dikaz nasledujiciho tvrzeni.

Véta 7.2. [O transformaci Bernoulliovy diferencidlnd rovnice] Necht funkce u je
resenim diferencidlni rovnice (7.1) na intervalu J C I. Necht navic plati:

VieJ: u(t)#0. (7.4)

Potom funkce v definovand predpisem

je resenim linedrni diferencidlni rovnice (7.3) na J.

Diikaz. Necht funkce u je na J fesenim Bernoulliovy rovnice (7.1) . Pak na J plati
rovnost

u' () +p ) u(t) =g @) v (1)

Neni prilis obtizné si rozmyslet, ze v dusledku (7.4) jsou na J dobfe definovany
mocniny u~*, u'~*%, takZe pfedchozi rovnost mizeme na J ekvivalentné upravit do

tvaru

(L=s)u™ ' )+ (1 =s)pt)u'"" () = (1-s)q(t). (7.5)

Funkce v definované na .J predpisem
v(t) = ur* (t)
je ztejmé diferencovatelna a na J plati
V()= (1 —s)u () (t).
Rovnost (7.5) tedy muze byt psana ve tvaru
ViedJ: ) +1—-s)pt)vt)=(1—-15)q(t).

Posledni vztah ovsem znamena, ze funkce v je na J feSenim rovnice (7.3), ¢imz je
dikaz u konce. O

Obecné studium Bernoulliovy rovnice zakonc¢ime jistym obracenim piedchoziho
tvrzeni.
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Véta 7.3. [O zpétné transformaci] Budiz dana Bernoulliova rovnice (7.1) a teseni
v odpovidagici linedrni diferencidlni rovnice (7.3) na J. Predpoklddejme, Ze na J
je definovdna diferencovatelnd funkce u, kterd splnuje ndsledujici podminky:

VieJ: u(t)#0, (7.6)

veeJ: utt(t) = (t). (7.7)

Potom funkce u predstavuje reseni Bernoulliovy rovnice (7.1) na J.

Poznamka 7.4. Jesté pred provedenim dtkazu si vSimnéme, ze diferencovatelna
funkce w na J nemusi byt pro nékteré hodnoty s vztahy (7.6), (7.7) urcena jedno-
znacne.

Diikaz. 7 predpokladt véty plyne, ze na J plati rovnost

V() + A =s)pt)v(t) =1 —s)q(t) (7.8)

S —S S

a na J jsou definovdny diferencovatelné funkce u!=%, u=*, .
Ze vztahu (7.7) plyne

VieJ: o ({#)=([1-s)u @) (1),
coz po dosazeni do predchozi rovnosti (7.8) znamend, ze na J plati

I=s)uO)u' )+ (1 =s)pt)u () =(1-5)q(t),

tedy
u (WU () +p ) u T () =q(t).

Posledni rovnost prenasobme funkei u°:
VieJ: W (t)+p@)u(t)=q(t)u’(t).
To ovSem znamend, Ze u je na J fesenim (7.1) a s dikazem jsme hotovi. O

Priklad 7.5. Hledame-li vSechna kladna reSeni diferencidlni rovnice

Y = 3vy?, (7.9)
muzeme psat ,
y = 3y3,
coz je Bernoulliova diferencialni rovnice s volbou I =R, p(t) =0, ¢(t) = 3, s = %
Postupujme formalné. Po prenasobeni plati

Y

win

y =3,
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takze ]
_2

— 3 = 1

3y Y

2 1 . _2 i : .
~3 = y3 vede postupné k 2’ = %y 5y, takze ziskdvame diferenci-

Substituce z = y*
alni rovnici

Zz =1

Odtud z (1) =t + C, C € R, take y3 (t) =t + C, odkud y (t) = (t + C)*. Prene-
chame Ctenari, aby si podrobné rozmyslel, ze vzhledem k vyse uvedenym tvrzenim
je nas postup ospravedlnitelny pouze pro kladna reseni, tedy

y(t)=@t+0C), CeR, te(-C,x).

Pomoci vhodného prevodu na Bernoulliovu rovnici 1ze zifejmé také hledat zaporna
feSeni (7.9). Laskavy ¢tendr si rozmysli, Ze po substituci

Y =Y, Y/ = _yla

lze upravit (7.9) na rovnici
Y' = -3V,

u které hleddme pouze kladna teseni a posléze provedeme zpétnou substituci. Jed-
nodussi je ovSem zkouskou piimo provérit, ze feSenim (7.9) na R je kazda funkce
tvaru

y(t)=(t+0C)°, CecR.

Na zaver prikladu si jesté vzpomenme, ze s rovnici (7.9) jsme se jiz setkali difve
(v kapitole 3) a také se setkdme na nékolika mistech dale v textu (v kapitole 8
a dale opét v kapitole 8), pricemz je popséano, jak lze pomoci techniky slepovani
nalézt vSechna jeji maximalni feSeni.

A
Priklad 7.6. Urceme maximalni feseni Cauchyovy tlohy
1 1
ey =t- 7.10
y-qy=t (7.10)
y(=1) = —2. (7.11)

Vzhledem k pocédteéni podmince uvazujeme rovnici (7.10) pouze pro t € I =
= (—00,0), kde jde o Bernoulliovu rovnici s volbami
1
s=-1,vVtel: p(t) = 7 q(t) =t.
Vzhledem k pravé strané rovnice (7.10) nés zajimaji jen takova feSeni uvedené
rovnice, kterd nabyvaji pouze zapornych hodnot. Po prenasobeni nejprve ziskdvame

rovnici 1
yy'—¥y2:t, t<0,y<0.
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Po substituci z = y2, 2’ = 2yy’ mizeme posledni rovnici pievést v linedrni dife-
rencialni rovnici tvaru 5
2 — 7%= 2t, t<0. (7.12)

Prenechejme ¢tenari podrobné vyteseni posledni rovnice. Tak zjisti, Ze jeji TeSeni lze
zapsat ve tvaru

z(t)=Ct* +2t*In(—t), C €R.

Z pocatecni podminky (7.11) plyne z (—1) = y*(—1) = 4, odkud ihned C' = 4
a ziskavame tak vhodné partikuldrni feseni rovnice (7.12):

Y (t) = 4> + 2% In (—t) .

Z podminek ©? = A ¢ < 0, pak ziskdvame pfedpis pro maximalni feseni ¢ zadané
Cauchyovy ulohy:

@ (t)=—/42 +262In(—t), t€ (—oo,—e?).
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Kapitola 8

Exaktni diferencialni rovnice

Necht funkce M : R? — R, N : R? — R jsou definovany na oteviené mnoZiné
Q) C R2. V této &asti textu se budeme zabyvat diferencidlni rovnici prvniho fadu ve
tvaru
M(t,y) + N(t,y) -y =0. (8.1)
Pro zadany bod (to, yo) € R? budeme spolu s rovnici (8.1) uvazovat jesté pocatecni
podminku
y (o) = o (8.2)

Rovnici (8.1) nazveme exaktni, jestlize existuje takova diferencovatelnd funkce
V : R? — R definovana na €, Ze pro viechny body (¢,y) € € plati:
oV (t,y) oV(t,y)
ot oy

Funkci V' pak nazyvame potencidlem usporadané dvojice funkei (M, N) na .

= M(t,y), = N(t,y). (8.3)

Poznamka 8.1. Pro potencial V' dvojice (M, N) tedy musi platit:
grad V.= (M, N).

V literatute se nékdy misto pojmu potencial dvojice (M, N) pouzivd nédzev kmenova
funkce rovnice (8.1).

Poznamka 8.2. Ve fyzice hodnota potencidlu V (¢,y) v bodé (¢,y) obvykle od-
povida potencidlni energii v daném misté. Hodnota grad V (¢,y) pak uddva smér
nejvétsitho vzristu této energie, uvedeny gradient proto popisuje hodnotu intenzit
sil potencidlniho vektorového pole. V elektrostatice se napiiklad funkci V' repre-
zentuje plosny elektrostaticky potencidl, vektorova funkce grad V' = (M, N) je pak
polem elektrickych intenzit.

Priklad 8.3. Prozkoumejme rovnici

2+1
-y =0. 8.4
NG (8.4)

2ty + 1+
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Resend. Zvolime-li dvojici funkei (M, N) definovanou na 2 = R x R* piedpisy

2 +1

2.y’

ihned vidime, ze zadana rovnice je konkrétnim piripadem (8.1). Pokusme se ukazat,

ze dana rovnice je exaktni. Predpokladejme tedy, ze existuje diferencovatelna funkce
V : Q — R, pro kterou na €2 plati rovnosti

aV(t,y)

ovV(t,y) t*+1
dy 2,/y

Integraci rovnosti (8.5) podle proménné ¢ na R zjistujeme, Ze pak musi existovat
diferencovatelnd funkce y, definovand na R a takova,' Ze na ) plati:

Vity)=tVy+t+xy).

Vyuzijeme-li nyni rovnosti (8.6), musi na {2 platit

M(t,y)=2t/y+1, N(t,y) =

(8.6)

oV (t, t2 , t?+1
hy) _ +xX'(y) =

dy 27 2y

takZze na R* musi platit rovnost

1
2y

Odtud integraci zjistime, ze funkce y musi na R* spliiovat vztah

X () =vy+C,

X (y)

kde C € R je néjaké cislo.
Shrime nase tuvahy. Z predpokladu existence potencialu V' jsme zjistili, Ze tento
potencial musi byt funkce vyhovujici na €2 vztahu

Vity) =t'Vy+t+y+C, (8.7)

kde C' € R je konstanta, na kterou podminky (8.5), (8.6) nekladly zddna omezeni.
Pokud se tedy hloubéji zamyslime nad zpusobem, kterym jsme ziskali vztah (8.7),
zjistime, ze pro libovolnou pevné zvolenou hodnotu C' € R je funkce V zadand
predpisem (8.7) potencidlem dvojice (M, N), takze (8.4) je exaktni diferencidlni
rovnici. A

I Ptesnéji vzato, x je takovou funkci definovanou na (Q, kterd je konstantni vzhledem k prvni
proménné t.
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Poznamka 8.4. (O exaktnosti separovatelnych rovnic) Uvazujme separova-
telnou diferencidlni rovnici ve tvaru

h(t)+g(y) -y =0, (8.8)

kde h, g jsou spojité funkce definované na otevienych intervalech I C R, respektive
J C R. Na otevieném obdélniku I x J definujme funkci V' : R? — R vztahem

v<t,y>=/h<t> dt+/g<y>dy.

Potom V je diferencovatelna a na I x J zrejmé plati

Vv (t,y) oV (t,y)

Tzh(t% ng(y),

takze separovatelnou rovnici (8.8) lze povazovat za exaktni diferencidlni rovnici.

Priklad 8.5. Rovnici se separovanymi proménnymi
e’ -y = — cost,
muzeme ekvivalentné zapsat ve tvaru
cost +e¥ -y =0,
a povazovat za exaktni rovnici s potencialem
V(t,y) =sint 4 e".
A

Poznamka 8.6. (O vrstevnicich potencidlu a FesSenich exaktni rovnice)
Necht V' je potencidlem dvojice funkci (M, N) na Q. Necht (t9,y0) € Q. Predpo-
kladejme, zZe existuje takova funkce ¢ : R — R definovana na otevieném intervalu
J C R, ze ¢ (ty) = yo a na J plati:

Vit () =V (to:vo) - (8.9)

Graf funkce ¢ tedy tvori ¢ast vrstevnice funkce V' o kété V' (tg, yo). Necht funkce
¢ je navic diferencovatelnd. Pokusme se (podle proménné ¢) derivovat obé strany
rovnosti (8.9). Na pravé strané derivujeme konstantni funkci, takze ziskdme funkci
nulovou na J. Pti derivovani levé strany vztahu zfejmé miizeme pouzit pravidlo pro
derivaci slozené funkce vice proménnych (vnéjsi funkce V' je funkei dvou redlnych
proménnych). Na J tak ziskdvame rovnost

OV(ta,;p(t)) N 0V(gyso(t)) () = 0.
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Pouzijeme-li nyni na levé strané vztahy (8.3):

ovity)
T M(t,y),

oV (t,y)

oy N(t,y),

vidime, Ze na J musi platit:

M(t, @(t) + N(t, (1) - ¢'(t) = 0.

To ovSsem znamend, ze funkce ¢ je na J feSenim Cauchyovy tlohy (8.1), (8.2).

Pravé jsme si ukazali, Ze je rozumné patrat po fesenich exaktni rovnice mezi
vrstevnicemi kmenové funkce této rovnice. Ve fyzikalni terminologii lze také volné
Iici, ze Teseni exaktni rovnice hledame mezi ekvipotencialnimi kiivkami pole inten-
zit. Pro doplnéni a zptesnéni dosud provedenych pozorovani formulujme nasledujici
tvrzeni:

Véta 8.7 (O resenich exaktni rovnice). Necht M, N jsou spojité funkce definované
na oteviené mnoziné Q C R2. Bud (to,yo) € Q2. Necht (8.1) je exaktni diferencidlni
rovnici s kmenovou funkci V. Potom plati:

1) Necht ¢ je libovolnd diferencovatelnd funkce definovand na otevreném intervalu
J C R a takovd, ze ¢ (ty) = yo. Pak ¢ je tesenim Cauchyovy tlohy (8.1), (8.2)
na J prave tehdy, kdyzZ na J plati

Vit,o) =V (to,v)-

2) Predpoklddejme navic, Ze pro vSechna (t,y) € Q2 plati:

N (t,y) #0. (8.10)

Potom Cauchyova iloha (8.1), (8.2) md prdve jedno mazimdlni resend.

*

Drikaz. 1. Budiz ¢ libovolnd diferencovatelna funkce definovand na otevieném intervalu
J C R a takovd, ze ¢ (ty) = yo. Na intervalu J zfejmé plati

V(t,o(t) =V (to, v0) ,

)
Vit (1) =V (to, » (to)),

IV(t,p(t) V(o) , .\
T + oy ~¢'(t) =0,




71

)
M(t, (1) + N(t, (1) - ¢'(t) = 0,

¢imz jsme hotovi s ditkazem prvni ¢asti.
II.
A.
Nejprve dokazeme existenci feSeni zkoumané Cauchyovy tlohy.
Na 2 definujme funkci G predpisem

G(tvy) = V(ta y) - V(t07y0) :

7 ptredpokladt véty plyne, ze funkce G mé na ) spojité prvni derivace,

G (t(]ay[)) =0

9G (to,yo)
dy
Podle véty o implicitné zadané funkci tedy existuje otevieny interval J a pravé jedna
spojité diferencovatelna funkce ¢, kterd je definovana na J a takova, ze na J plati:

= N (to,y0) # 0.

G(tet) =0 A ¢(to) = yo.

To ovsem znamend, ze na J plati

V(t,e(t) =V (to,v0),

takze podle prvni, jiz dokdzané ¢asti Véty, je ¢ Fesenim (8.1), (8.2) na J.

B.

Nyni dokazeme, ze je-li 1 Tesenim (8.1), (8.2) na intervalu I a ¢ Fesenim (8.1), (8.2)
na Is, potom na I1 N I obé TeSeni splyvaji. Princip dikazu této ¢asti spociva v dikazu
nemoznosti existence bodu t € I; N I, ve kterém by dochdzelo k vétveni FeSeni.

Nejprve si vSimnéme, ze ty € I1 N1y, takze uvazovany prunik je neprazdnym otevienym
intervalem. Predpokladejme, kvili sporu, Ze existuje t* € 11Ny takové, ze 1 (t*) # 2 (t¥).
Necht t* < to (v pripadé t* > ty se postupuje podobné). Oznacime-li

t=sup{te hNh:t<ty A p1(t)#p2(t)},

musi platit ¢ € I} NIy, ¢t < to. Je-li t = to, ziejmé plati ;1 (£) = p2 (¢). Necht t < to. To
oviem znamend, Ze na (£, to) plati @1 (£) = o2 (t). Ze spojitosti funkei ¢1, @2 pak plyne:

o1 (t) = Jim 1 () = lim @2 () = ¢2 (t) -

Oznacme y = ¢y (ﬂ a zduraznéme, ze jsme dokazali, ze také plati § = o (f) . Definujme
funkci G predpisem

Funkce G mé podle predpokladu véty na €2 spojité prvni derivace,

G (t,y) =0,
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G (t,y _
a(yy):N(t,y)#O.

Podle véty o implicitné definované funkci tedy existuje otevieny interval K a pravé jedna
spojité diferencovatelna funkce 1 definovana na K a takova, ze na K plati:

G(t,¥(t)=0 A v () =7,

COZ znamena:
Vie K: V(L (1) =V (6y) A () =7

Protoze funkce @1, @2 1ze chépat jako feseni Cauchyovy tlohy (8.1), y (ﬂ = ¢, podle prvni
casti Véty plati
Vt € Il : V(t,@l (t)) = V(aﬂ) A P1 (E) :gv

Viel: V(t,pa (1) =V (6,5) N @2 (t) =7

Funkce ¢ je ovSsem na K zadéna jednoznacné, takze na K N I; N Is musi platit

p1(t) = () = w2 (1),

coZ je spor s definici t. Z vlastnosti suprema totiZ plyne, ze v otevieném intervalu K NI;NIy
musi lezet alespon jeden bod, ve kterém se hodnoty funkci @1, @9 lisi.
C.
Nyni zbyva jen popsat konstrukci maximéalniho feseni uvazované Cauchyovy tlohy.
Vezméme sjednoceni
I=r

TEO

vSech otevienych intervalu I, na kterych jsou definovana feseni ¢, Cauchyovy ulohy (8.1),
(8.2). Protoze existuje alespon jedno feSeni uvedené ilohy a pro kazdé 7 € © plati tg € I,
I je zrejmé neprazdnym a otevienym intervalem. Je-li ¢t € I, znamend to, Ze pro néjaké
T € © jet € I, a proto muzeme (vzhledem k jednoznacnosti dokdzané v casti I11.B)
definovat pravé jednu hodnotu

G (t) = (1)
Tak jsme na I definovali funkci @, ktera je zfejmé fesenim zadané Cauchyovy tlohy. Z de-
finice I je zfejmé, ze @ nelze prodlouzit, takze jde o maximélni feSeni. Jednoznacnost

tohoto maximalniho feseni pak opét snadno plyne z tvrzeni dokdzaného v ¢asti II.B du-
kazu Véty. O

Priklad 8.8. Naleznéme maximalni feseni Cauchyovy tlohy

24+1
-y =0, y(0) =1.
N (0)

2ty + 1+
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Resend. V Piikladu 8.3 jsme zjistili, Ze uvedend rovnice je exaktni a jejim potenci-
alem je napiiklad funkce V zadand na €2 = R x Rt predpisem

V(t,y) =y +t+ /9.
Protoze pro kazdé (t,y) € Q plati
2 +1
2\/y

existuje pravé jedno maximalni feseni ¢ zadané Cauchyovy ulohy. Hledejme tedy
,maximalni” otevieny interval I a diferencovatelnou funkci ¢ definovanou na I tak,
aby na [ platilo:

0(0)=1A@@t) eR" A2 /o{t)+t+/p(t) =1

Po drobnych tpravach a prihlédnuti ke vSem uvedenym podminkam zjistujeme, ze
musi platit

70,

w):(l‘tf, tel=(—c01),

t2+1
coz je predpis pro maximalni feseni uvazované Cauchyovy tlohy. A

Poznamka 8.9. Z prvého tvrzeni Véty 8.7 plyne, Ze vSechna TeSeni exaktni rovnice
s potencidlem V' lze popsat pozadavkem

Vit,y) =C, C eR

Napriklad vsechna Teseni exaktni rovnice z predchoziho prikladu jsou zahrnuta ve
vztahu

tVy+t+yy=C, CeR

Z pravé uvedeného vzorce jsme schopni najit explicitni vyjadieni predpisu pro reseni:

Y () = (C_t)2, CcR.

t24+1

V tadé pripadi je vsak nalezeni explicitniho vyjadreni prislusného predpisu obtizné
nebo dokonce nemozné. Obvykle se pak spokojime s dilé¢im tspéchem a po nalezeni
potencialu V feseni zadaného prikladu ukonc¢ime zapisem

Vit,y) =C, C eR.

Podobné budeme postupovat i pii zkoumani Cauchyovych tloh pro exaktni rovnice.
Jsou-li na Q nenulové vSechny hodnoty N (t,y), pak maximalni feSeni ¢ (o rovnici
y = ¢ (t)) prislusné Cauchyovy tlohy je jednozna¢né uréeno podminkou

y (to) = vo
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a implicitnim vztahem

V(t,y) =V (to,yo) -

Zapis uvedenych podminek budeme povazovat za tspésné splnéni tkolu v pripadé,
kdy nebude mozné jednoduse vyjadrit explicitni predpis pro .

Nakonec se jesté domluvme, ze pokud v zadani nebude vyslovné uveden pozada-
vek nalezeni maximéalniho feseni Cauchyovy tlohy, bude stacit vymezeni libovolného
reseni této ulohy. V takovém pripadé je vhodné si rozmyslet, ze k zajiSténi existence
(a lokalni jednoznacnosti) feseni Cauchyovy tlohy staci spojitost funkci M, N na
néjakém okoli bodu (tg,yo) a splnéni pozadavku N (to,y0) # 0, ktery v dusledku
spojitosti N zarucuje, ze hodnoty N (¢,y) budou nenulové na néjakém okoli bodu
(to, yo). Potom totiz staci aplikovat Vétu 8.7, kde Q zvolime jako takové okoli bodu
(to,Yo), na kterém jsou spojité obé funkce M, N a soucasné jsou v ném nenulové
vSechny hodnoty N (t,vy).

V nasledujicich prikladech uvedme ukazky struc¢ného zapisu reseni nékterych
rovnic a Cauchyovych tloh.

Piiklad 8.10. Reste diferenciilni rovnici

e’ + (te¥ —2y)y' = 0.

Resent.
oV (t
(tu y) eY V4 (t, y) = teY + X (y) =
oV (t _ _ =
G(y’ 2 =te' + X' (y) = te! +x'(y) =te’ —2y

= X'(y) = —2y.
Odtud naptiklad
X (y) =~

takze zadand rovnice je exaktni rovnici s potencialem

V(t,y) =te¥ — 1.

Reseni zadané rovnice spliuji podminky:

te¥ —y>=C, CEeR.

Priklad 8.11. Reste Cauchyovu tilohu

2t° — ty® + (2y° — Py) y' =0, y(0) = 1.
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Resend.
ov (t,y) 3 2 Ly 1o
= 2P —t ty) ==y — =t t
9 y y = Vity) =5y -5ty +o () =
V(t
= ovity) égt’y) =ty +Y (1) = —ty o (t) =26 —t*y =
= ' (t) = 2t>.
Odtud naptiklad
1,

takze zadand rovnice je exaktni rovnici s potencidlem

(y4 22y t4).

N —

Vity) =

Reseni zadané rovnice spliuji podminky:

=ttt =C, CeR.

Protoze funkce
M (t,y) =2t —ty>,  N(ty) =2y —t%

jsou spojité a
N(0,1)=2#0,

existuje otevieny interval J a jedind funkce ¢ definovand na J, ktera je na tomto
intervalu feSenim zadané Cauchyovy tlohy. Funkce ¢ (o rovnici y = ¢ (t)) je ddna
implicitné vztahem

y4—t2y2+t4 — 4

a podminkou
y(0) =1
A

Jak jsme meéli moznost vidét, existence a vlastnosti potencidlu hraji podstatnou
roli pfi studiu rovnic tvaru (8.1). Vénujme se proto této problematice podrobnéji.

Nejprve si vsimnéme, Ze jednorozmérnou analogii potencidlu je vlastné neurcity
integral. Pro libovolné primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu J plati,
ze se lisi nejvyse o aditivni (integracni) konstantu. Podobné tvrzeni lze vyslovit
i o potencidlu dvojice (M, N). Ptitom se vSak ukazuje, ze je tfeba uzeji specifikovat
mnozinu {2 na niz potencialy zkoumame. To vede k nésledujici definici:
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Neprazdnou mnozinu €2 € R"™ nazyvame souvislou, jestlize neexistuje dvojice
otevienych mnozin G; C R", G5 C R" takova, ze soucasné plati:

QCG1UG2, GlmGQZQ),
QNG #0, QNGy #0.
Otevienym a souvislym mnozindm R" fikdme oblasti.

Poznamka 8.12. Pro lepsi interpretaci pojmu oblast si uvedme, ze lze ukazat:
Neprazdnd mnozina €2 C R” je oblasti, pravé kdyz je otevienou mnozinou a kazdé
dva body z €2 lze spojit lomenou ¢arou, ktera celd lezi v §2. Naptiklad oblasti v R je
kazdy otevreny interval v R.

Poznamka 8.13. (O vsSech potencidlech) Lze dokézat, ze plati: Necht dvojice
(M, N) m4 na oblasti  C R? potencidl V. Pak se viechny potencidly dvojice (M, N)
na () lis{ nejvyse o aditivni konstantu. Jinak zapsano, mnozina

{Weld(Q): 3CeRV(t,y) €eQ: Wi(t,y) =V (t,y)+C}
predstavuje vSechny potencialy dvojice (M, N) na oblasti €.

Nyni formulujme jednoduché pravidlo, podle kterého snadno usoudime, ze rov-
nice (8.1) neni exaktni.

Véta 8.14 (O nutné podmince exaktnosti). Necht funkce M, N definované na
otevrené mnoziné Q) maji spojité parcidlni derivace. Necht rovnice (8.1) je exaktni.
Pak plati:

oM  ON

dy ot

Diikaz. Uvazovand rovnice je exaktni, takze pro prislusny potencial V' plati:

oV v

2 ZonN
ot ’ oy

P1i splnéni predpokladii véty mé potencidl V' dvojice (M, N) na 2 spojité vSechny
parcialni derivace az do druhého radu. Podle pravidla o zaménnosti smisenych par-
cialnich derivaci plati:

V. PV
otdy — Oyot’

odkud ihned plyne:
oM 0*V _ 0*V _ON
dy  Otdy  oyot ot
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Priklad 8.15. Rovnice
tsiny +y -cosy =0
neni exaktni. Skute¢né, definujeme-li

M (t,y) = tsiny, N (t,y) = cosy,

pak
M (t N (t
oM (t,y) 8(g/,y> = tcosy, ON(t,y) 8(t7y> = —siny,
takze
OM |, ON
dy ot~

e e v, v

uvaZovali zadanou rovnici na mens{ oteviené mnoziné nez je R2.

Poznamka 8.16. Neklademe-li na oblast €2 dalsi podminky, pak rovnost %—M =
= %—]X na {2 obecné nestac¢i k zajisténi existence potencialu. Situace se vSak zméni,

je-li Q specidlnim typem oblasti, tzv. jednoduse souvislou oblasti. Presnou definici
pojmu jednoduse souvisla oblast prenechme vyssim partiim matematické analyzy
a na tomto misté se spokojme s intuitivnim popisem. Rekneme, Ze oblast Q C R? je
jednoduse souvisla, neméa-li ,diry“. Naptiklad otevieny kruh

{(t,y) eR?: * + 4% < 4}
je jednoduse souvislou oblasti, zatimco oteviené mezikruzi
{ty) eR*: P +y*>1 A +y* <4}

je oblasti, ktera neni jednoduse souvisla. Jednoduse souvislou oblasti neni ani zadné
prstencové okoli libovolného bodu, napriklad mnozina

{(t,y) e R*: £ +y* <4} \ {(0,0)}.

Dilezitymi priklady jednoduse souvislych oblasti jsou nasledujici mnoziny: libo-
volny otevieny kruh (okoli bodu), libovolny otevieny obdélnik, celd rovina R?. Pro
¢tenare blize seznamené s pojmem krfivky mizeme jesté uvést presnéjsi specifikaci
pojmu jednoduse souvisld oblast: Oblast 2 C R? je jednoduse souvislé, pravé kdyz
1ze kazdou jednoduchou uzavienou kiivku lezici v  spojité stadhnout (v €2) do bodu.

Véta 8.17 (O postacujici podmince existence potencidlu). Necht funkce
M :R? - R,N : R? = R jsou definovdny na jednoduse souvislé oblasti Q C R?
a maji zde spojité parcialni derivace. Necht plati:

oM  ON

dy ot

Potom existuje potencidl dvojice (M, N) na €.
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Priklad 8.18. Rovnice
ef+e’-y =0

je exaktni diferencidlni rovnici, protoze na jednoduse souvislé oblasti R? plati:

A

Poznamka 8.19. Pfi hledani feseni rovnice (8.1) zpravidla nejprve zjistujeme, zda
se viibec jedna o exaktni rovnici, to znamend, zda je zajiSténa existence potencialu.
V takovém pripadé zacneme s ovéfovanim rovnosti %—J‘; = aa—];’. To nékdy vede k tomu,
ze se omezime na vhodnou jednoduse souvislou oblast €2, ktera se nemusi kryt s pt-
vodné danym ,,oborem rovnice“. Dalsim divodem pro zuzeni oboru rovnice byva
zajisténi splnéni pozadavku N (t,y) # 0 garantujictho existenci a jednozna¢nost.
Poté zacneme s vypoctem potencialu. Na konkrétnich prikladech uvedenych vyse,

4

.....

Necht na oblasti €2 jsou definovany spojité funkce M, N. Oznac¢me

mit,y) = / M(ty)dt, (ty) €,

n(t,y) Z/N(t,y)dy, (t,y) € Q.

Existuje-li potencidl V' dvojice (M, N) na (2, pak existuji funkce y : R — R,
1 : R — R, které jsou diferencovatelné a takové, ze soucasné plati
V(t,y) = m(t,y) +x(y), (ty) € Q, (8.11)
V(t,y) = n(t,y) +¢(1), (ty) € Q. (8.12)
Funkei y lze nékdy uréit vzhledem k (8.11) ze vztahu

om(t,y)

o X'(y) =N(t.y), (ty) € (8.13)
Funkci ¢ 1ze nékdy urcit vzhledem k (8.12) ze vztahu

O] 4wty = Mtw), (1y) € 9 (8.14)

P1i hledani potencialu V' se nejprve rozhodneme, kterou z funkci m, n 1ze snadnéji
vypocitat. Po integraci se pak snazime uréit z (8.11) - (8.14) cely predpis pro V.

Nékdy jsme pri hledani maximalnich feseni nuceni pouzit techniku slepovani.
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Priklad 8.20. Urcéeme vSechna maximalni feseni ODR
3t + 2ty + (* — 1)y = 0. (8.15)

Reseni. Ovéfme nejprve, zda jde o exaktni rovnici. Pro vsechna (t,7) € R? plati:

OM (t
Mt y) = 32+ 2ty = OMEY) oy
dy
ON(t
Nty =t*—-1= ON(Ey) = 2t.
ot
Na jednoduse souvislé oblasti R? tedy plati %—A; = %—1:7, rovnice (8.15) je proto

exaktni diferencialni rovnic{ a na R? existuje potencial V' dvojice funkci (M, N).
Naleznéme jej.

n(t,y) = / ( — )dy = (£ — 1)y,

V(t,y) = (£ — Dy + ¢(1).

Funkci ¥ nalezneme z podminky %—‘; = M na R

2ty + ' (t) = 3t* + 2y,
P(t) =387, ) =17,

Vit,y) = (t* — 1)y + 2.

Vsimnéme si nyni, Ze rovnost N(¢,y) = t* — 1 = 0 nastane pravé tehdy, kdyz
t = 1 nebo t = —1. Na obou zminénych primkach jsou tedy poruseny predpoklady
zarucujici jednoznacnost. Oznac¢me proto

Ql = (-OO, —1) X R,
Qg = (—1, 1) X R7
Qs = (1, +00) x R.

Veéta 8.7 zajistuje existenci a jednoznac¢nost maximalnich feseni pro nasledujici Cau-
chyovy tlohy:

3t 42ty + (2 — 1)y =0, (t,y) € U; y(to) = yo ((to, Yo) € ) (8.16)

3t 42ty + (2 — 1)y =0, (t,y) € Qa5 y(to) = yo ((to, Yo) € Q2) (8.17)
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3242ty + (2 — 1)y =0, (t,y) € Q35 y(to) = yo ((to, Yo) € Ns3) (8.18)

Potencidl dvojice funkci (M, N) jsme nalezli na R?, tedy rovnéZz na €y, Qs, Q3.

Uvazujme nyni bod (tg, y0) € Q4, resp. (to, Yo) € Qa, resp. (to,yo) € {23 a popisme
maximalni fesen{ tlohy (8.16), resp.(8.17), resp(8.18).

Oznaéme C = V(tg,yo) = (t2 — 1)yo + t3 a vSimnéme si, Ze pro i = 1,2, 3 plati:
a) Je-li C' € R, pak v Q; lze nalézt bod (to,yo) takovy, ze V (to,y0) = C.
b) Ke kazdému bodu (to,y0) € € je jednoznaéné prifazena prislusnd hodnota

C = V(to,yo) € R.

Vsechna feseni tilohy(8.16), resp.(8.17), resp.(8.18) jsou tedy funkce !, resp. 2,
resp. > (nezdvislé proménné t) vyhovujici implicitnim pfedpisim

-y +t*=C, te(—o0,—1), resp.
(t*—1y+t2=C, te(—1,1), resp.

-y +t*=C, te(l,00).
V nasem ptipadé ,mame stésti“ a mizeme podat explicitni predpisy pro maxi-

malni feseni Cauchyovych tloh (8.16), resp. (8.17), resp. (8.18).

QL(t) = PR C eR, i=1,resp. 2, resp. 3, (8.19)

t € (—o00,—1), resp. t € (—1,1), resp. t € (1,00).

Nyni zbyvéa nalézt vsechna maximalni feSeni rovnice (8.15), tj. rovnice
3 +2ty+ (P —1)y =0

uvazované na celé roviné R2.

Ze vzorce (8.19) plyne :

lim !(t) = lim

t——1— t—»—1—-12 — 1

C -t —00, proC < —1,
+o00, proC > —1,

. 2 i
t—1>1£I11+SOC (t) = t—>1£I11+ 2 —1

C— —o00, proC > —1,
+o00, proC < —1,

. 2 -
tl_1>11r1_<pc(t) n t1—1>r1n— 2—-1

C—t* |—oo, proC>1,
+o00, proC < 1,
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. . C=t —o0, proC < 1,
lim ¢2(t) = lim =
t 1+ t>1+ 12 — 1 +o00, proC > 1.

Zbyva jesté proverit nasledujici limity:

dim ol (f) = tiizfi_lzl—__fg = i _2352 = 3’
i (1) =ty T = i =
i 0) = i 75 =t 2~ 2
B A0 = i =y = iy =g

Nyn{ miZeme na ¢!, ©*, a ¢?, ©? aplikovat techniku slepovani feSeni. Definujme
funkce

’t%—:ig, t € (—o0,—1),

@(t) = —%: t= 17

_ 43
5, te (1,00).

Funkce ¢, ¢ jsou zfejmeé spojité funkce, které lze zapsat ve tvaru:

1
p(t) = -t — —— te(—o0,1
¢(t) 7 € (00 1),

1
o(t) = —t 117 t e (—1,00),

tedy @, @ jsou diferencovatelné. Dosazenim do rovnice (8.15) lze snadno ovérit,
ze @, ¢ jsou FeSenimi (8.15).

Shriime, Ze jsme zatim nalezli systém ® funkci, které jsou fesenimi rovnice (8.15).
UvaZovany systém je tvoren funkcemi @2, ¢?, ¢3 kde C € R\ {—1, 1} a ddle funkcemi
o, @. O kazdé funkci systému ¢ miizeme navic Tici, ze jednostranné limity v krajnich
bodech definiéniho oboru jsou nevlastni nebo jsou krajni body defini¢niho oboru
nevlastnimi body. To ovsem znamena, Ze systém & je tvoren maximélnimi feSenimi
rovnice (8.15).

Vsimnéme si jesté, ze grafy funkei systému @ se neprotinaji. Na §2q, resp. €25, resp.
Q3 je totiz zarucena jednoznacnost a pri slepovani jsme rovnéz vycerpali vSechny
moznosti. Systém @ zfejmé obsahuje vsechna maximalni feseni (8.15). Kazdé feSeni
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¥ rovnice (8.15) je totiz funkel definovanou na otevieném intervalu, tedy musi exis-
tovat bod grafu 1, ktery lezi v ; nebo v 5 nebo v 3, odtud pak nutné plyne
e .

Pribeéh integralnich kiivek feSeni diferencidlni rovnice (8.15) lze charakterizovat

nasledujicim nacrtkem:
0 1

Obr. 8.1
A
Poznamka 8.21. (O integracnim faktoru) Nechf rovnice
M(t,y)+ N(t,y)y =0 (8.20)

neni exaktni. Nékdy lze nalézt takovou funkci p : R? — R, Ze exaktni rovnici
bude rovnice

pu(t,y) - M(ty) + plt,y) - N(t,y)y' = 0. (8.21)

Funkci p pak fikdme integracni faktor diferencidlni rovnice (8.20).

Maji-li funkce M ,N,u stejny defini¢ni obor €2 a je-li © navic takova funkce, ze
plati ¥(t,y) € Q : pu(t,y) # 0, pak diferencidlni rovnice (8.20), (8.21) jsou ziejmé
ekvivalentni, maji stejnou mnozinu reseni.

Necht navic funkce M, N, p maji spojité parcialni derivace na definiénim oboru
Q0 C R?, kterym je jednoduse souvisld oblast. Pak u lze hledat z postacujicich
podminek pro exaktnost rovnice:

O(uM) _ O(puN)

oy ot
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to znamena ze vztahu:

ol oM  Ou ON

M A4 p— = =N + p——.

oy THay T e TH o

Posledni tadek je vlastné parcidlni diferencidlni rovnici pro neznamou funkci pu,
predpokladame-li vsak, ze u je konstantni vzhledem k g, resp., ze u je konstantni
vzhledem t, pak g—g = 0, resp. %: = 0. Funkci p 1ze tedy nékdy hledat s tspéchem

jako funkci proménné ¢, ktera je feSenim obycejné diferencidlni rovnice

oM(t,y) ON(t,y)
=y = WNty) +p—p

nebo jako funkci proménné y, ktera je fesenim rovnice

OM(t,y)  ON(t,y)

"M (t = .
WMt y)+ p o -

Priklad 8.22. Hledejme feseni Cauchyovy tlohy

Sty + 12 + (2 +ty)y =0, y(1) = 2.

M(t,y) =3ty +y*, N(t,y)=1t>+ty,

OM (t,y) ON(t,y)
By 3t + 2y, En +Y,

nejde tedy o exaktni diferencialni rovnici.

Hledejme integracni faktor jako funkci proménné ¢, tj. g—;‘ =0

%—A; = %—]ju + Ny,
(Bt +2y)u= (2t +y)u+ (* + ty), (8.22)
t+yu=tt+yu (E+y#0),
p=ty,
pu(t) =t.

(Vsimnéme si, ze (8.22) plati rovnéz v pfipadé ¢ +y = 0).
Ziskand exaktni rovnice:

3ty 4ty + (82 + t2y)y = 0.

Po standardnim vypoctu ziskdme potencial:

1
Vi(ty) =ty + §t2y2-
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Po dosazeni pocateéni podminky ziskavame: V(1,2) = 4. Polozme
Q={(t,y) eR*:t € (0,400) Ay > —t}.

Pti zizZeni rovnice na () je zajisténa existence a jednoznacnost feSeni uvazované
Cauchyovy tulohy. Reseni je pfitom dano implicitné vztahy:

1
Py +5t%y° =4, y(1) =2,

Poznamenejme jesté, ze tomto ptikladu slo stézi hledat integracéni faktor u jako
funkci proménné y. Vznikld rovnice by totiz obsahovala explicitné rovnéz proménnou
t, které se ,nezbavime® napr. kracenim. A

Poznamka 8.23. (O integra¢nim faktoru linedrni rovnice) Uvazujme linedrni
diferencialni rovnici

y+al(t)y—b(t)=0,

za predpokladu, ze a, b jsou spojité funkce definované na otevieném intervalu I.
Uvedena rovnice obecné neni exaktni, po prenasobeni funkci

m (t) _ efa(t)dt
vsak prejde v ekvivalentni exaktni diferencidlni rovnici:
[(a(t)y —b(B)el %) 4 el ety —,
Skutecné, snadno ovérime, ze na jednoduse souvislé oblasti €2 = I x R plati:

9 ((a(t)y —b(t)el o) § (o a0 aty
oy o

= Qa (t) efa’(t) dt —

Funkce e/ *®dt Kkterou si pamatujeme z metody prendsobeni je tedy vlastné inte-
gra¢nim faktorem linedrni diferencialni rovnice prvniho radu.

Poznamka 8.24. Nékdy se pod pojmem exaktni diferencialni rovnice rozumi vyraz
tvaru
M(t,y)dt + N(t,y)dy = 0, (8.23)
kde existuje potencidl V' dvojice funkci (M, N) na néjaké oblasti Q C R2. Pfitom
mohou nastat zhruba tii moznosti, jak chapat pojem Teseni uvedené rovnice:
a) ReSenim (8.23) je funkce ¢ takova, Ze pro viechna ¢ z né&jakého otevieného inter-
valu plati
M{(t, (1)) + N(t, o(t)¢'(t) = 0.
b) Resenim (8.23) je funkce ¢ z definice v bodé a) nebo funkce 9 takové, Ze pro
vSechna y z néjakého otevieného intervalu plati M (¢ (y), y)¢' (y)+N (¥ (y),y) = 0.
Tedy (8.23) se chape jako libovolnda z rovnic

M(t,y)t'+ N(t,y) =0, M(t,y)+ N(t,y)y = 0.
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c¢) Resenim (8.23) se rozumi mnozina viech bodi (t,y) € R?, které vyhovuji rovnici
V(t,y) = C, kde C' € R je zvolena konstanta. Naptiklad fesenimi rovnice td¢ +

+ ydy = 0 ve smyslu uvedené mozné definice jsou kruznice se stredem v pocatku
a budeme-li diisledni, také mnoziny {(0,0)}, 0.

Na zavér ovsem zdiraznéme, Ze v tomto textu jsme se rozhodli za definici feseni
rovnice (8.23) prijmout vymezeni tohoto pojmu popsané v bodé a).

Priklady k procviceni
1. Naleznéte predpis pro potencidl V' dvojice (M, N), jestlize:
a) M (t,y) = cost + el cosy, N (t,y) = —elsiny, ,

b) M(ty) =z,  N(ty) = fw

= .
2. Naleznéte kmenové funkce exaktnich diferencidlnich rovnic:
a) 2y+ (+1)y =0,
b) t+siny+ (tcosy—2y)y =0.
3. Reste zadané exaktn{ diferencidln{ rovnice:
a) 24 ye + (te —2y)y =0,
b) Y2+ (1+2yt)y =0.
4. Reste zadané Cauchyovy tlohy:
a) 2ty+ (*4+1)y' =0, y(1) =2,,
)
b) y/:Wy_;'_lvy(l):_27
¢) y+2y+ (1+t+3t%2)y =0, y(1) = 5.

5. Naleznéte integrac¢ni faktory zadanych rovnic a nasledné feste prilozené Cauchyovy
ulohy:
a) y-y+ty =0, y(2)=73,
b)  2tylnydi + (t2 22+ 1) dy =0, y(0)=1.

6. Ukazte, Ze funkce zadané predpisy pq (t) = —%2, o (y) = y%, ua (t,y) =

us (t,y) = —% jsou integracnimi faktory rovnice y — ty’ = 0.

1
T2 +y2 )

7. Uvazujme diferencidlni rovnici ve tvaru

yf (ty) +tg (ty)y' =0,
kde funkce f, g maji spojité derivace. Ukazte, ze funkce dana pfedpisem
1
2 (ta y) = ?
tyf (ty) —tyg (ty)




Exaktni diferencidlni rovnice

je integra¢nim faktorem zminéné rovnice.

o

bt
o

e
©

o o
N SN N N N N AN

(@)

ot
o

k prikladiim k procviceni
V (t,y) = el cosy + sint,
V(t,y) =arcsiny —In (* +1), (t,y) e Rx (-1,1).
Vit,y) =y (t*+1),
V(t,y) = ftz—l—tsmy y2.
2t e —y2=C, CeR
ty"+y=C, CeR
4
@(t):m,

pt) = ¢ (1) =
% 2Iny + £/ (y? +1)° = i y(0) =1.
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Kapitola 9

Obycejné diferencialni rovnice
n-tého radu - zakladni vlastnosti

Budeme postupovat podobné jako jsme postupovali v pripadé obycejnych diferen-
cidlnich rovnic 1. fadu. Necht n € N. Obycejnymi diferencialnimi rovnicemi n-tého
radu budeme nazyvat rovnice, ve kterych se vyskytuji n-té derivace neznamé funkce
jedné realné proménné. Rekneme, ze ODR je rovnici n-tého fadu, jestlize tato rov-
nice efektivné obsahuje pouze n-tou, poptipadé i nizsi derivace neznamé funkce.
Upresnéme tedy, ze obecné lze ODR n-tého tadu zapsat v tzv. implicitnim tvaru

F(ty(t),y/ (1), - g™ (1) =0, (9.1)

kde F': R"? — R je zadana funkce. Nékdy lze ODR zapsat ve tvaru explicitnim:

y M) =f(tyt), ...y (@), (9.2)

pro pevné danou funkei f: Rt — R.
V zadani ODR n-tého proménnou u neznamé funkce a jejich derivaci vétsinou
nevypisujeme, takze piseme pouze

F (t7y7 yla ey y(n)) == 0, respektive

y/ = f (t>ya R y(n—l)) .

Necht pro diferencovatelnou funkeci ¢ : R — R definovanou na otevieném inter-
valu J C R plati:

VieJ: Ftp®),¢ {), ..., oM () =0.
Pak fekneme, ze ¢ je FeSenim rovnice n-tého radu (9.1) na J.

Stejné jako u ODR 1. fadu tikame, ze dvé ODR n-tého fadu jsou ekvivalentni,
maji-li stejnou mnozinu vsech reseni.
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Priklad 9.1. Najdéme Teseni obycejné diferencidlni rovnice tretitho radu
/"

sz

na otevieném intervalu J = (0, +00).

Reseni. Pro formalni feseni této rovnice mizeme pouzit substituci z = y”. Nasledné
dostaneme rovnici

Jejim Tesenim je funkce ¢ definovand predpisem ¢ (t) =t¢, t € (0,400).
Snadno lze ukazat, ze pro kazdé pevné zvolené ¢islo C; € R je funkce dana
predpisem

Cit
feSenim upravené rovnice:

vt € (0, +00) : (Cit) = %

Dosazenim do y” = z dostaneme
y" =Cit, t e (0, —|—OO) , C1 € R.

Po dvojim integrovani dostaneme t¥idu funkci definovanou predpisem

C
y(t) = EltB + Cgt =+ Cg, t e (0, +OO> s 017273 I~ R.
Zbyva ukézat, ze pro kazdou pevné zvolenou trojici ¢isel C; € R, Cy € R, C53 € R
je prislusnd funkce na J resenim zadané rovnice:

6

) (GOt +G)" ()
t t

Vite J: QOW('[Z) = (gt?j + Cgt + 03

Priklad 9.2. Najdéme Teseni obycejné diferencidlni rovnice druhého radu
"ay
yel =1
na otevieném intervalu J = R.

Reseni. Pro teSeni této rovnice muzeme pouzit substituci z = y'. Nasledné dosta-
neme rovnici
Ze* =1.
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Resenim této rovnice se separovanymi proménnymi je pro kazdé pevné zvolené
C1 € R kazda funkce definovand predpisem

In(t+Ch):
Vt € (—=Cy, +00) : (In(t+ Cy)) e =1,
Dosazenim do ¢ = z dostaneme
y =In(t+Cy), t € (—Cy,+00), C; €R.
Po integrovani dostaneme tiidu funkeci definovanych predpisem
yt) =t +Cy)ln(t+Cy) —t+Cy, t € (—Cy,+00), Ci2 €R.

Snadno lze ukézat, ze pro kazdou pevné zvolenou dvojici cisel C; € R, Cy € R je
tato funkce fesenim zadané rovnice:

VteR: (t+C)In(t+Cy) —t+ (]2)”e((t+01)1n(t+01)—t+02)’ -1
A

Necht jsou déna ¢isla tg € (0,4+00), yo E R, y1 € R, y2 € R, ..., y,_1. KODR n-
-tého fadu (9.1) pripojme pozadavek, aby hledana funkce v bodé ¢, nabyvala hodnoty
Yo, jeji prvni derivace méla hodnotu y;, druha derivace méla hodnotu ¥, atd. az
(n-1)-ni derivace nabyvala hodnoty y,,_1, tzn.

Yy (to) = vo, ¥ (to) = y1, -, ¥V (t0) = Y1 (9.3)

Pozadavku (9.3) budeme opét ifkat pocateéni podminky. Ulohu (9.1), (9.3) nazj-
vame Cauchyovou tlohou.

Rekneme, 7e funkce ¢ je feSenfm Cauchyovy tlohy (9.1), (9.3) na otevieném
intervalu J, jestlize ¢ je feSenim (9.1) na J a navic plati ¢ (to) = vo, ¢’ (to) = 11 az
(n—1) _
"V (to) = Yn-1-

Priklad 9.3. Uvazujme Cauchyovu tulohu

V prikladé 9.2 jsme ukazali, ze funkce zadané predpisem %t?’ +C9%t+C5, Chas €R

jsou Tesenim zadané rovnice na (0,+oc). D& se snadno ovéfit, ze pokud zvolime

C1=0,Cy =0, C3 =1, pak funkce p(t) = 1 je feSenim zadané Cauchyovy ulohy.
A
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Priklad 9.4. Uvazujme Cauchyovu tlohu
y'e =1, y(0)=1, y(0)=0

V prikladé 9.1 jsme ukazali, Ze funkce dané predpisem y (¢) = (t + C1)In (t + C;) —
—t+ Oy, O 5 € R tvoii feseni zadané rovnice na (—C,+00). D4 se snadno ovérit,
ze pokud zvolime C; = 1, Cy = 1, pak funkce ¢(t) = (t+1)In(t+1) — ¢t + 1 je
fesenim zadané Cauchyovy tlohy.

A

Nyni se (bez dikazu, které lze nalézt napiiklad v [8]) sezndmime s obecnymi
tvrzenimi o existenci a jednoznacnosti feseni Cauchyovych tloh.
Zabyvejme se nyni obycejnou diferencialni rovnici n-tého radu v explicitnim tvaru

y™ = (Ly), Y1), ...,y V@), (9.4)
spolu s poc¢atecnimi podminkami
y(to) = vo, ¥ (to) =1, -, Y7V (t0) = Y. (9.5)

Véta 9.5 (o existenci fesen{). Necht f : R"™ — R je spojitd funkce definovand na
otevrené mnoziné a bod (to, Yo, Y1, - - -, Yn—1) patri do definicniho oboru této funkce.
Potom Cauchyova tloha (9.4), (9.5) md alespori jedno mazimdlni resent.

Priklad 9.6. Cauchyova tloha

y' =2y, y(0)=0, ¢ (0)=0

splnuje predpoklady Véty 9.5. Da se ukazat, Ze existuje nekonecné mnoho maximal-
nich feSeni této tilohy.’
A

Jak jsme videéli jiz u obyéejnych diferencialnich rovnic prvniho radu, k zajisténi
jednoznacnosti feseni pouhd spojitost pravé strany diferencidlni rovnice (9.4) ne-
staci. Obvykle se jednoznacnost zajistuje pridanim predpokladu ,,0 omezené rychlosti
zmény funkce f* vzhledem ke druhé a dalsim proménnym. Nejjednodussi zptisob,
jak to provést, je obsazen v nasledujicim tvrzeni:

Véta 9.7 (O existenci a jednoznacnosti). Necht f : R"™ — R je spojitd funkce
definovand na otevrené mnoziné, pricemz (to, Y0, Yoy - - s yg_l) patri do definicniho
oboru této funkce. Necht jsou navic spojité funkce g—i, g—zf/, cee %, to znamend
parcidlni derivace funkce f podle druhé a dalsich promeénnych. Potom Cauchyova

dloha (9.4), (9.5) md prave jedno mazimdlni resend.

1Ziskdme je ,pFilepovanim* parabol (t — C’)Z, C € (0,+00) k funkci nulové na (—o0,0).
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Poznamka 9.8. Vratme se k rovnici

Ziejmé f (t,y,y') = 2/v/, % (t,y,y") =0, g—;, (t,y,y) = \/L?, takze je ihned vidét,

ze predpoklad zarucujici jednoznacnost je porusen pro iy’ = 0.

Poznamka 9.9. Obdobné jako v pripadé obycejné diferencidlni rovnice prvniho
radu je k dispozici tvrzeni, které prinasi také informaci o minimalnim intervalu, na
kterém je garantovana existence reseni zkoumané Cauchyovy tlohy. V této kapitole
tuto vétu formulovat nebudeme a spokojime se skutecnosti, ze obycejna diferen-
cidlni rovnice n-tého fadu jde prevést na soustavu diferencidlnich rovnic prvniho
radu. V pripadé soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu budeme formulovat
zminovanou vétu dale v textu.
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Kapitola 10

Linearni diferencialni rovnice

o

vyssich rada

Zakladni vlastnosti

Necht je pron € N dano n+1 realnych funkci jedné redlné proménné aq, as, . . ., a,, b.
Obyc¢ejnou diferencialni rovnici ve tvaru

v +ar )y Fag () y" T 4 any = b (1) (10.1)

budeme nazyvat linearni diferencialni rovnici n-tého fadu (zkracené LDR fadu n).
Rovnici

y "+ ar (g +as )y 4+ an(t)y =0 (10.2)

se ikd homogenni LDR n-tého fadu (pridruzenda k rovnici (10.1)). Poznamenejme,
ze jestlize b je nenulovou funkei, pak budeme tikat, ze (10.1) je nehomogenni rovnici.

Spolu s linarnimi diferencidlnimi rovnicemi budeme dale studovat prislusné Cau-
chyovy tlohy, které jsou specifikovany doplnénim pocatecénich podminek pro nezna-
mou funkci a jeji derivace. Pro 1 + n zadanych redlnych ¢isel tg, yo, y1, - .. Yn_1 lze
pocatecni podminky zapsat jako nasledujici soustavu pozadavki:

y(to) = o,
y (o) = w, (10.3)
y("_l) (tO) =  Yn-1.

Pro dalsi ivahy bude klicové nasledujici tvrzeni, které v porovnani s obecnymi
vysledky z predchozi kapitoly prinasi nové zejména informaci o intervalech, na kte-
rych je zarucena existence feseni zadanych Cauchyovych tloh.
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Véta 10.1 (O existenci a jednoznacnosti pro LDR tadu n). Necht koeficienty
ay, ag, . .., a, rovnice (10.1) jsou spojitymi funkcemi definovangmi na otevreném
intervalu J C R. Necht také pravd strana b rovnice (10.1) je spojitd na J. BudiZ
ddno ¢islo ty € J an redlngjch cisel yo, y1, - . . Yn—1. Potom Cauchyova iloha (10.1),
(10.3) ma prdvé jedno reseni definované na J.

Priklad 10.2. Uvazujme Cauchyovu tlohu

1
'y =t
y(-1) = 2, (10.4)
y(=1) =
Reseni. V uvedeném pifpadé je ziejmé to = —1, yo = 2, y1 = 0. Protoze t, < 0,

bude rozumné zvolit J = (—o0,0), takze

al(t):%,tEJ, as (t) =0, t € J, b(t)=1*,te J
Podle pravé uvedené véty je zarucena existence jediného reseni ¢ zadané Cauchyovy
ulohy na J.

I kdyz zatim nezndme obecny postup hledéani feseni linearnich diferencialnich
rovnic vyssich 1adt, v tomto pripadé si pomtizeme drobnym trikem a feseni ¢ na-
lezneme. Nejprve si vSimnéme, Ze as je nulova funkce, takze v zadané rovnici se vy-
skytuji pouze derivace hledané funkce. To nas vede k napadu nalézt nejprve funkci
¢'. Pro funkci ¢ plati rovnosti

Funkce ¢ tedy bude zfejmé takovym feSenim linedrni diferencialni rovnice prv-
niho fadu 1
z'+¥-z:t2, teJ, (10.5)
které splnuje poc¢atecni podminku
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Poznamenejme, ze formalné mizeme provedenou tvahu zapsat struéné jako substi-
tuci
2=1

aplikovanou na ptivodné zadany Cauchtuv problém (10.4).
Snadno lze nalézt obecné Teseni rovnice (10.5). Zopakujeme si tfeba metodu
prendsobeni. ProtoZe na J = (—o0,0) plati

1
/;dt =In(—t), &MY =_¢
rovnici (10.5) pfendsobime funkei —t, t € J :
2 (—t) — 2 = 13,

Provedenou ekvivalentni tipravou na J jsme dosahli moznosti prepsat levou stranu
rovnice jako derivaci soucinu z - (—t), takze na J plati:

(- (=1) = —t*. (10.6)

Po integraci obou stran rovnice (10.6) mtuzeme psat

t4
—tZ(t):C—Z, CER,

odkud ziskdvame obecné feseni rovnice (10.5) ve tvaru:

(-1)* ¢ 1
0=—""=>——-—— = C=-.
4 -1 4
Plati tedy ¢ (t) = i . (t3 — %) , t € J. Hledanou funkci ¢ nyni zjistime ze vztaht

@'(ﬂzi(ﬁ’—%), teld,  p(=1)=2.

Pti pocitani si tfeba muzeme zopakovat pouziti urcitého integralu jako funkce pro-
ménné horni meze:

¢(t):2+/tl}l- (5”—%) ds:2+i<i [sﬂtl—[ln(—s)]tl), teJ

takze
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Uvedme si jesté ukazku struéného zapisu hledani reseni obdobnych tloh.

Priklad 10.3. Naleznéme vSechna maximalni feseni homogenni linearni diferenci-
alni rovnice tretiho radu

y" —y" =0. (10.7)
Reseni. Po substituci z = y":
2 —z=0. (10.8)
Reseni metodou separace (z > 0 na R nebo z < 0 na R):
ldz
zdt
d -
€140, CeR,
z
In|z| =t+C,

Po tpravach a zahrnuti nulového feSeni lze zapsat obecné feseni rovnice (10.8):
2=Cy-€e, C,eR.

Zpétné substituce:

y’:/C’l-etdt:Cl-et—l—Cz, CQGR,

y:/(C1~et+CQ) dt:C’l'et—l—C’Q-t—i—Cg, CleR,CQER, CgER.

Tedy pro kazdé feseni y, homogenni rovnice (10.7) existuji redlna ¢isla Cy, Cy, Cs
takova, zZe y; je dano predpisem

yn (1) =Cy-e' + Cy - t + Cs.

A

Véta 10.4 (O vlastnostech feseni LDR vyssich fadu). Necht ay, ..., a,, b jsou spojité

funkce definované na otevreném intervalu J. Oznacme symbolem Y mmnozinu vsech

reseni LDR (10.1) na J. Necht Y}, oznacuje systém vsech teseni homogenni LDR

(10.2) na J. Pak plati:

1) Y} je linedrnim prostorem, dim Y} = n.

2) Necht y,, je libovolné rteseni (10.1) na J a y, je libovolné reseni pridruzené
homogenni rovnice (10.2) na J. Potom soucet y = vy, + yn je opét resenim
rovnice (10.1) na J. Obrdcené, ke kaZdym dvéma resenim vy, y, rovnice (10.1)
na J ezistuje resent y,, pridruzené homogenni rovnice (10.2) na J, pro které na
tomto intervalu plati y =y, +yp .

Strucné zapsdno, pro y, € Y plati :

yeY <= FypeYr: y=yn+9,).
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Poznamka 10.5. Driive, nez se pustime do dikazu uvedené véty, ucinme néko-
lik imluv. Tvori-li systém funkci ¢, @9, ..., bazi prostoru Yj, pak tento systém
nazyvame fundamentalnim systémem feseni homogenni LDR (10.2) na piislusném
intervalu J . Zname-li fundamentélni systém o1, o, ... ¢, rovnice (10.2) na J, pak
pro kazdé teseni y; této rovnice na J plati:

Yn € Y, <— (E”Cl S RE”CQ cR... E“Cn ceR: Yp = Clng + 02()02 + ...+ Cn90n>
Pomoci vzorce
UYn (t) = Clg01 (t) + CQQOQ (t) + -+ C'ncpn (t) , Cl € R, CQ € R, - Cn € ]R, (109)

tak lze popsat kazdé Feseni rovnice (10.2). Vzorci (10.9) budeme fikat obecné Te-
Seni rovnice (10.2) na J. V piikladu 10.3 jsme napriklad zjistili, ze kazdé feSeni
homogenni rovnice (10.7) lze zapsat ve tvaru

yh(t)zcl'et—{—Cg't—i-Og, OleR, CQER, C5; € R.

Préve uvedeny zapis obecného feSeni rovnice (10.7) ziejmé odpovidd volbé funda-
mentalniho systému Teseni této rovnice ve tvaru

per1(t)=¢, pa(t)=t, ¢3(t)=1

Tvrzeni obsazené ve druhé ¢asti Véty 10.4 lze symbolicky vyjadrit ve tvaru

Y:Yh+yp.

Uvedeny vztah muzeme zapsat také takto:
y(t) :C'lgol(t)—l—C'ggOg(t)—F+C’ngon(t)+yp(t), Cy ER, ... C,eR.

Pravé uvedeny vyraz budeme nazyvat obecnym resenim rovnice (10.1). Obecné Te-

Seni rovnice (10.1) lze tedy zapsat jako soucet obecného feseni pridruzené homogenni

rovnice (10.2) a jednoho pevné daného (tzv. partikularniho) feseni y, této rovnice.
Zkoumame-li tfeba nehomogenni rovnici ve tvaru

y" =y =1, (10.10)
po chvili snadno uhodneme, Ze jednim z feSeni této rovnice je funkce

t2
Yp (t) = 9

Protoze obecné feseni pridruzené homogenni rovnice (10.7) mé tvar
yh(t) :Cl 'et+02't+03, Cl GR, 02 ER) 03 ER)

muzeme ihned napsat obecné feseni (10.10):

2

t
y(t>=01'et+02-t+03+5, C,eR, C,eR, C; €R.
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*

Drikaz. Zduvodnéni Véty 10.4 provedeme pro rovnici druhého radu. Obecné se dikaz pro-
vede stejné, jen je trochu méné prehledny. Predpokladejme, Ze a1, asz, b jsou spojité realné
funkce definované na otevieném intervalu J a na tomto intervalu uvazujme diferencialni
rovnice

Y +ar()y +ax(t)y=0(t), (10.11)
' +a1(t)y +az(t)y =0. (10.12)

Oznac¢me si symbolem C? (J) systém vsech redlnych funkci, které jsou definovany na
J a v kazdém bodé tohoto intervalu maji spojité derivace az do rddu 2. Neni tézké ukazat,
ze C2(J) je linedrnim prostorem (nad télesem skaldrti R) . Poznamenejme jesté, Ze feseni
rovnice (10.11) i feSeni rovnice (10.12) zfejmé musi mit spojitou druhou derivaci na J,
takze plati Y C C?(J), Y, C C?(J).

Kazdé funkci y € C? (J) ziejmé miizeme piiradit funkei L (y) definovanou na .J pied-
pisem

Ly ) =y" ) +a @)y () +az(t)y(t).

Na linedrnim prostoru C? (J) jsme tak definovali zobrazeni (operator), ktery popisuje efekt
zpusobeny levou stranou uvazovanych diferencidlnich rovnic (10.11) a (10.12).
Pomoci operatoru L mizeme strucné zapsat, ze pro feSeni y rovnice (10.11) na J plati

Ly) @) =b(t),
zatimco pro TeSeni y;, pridruzené homogenni rovnice (10.12) na J plati
L (yn) () = 0.

Ukazme, ze L je linedrnim operatorem, to znamend, ze plati:

Vu e C*(J)Yw e C?*(J): L(u+v)=L(u)+ L(v),

Vu e C*(J)VaeR: L(a-u)=a-L(u).
Vezméme tedy funkei v € C? (J) a funkei v € C? (J). Pak pro kazdé t € J plati
Lu+v)t)=(u+v)" () +a1 ) (u+v) (t) + a2 (t) (u+v) (t) =
=W @) +a (@) u @) +az (@) u(®)] + [0" @) +ar (£)V (¢) +az (t)v(t)] =

= L(u)(t) + L(v) (@),

¢imz je dokézan vztah L (u+v) = L (u) + L (v).
Nyni zvolme libovolné ¢&slo o € R a funkei u € C? (J). Pro kazdé t € J ziejmé plati

L(a-u)(t) = (o u)"(t) + a1 (t) (- u)' (t) + a2 (t) (o u) (1) =

=a-[Wt)+a @O ®t)+a()u(t)] =a-Lu)(t),
takze L (a-u) = a - L (u).
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Zavedenim operatoru L a dikazem jeho linearity jsme si ptipravili pidu pro struény
zapis a muzeme tak pristoupit k vlastnimu dtkazu, ktery si rozdélime na nékolik c¢asti.

I. A. Nejprve se ujistéme, ze mnozina Y je linearnim prostorem. Protoze Y} je ne-
prazdnou podmnozinou linedrniho prostoru C? (.J), staci dokédzat, ze Y}, je linedrnim pod-
prostorem tohoto prostoru. Staci se tedy presvédcit, ze pro kazdé dvé feseniu € Yy, v € Yy,
a libovolné ¢islo a € R plati:

(u + U) €Yy,

(- u) € Yy.

Necht u € Y}, a v € Y},. Potom J plati
Lu+v)=L(u)+L(v)=0+0=0,

tudiz (u +v) € Yy,
Nyni predpokladejme, ze je dana funkce u € Yy a ¢islo a € R. Potom plati

Lo-u)=a-L(u)=a-0=0,

proto (a - u) € Yy,

Poznamenejme, ze jsme zde misto naseho provérovani mohli pouze konstatovat, ze Y}
je vlastné jadrem linearniho zobrazeni L a vyuzit poznatku, Ze jadro linedrniho zobrazeni
je vzdy linedrnim prostorem.

I. B. Ukazme, ze

dith = 2.

To provedeme tak, ze popiseme jednu z moznych bazi 1, o prostoru Yj.
Zvolme libovolné, ale pevné tg € J. Na J uvazujme takové feseni ¢ rovnice (10.12),
které spliuje poc¢ateéni podminky

y(to) =1, ¢/ (to) =0,

a TFeseni (o téze homogenni rovnice, které ovsem spliiuje podminky

y(to) =0, y' (to) = 1.

Zdtraznéme, ze tato Feseni podle Véty 10.1 existuji a jsou ddna jednoznac¢né. Vezméme
nyni libovolné feseni u rovnice (10.12) na J. ReSeni u samozfejmé miizeme chépat jako
feseni Cauchyovy ulohy (10.12),

y (to) = u (to) , ¥ (to) = v’ (to) .

Oznacme:

Cl =Uu (to) y CQ = U/ (to) .

Definujeme-li nyni na J funkci ¢ predpisem

pt)=Cr-p1(t) +C2-p2(t),
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vidime, ze (Y}, je linedrni prostor, jak jsme ukazali) ¢ € Y}, to znamend, Ze ¢ je FeSenim
(10.12) na J. Jak snadno ovéfime, plati

¢ (to) = C1-p1(to) + C2 - 2 (to) = u(to) - 1 +u(to) - 0 =u(to),

¢ (to) =C1 - ¢ (1) + Co - ¢'2 (1) = ' (o) - 0+ u' (to) - 1 =o' (o).
Obé funkce u, ¢ jsou tedy Tesenimi téze Cauchyovy tlohy. Odtud ovsem podle véty 10.1
plyne, ze nutné
u=¢==C1-p1+C2 2.
Ukéazali jsme, ze libovolné zvolené u € Y} lze vyjadrit jako vhodnou linedarni kombinaci
funkei @1, 2. To ovSem znamena, ze

dith § 2.

K dokonceni diikazu prvni ¢asti si staci uvédomit, ze funkce @1, o jsou linedrné nezavislé
a tvori tak fundamentalni systém feSeni homogenni rovnice (10.12). Potfebujeme dokéazat,
ze pro kazdou dvojici konecnych redlnych cisel o, 8 plati implikace:

(a-p1+B-p2=0) = (a=5=0).
Necht tedy plati
a-p1+B-p2=0.
Pak musi také platit
a @i+ f-py=0.
Odtud okamzité plyne, ze

-1 (to) + 8- w2(te) =0 A a- ¢ (to) + 8-y (te) =0,

takze
a-1+5-0=0 A a-0+8-1=0,

tedy
a=0AN =0,

coz jsme potrebovali ukazat.
II. Nyni dokaZeme vlastnost formulovanou ve druhém tvrzeni Véty 10.4. Nechtf y, € YV
je pevné zvolend funkce.
Nejprve ukazme, ze pro libovolné zvolenou funkci funkci y € Y patii do Y}, také funkce
yp, definovand vztahem
Yn =Y — Yp,

(takze evidentné plati y = yp + yp).
7Z linearity operatoru L plyne na J

Lyn) () =L(y—yp) () =L(y) () —L(yy) ) =0()—b(t) =0,

takze
Yn € Y.



100 Linearni diferencialni rovnice vyssich radii

K dokonceni celého dikazu si staci uvédomit, Ze pokud pro libovolnou funkci y;, definujeme
funkci y predpisem
Yy=1yn+ Yp,

pak na J dostavame

L(y) (t) = L (yn+yp) () = L (yn) (t) + L (yp) (t) = 0+ b(t) = b(t),

takze y € Y. O

Poznamka 10.6. (O principu superpozice) Z tvodni kapitoly si ¢tenai mohl
odnést jistou predstavu o vyznamu jednotlivych ¢lenti v linedrni diferencialni rov-
nici. Pfi rozboru rtznych linedrnich modelu (Ize si pfipomenout napriklad model
kmitajictho zavazi nebo model sériového RLC obvodu) si lze vSimnout, ze ptidru-
zena homogenni LDR obvykle charakterizuje chovani systému bez piisobeni vnéjsich
vlivll, pricemz koeficienty predstavované funkcemi ay,as, ..., a, odpovidaji vlast-
nostem konstrukénich prvki systému. Budeme-li na systém piisobit dodateénym
vnéjsim vlivem, tento vliv byva obvykle reprezentovan funkci b na pravé strané li-
nearni diferencialni rovnice. Tvrzeni obsazené ve druhé c¢asti Véty 10.4 a vyjadiené
mnemotechnickou pomtckou
Y = Yh + Yp,

tak lze v kontextu terminologie teorie systémii volné formulovat takto:

,Vsechny mozné odezvy linedrniho systému na konkrétni vnéjsi vliv jsou vytvo-
feny jako soucet (superpozice) vSech myslitelnych chovani systému bez pusobeni
tohoto vlivu a jedné konkrétni reakce systému na tento vliv.®

Popsané vlastnosti se nékdy fika princip superpozice.

Uvedeny princip miuzeme ponékud modifikovat. Uvazujme dvé LDR druhého
radu s riznymi pravymi stranami a stejnou pridruzenou homogenni rovnici:

vVi+ar )y +a(t)y=0>(t), (10.13)
Yy +a (t)y +ax(t)y=c(t). (10.14)

Predpokladejme, ze funkce u je na otevieném intervalu J fesenim (10.13) a funkce
v je na stejném intervalu fesenim (10.14). Potom muzeme lehce ukazat, ze soucet
u + v predstavuje na J Teseni nésledujici rovnice:

Y'ita )y +a(t)y=0(t)+c(t).

Na J totiz plati:

(u+v)" ) +ar () (u+v) () +ax(t) - (utv)(t)
=u" (t)+ay (t)u () +az (t)u(t)+
+0" () + ay (£) V' (t) + v(t)=b(t)+c(t).
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Pravé provedené pozorovani je samoziejmé mozné formulovat rovnéz pro linearni
diferencialni rovnice libovolného fadu. Jeho formulace v jazyce teorie systému pak
muze znit treba takto:

,Reakce linearniho systému na piisobeni superpozice vnéjsich vlivli je dana su-

perpozici izolovanych odezev tohoto systému na jednotlivé vlivy.“
Na zavér poznamenejme, ze princip superpozice nam nékdy miize usettit praci
pri hledani feseni linearnich diferencialnich rovnic.
Priklad 10.7. Uvazujme diferencialni rovnici
t

y”—2y’+y:t—2—i—%, teJ=(0,00). (10.15)

Reseni. Jedno z feseni rovnice
/! /
Yy =2y +ty=1t—2

lze uhodnout:

Pozdéji popiseme zpisob, jak najit feseni
v(t)=te'(In(t)—1), teJ,

diferencialni rovnice
t
e
y' =2y +y = . teJ

Podle principu superpozice pak plati, Ze funkce y, definovand na J predpisem
yp (1) =t +te' (In(t) — 1),

je na J feSenim rovnice (10.15). A

Homogenni linearni diferencialni rovnice n-tého
radu

Zacénéme smutnou zpravou - na rozdil od rovnice prvniho fddu neni znam obecny
algoritmus pro nalezeni fundamentalniho systému feseni homogennich linearnich
diferencidlnich rovnic vyssich fadi. Nyni pouze popiseme postup, ktery umoznuje
nalézt obecné reseni homogenni rovnice v pripadé, ze koeficienty této rovnice jsou
konstantni.
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Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Umluva. V celém odstavei budeme piedpokladat, Ze vsechny koeficienty rovnice
v+ a4+t ay =0 (10.16)

jsou konstantni funkce (stru¢né a; € R,....,a, € R). Reenim (10.16) budeme
rozumét maximalni feSeni této rovnice, to znamena feseni na R.

Nejprve si vsimnéme, jak vypadda feseni homogenni rovnice prvniho tadu s kon-
stantnim koeficientem a € R:

y4+a-y=0 |- efadt
(y-e) =0
y=C-e ", CecR
Resenfm uvaZzované rovnice je tedy napiiklad funkce ¢ () = e, kde ¢islo A} = —a

je TeSenim rovnice A + a = 0.
Hledejme proto feseni  rovnice vyssiho fadu (10.16) opét ve tvaru ,exponencidly

o (t)=e",

a zkusme pritom zjistit, jaké pozadavky na A\ ziskame.
Protoze pro kazdé k € N plati (derivujeme podle proménné t)

13

(e)\t)l = )\ e/\t
(e/\t)/ _ )\2 X e)\t7
(e)\t)(k) _ /\k . e)\t’

muzeme, po dosazeni predpokladaného tvaru feseni do (10.16) , psat

AN fap - AT M e =0,

Protoze exponencialni funkce je v kazdém bodé nenulovd, miizeme bez obav vzniklou
rovnici vydélit e . Ziskdme tak rovnici

N +ap - AN+ +a, =0, (10.17)

kterd vymezuje vhodnd .

Polynom
N+ a N4+ ay, (10.18)

budeme nazyvat charakteristickym polynomem (pridruzenym k rovnici (10.16)), rov-
nici (10.17) se fikd charakteristickd rovnice.

Ma-li tedy byt funkce e fesenim rovnice (10.16), pak A musi byt kofenem charak-
teristického polynomu pridruzeného k této rovnici. Pfitom je znadmo, ze polynom
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stupné n € N ma pravé n (obecné komplexnich) kofent, pocitame-li kazdy z nich
tolikrat, kolik ¢ini jeho algebraickd nasobnost.

V nésledujicim tvrzeni, jehoz diikaz je mozné nalézt naptiklad v [8], je popséan zpisob
jak ziskat fundamentalni systém reseni homogennich rovnic s konstantnimi koefici-
enty.

Véta 10.8. Uvazujme homogenni rovnici s konstantnimi koeficienty (10.16) a pri-
druzeny charakteristicky polynom (10.17). Pritadme kaZdému redlnému kotenu \;
ndsobnosti k; tohoto polynomu k; funkci:

ehit et 2Nt Rt

Pritadme ddle kazdé dvojici Ny = a; + i , iy = ag — Bii , og € R, B € R\ {0},
komplexné sdruZengch koteni polynomu (10.18) nasobnosti m; ndsledujicich 2m
funkci :

e . sin(Byt), t- et sin(fyit), t2- e -sin(Bit), ..., "™ et - sin(fyt),

e . cos(Bit), t - e - cos(Bit), 2 - et - cos(Byt), ..., t™ L et - cos(Bit).

Popsangm zpusobem ziskdme prdavé n funkci. Tyto funkce tvori fundamentdlni sys-
tém resent rovnice (10.16).

Priklad 10.9. Uréeme fundamentélni systém reseni rovnice
y//l _ y// _ 5yl _ 3y — O

Napisme obecné Teseni této rovnice a naleznéme teSeni, které vyhovuje pocateénim
podminkam

y(0) =0, ¥ (0) =8, y"(0) =0.
Reseni. Nejprve sestavme charakteristickou rovnici :
A=A\ —5X—-3=0.
Uhodneme jeden z korenti: A\; = 3. Protoze
(A= A2 =50 —=3): (A =3) = A +2\+ 1,

M 42X+1=(A+1)7°,
muzeme psat
AN —A2—50—3=0A=-3)"-(A=(=1))7,

takze charakteristicky polynom ma kofen A\; = 3 nasobnosti 1 a dvojnasobny kofen
Ao = —1.
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Fundamentalnim systémem feSeni zadané diferencialni rovnice je tedy systém funkci
V1, P2, 3, definovanych predpisy

e1(t) =¥, @ot) =", pa(t) =t e

Obecné teseni zapiseme jako systém vSech moznych linearnich kombinaci fundamen-
talniho systému feseni:
UYn (t) = Cle3t + Cge_t + Cgte_t, C, € R, C, e R, Cs; € R.

Dosazeni obecného feseni a jeho derivaci do pocatecnich podminek nam umozni
sestavit jednoznacneé fesitelnou soustavu linearnich rovnic. Jeji vyreseni ndm umozni
zapsat Teseni zadané Cauchyovy tlohy.

yn (t) = Cre* + Coe™ + Cste™,

yﬁl (t) = 30163t — Cge_t + 03 (1 — t) e_t,

yg (t) = 901e3t + CQG_t + 03 (t — 2) e_t.

y(0)=0: 0 = C1+ %,
y’(()):8 8 = 301—02+03,
y” (0) =0: 0 = 901 + CQ — 203

Regenim soustavy je trojice (1, —1, 4). To znamena, ze fesenim ¢ zadané Cauchyovy
ulohy je funkce zadana predpisem

@ (t) =¥ —e™t 4 dte™".
A

Priklad 10.10. Popisme strucné jak ziskame fundamentalni systém feseni rovnice

"+ 4y + 6y’ + 4y = 0.
Resend. Charakteristickd rovnice:
AP+ AN +6A+4=0.
Po uhodnuti feseni \; = —2 a tprave :
(AN 42X +2)- (A +2)=0.

Koreny:
A =—2, k=1,
2+ v4-8

A 5 =—14+i, A=—-1—4, my=1.

Fundamentélni systém fesSeni :

o1(t) = e po(t) =e " -sint, p3(t) =e " cost.
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Priklad 10.11. Urceme obecné feseni rovnice

yW + 4y + 4y = 0.
Resend. Po sestaveni charakteristické rovnice

AW+ 4N+ 4 =0,
si lze vSimnout, ze lze psat

MA44N2 +4= (N2 +2)%
takze zbyva nalézt Teseni rovnice
(A +2) =0.

Jsou jimi komplexné sdruzend ¢isla A = iv/2, A\; = —iy/2, pfi¢emz jde o dvojna-
sobné koteny charakteristické rovnice. Fundamentalni systém feseni je proto tvoren
funkcemi 1, @9, 3, w4, definovanymi predpisy:

©1 (t) = sin(vV2t), o (t) =t -sin(vV/2t),
@3 () = cos(V2t), 4 (t) =t - cos(V2t).
Obecné Teseni nasi rovnice lze proto psat ve tvaru:

yn(t) = Cy sin(v/2t) + Cot sin(v/2t) + Cs cos(V2t) 4 Cyt cos(v/2t),

CieR,...,Cy eR.

Wronského matice

Predpoklddejme, Ze jsme nalezli n feseni @1, s, ..., p, homogenni rovnice (10.2)
se spojitymi koeficienty a spojitou pravou stranou na otevieném intervalu J. Jak
pozname, ze jde o fundamentéalni systém reseni této rovnice? Jinymi slovy, jak snadno
ovérime linearni nezavislost uvazovaného systému reseni? Pri hledani odpovédi na
uvedenou otazku se vyplati studovat vlastnosti ¢tvercové maticové funkce ve tvaru:

Uvedené matici budeme tikat Wronského matice, jejimu determinantu pak Wron-
skian.
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Pripomenme na tvod jedno tvrzeni, které si mozna ¢tenar pamatuje z linearni
algebry.

Véta 10.12 (O linearni zavislosti funkei). Necht je na otevreném intervalu J C R
dan systém funkci o1, Qo, ..., pn, které na J maji konecné derivace aZ do radu
n—1 vcetne. Tvori-li funkce p1, pa, ..., v, linedrné zdvisly systém, potom pro kazZdé
to € J plati:

©1 2 n
o (to) oy (o) ... oy, (to)
det W (to) = det s S Yl =o
PV (k) @8V (t) .. on T (ko)

*

Drikaz. Ukazme tedy, ze z linedrni zavislosti systému 1, 2, . .., ¢, nutné plyne nulovost
Wronskidnu na celém intervalu J. Predpokladejme tedy, ze v rovnosti

Cr-o1+Co-po+--+Cph-p =0,

je alesponi jeden z koeficientd C; € R, Cs € R, ..., C, € R nenulovy. Pokud uvedenou
rovnost postupné derivujeme, zjistujeme, ze musi platit:

Cr-o1+Co- 2+ +Cpn-pp = 0,
Cr- @i +Co-gh+-+Ch-p, = 0,
Cr-oi+Co-py+--+Cpn-¢h = 0,

(n—1)

Cr-pq gy

To ovsem znamend, ze pro kazdé t € J ma soustava rovnic

1 (1) w2 (t) o enl(t) 1 0

AW W b w| o

-1 -1 ' -1 : :

ATV @ e ] L 0
nenulové feseni, coz je mozné praveé tehdy, kdyz matice této soustavy je singuldrni, a proto
det W (t) = 0. 0
V pripadé, ze funkce @1, o, ..., ©, navic tvori systém feseni homogenni rovnice
(10.2), muzeme predchozi tvrzeni vyrazné zesilit. Podle Véty 10.1 méme pro libo-
volné zvolené ¢y € J a libovolnou volbu (yo, y1, ..., ¥n—1) € R" zajisténu zajisténu

existenci a jednoznacnost odpovidajiciho feseni ¢ Cauchyovy tlohy (10.2), (10.3) na
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J. 7 Véty 10.4 plyne, zZe toto feseni je dano jako vhodna linedrni kombinace funda-
mentalniho systému feseni rovnice. Koeficienty této linearni kombinace pritom tvori
n-tici (Cy,Cy, ..., C,) redlnych ¢isel, kterd je (pfi zachovani pofadi prvkia funda-
mentalniho systému feseni) ddna jednoznacéné. Na zdkladé uvedenych vlastnosti za
chvili dokazeme nasledujici tvrzeni:

Véta 10.13 (O Wronskidanu). Necht jsou vsechny koeficienty ay, as, ..., a, homo-
genni rovnice (10.2) spojité funkce definované na otevreném intervalu J. Necht
D152, - -+ Pn t0OTT fundamentdlni systém reseni rovnice (10.2) na J. Potom pro
kazdé to € J je hodnota Wronského maticové funkce W (ty) regularni matici, to
znamend, zZe

Vo€ J:  det W (ty) # 0.

Poznamka 10.14. Pro Wronskian det W () odpovidajici systému feseni homogenni
LDR (10.2) se spojitymi koeficienty na J tedy mohou nastat pouze dva pripady.
Bud je zminény Wronskian funkei na J identicky nulovou nebo je hodnota det W (t)
nenulova v kazdém bodé t € J.

*

Diikaz. Necht 1, @2, ..., o, jsou FeSenimi homogenni rovnice (10.2) se spojitymi koefici-
enty definovanymi na J. Vsimnéme si, ze tloha vyjadfit feseni ¢ Cauchyovy tlohy (10.2),
y(to) =0,y (to) =0,...,y" " (to) =0, (10.19)

jako linedrni kombinaci
e=Cr-p1+Cr-pa+--- 4 Ch-pn,

je ekvivalentni problému nalezeni feseni soustavy linedrnich rovnic ve tvaru

1 (to) e2(to) ... en(t) Ch 0

¢1 (to) ey (to) .. @ () Co 0

A V() @V () e WV () ] L G 0
Zvolme libovolné ty € J. Ziejmé bude stacit, kdyz ukazeme, ze pokud det W (o) = 0,
pak je systém @1, @a,..., @, tvolen linedrné zavislymi funkcemi a tedy nemuze predsta-

vovat fundamentdlni systém feSeni rovnice (10.2). Tedy, necht plati det W (¢9) = 0. To
znamend, ze soustava linearnich rovnic

G (t0) oSV (to) L o (k) Ch 0



108 Linearni diferencialni rovnice vyssich radii

mé singuldrni matici a tedy kromé nulového TeSeni existuje nenulové feseni
(C’l, Co,... ,Cn> € R™\ {(0,0, ..., 0)} této soustavy. To ovSem znamend, Ze na J existuji
dvé feseni Cauchyovy tlohy (10.2), (10.19):

o = 0-p1+0-p2+---+0-p, =0,

Y = Ci-p1+Cr-pp4-+Chon.
Protoze Cauchyova tiloha mé na J pravé jedno feseni, musi platit ¥ = ¢ = 0, to znamena,
ze . . .

018014_02902"’__}_071%071:07

kde alespon jedno z ¢isel C, Co, ..., C)y je nenulové. Odtud vSak plyne, ze systém 1, o az
n, tvori linedrné zavislou soustavu, a proto nemize predstavovat fundamentalni systém
feSeni homogenni rovnice (10.2) . O

*

Poznamka 10.15. (O problému identifikace) Existuje fada systémi, jejichz chovani
lze Gspésné modelovat homogenni linedrni diferencidlni rovnici druhého rddu ve tvaru

v +a1 )y +a(t)y=0, (10.20)

pri¢emz nejsou presné znamy koeficienty ai, as této rovnice. Pfedstavme si na chvili takovy
systém a predpokladejme, ze jsme (tFeba méfenim) na otevieném intervalu J zjistili dvé
linedrné nezavisla feseni ¢1, o rovnice (10.20), takze v kazdém bodé ¢ € J je Wronskian

det W () = det [ 22 Eg gz Ei; }

nenulové ¢islo. PopiSme, jak nalezneme funkce aq, as. Protoze ke kazdému feseni y uvazo-
vané rovnice na J jsou ddna jednoznacné cisla Cp, Co takova, ze na J plati

y(t) = Crp1 (1) + Cap2 (1),
musi také platit:

y' (t) = Cre} (t) + Cagh (1),

y" (t) = Crgy (t) + Cagpy (t).

Zapiseme-li na J uvedené rovnosti vektoroveé:

y(t) o1 (t) ©2 (t)
y@) | =Ci| @1 (t) | +Ca| ¢h(t) |,
y" (t) @1 (1) @5 (1)

ihned vidime, ze vektory

y (1) ©1 ©2
y) || @i @) |, ] ¢
y' (1) oy 5
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jsou linearné zavislé v kazdém bodé t € J, takze na tomto intervalu plati:

y(t) @1(t) ¢2(t)
det | ¥'(t) ¢1(t) ¥y(t) | =0
") @i () ey (t)

Rozvineme-li determinant podle prvniho sloupce, ziskavame na J rovnost tvaru
Ay (1) -y (&) + A (8) -y (1) + As (1) -y (£) = 0, (10.21)

kde na J plati:

Ay (t) = det [ 22 Eg gz g; } = det W (t) #0,

Az () = @1 (8) - 02 (£) — o1 (t) - @5 (£) . Az () = & (£) - 03 () — &7 (1) - 05 () -
(

Po vydéleni rovnosti (10.21) funkci A; (nenulovym Wronskidnem), zjistime, ze na J plati
rovnost

y' () +ar )y (t) +az () y(t) =0,
kde pro kazdé t € J:
Al A
TA() YT AL

Praveé jsme ukazali, ze pokud méa byt libovolna linedrni kombinace funkci @1, o Tesenim
homogenni linedrni diferencialni rovnice (10.20), potom funkce a;, as musi spliovat vztahy
(10.22) na J. Koeficienty rovnice (10.20) jsou tedy fundamentdlnim systémem feseni této
rovnice ddny jednoznacné. Predpisy (10.22) si pfitom nemusime pamatovat - v zadanych
ulohach je vzdy snadno spocitame z piislusnych determinantti. D¥ive nez se pustime do
konkrétnich prikladi, jen pozddejme laskavého ctenare, aby si rozmyslel, jak uvedeny
postup modifikovat pro homogenni LDR libovolného radu.

ar (1) . (10.22)

*

Priklad 10.16. Naleznéme homogenni LDR, druhého fadu tak, aby funkce ¢1, o defino-
vané na otevieném intervalu J = (1, 00) predpisy

p1(t) =€, @(t)=t,
tvorily fundamentalni systém reSeni této rovnice.

Reseni. Pro urceni feseni vlastné staci zopakovat postup z predchozi poznamky, pro struc-
nost budeme vynechavat oznaceni nezavislé proménné ¢t u y - dostaneme tak primo poza-
dovanou diferencialni rovnici. Na J = (1, 00) zfejmeé plati

detmi(ﬂ ‘Pz(t) ] :det{gi i]zet(l—t)#‘l
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takze:
yoer(t) w2(t) y(t) e t
det | v/ @ (t) h(t) | =det | o/ (t) ¢ 1| =0,
y' el () ez (1) y" (1) e 0
et (1 _ t) y// + tety’ _ ety -0,
t 1
"4 ——y——— =0, te(l,00).
Rt A 0, te(l,00)

Reseni nasledujicich ptikladii 1ze chapat jako ilustraci stru¢ného zépisu:
Priklad 10.17. Naleznéte homogenni LDR druhého radu tak, aby funkce 1, @9 predpisy
1 (t) = cost, 2 (t) =sint,

tvorily fundamentalni systém reseni této rovnice.

Resent.
Yy  cost sint
det | v/ —sint cost | =0,
Yy’ —cost —sint

(0052 t + sin? t) y" + (costsint —sintcost)y’ + (Sim2 t + cos? t) y =0,
v +y=0.
A

Priklad 10.18. Jaka homogenni LDR tietiho fadu m4a fundamentalni systém feseni tvo-
fen funkcemi

e1(t) =1, @2(t)=t, @3(t)=1>7

Regend.

y 1 t 2 9
y 0 1 2t Lot i "

det =0, —det | 0 1 2t | -y"+
y' 0 0 2
ylll O 0 0 0 O 2
1t ¢t 1t ¢ 0 1 2t

+det | 0 1 2t | -9 —det| 0 0 2 | -9/ +det| 0 0 2 | .-y =0,
0 0 O 0 0 O 00 O

_2'y”/+0'y//_O'y/+0'y:07
y,/,:O-

Pozamenejme, Ze v tomto piripadé bylo mozné diferencidlni rovnici y” = 0 jednoduse
uhodnout. A
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Nehomogenni LDR radu n

Metoda variace konstant

V tomto odstavci popiSeme obecnou metodu nalezeni partikularniho feseni neho-
mogenni linearni diferencidlni rovnice za predpokladu, ze je znam fundamentalni
systém TeSeni pridruzené homogenni rovnice. Zac¢néme pro jednoduchost s rovnici
druhého radu. Uvazujme tedy rovnici

V+ar )y +a(t)y=0>(t), (10.23)

ve které jsou jak koeficienty ai, as, tak prava strana b spojitymi funkcemi definova-
nymi na otevieném intervalu J. Jak jiz vime, pridruzend homogenni rovnice

Y +a; (t)y +ax(t)y=0 (10.24)

ma fundamentalni systém feseni tvoreny dvojici funkei 1, 5. Obecné Teseni yy,
pridruzené homogenni rovnice (10.24) tedy muzeme zapsat ve tvaru

yh(t):C’l-gpl(t)—i—C'g-cpg(t), OleR,CQER.

L.
Podobné jako u rovnice prvniho fddu budeme piedpokladat, Ze feseni y, neho-
mogenni rovnice (10.23) lze zapsat ve tvaru

Yp () = ko (t) - o1 (1) + k2 () - 2 (1) (10.25)

kde kq, k2 jsou vhodné diferencovatelné funkce definované na J (konstanty Cy, Cs
jsme zaménili funkcemi - odtud nézev metoda variace konstant).

Ma-li byt funkce y, feSenim (10.23) na J, musi po dosazeni y, do této rovnice
na J, platit vztah

Yy () +ax () y, () + a2 () yp (1) = 0 (1),

ktery skryva jeden pozadavek pro dvojici hledanych funkei kq, ko:

(ki (8) o1 (8) + ko (8) 02 (1)) + a1 (8) (ky (2) - o1 (8) + ko () - 02 (1)) +
+ag (t) (k1 (t) - @1 (1) + ko (1) -2 (1) = b(t) .

Za chvili si ukdzeme, jak vhodné pridat druhou podminku.
Nejprve zapisme, jak vypadd prvni derivace funkce y, na J. PouZitim pravidla
o derivaci soucinu a nasledném preusporadani ziskavame:

Yp () = [K) (1) - o1 (1) + K5 (2) - 2 (D)] + (10.26)
+ [k (8) - () + K2 (1) - @5 (1)] -
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Nyni bychom méli vypocitat jesté jednu derivaci a dosadit do (10.23). My si vSak
vypocet druhé derivace nejprve zjednodusime. Pridame si jiz avizovanou druhou
podminku. Tou bude pozadavek, aby prvni s¢itanec v hranatych zévorkéach (v fadku
s ¢islem (10.26)) byl na J nulovy:

K (8) - @1 (8) + k2 (8) - @2 (1) = 0.

Tak jsme ziskali konkrétni tvar prvniho pozadavku pro derivace funkci kq, ko. Za
chvili se ukaze, ze to byla dobra volba. Vyuzijeme-li uvedené rovnosti, muzeme

napsat
Yp () = k1 (t) - ) () + k2 (t) - 05 (1)
a dalsi derivovani nam po drobné tpravé dava:
Yp (1) = [K'1 () - ) () + K2 (1) - 05 (O] + [k (1) - 7 (8) + k2 () - 05 (1)] -
Nyni jsme pripraveni dosadit do (10.23):
[0 (t) - ) (8) + K2 () - 05 ()] + [k (8) - 0 (8) + k2 (1) - 3 (8)]+
+ar () [k1 (t) - 7 () + k2 () - "2 (0)]+
+ag () [k (8) - o1 (8) +ha(t) - ()] =0 (2).

Po roznésobeni, preusporadani jednotlivych séitanctu a vytknuti vyrazu &y (¢), ks (t)
muzeme psat:

[E'1 (1) - o1 (1) + K2 (1) - @5 (8)] +
+ k1 (8) [6Y () 4 a1 (1) @1 () + a2 (1) 1 ()] +
+ ko (1) [105 (1) + a1 (£) @5 (1) + az (1) @2 (1)] = b (1)

Protoze o1, ¢ jsou FeSenimi pridruzené homogenni rovnice (10.24), funkce ve druhé
a treti hranaté zavorce jsou nulové. Uvedeny vztah tedy prechazi do jednoduchého
tvaru

Ky (t) - @) (8) + K (t) - 5 (1) = b(),
ktery je druhou podminkou kladenou na derivace funkei ky, ko.
NapiSeme-li si pro prehlednost obé rovnosti pod sebe

ky (1) - () + K5 (2) - o2 () = 0,
K (8) - (8) + ks () - 5 (1) = 0.(2),

vidime, ze jde vlastné o soustavu linedrnich rovnosti pro funkce ki, &}, pricemz
matici této soustavy je Wronského maticova funkce:

20 28] [0]-1])
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IT.

Tak a obtiZnéjsi ¢ast je za nami. Z predpokladu, Ze feseni y, nehomogenni rovnice
(10.23) 1ze zapsat ve tvaru (10.25) jsme ziskali soustavu rovnosti, které musi spliovat
derivace funkci ki, ko. Zbyva ukézat, ze nas vychozi predpoklad o tvaru feseni y,
a diferencovatelnosti funkci ky, k2 byl opravnény. Proto na J uvazujme soustavu
linearnich rovnic

Protoze @1,y tvorl fundamentalni systém feSeni pfidruzené homogenni rovnice
(10.24), Wronského matice W (t) je regularni matici pro kazdé ¢ € J. To ovSem
znamena, ze funkce uq, us jsou na J jednoznacné definovany. Obé funkce jsou na J
navic spojité, coz je bezprostredni dusledek spojitosti koeficienti Wronského mati-
cové funkce a funkci na pravé strané soustavy. Ze spojitosti obou funkei uy, us plyne
existence primitivni funkce k; k u; na J a existence primitivni funkce ks k us na J:

ki (t) = /ul (t) dt, ko (t) = /uZ (t) dt.
Definujme nyni na J funkci y, pfedpisem

Yp () = k1 () -1 (t) + k2 () - 02 (1) -

Ze zpusobu, jakym jsou utvoreny funkce ki, ko je jasné, ze obé jsou diferencovatelné
na J a splnuji vztahy

Odtud plyne, ze po vypoctu y,, v, ¥, a patiicném dosazeni piejde rovnice (10.23)
v rovnost na J. Tim je ukdzéno, Ze pred chvili definovand funkce y, je skutecné
fesenim (10.23) na J.

Dosud provedenymi iivahami jsme vlastné dokézali specialni ptipad nésledujiciho
tvrzeni.
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Véta 10.19 (O metodé variace konstant pro LDR fadu n). Budiz ddna linedrni di-
ferencidalni rovnice (10.1), pricemz vSechny koeficienty a1, as, . .., a, @ pravd strana
b této rovnice necht jsou spojitymi funkcemi definovanymi na otevreném intervalu
J. Necht na J funkce o1, pa, ..., 0, tvori fundamentdlni systém reseni homogenni
rovnice (10.2) pridruzené k rovnici (10.1). Pak existuji na J diferencovatelné funkce
ki, ko, ..., ky takové, Ze funkce y, definovand na J predpisem

Yp (t) = ka(t) - p1(t) + ko (t) - 02 (1) + - + kn(t) - 0n(?),

je na tomto intervalu resenim rovnice (10.1). n-tice derivaci (ki, k5, ... k), je
pritom na J jednoznacné zaddna vztahem

[ o1 (1) 2 (1) en®) 1 [ K@ 7 [ 0]
Pt () @l (t) K (1) 0
= : |. (1027)
() o8 (1) ou D (t Koy (t) 0
o) o8V (@) e O N A OR B RION

*

Poznamka 10.20. Dukaz pravé uvedeného tvrzeni zustava pro libovolné n € N témeér
beze zmén stejny jako odvozeni, které jsme vysSe uvedli pro rovnici druhého fadu. Jediné,
o ¢em by mohl ¢tenar pochybovat je, ze ziskand soustava rovnic bude skutecné tvaru
(10.27). Proto struéné uvedme odvozeni této soustavy.

Predpokladejme, ze jsou splnény predpoklady véty. Necht fundamentalni systém feseni
rovnice (10.2) je tvofen funkcemi 1, ..., @y, tedy

UYh (t) = Cl(pl + CQQDQ T Cn(pn, CieR,CyeR,...,C, €eR.
Hledejme vztahy pro n-tici na J diferencovatelnych funkci kq,...,k, tak, aby funkce
Y R—=R,
yp(t) = k1(t)p1(t) + ... + kn(t)pn(t), teJ,

byla fesenim nehomogenni rovnice (10.1). Po dosazeni prfedpokldadaného tvaru y, do rovnice
(10.1), ziskdme jeden pozadavek pro n nezndmych funkci. Mizeme si proto dovolit pridat
jesté n — 1 vhodnych podminek.

Nejprve vypocteme 1. derivaci hledaného feseni y, na J:

Yp(t) = K1 ()1 (t) + ky(t)a(t) + - - - + ki, () on(t)+
+ k1 (t) @1 (1) + ka(t) ey (t) + - - - + kn(t)gy, (1)

Strucnéji:
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Prvni vztah pro funkce £, ..., k!, na J zvolime takto:

n
Z ki(t)pi(t) =0
Tim j Jsme si z3ednodus1h predpls pro druhou derivaci y;, :

Yp(t) = ;/ﬂ{-( )#i(t) + Zk‘z‘( EAGE

= 1=
Druhou podminku zvolme takto:

> Kt)ei(t) =
=1

Podobné poéitejme dalsi derivace funkce y, a priddvejme patficné vztahy:

yp () = Zk"() ()+Zk() i (1),

SR (E) =0,
=1
=1 1) ék;@)@”‘” () + éww‘”(w,

Zk’ =24y = 0,

y$ (1) = z k0" V() + z k()™ (2).

(Rn—l)

Dosazenim funkce y,, a jejich derivaci do rovnice (10.1) ziskdme s prihlédnutim k (R;) az

(Rn—1) na J:
PG +Zk £+ ai(t) > k()" )+
=1 =1
taz(t) Y ki)™ P () 4 e an(t) D Ki(t)elt) =b(t).
i=1 =1

Po zrejmych upravach lze uvedeny vztah napsat ve tvaru:

Zk/ nl) "‘kl() +Zaz (nz +

+h () | @ +Zaz o )|+

+hn (1) | +Za, QD ()| =b(t).
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Protoze kazd4 z funkci ¢1, ..., ¢, je FeSenim homogenni rovnice (10.2), vyrazy v hra-
natych zavorkach jsou nulové, takze mutzeme zapsat posledni rovnici ve tvaru:

n
-1
>kl (1) =b(). (Rn)
i=1
Nyn{ je jiz nahlédnutelné, ze n-tice funkef (K], kS, ..., k}) je ddna jednoznacéné jako feSen{

soustavy (10.27).

Priklad 10.21. Naleznéme na R obecné feSeni rovnice
2t
t2+1

7

/ 2 2
Y Yy + y=t"4+1,

t2+1

vime-li, ze fundamentalni systém teseni pridruzené homogenni rovnice
2t N 2
2 + ly 241

2

Y

y =0,
na R je tvoren dvojici funkci 1, p9 zadanych predpisy

o1 (t) =1, ©o (t) = 1% — 1.

Reseni. Nejprve nalezneme partikularni reseni

Yp () = k1 (t) - 1 (t) + k2 () - 02 (2)

zadané rovnice na R. K tomu je potfeba vyresit soustavu rovnic (10.27) pro nezndmé
funkce k1, k, z Véty 10.19. Protoze

oLt =1,  ¢h(t) =2t

pujde o jednoznacné resitelnou soustavu

t =11 [ k@) ] _ 0

1 2t Ky) | | 2+1 |
Reseni uvedené soustavy miizeme nalézt tieba Cramerovym pravidlem. Determinan-
tem soustavy je Wronskian

t t2—1

detI/V(t):det{1 of

} =t*+1,
musime jesté vypocitat (pravou stranou soustavy postupné nahrazujeme sloupce
Wronskidnu)

=(1-8) - (*+1),

2 _
det Wy (t) = det { 0 -1 }

?+1 2t

t 0
detVVg(t):det{1 t2+1}:t-(t2+1).
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Podle Cramerova pravidla plati

CdetWi(t)  (1—t%)-(*+1)
~ det W (1) 2 +1

p o detWo(t) - (241)

ko (1) = det TV (¢) t2+1 ’

K (1) =1t

takze napriklad

k:l(t):/(l—t2) dt:t—? kg(t):/tdtzg.

Partikuldrni feseni y, zadané nehomogenni rovnice je tedy dano predpisem

0o (6) = b (1) - 01 (8) + o (8) - 2 () = (t—t—)-tﬂ—-(t?—l):

t* + 3¢t2
3 2 '

6

Podle principu superpozice je obecné feseni nehomogenni rovnice dano jako sou-
cet partikularnfho feseni y, této rovnice a obecného feseni pridruzené homogenni
rovnice. Proto lze psat:

t + 3¢2

y(t)=Cr-t+Cy- (2 —1)+ i

CleR,CQER.

Poznamenejme jesté na zavér, ze obecné Teseni zadané rovnice jsme mohli napsat
v ponékud modifikované podobé rovnou, pokud bychom pri integraci funkei k7, &
zahrnuli do vysledku integrac¢ni konstanty C, Cs:

3 2
y(t) = (t—§+01) -t+(§+02)-(t2—1), Ci eR, Cy eR.

Pravé uvedena poznamka ziejmé plati obecné, jeji platnost plyne z tvaru obecného
feseni homogenni rovnice a tvaru reseni nehomogenni rovnice ziskaného metodou
variace konstant.

Priklad 10.22. Urcete maximélni feseni Cauchyovy tlohy:

Y =2 4y = y(0) =0, y'(0) = =1, y"(0) = =3.

1+t

Reseni. Vzhledem k pocéateni podmince a pravé strané rovnice, bude maximalni
feseni tlohy definovdno na intervalu J = (—1;+00). Proto budeme od této chvile
vsechny tvahy provadét na tomto intervalu. Snadno lze zjistit, ze funkce @1, p2, @3
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definované piedpisy p1(t) = €, @a(t) =t - €', p3(t) = 1, tvoii na J fundamentalni
systém Teseni pridruzené homogenni rovnice

v =2y +y =0.
Reseni yp budeme hledat metodou variace konstant, to znamenad, Ze predpokladame:
Yp () =k (t) " + kot e +ks(t), te (10.28)
Odpovidajici systém linearnich rovnic na J:
Ky () - el + ky(t) - te' + ky(t) = 0,
Ei(t) et + kh(t) - (1+1)-e =0,

t

e

Ki(t) e+ Ky(t)- (2+1t)-e' = T
Z poslednich dvou rovnic dostavime postupné: ky(t) = 1= , k1 (t) = —1. Z prvé
rovnice pak plyne kj(t) = 16_4; . Funkce k1, ks, k3 1ze tedy na J naptiklad volit takto

k() = —t, ko) = In(1 + 1), kg(t):/t1+8ds.

Poznamenejme, ze k pouziti urcitého integralu jako funkce horni meze jsme se uchy-
lili proto, ze primitivni funkce k funkci 1e_4; neni elementarni.

Po dosazeni zjisténych funkei do (10.28) a aplikaci principu superpozice feseni
muzeme napsat obecné reseni uvazované rovnice:

S

t
Z/(t):Cl'et+Czt~et+03—t~et+ln(1+t).t.et+/ ds,
0

1+ s

CieR CeR, C3eR.
Reseni ¢ Cauchyovy tlohy musi spliiovat poc¢ate¢ni podminky : (0) = 0, y/(0) =

= —1, y"(0) = =3, takze pro konstanty C,Cy, C3 ziskdvame po dvojim derivovani
a upravé nasledujici systém rovnic :
Ci+C5= 0,
C1+Cy = —1,
Cy +2Cy = -3.

Resenim této soustavy je usporadand trojice (1, —2,—1). Maximalnim FeSenim
uvazované Cauchyovy tlohy je proto funkce ¢ dana predpisem :

S

ds.

t
e
t)=e"-(1-=3t)—1+t-e'In(1+¢
Pt = (=3~ 1+t 4+ [ T



119

Priklad 10.23. Na intervalu J = (0, 00) urceme feseni y, diferencialni rovnice

t

y"—2y’+y:t—2+%.

Reseni. Nejprve uhodneme feSen{ u (t) = ¢ rovnice
v' =2y +y=1t—2.

Nyni nalézneme na J metodou variace konstant feseni v rovnice

et
V' =2ty =

Protoze fundamentalni systém pridruzené homogenni rovnice je tvoren funkcemi
tvaru (provéite)

pr(t)=¢,  oi(t)=te,

muzeme sestavit prislusnou soustavu s Wronského matici ve tvaru

[et te! ] {kz’l(t) ] [ 0 ]
: = ot .
et (t+1)e K5 (t) e
Snadno vypocteme Wronskian a dalsi determinanty potrebné pro aplikaci Cramerova
pravidla:

e te o
W(t)—det[et (t+1)et}_e ,
0 te!

%t (t+1)¢

W, (t) = det {

et 0
et
7

} = —e?, Wy (t) = det [ of

Odtud na J napriklad

2t

_a2t e 1
kl(t):/ e; dt:/—ldt:—t, ko (1) = ﬁdt:/gdtzlnt.

Predpis pro feseni v na J tedy vypadd takto:

v(t) = ki (t) - o1 (t) + ki (1) - 1 (1) = —te’ + te'™F,

Nyni jsme pripraveni aplikovat princip superpozice a zapsat predpis pro reseni
puvodné zadané rovnice na J:

yp () =u(t) +v(t) =t —te' + te' Int.
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Metoda specialni pravé strany

Jak jsme si ukdzali, je-li rovnice (10.1) nehomogenni, pak jeji Teseni lze (po nale-
zeni fundamentéalniho systému feseni pridruzené homogenni rovnice (10.2)) hledat
metodou variace konstant. V ptipadé rovnice s konstantnimi koeficienty a specialni
pravou stranou b, lze vétsinou postupovat rychleji.

Véta 10.24 (O rovnicich se specidlni pravou stranou). Uvazujme diferencidlni
rovnici s konstantnimi koeficienty ve tvaru

Y™ 4 ayY 4 agy = e [Pi(t) - sin(Bt) + Py(t) - cos(ft)] (10.4)

kde a € R, B € R a Py, P> jsou redlné polynomy. Oznacme pismenem s vétsi ze
stupnai polynoma Py, Py. Pritom se dohodnéme, Ze stupnem konstantniho nenulo-
vého polynomu bude cislo 0 a stupném nulového polynomu bude c¢islo —1. Necht
cislo M udavd algebraickou ndsobnost ¢isla o+ 1 - 3 jakoZto korene charakteristic-
kého polynomu A™ + a1 A"t + ap\""% + - - - + a,,, pricemZ v pripadé, Ze o+ i3 neni
korenem tohoto polynomu, klademe M = 0.

Pak na R existuje Tesent y, rovnice (10.4), které lze zapsat ve tvaru :

yp(t) =t - e - [Q1(t) - sin(Bt) + Qa(t) - cos(Bt)],

kde QQq, Q2 jsou redlné polynomy stupne nejvyse s.

Poznamka 10.25. Je-li v uvedené vété sin 8 = 0, je vhodné zvolit P, = 0. Je-li
cos 3 = 0, polozime P, = 0.

Poznamka 10.26. Polynomy (), ()2 urc¢ujeme dosazenim predpokladaného tvaru
feseni y, do rovnice (10.4). K urceni polynomii ()1, ()2 potiebujeme urcit jejich
koeficienty. To se provadi metodou neuréitych koeficienti (vzpomenme si na hledéni
rozkladu ryzi raciondlni funkce na parcidlni zlomky). Nejlepsi bude dany postup
demonstrovat na prikladech:

Priklad 10.27. Naleznéme maximalni feseni diferencidlni rovnice
y// . 2y/ +y= et'

Reseni. Nejprve nalezneme koteny charakteristického polynomu ptidruzené homo-
genni rovnice. Protoze

A2 +1=(\-1),

charakteristicky polynom ma jediny dvojnasobny kofen A\; = 1.
Protoze na R plati

el =e'-[0-sin(0-t)+1-cos(0-1t)]
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zadand rovnice je rovnici s konstantnimi koeficienty a specidlni pravou stranou.
Ztejmé muzeme polozit

a=1, =0,,P(t)=0naR, P,(t) =1naR,

takze
s =max {—1,0} = 0.

Protoze cislo a4+ fi = 1 4+ 0i = 1 je dvojnasobnym kofenem charakteristického
polynomu pridruzené homogenni rovnice, musime polozit

M = 2.
Z Veéty 10.24 plyne, ze existuji konstantni funkce
Q:(t)=A, AeR, Q,(t) = B, BeR,
takové, Ze zadana rovnice ma na R feseni y,, které lze vyjadrit predpisem
y, (t) =t> e - [A-sin(0-t)+ B-cos(0-t)] =t*-e" - B.

Poznamenejme, Ze na hodnoté cCisla A nezalezi, protoze f = 0. K vyfeSeni ulohy
zbyva nalézt cislo B, které zjistime po dosazeni y, do rovnice. Po vypoctu potiebnych
derivaci

y, (t) = Bte', y (t) = B (t* 4 2t) ¢, yn (t) = B (* + 4t +2) ¢,
muzeme dosadit do zadané rovnice:
B(£+4t+2)e" —2[B(t* +2t) '] + Bt’e" = ¢".

Po drobnych ekvivalentnich tipravach ihned zjistime, ze

2B =1,
takze B = %, a tedy
(1) = 5%
A
Priklad 10.28. Urceme obecné teseni diferencialni rovnice
y" —y" — 5y’ — 3y = cos(2t). (10.5)

Reseni. Nejprve vypocitame obecné feSeni prislusné pridruzené homogenni rovnice

y/// . y/l . 5y/ o 3y — O
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Charakteristicky polynom
M oA2 50 -3=0A=-3)"-(A+1)

ma zjevné kofen A\; = 3 nasobnosti 1 a kofen Ay = —1 nasobnosti 2. Odtud plyne,
ze obecné Teseni pridruzené homogenni rovnice mizeme psat ve tvaru

UYn (t) = C’le?’t + Cge_t + Cgte_t, C € R, Cy e R, C5; € R.

Nyni mtizeme pristoupit ke hledani partikuldrniho feseni y, zadané rovnice (10.5).
Pravou stranu uvazované nehomogenni rovnice lze zifejmé psat takto :

cos(2t) = " - [1 - cos(2t) + 0 - sin (2t)] .

Odtud plyne, Ze miizeme pouzit Vétu 10.24, pricemz postupné klademe a =0, § =
=2, Pi(t) =1, P,(t) =0. Pak je ovsem
s = max {st.Py,st.P} = max {0, —1} =0,
a protoze Cislo
a+Pi =042

neni korenem charakteristické rovnice (2i # 3, 2i # —1), je M = 0. Podle tvrzeni
Véty existuje feseni y, rovnice (10.5), které lze psat ve tvaru

Yp (1) =1 € [Q1 (1) - cos (2t) + Q2 (t) - sin (21)]

pricemz polynomy ()¢, (o maji stupen nejvyse 0, jde tedy o konstantni funkce.
Oznacime-li

Qi(t)=A, (AeR), @Q:(t)=B, (BeR),

miizeme po drobné dpravé psat vztah pro y, takto:
yp (t) = A -sin(2t) + B - cos(2t).

K nalezeni hodnot A, B potfebujeme dosadit do rovnice (10.5). Proto si nejprve
vypoctéme potiebné derivace a prehledné vse usporadejme:

yp (t) =A-sin(2t) + B - cos(2t),

y,(t) =2A - cos(2t) — 2B - sin(2t),

y,(t) = —4A -sin(2t) — 4B - cos(2t),
y, (t) = — 8A - cos(2t) + 8B - sin(2t).

Po dosazeni do (10.5) a nékolika tpravach ziskavame rovnici
cos(2t) - (B —18A — 1) +sin(2t) - (18B+ A) = 0,

ze které, vzhledem k linedrni nezavislosti funkei sin(2t), cos(2t) obdrzime nasledujici
jednoznac¢né tesitelnou soustavu lineadrnich rovnic:
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—184+B=1, A+18B=0.

18 1)

Neni tézké ovérit, ze fesenim této soustavy je usporadana dvojice ¢isel: (—ﬁ, 355 ) -

Rovnice (10.5) mé tedy feSeni

! (cos(2t) — 18sin(2t)).

Yp(t) = 395

Pri znalosti obecného feseni pridruzené homogenni rovnice miuzeme nyni po aplikaci
principu superpozice rovnou napsat obecné reseni studované rovnice:

y(t) = C1e” + Coe™" + Cste™ + L((:08(275) — 18sin(2t)), (C1,Cy, Cs) € R,

325
A
Poznamka 10.29. Vétu 10.24 lze pouzit i na rovnici prvniho fadu ve tvaru
Y =t [Py(t) - sin(B) + Po(t) - cos(BD)],
to znamenad, pri vypoctu integrala typu
/ e - [Pi(t) - sin(Bt) + Py(t) - cos(Bt)] dt.
Priklad 10.30. Vypoctéte na R
/ t-costdt.
Reseni. Na R hleddme feSeni rovnice
y' =t-cost. (10.6)

Ztejmé lze postupovat podle Véty 10.24, kde
a=0,=1 P (t)=t P,(t)=0, s=1 M =0,

takze primitivni funkce k funkci ¢ - cost je pro vhodné realna ¢isla A, B, C, D dana
predpisem
yp (t) = (At + B) -sint + (Ct + D) - cost.

Po derivovani funkce y, a dosazeni do vztahu (10.6) ziskdvame:
(A—D)sint—Ctsint+At cost+(B + C)cost = 0-sint+0-tsint+1-tcost+0-cost.

Z linearni nezavislosti systému funkci danych predpisy sint, cost, tsint, t cost plyne,
ze na zakladé pravé uvedené rovnice mizeme sestavit jednoznacné resitelnou sou-
stavu rovnic

A-D=0, -C=0, A=1, B+C =0.



124 Linearni diferencialni rovnice vyssich radii

Snadno nahlédneme, ze

A=1, B=0,C=0, D=1,
takze napriklad:

/t -costdt =1 -sint + cost.

Priklad 10.31. Naleznéme obecné feSeni diferencidlni rovnice
y" = cos (t).

Reseni. Uvedend rovnice je rovnici s konstantnimi koeficienty a specidlni pravou
stranou. Proto muze byt resena pomoci Véty 10.24 (provedte). Daleko rychleji vsak
rovnici vyfresime primou integraci. Strucny zapis postupu:

1
y" =cost = 3y = A+sint = y = B+ At — cost = y:C’+Bt+§At2—sint,
Obecné fesent:

y(t) = Cy + Cot + C1t2 —sint, (C,Cy,C3) € R®,

Priklady k procviceni
1. Naleznéte intervaly, na kterych jsou definovana maximaélni feseni zadanych Cauchyo-

vych tloh:

) Y- S At )y =1 b) V' — gy’ =aresin (t — 3)
a

y(~1) =3, ¢/ (~1) = 33, y" (~1) = 333, y(0) =4,/ (0) = 44,

(t*+1)y" — y = arccos £,
y(0) =5,y (0) = —55.
2. Naleznéte maximéalni feseni zadanych Cauchyovych tloh:

y'— Sy =%, b y" — sin (cos (sin (t?))) -y =0,

y(3)=0,9'(3) = -3, y(0)=1,4'(0) =0,y"(0) =0.
3. Naleznéte obecnd Teseni nasledujicich homogennich linearnich diferencialnich rovnic:

a) y"—20y +64y =0, b) ' —Ty=0,

)
)y —16y' 4+ 64y =0,
)
)

o
(oW

y" + 64y =0,
ylll_y//_yl+y:0’
y™® +10y" +9y = 0.

D

)
)
) Y +2y +3y=0, f
)

g y/l/_gy/l+3y/+y:0’ h
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4.

10.

11.

Jak vypadda LDR fadu 4 s konstantnimi redlnymi koeficienty, jestlize kofeny jejiho
charakteristického polynomu jsou:

1,1, —3i, 3i.

Naleznéte obecné feseni homogenni linearni diferencialni rovnice ¢tvrtého fadu s kon-
stantnimi redlnymi koeficienty, vite-li, Ze jednim z feseni této rovnice je funkce dand
predpisem t cos (4t). Jak vypada prislusnd rovnice?

Naleznéte feseni zadanych Cauchyovych tloh:

y' +2y +3y =0, y" —3y"+3y +y=0,
a) b)

Napiste homogenni linearni diferencidlni rovnici druhého radu, jejimz fundamentalnim
systém Teseni je dvojice zadanych funkei:

a) pi(t)=tte (3,00), @2(t)=e* te (50,

b) w1 (t)=1,t€(0,00), wa(t)=In(t>+1),t€ (0,00).

Diferencidln{ rovnice y”—t%y = 0 mé obecné feseni y;, (t) = C1t3—|—02t%, Ci eR, Cy eR.
Urcete feseni y, diferencialni rovnice y” — t%y =tInt.

Naleznéte obecnd Teseni zadanych linedrnich diferencidlnich rovnic:

t

a) Y -2 +y=5, b) y"+4dy =sin®(2t)
c) y" —5y" + 25y — 125y = 1000, d) o' —y —2y= C
e) y" — 6y + 25y = 50t3 — 3612 — 63t + 18.

Naleznéte feseni zadanych Cauchyovych tloh:

'+ 9 = g y'+16y =1, y(0) =g,

y(5) =1y (%) =5 y(0)=4g, v (0)=1,
y" + 4y = sint + 2sin (3t),

a)

)

Vyfteste tlohu
Y (1) +10y(t) = 0,

y(0) = 0.1, /(0) = 0.
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12.

13.

Kl
1.

z Prikladu 1.6 popisujici vychylku y kyvadla v zavislosti na Case.
Vyfteste tlohu
y"(t) + 2y (t) + 50y(t) = —10,

y(0) = 0,1, ¥'(0) = 0.
z Piikladu 1.7 popisujici vychylku y zévazi, které je zavéseno na pruzing, v zavislosti
na case.

Vyteste tdlohy

KR ORORSt
4(0) = 0, ¢'(0) = 0,

S EACEECRY CR
4(0) = 10, ¢(0) = 0.

z Prikladu 1.8 popisujici hodnotu elektrického naboje ¢ v obvodu popsaném v tomto
prikladé v zavislosti na case.

i¢ k prikladtim k procviceni
a) (_%’g)’ b) (_%71)a
0 (-2.2)
a) @(t) =33 te(0,00), b) ¢t)=1,teR
a) Y (t) = Cle‘“ + Cgelﬁt, C1 eR, Cy € R,
b) Y (t) = Clefﬁt + Cgeﬁt, Ci R, 0y €R,
c) y(t)=Cicos(8t) + Cysin(8t), C1 € R, Cy € R,
d) Y (t) = CleSt + CQtegt, Ci eR, (5 €R,
e) y(t)=Cre tcos (ﬂt) + Coe~tsin (\/it) ,C1 eR, 0y R,
te (%ﬂ--i-kﬂ',%-i-kﬂ'),kéz,CER,
f) Y (t) = C’let + Cgtet + Cge_t, CieR,CyeR, C3 €R,

g) y(t) = Clet + Cgtet + C3t2et, Ci eR, 0y €R, C3 €R,
h) y(t) = Cicost+ Cycost+ Cssin3t + Cysin3t, Ch € R,...,Cy € R.

y® — 2" +10y” — 18y + 9y = 0.

y (t) = Cy cosdt + Cot cos 4t + Cysindt + Cytsindt, C; € R, ..., Cy € R,
yW 4+ 16y + 256y = 0.

a) ¢ (t)=etcos(V2t),tER,
b) ()= (2" —t+1)e teR.
a) y_2t1y+2t1:07

b) y//+ t(t2+1)y :0-
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10.

11.
12.

13.

3 t3(1-5Int
yp (1) = L5 In? ¢ + S50,

a) y(t) = Cret + Cqtet + 1—12t*36t, CieR, Cy e R

b) y(t) = Cycos(2t) + Cysin (2t) + % cos? (2t) + 15sin? (2t), C1 € R, Cy € R,
c) y(t) =C1e’ + Cysin (5t) + C3cos (5t) — 8, C1 € R, Cy € R, O3 € R,

d) Y (t) = Cle_t + 0262t + %e?’t, CreR, Cy eR,

e) y(t) = Crecos (4t) + Ce3'sin (4t) +2t3 — 3t, C1 € R, Cy € R.

a) () = 22080 (9 1 In (sin (3¢))) — LB ¢ e (0,7),

b) ¢ (t) = 15 (cos (4t) + sin (4t) + 1), ¢ e R

¢) ¢ (t) =55 (13sin(2t) + 10sint — 12sin (3t)) , ¢t € R.

a) q(t)=-10- e t—10-t-et+10,t €R,

)
)= e tosin(7-1)4+0,1-e" - cos(7-t)—0.2,t €R.
(
b) qt)=10-et+10-t-e7 ! t eR.
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Kapitola 11

Systémy obycejnych
diferencialnich rovnic

V tvodni kapitole jsme uvedli nékteré ulohy, které vedou k soustavam obycejnych
diferencidlnich rovnic. Uvedme si jesté jeden priklad, ktery ukazuje na souvislost
mezi obycejnou diferencialni rovnici druhého fadu a soustavou dvou diferencialnich
rovnic.

Piiklad 11.1. Pozorujme vertikdlni, v ¢ase ¢ proménnou pozici y;(t) parasutisty
seskakujictho do propasti (v uvazovaném modelu vyluc¢ujeme vliv vétru). Na para-
sutistu pusobi gravitacni sila G mérend v Newtonech, takze

G:m'gv

kde m > 0 je hmotnost parasutisty v kg a g = 9.81 [%] je konstanta tihového
zrychleni. Kromé uvedené sily je pohyb parasutisty brzdén teci silou (opét mérime
v Newtonech)
F(t)=—k-y; (),
kterd je prfimo tmérnd rychlosti padu. Koeficient tfeni k£ > 0, ktery charakterizuje
predevsim plochu pouzitého padaku a hustotu vzduchu v propasti, necht je udan
v jednotkach % Podle Newtonova zakona sily pak plati v kazdém okamziku ¢ padu
vztah
meyl (t) =m-g—k-y (t),

tedy
k
y’l’(t)zg—a-y’l(t)-

Oznacime-li
y2 (t) = y1 (1), (11.1)
pak funkce yo popisuje okamzitou rychlost parasutisty a po dosazeni do predchoziho
vztahu muizeme psat

, k
Yy (1) = g — 22 (11.2)
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Poloha a rychlost padajiciho parasutisty je tedy vektorovou funkci ¢asu, ktera vy-
hovuje soustavé obycejnych diferencialnich rovnic tvaru

B = Y
, k
Y = —— 4 +g.
m

A

Vsimnéme si, ze pri zapisu soustav diferencidlnich rovnic, podobné jako v pripadé
diferencidlnich rovnic, nezavisle proménnou ¢ u neznadmych funkei (yi,y,) obvykle
nevypisujeme. Definujeme-li vektorovou funkei f : R? — R? pfedpisem

f(ﬁﬁ)_(ﬁgg:zi ) - < —%VBJrg)

N . 1 o v
a oznacCime-li y = ( z ), pak mizeme uvedenou soustavu zapsat ve tvaru
2

vy = fi(y, )
?Jé = f2(y17y2)

nebo strucnéji

Pojem reseni soustavy ODR

V dalsi ¢asti textu budeme predpokladat, Ze ¢tenar je obeznamen se zakladnimi
pojmy a obvyklym znacenim pouzivanym v linearni algebie a teorii vektorovych
funkei.

Upresnéme, co budeme chapat pod pojmem feseni soustavy ODR prvniho radu.
Vsimnéme si pritom podobnosti definice se zavedenim pojmu feseni pro pripad jed-
notlivych diferencidlnich rovnic.

Definice 11.2. Necht je ddna vektorova funkce f : R!™ — R™ Rekneme, Ze
vektorova funkce ¢ : R — R" je fesenim soustavy ODR

y = [f(ty) (11.3)

na otevieném intervalu J C R, jestlize pro kazdé ¢t € J plati rovnost

o' (1) = ft, o (1)) (11.4)
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Poznamka 11.3. Po dosazeni Teseni ¢ do (11.3) tato rovnice tedy piejde v rovnost
dvou vektorovych funkci na prislusném intervalu. Oznacime-li postupné

y:(ylay27"'7yn)af:(flaf27"'7fn)7 90:(9017902,---79%),

muzeme soustavu (11.3) zapsat po slozkach ve tvaru

yvi = Ly, Yn)
y; = f2(t7y17y27"-7yn)
y;L - fn(t7?/17927---7yn)7

zatimco vektorovou rovnost (11.4) lze zapsat takto:

90,1 (t) = f1<t7901 (t)7902 (t)v"'aspn (t))
90,2 (t) = f2(t7¢1 (t)’902 (t)a""(pn <t>)
o) = falt,er(t),02(t),. ., 0n (1))

Priklad 11.4. Je-li f: R® — R?, f e, B,7) = (fi(e, 8,7), f2 (e, B,7)) =
= (v,8% +7v — o’ — 2a + 2), pak soustava (11.3) pfechdzi do konkrétni podoby

Y=
vy = yiduyp—tt—2t+2.

Lehce nahlédneme, ze napriklad funkce

P RSRE o) = (1 (), 0 (1) = (£2,20)

je na intervalu J = R fesenim zadané soustavy. Na J totiz plati

¢ (1) = (g1 (1), 95 (1) = (2t,2),
takze pro kazdé t € J jsou soucasné splnény pozadované rovnosti
) = 2t
2t) = ()" +@2t) —t* =2t +2.
A

V pripadé zkoumani jednotlivych obycejnych diferencidlnich rovnic jsme casto
zadavali jesté pocatecni podminku umoznujici jednoznacny vybér feseni. Ukazuje
se, ze v pripadé soustav n obycejnych diferencialnich rovnic je rozumné zadat systém
n pocatecnich podminek.
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Necht je déno ¢islo tg € R a vektor yy € R". K soustavé rovnic (11.3) pfipojme
pozadavek, aby hledana vektorova funkce v bodé ¢y nabyvala hodnoty yq:

y (to) = vo- (11.5)

Pozadavku (11.5) se ¥ika poc¢ateéni podminka. Ulohu (11.3), (11.5) nazyvame Cau-
chyovou tilohou. Rekneme, Ze funkce ¢ je feenim Cauchyovy tlohy (11.3), (11.5) (na
otevieném intervalu J), jestlize ¢ je feSenim (11.3) (na J) a navic plati ¢ (¢y) = yo.

Stejnym zptisobem jako v pripadé jednotlivych rovnic se definuje pojem maximal-
niho Teseni v pripadé soustav obycejnych diferencidlnich rovnic. Formulaci definice
prenechme ctenari jako jednoduché opakovani.

Pro Cauchyovu tlohu v pripadé soustav rovnic lze formulovat tvrzeni analogicka
vyroktiim, které jsme formulovali pro jednotlivé obycejné diferencialni rovnice. Plati
naptiiklad prirozené zobecnéni Peanovy véty o existenci feseni. Pro ¢tenare, ktery
doposud neni prilis obeznamen s teorii vektorovych funkei, poznamenejme, ze vek-
torova funkce

f: (f17f27"'7fn> : R1+n — R"
je spojita pravé tehdy, kdyz jsou soucasné spojité vsechny jeji komponenty

fi: R SR, fo: R SR, ..., f: R S R

Véta 11.5 (Peanova, o existenci feSeni). Necht f: R — R™ je spojitd vektorovd
funkce definovand na oteviené mnoziné a bod (to,yo) € R'™™ patri do definicniho
oboru funkce f. Pak Cauchyova tdloha (11.3), (11.5) md alespon jedno maximdlni
resent.

Nez se pustime do formulace véty o existenci a jednoznacnosti pro soustavy rov-

nic, dohodnéme se, Ze je-li dana vektorova funkce f = (fi, fo,..., fu) : RIT" = R™,
pak symbolem % budeme rozumeét vektorovou funkci (%, %, e %LZ"): R & R™,

ktera je slozena z prislusnych parcialnich derivaci jednotlivych komponent funkce f
podle proménné z.

Véta 11.6 (O existenci a jednoznacnosti). Predpoklidejme, Ze [ =

= (f1, fo, .-, fn) : R = R™ je spojitd vektorovd funkce definovand na oteviené

mnoziné Q0 C RY™, pricemZ (ty,yo) € Q. Necht na Q jsou navic spojité vektorové
af of of PRV L c . .

funkce B Bug o Bayy L0 znamend, Ze jsou zde spojité parcidlni derivace vsech

slozek funkce f podle druhé aZ n-té proménné. Potom Cauchyova tloha (11.3),
(11.5) md prdvé jedno mazimdlni resend.

Priklad 11.7. Uvazujme Cauchyovu tlohu
vi = t+n(yi + )
Yo = lyys,
y1 (1) = 22
y2 (1) = 333.
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Piseme-li postupné

F@ynye) = (i (tynye), f2 Gy ye) = (E+In (45 +43)  tyiye)

Q={(t,y1, ) ER’: yi +y5 >0}, to=1, yo=(22,333),

of 2 of 2y
a (taylayQ) = <—7ty2 ) _<t7y17y2) = —7ty1 3
oy vt + 3 Iy vt + s

ihned vidime, Ze jsou splnény vsechny predpoklady véty o existenci a jednoznacnosti
feseni. Zadand Cauchyova tloha ma tedy pravé jedno maximélni feseni.
A

Soustavy homogennich linearnich obycejnych dife-
rencialnich rovnic

Necht n € N a pro vSsechna ¢+ = 1,2,...,n a j = 1,2,...,n jsou dany funkce
Q5 - R — R.
Soustavu obycejnych diferencialnich rovnic tvaru

Yy = an(t)yr +an(t)y + -+ aw(t)y,

Y4 : ag (t)yr + ax(t)ys + - - + a2, (t)y2, (11.6)

y;z = Qn1 (t)yl + anZ(t)yQ + -+ ann(t)yn

nazyvame homogenni systém linearnich diferencialnich rovnic.
Utvorme maticovou funkei A = (a;;)i=1,..n. Jestlize na spravném misté (za uce-
Jj=

1,...,n

lem maticového nésobeni) ztotoznime vektor s jednosloupcovou matici, lze (11.6)
zapsat strucnéji ve tvaru

y = Alt)-y . (11.7)

Pro homogenni soustavy lze formulovat zesileni obecného tvrzeni o existenci
a jednoznacnosti.

Véta 11.8 (O existenci a jednoznac¢nosti pro homogenni soustavy). Necht J je
otevreny interval, to € J, yo € R"™ . Uvazujme Cauchyovu dlohu (11.06),

y (to) = vo- (11.8)

Predpoklidejme, Ze pro kazZdé i = 1,2,...,n a pro vsechna 7 = 1,2,...,n jsou
redlné funkce a;; spojité funkce definované na J.

Pak existuje pravé jedno teseni ¢ Cauchyovy idlohy (11.6), (11.8), které je defino-
vano na na celém intervalu J.
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Poznamka 11.9. V pripadé homogenniho systému linearnich diferencialnich rovnic
se vyplati uvazovat rovnéz komplexni feseni téchto systémi.

Necht J C R a budiZ ddny realné vektorové funkce u € C1(J,R") av € C(J,R").
Pak lze uvazovat komplexni funkci ¢ =" u + iv jako funkei zadanou predpisem:

VteJ Y(t) = u(t) +dv(t).

Definice 11.10. Derivaci ¢’ komplexni vektorové funkce 1) = u + iv rozumime
funkci ¢’ : J — C™ takovou, ze

Ve J: ' (t) =u'(t) + ' (¢).

Priklad 11.11. UvaZzujme funkci ¢ : R — C2,9(t) = (liit, e+t

Pripomenme dilezity vztah:
Va eRVBER e =% e = e%(cos B + isinf) (11.9)

Odtud Vt € Ro(t) = (135 - 10, €* - €") = (i + i1, € - cost + ie® - sint) .

Tedy ¢ je definovana predpisem

, —2t Ctr—1
Vit e R, ¢'(t) = ((1+t2)2+l(1+t2)2’

e*(2cost — sint) + ie*(2sint + cos t)) :

A

Definice 11.12. Rekneme, 7e 1 : J — C", ¢ = u + v je (komplexnim) feSenim
(11.7) na J, jestlize funkce u a v jsou soucasné fesenim (11.7) na J.

Piiklad 11.13. Necht u!! € CW(JR"), ull € CW(JRY), ol € CO(J R,
vl e CW(J,RM).
Definujme funkce

Pl g — ¢, ol = 1 4 4l
Pl J — Cr ol = ol 4 gyl

Necht A € C.

Dokazte nasledujici tvrzeni:
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Aty = Aty (11.10)
@M+ oyl = @y + (), (11.11)
(W = (W)l (11.12)

eM = M kde Vt € R, (11.13)

(eM) = XeM, kde Vt € R. (11.14)

Véta 11.14. Necht je dina funkce ¢ = J — C". Pak 1 je Tesenim (11.7) na J
prave tehdy, kdyz ¢ je resenim (11.7) na J .

Diikaz. Zrejmé plati:
Y Tesi (11.7) na J <= (u7tesi (11.7) na J A v Tesi (11.7) na J) <=
<= (uiest (11.7) na J A —o fesf (11.7) na J) <= 1 Tesi (11.7) na J.
Necht u € CM(J,R"), v € CHO(J,R"), ¢ : J = C", ¢ = u + iv.
Pak funkci u nazyvame redlnou ¢asti funkce 1 a funkei v fikdme imaginarni ¢ast
. Piseme
u= Revy, v=Imn.

O
Priklad 11.15. Dokazte, ze pro funkci ¢ : J — C", ¢ = u + iv plati:
1 — 1 —
VEed: Rew(t)= L (0(0)+B0). Imv(t) = L((0) - ().
Véta 11.16. NechtVi=1,2,...,n,Vj=1,2,...,n plati a;; € C(J,R").
Oznacme:
H = {¢: ¢ jeredlngm resenim (11.7) na J},
He = {v¢: 9 je komplexnim resenim (11.7) na J}.
Potom plati:
H je vektorovy prostor dimenze n (nad R). (11.15)
He je vektorovy prostor dimenze n (nad C). (11.16)
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*

Diikaz. A Nejprve dokdzeme 11.15.
Al Ze vztaht (11.10), (11.11) plyne:

MeRMeR M eH o e H = VieJ:
(el (®) + Aol (1)) = Ml (8) + Ao/ (1) = M A®) M (1) + Mo A1) 12 (2) =

= A(t) (Mel(1) + 2ol (1)) .
Tedy Al (£)+ X2l (2) € H, takze H je vektorovim podprostorem prostoru C'1) (.J, R™).

A2 Zde dokéZeme dim H = n.
Pripomenme nejprve, ze go[l], ceey go["] € H jsou linearné nezavislé, plati-li pro vSechna
c1 €R,..., ¢, € R implikace

n
Y el =0 = ¢, cn=0. (11.17)
j=1
Zvolme libovolné tg € J. Vime, Ze existuje pravé n redlnych reseni cpm, ey go["} systému
11.7 na J, pro ktera plati:
eM(tg) = (1,0,0,...,0,0) = e; € R,
2l(ty) = (0,1,0,...,0,0) Z" ey € R",
dlt0) = ( ) e
o(ty) = (0,0,0,...,0,1) = e, € R™.
n ) n )
Necht ¢; € R",...,c, € R Plati-li Y ¢jol) = o, pak také Y ¢;0l)(to) = o, tedy
j=1 J=1
n
Z cjej = o, takze nutné ¢; = 0,¢2 = 0,...,¢, = 0, nebot ey, ..., e, jsou linedrné nezavislé
j=1
vektory v R™. Ukézali jsme, Ze plati implikace (11.17). Tedy dim H = n, nebot H obsahuje
alespon n linedrné nezavislych vektort go[l], .. ,go['”].
A3 Ukazme, ze funkee ot o . " 7 pfedchoziho bodu tvoif bazi v H. Protoze jde
o linearné nazavisly systém stac¢i dokazat, ze kazdé reseni ¢ € H lze vyjadrit jako linearni
kombinaci o1, . .. ol
Necht ¢ € H. Bud ¢y € J stejné jako v predchozim bodé, tzn. plati (11.18).
Potom

o(tp) ER" = 3Je1 e R, €R,...,cnp €R () = chej = chgom(to).
j=1 j=1

n

Polozme ¢ = Z Cj(p[j]. Jiz vime, ze ¢ € H. Déle vime, ze ¢(to) = ¢(to). Z Veéty o exis-
j=1

tenci a jednoznacnosti pro homogenni soustavy pak plyne, Ze @ je uréeno jednoznacné,
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n]

takze nutné musi platit & = ¢, tedy ¢ je linedrni kombinaci @l!, 2 ... oMl
B Nyni naznac¢ime diikkaz vztahu 11.16.

B1 Podobné jako v predchozi sekci se ukaze, ze He je vektorovy prostor nad C (pro-
vedte).

B2 Zde dokézeme, ze dim H¢ = n. Vezméme systém funkei oM, o2 . o 2 prvni
casti dukazu a definujme:
P = Q4501
Pl = 4,2
Pl = ol gl
Ziejmé Y1 € He, 9B e He, ...,y e He. Dokazme, Ze jde o linedrné nezavisly

systém.
Necht oy € R,...,ap € R, f1 €R,..., 5, € R. Mame dokéazat:

n

> (aj+iB) ¢ =o0= (Vi=1,...,n: a;+ip; =0).

j=1

Necht tedy Z(aj +i5;) - YUl = o, tj. Z(Ozj + iﬁj)(wm + w[ﬂ) =0

Jj=1 j=1
n
Pak Z el =0 A i Z(aj + Bj)gom =o.
j=1
Protoze go[ I, apm, ey gp["} je linedrné nezavisly systém v H, musi pro j = 1,...,n platit

—B; =0, o+ 5; =0, tedy a; +i3; = 0, coz jsme chtéli dokazat.
Ukazme konecné, ze kazdé feseni ¢ € Hg lze vyjadrit jako linedrni kombinaci feSeni

Pl el
Necht u € CM(J,R™), v € CW(J,R") jsou takové funkee, Ze 1 = u + iv € He.
Pak u € H, v € H a tedy existuji redlna ¢isla aq, ..., an, B1,-.., O, takova, ze
j=1 j=1
Pak ovsem

_u+w_za Spmﬂzﬂ(pm _Z (c + ;)0 _Zwuﬂ)gpm _
j=1 j=1

- Z a; + Zﬁy <(p[j] n wm) ; aalillﬂj "o

coz jsme chtéli ukazat. O
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Definice 11.17. Kazdou bazi prostoru H z pravé uvedené Véty nazyvame funda-
mentalnim systémem feseni homogenniho systému (11.7) na J.

Necht @1 " tvoii fundamentalni systém Feseni homogenniho systému (11.7)
na J.

Pak funkci

QOOb- : J X Rn — Rn; Spob_(t, Cly... ,Cn) = ZC]SO[]](t)
7=1

nazyvame obecnym feSenim (11.7) na J.

Poznamka 11.18. Vétsinou piseme ¢y, (1) = Z cjgom (t),c1 €R, ..., ¢, € Rmisto
j=1

@ob.(ta Ciy... 7Cn> = Z ngpm (t>
j=1

Homogenni soustavy s konstantnimi koeficienty

Necht Vi = 1,2,...,n, Vj = 1,2,...,n jsou funkce a;; : R — R konstantni. Pak
(11.7) lze psat ve tvaru

y = A-y, (11.19)

kde A el ((Ii]’)

..... » lze povazovat za redlnou ¢iselnou matici typu (n,n).
n

i=1
G=1,...,

Systému obycejnych diferencialnich rovnic (11.19) se k& systém homogennich
linearnich obycejnych diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Postupné se

naucime, jak nalézt fundamentélni systém teseni takovychto soustav.

Umluva. Necht A € C je vlastni &slo matice A, tj. plati det(A — AE) = 0. Necht
s € N. Pak piseme

NPT EE (e e €™ (A— AE)*¢ = o).

Poznamka 11.19. N )[\S] je zfejmé podprostorem vektorového prostoru C™.
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Véta 11.20 (O tvaru  TeSeni  homogennich  soustav). Necht
AN € C X € C,...;\, € C jsou po dvou ruznd komplexni cisla. Necht
m1 € Nymo € N, ..., my € N jsou takova cisla, Ze plati:

det(A — AE) = (—=1)" - (A= A\)™ - (A — Ag)™2 - .. (A — Ap)™

(tzn. A; jsou vlastni cisla matice A, m; jejich algebraické ndsobnosti).
Necht j € {1,2,...,k} a £ € C". Definujme funkci 1y : R — C" prepisem

Y(t) = (Z %-0 et (11.20)

1=0
Potom plati:

¥ je resenim (11.19) na R & ¢ € N[;?j].

*

Dikaz. Dukaz provedeme ,dosazenim v do (11.19)“. Pfipomenme, ze plati:

W Yest (11.19) na R < (Vi € R: /(1) = Ap(t)).

A Necht m; = 1. Potom 1(t) = et a pro viechna t € R plati:

(€M) = A(EeM) & MMt = AgeMt & (A — NE)EM = 0 & (4 - N B)le =
=0 N,

(*) VAj € CVteR:eMt £0 (ovéite pouzitim (11.9)).

B Necht m; € N\{1}. Potom pro vSechna ¢t € R plati:

m;—1

l
(v/(t) = Av(1)) ((e*jt 3 ANy = Aw(t)) =

=0
m;—1
) 4 tlil (k)
— (Ajw) + Mt ; m(A —\E)e = Aw(t)) =
At g -1 (z)
— [ (A= NE)- Nt lz; M(A—)\JE) E=(A-NEW®) | <

mj—2
— ((A BRI ’;i (A~ NE)E=(A— )\jE)w(t)) )

=0



139

tmjfl

(A= MBI = (A= B ) &

~\E) - —eNt. T
= (-nm)- o -

tmj—l

= (o (A= NEME=0) & (A= BTG = o).

(mj —1)
(**)  Oveérte, ze muzeme postupovat podle pravidla o ,derivaci sou¢inu®.
(***)  Odecetli jsme \j1(t) od obou stran rovnosti a poté na levé strané
vytkli (A — A\ E).
() Zména indext v sumé na levé strané.
m;—1
(zx) Na levé strané jsme pricetli a odecetli et - ﬁ(ﬁl — N\ E)ymi~le,
1)
Nyni jiz dikaz tvrzeni snadno dokoncéime:

(VtER: /(1) = AY(t)) & (VEER : t™ 1. (A— NE)™ - £ =0) &
G (A-NE)™ £=oeceN

Poznamka 11.21. Podstatné c¢asti diikazu nésledujiciho tvrzeni jsou zalozeny na
poznatcich linearni algebry, obtizny dikaz vypustme.

Véta 11.22. (A)
Vji=1,2,....k:dim N\" =m;.

(B)

Vsimnéme si, Ze my + mg + ... + myp = n a utvorme n komplexnich reseni
YU 2 ] systému (11.19) takto:
Necht

g, gl elmil e bazr N

ghmtl ghmt2] - elmitmal e pzp N

€[m1+m2+...+mk,1+1]7€[m1+m2+...+mk,1+2]7 o ’g[n] je bzt N)[\T:k]
Necht pro kazdé j € {1,2,...,n} je YUl vesend, které ziskime dosazenim vektoru

€Ul a odpovidagiciho vlastniho cisla do vzorce (11.20).
Potom M Rl M tvori bazi viech (komplexnich) tesent (11.19) na R.
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Priklad 11.23. Urceme bazi v H¢ systému
/
= y+z
v~ Loyt (11.21)
, .. 1 1 .
(1) Sestavime matici soustavy: A= 5 3 ) Vypocteme

1—A 1

det (A—/\E):’ 9 3.

':)\2—4/\+5.

Urcime vlastni ¢isla matice A a jejich nasobnosti:
det (A=AE)=0& N -4 +5=0& (A= (2+i) VA= (2—1)),
piitom A2 —4X+5= (A — (2+ )t - (A = (2 —14))!, tedy

)\1:2+i,m1:1, /\2:2—i,m2:1.

(2) Uréime baze prostort Nz[ﬂw NQ[I_}Z a komplexni feseni ¢ 2

1
N2[+]i:

(A-(2+9)E) =0 ( _1_;Z 1;) (2 ) :(8)@
1. radek nasobime ¢islem — 1 +14 2 =141 &) (0
T\ 22 1 & )" \o )"

komplexné sdruzenym k — 1 —1
& 26+ (1419 =0.
Jednoprvkovou bazi Nz[ﬂl je tedy napi. vektor &M = ( —l_iz )

Z (11.20) pak mame U (t) = ( _:Z ) . o2+ig,

Nz[lji:

m_—@—z')E)&:o@(‘l_;i S)(e)-(0)=
<:>(_22 _11+_f)(2):(8)@2&“—1—2‘)@:0.

—1

Jednoprvkovou béazi Nﬂz je tedy napi. vektor ¢ = 14

7 (11.20) pak mame 912 (t) = < _;}LZ > .20t

A

Poznamka 11.24. Vime, 7ze det (A — (2+1)FE) = det (A — (2 —4)E) = 0, tedy
(protoze A je typu (2,2)) fadky u prislusnych soustav rovnic musi byt linedrné
zavislé; mohli jsme si tedy usSetrit praci a nalézt pouze vhodné TeSeni rovnice
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(—1—10)& +& =0 (pripad NQ[EZ-), resp. roviice
(—1+0)& +& =0 (pripad N,

Poznamka 11.25. Protoze Ay = A, , lze volit (2 = E[l] = A = Em.

Poznamka 11.26. Obecnéji,

matice A systému (11.19) m4 redlné koeficienty, takze Vj = 1,2,... k:

(A= MNE) €=0&8 (A-NE) (=0 (A-\E) E=0& (A-\E)-E=
=0 (A-)\E)-E=o.

Dokazali jsme tak ndsledujici tvrzeni: Necht ); je vlastni ¢islo matice A. Pak Xj
je rovnéz vlastni ¢islo matice A. Lze ukazat, Ze nasobnosti ¢isel /\j,Xj jsou stejné,
tedy

ceNete NX[T:J].

Odtud a z (11.20) lze odvodit, ze kazdé dvojici komplexné sdruzenych vlastnich

¢isel A\, A (s nenulovou imaginarni ¢sti) ndsobnosti m lze (volbou bazi M, ... ¢lm]
v N ;m], g[l]’ e ,E[m] v N}\Lm]) pritadit 2m komplexnich linedrné nezavislych reseni
W ) P systému (11.19).

Jejich vhodnymi linedrnimi kombinacemi pak ziskavame 2m realnych linearné
nezavislych feseni ¢l ... o> takto:

=1\ ) —1]
o = 30+ 7") DRew), o = 2w - ) L tm(ytd),
—2]y &) —2l, )
o = 3P + 57 DRe(u), o = Lk -5 Dim(yh),
m— m] | mly ) m .m m [m] (%) m
Pl = 3yt 4 ) Y Re(yi), gl = L) ~ ) @ n(yi)

*

Poznamka 11.27. Presnéji, ziskdvame komplexni feseni s nulovymi imaginarnimi sloz-
kami. Takova feseni budeme pro pristé ztotoznovat s redlnymi fesenimi.

Priklad 11.28. Urceme fundamentdlni systém Teseni (tj. bazi H) systému (11.21).
Urceme obecné Tesenf (11.21).

Vyuzijeme vysledku predchoziho prikladu, kde jsme mimo jiné ziskali: \; = 2 +
+imi =1, A=2—1i=A\,my =1,

PH(t) = ( _:l ) - Odtud ihned:

o (t) = Re(y)M(t)) = Re(e? ( - (cost +isint)) =

11—

o —cost +i(—sint) ot —cost
=e” - Re ) . . =e . )
—cost +sint + i(— cost — sint) sint — cost
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RI(¢) = [ (4)) — p2t . —cost 4 i(—sint) _
Q1) = Im(y1)(1)) = e 1m<(_CosHsmm(_cost_sm)
_ezt —sint

N —cost —sint )’

Zbyva urcit obecné feseni (11.21):

ob(t) = c1p!(t) + copll(t) =
= (—e*(cy cost + cysint), —e*((c; + ¢3) cost + (cy — ¢1) sint)),c; € R, ¢y € R.

A

Shrnuti postupu pri urcovani fundamentalniho systému re-
Seni

(A)

Urcéime vSechna redlna rizna vlastni ¢isla Ay, ..., A\; matice A spolu s jejich na-
sobnostmi myq, ..., mg.

Uréime vechny dvojice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel matice A Agj1, Mgy 8%
M\, A; spolu s jejich ndsobnostmi mg. 1, ..., my.

(B)

Pro j = 1,...,s nalezneme béze prostort N;Znﬂ a podle (11.20) ur¢ime m +

+ mo + ...+ my redlnych reseni
go[l],...,go[m1+m2+...+ms]
systému (11.19).
(€)

Pro j = s+1, ..., [ nalezneme béaze prostoru N/[\Tj] a podle (11.20) urcime mg, 1+
+ Mgio + - - - + my komplexnich feSeni

Qﬁ[7m+~~~+ms+1] ¢[m1+--~+mz]
systému (11.19). Ke kazdému z téchto Teseni ur¢ime dvojici redlnych feseni
(11.19), tedy

(p[m1+-~~+ms+l] — Re<w[m1+--~+ms+1] ’ g0[7’11-&- +ms+2] Im(w[mﬁ- +ms+”)
(p[m1+-~~+ms+3] _ Re<¢[m1+--~+ms+2])’ g0[ml+ +mg+4] _ Im(lp[mﬁ' +ms+2})

"1 = Re(glmt=+mil), P = Tm(ylmr+-mi),

(D)
Pichledné sepiSeme nalezeny fundamentélni systém feseni oM., ., o SODR
(11.19).
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Priklad 11.29. Uréeme fundamentalni systém reseni soustavy

u = 2u —v +2w,
Vo= u +2w,
w = —2u +v —w,
Resend. (A)
2 -1 2
A= 1 0 2 |,det(A-XAE)=...=-XN+X-A+1, )\ =1m =1,
-2 1 -1
Ay =i,mg =1; \g = Ay = —i,m; = my = 1, (vypoctéte).
(B)
1 -1 2 3 0
A-B=o0oe| 1 -1 2 l=(0]=
2 1 -2 )\ & 0)
1 -1 2 & 0 1 -1 2 & 0
s 0o o o Sl=lolsl0 0 o Hl=[0]<
2 1 -2 & 0 0 -1 -2 £ 0
0
o S TeH2 =0, Zvolmeés =1=&=2=6=0=¢M=1| 2 | = (1) =
=& +2 = 0. 1
0 0
=| 2 el = | 2
1 e
(©)
97 -1 2 13 0
(A—iB)=o0e | 1 —i 2 N I O
21 —1—i £ 0
5 —2—1 442 &1 0 0 —2+4 —6+22 &
S T 2 Hl=(olel1 =i & | =
2 11— £ 0 0 1-2 3—i £
0 0 1—2 3—i 13 0 0 5 5+5z 3
—lolel1 =i 2 ||l&al=lo0o]Y[1 - & | =
0 0 1-2 3—i £ 0 0 0 £
0 01 141 13 0 ‘
—lo]le|10 1+ Hl=(o]e & 0 ?53:0’
0 00 0 s 0 & +(1+i)& = 0.
(¥) 1. fadek ndsoben 2 +i (=2 — i),
((**) 1. fadek nasoben 1+ 2i (:1—22').)
—2
Zvolme napi. &3 =1 —i = & = 2,6 = —2 = ¢ = —2 = ll(t) =
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—2 -2 —2cost +i(—2sint)
= —2 |-e"=1| =2 | (cost+isint)= —2cost +i(—2sint)
1—i 1—1 cost +sint + i(cost + isint)
Odtud
—2cost
©ll(t) = Re(vl? (1)) = —2cost
cott +sint
—2sint
oBl(t) = Im (Y1 (t)) = —2sint : A
sint — cost

Priklad 11.30. Urceme fundamentdalni systém TeSeni soustavy

Vi = 21—y —Ys,
yy = 2y —y2 —2ys, (11.22)
ys = —y1 ty2 +2ys,
2 -1 -1 2— A -1 -1
Reseni. (A) A = 2 -1 =2 |, det(A— \E) = 2 —-1-X =2 |=
-1 1 2 -1 1 2—A
=...=(1=NA\=-1)2= X =1,m =3 (vypoctéte)
(B)
1 -1 -1
A-B) = 2 -2 2|, A-E2=..,
-1 1 1
000
(A—E¥= | 0 0 0 | — ani nemusime pocitat, nebot vime, Ze
000
3:dz'mN1[3]:{§€C”:(A—E)3~£:0},aAjetypu(,3).
1 0 0
Zvolme napiiklad: M= 0 |, e = 1 |, B =10
0 0 1
Pak
1
A-B) = 2 |, (A=Bp i = (A B) (A- B)) =
-1
1 -1 -1 1 0 1+1¢
=1 2 -2 -2 2 | =0 |,takze pl(t)=| 2t |
-1 1 1 -1 0 —t
-1 1 -1 -1 -1 0
(A-E)-Pl=| —2 | (A-E?. | 2 -2 -2 -2 |=(0],

1 -1 1 1 1 0
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—t
takze pld(t) = | 1-2t |¢
t
—1 1 -1 -1 -1 0
(A-E)-Bl=| -2 | (A-E?-¢BI| 2 -2 -2 2 1=101,
1 -1 1 1 1 0
—t
takze pPl(t) = | —2t | ¢ A
1+1¢

Poznamka 11.31. Uvedme ,péknéjsi“ fundamentalni systém reseni systému rovnic
z piedchoziho piikladu (ovéite linedrni nezavislost funkei g, G121, g,

1
A = e e = (1]
0
0
PR = lBI(t) —¢Plt) = | -1 |,
1
—
PBl(t) = oBl(t) = -2t | €.
1+t

Priklad 11.32. Urceme feseni Cauchyovy ulohy (11.22), (11.23), je-li

y1(0) 1
$2(0) | =1 1 (11.23)
y3(0) 2

Resend. Pomoci fundamentalniho systému feseni oI, g 313 7 poznamky sestavime
obecné feseni (11.22):

C1 —Cgt
ob(t,cica,c3) = | a1 —co —2c3t | €.
Co +cC3+ Cgt
Nyni ur¢ime ¢, ¢, ¢3 tak, aby platilo: ¢op(0,¢1,¢2,¢3) = | 1 |. Pro ¢, ¢, ¢3

tak ziskdvame systém linearnich rovnic

& ~ 1,

G —Cy
Cy +C3 = 2.

I
—
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Jeho Teseni: (¢1,¢s,¢3) = (1,0,2). Odtud pak mizeme pfimo psat reseni uvazo-
vané Cauchyovy ulohy:

1 —t 1—9t
o(t) = @on(t, 01,00, 03) = [ 1 e+ | =2t |2'=[ 1—4t |e.
0 1+t 2+ 2t

A

Priklad 11.33. Urcete feseni Cauchyovy tlohy (11.22),(11.23) pomoci ptivodniho
fundamentalniho systému !, @l Bl

Priklad 11.34. Urceme feseni Cauchyovy tlohy

5 =2+e O(1)=1,
€ =30+4e, €(1)=0.

2—-A 1
3 4=

(B) M =5,m1—1: (A — 5E) 2) - (8) o (_33 _11)(2) _
(

:<O)<:>3£1—§2:O:>napf.f[”:

'z/\2—6>\+5:()\—5)-(/\—

Azol,m21:(A—E)<g)(8
)

+& =0 = napi. (¥ = ( _11 ) = pl(t) = < _11 ) e,

Obecné Teseni: p(t) = (c1e” + coel, 3c1e®t — cpet), c; € R, € R.
Reseni Cauchyovy tlohy:

5 5 1
c1e’ +ce = 1 4cie® = 1 g = =5
1 : 2 o 1 ) o 1 w Lo
3cie’ —coe = 0 3cie* = ¢ 2 = 5
5t 3 t 3 5t 3 t
o) = (& +%.% - %),

o(t) = (%GB(t—l) + Z%et—l7 %es(t—l) _ %et—l)'
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Priklad 11.35. Urcete fundamentalni systém reseni systému

y = 3y -z
2 =y +z
Reseni. (A) A= ( 7 _11>,det(A—>\E):‘ i Y ‘:)\2—4>\+4:(>\—

—2)2:>)\1:1,m1:2.

(B) A je typu (2,2),m; = 2 = (A —2F)% = ( 0 0

dimenzi 2) = napf. ¢l = ( (1) ) &l = < (1] )

(A—2E)€[”=G j)'(é)z(1):‘%0“]@):(5)6“(})*8”
(1 3 (3)-(2) =0 (1) ()

00 > (jinak by sz nemél

A
Priklad 11.36. Urceme béazi prostoru H¢ vsech komplexnich feseni systému
¥ = 2x +y,
Yy = 2y +4z, (11.24)
2 = =z —Z.

Reseni. Uréeme fundamentaln{ systém feSenf SODR. (11.24) a obecné feseni (11.24).

(A)

21 0
Sestavime matici soustavy A= | 0 2 4 |. Vypocteme
1 0 -1
2—-X 1 0
det(A—AE)=| 0 2-X 4 =...=X-(A=-3)
1 0 —-1-2A

Urcéime vlastni ¢isla matice A a jejich nasobnosti:

det(A—AE) =0 A - (A=3)=0= X\ =0,m; =2,y =3,my = 1.

B) Urcime baze prostori N, [2}, N. 1] a komplexni feSeni w[”, 1/1[2], ¢[3} tvorici bazi
0 3
\Y% Hc.
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Zvolme napr. 55[33} =1= {g’] =4 = dg] =4, tedy &P =

NP ={eeC: (A-0-E)? ¢=0}:
21 0 21 0 £ 0
A2 t=os| 02 4 02 4 |- |&]l=[0]s
10 -1 10 -1 £ 0
4 4 4 £
<1 444 & | = S &+ +86=0.
11 1 £
—1
Zvolme napi.: & = 1,61 = 0,= € = —1, tedy €W = | 1 |. Zbyvé weit
0
druhy vektor baze v N(EQ],
—1
zvolme napi.: €& =0 5[2] L= =1 tedy 2= 0
1
my = 2, tedy pro dosazeni do vzorce (11.20) je tfeba vypocitat jesté
21 0 —1 —1
(A—0-E) -l =A. ¢l 0 2 4 1 |=1 2 |,
1 0 —1 0 —1
21 0 —1 —2
(A-0-BE) - ¢l =A.¢Cl=| 0 2 4 0o | =1 4 |.
1 0 -1 1 —2
Nyni staci aplikovat vzorec (11.20):
—1 —1 —1 —1
Pl (t) = Lo +450 2 |- ]e™=1 1 |+| 2 |-t
0 —1 0 -1
—1 —2 —1 —2
Yl(t) = 0 |+4 4 |-tH|e™=| 0 |+ 4 |-t
1 —2 1 —2
NIy ={¢eCr:(A-3E) - ¢=0}:
1 1 0 3 0
(A-3E) - t=o0| 0 -1 4 |- |&a]=|0]s
1 _ £ 0
11 0 3 1 1 0 0
& 0 -1 4 & & 0 -1 4 =10 |<&
0 1 -4 £ 0 0 0 0
&1 —& = 0,
=
—& +4& = 0.
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Protoze m; = 1, miizeme ihned psat

VBl = | 4 |
1

(C) Protoze imaginarni ¢asti funkci !, 2 Bl jsou nulové, mizeme psat rov-
nou fundamentalni systém TesSeni, tj. bazi prostoru H takto:

-1 -1
o) = Re(w[”(t)) = 1 + 2 -t

0 -1

-1 -2
P = Re(PI()) = | 0 |+ | 4 |-

1 -2

4
PP(t) = Re(vPl(1) = | 4 ) -

1

Obecné fesent: wop(t) = cipM () + el (1) + e3Pl (t),c1 € R, c; € R, c3 € R:
wob(t) = (—c1 — o — (c1 + 2¢2)t + deze®, cp + (201 + deg)t + 4dege,
co — (1 + 2e0)t + c3e¥), 01 ER,c; ER, 3 €R A

Nehomogenni soustavy

Necht n € N, b Z= (by, by, ..., b,) : R — R aproviechnai=1,...,n,j=1,...,n,
necht jsou dany funkce a;; : R — R.
Soustavu tvaru (y Z= (y1,...,yn) : R — R?) :

y; = an(O)yr +a(t)ys + ... + a1 (O)yn + bi(1),
Ya = ar()yr + azz(t)yz + ... + aza(t)yn + ba2(2), (11.25)
Y, - a1 (H)y1 + an2(t)y2 + - . . + A (D) Y + by (1),
nazyvame systémem linearnich diferencialnich rovnic. Oznac¢ime-li
A= <“ij);izi;:::;:7 lze (11.25) zapsat strucénéji ve tvaru
y = A(t) -y + b(t). (11.26)

Je-li b # 0 pak hovorime o nehomogennim systému linearnich diferencialnich
rovnic. Podobné jako u homogennich soustav plati nasledujici tvrzeni:
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Véta 11.37. Necht J je otevreny interval, ty € J,yo € R™ a necht b € C(J,R")
aVi=12...,nVj =12,....na; € C(J,R). Pak na J ezistuje prdvé jedno
resent w splnujici Cauchyovu lohu (11.26),

y(to) = yo. (11.27)

Véta 11.38. Necht jsou splnény predpoklady a znaceni predchozi véty. Necht wy,
je libovolné teseni (11.26) na J. Pak ke kaZdému reseni w systému (11.26) na J
existuje pravé jedno tesent ¢ prislusného homogenniho systému (11.7) takové, Ze

W=+ wp.

Diikaz. (A) Jednoznacnost: Necht ¢, ¢ jsou takova feseni homogenni soustavy (11.7)
na J, ze plati
w=p+w, , wW=o+w,.

Potom
W—Wp=¢ , W—Wp=0e,

tedy ¢ = @.
(B) Existence: Necht funkce w, w, Tesi (11.26). Pak Vt € J :
W' (t) = A(t)w(t)+b(E)Aw,(t) = A()w,(t)+b(t) = w'(t)—w)(t) = A(t)-(w(t)—wp(t)) =
(w—wp)(t) = A()((w — wp)(1)) =
(w—wp) Tesi (11.7) na J,

staci tedy poloZit ¢ = w — w,. O

Definice 11.39. Necht jsou splnény predpoklady predchozi véty. Bud w, je fe-
Senfm (11.26) na J. Necht ol ... ¢l je fundamentdlni systém feSeni piislusné
homogenni soustavy (11.7) na J.

Potom funkci woy, : J x R* — R”,

wob(t,c1,02, ... Cn) = Z ;oW (1) 4 wy(t)
j=1

nazyvame obecnym feSenim (11.26) na J.

Poznamka 11.40. Podobné jako u HS plyne z predchozi véty, ze vhodnou volbou
C1,...,Cn 1ze z obecného Teseni (11.26) ziskat kterékoliv feseni (11.26).
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Metoda variace konstant

Véta 11.41 (O metodé variace konstant). Necht J je otevieny interval,
be CUR") aVi =1,....nVj =1,....,n: a; € C(J,R). Necht funkce
oM ol twort fundamentdlni systém vsech veseni homogenni soustavy (11.7)
na J. Pak existuji funkce ¢, € CW(J,R),co € CD(J,R),...,c, € CV(JR) ta-
kové, Ze funkce wy,

aplt) = 3 i) (1),

je resenim (11.26) na J.

Poznamka 11.42. Vezméme w, z predchozi véty. Potom w Tesi (11.26), tedy pro
kazdé t € J plati

(Z cj(t)p (t)> = A(t) Y etV () +0(t) &

Jj=1 Jj=1

nebot Vj =1,...,n: ((pm)’ (t) = A(t)ll(t).
Vytesenim soustavy linearnich rovnic tedy ziskame derivace hledanych funkei
Cly...,Cp.

Priklad 11.43. Uréeme obecné reseni SODR

/

y = 2y 4z +ef,

Y = 3y +4z —eb (11.29)

Resend. (A)
Nejprve uréime fundamentalni systém teseni odpovidajici homogenni soustavy
y o= 2y 4z
2 = 3y +4z.

Snadno zjistime, ze napriklad dvojice funkei

M= (3 )e . wo=( 1 )e
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predstavuje hledany systém.
(B)

Hleddme feseni w, ptivodniho systému ve tvaru

wp@):cl(t)-&t-(;)Hz(t).et- ( _11)

Z (11.28) ziskdvame soustavu linedrnich rovnic:

c(t)- e +dy(t)-et = e,
3c)(t) - e —dy(t)-et = —e.

Ziejmé lze kratit funkei e’

ci(t) et +ey(t) = e,
3ci(t) et —ch(t) = —e
Odtud: (et ”
4ci(t)e™ = 0 ) = 0 5
3 (e — (t) = —o } ) = e } = napt. ci(t) = 0, ca(t) =
_ Lept

(C)

Obecné TeSent:

wob(t, c1,¢2) = ¢q - < 3 )65t+02 ( 1 >et—|—% ( 1 )6615’ tj.

o6t o6t
5t t 5t t
wob(t, c1,c2) = (cle + e’ + —, 3c1e”" — e’ — —)

5 5
A
Priklad 11.44. Urceme feseni w, Cauchyovy tlohy (11.29),
1
(4(0),2(0)) = (5,0) (1.0
Reseni. Uréime ¢; € R, € R tak, aby wob(0,¢1,¢) = (£,0) (wop jsme urdili
v predeslém piikladé). Tedy
C1 +CQ l:% C1 —|—02:% 401:l
301 —C9 —g = 0 < 361 —Cy = 0 < 301 — Cy = g <
1
<:>{ o I S
2 20 5 20°
Tedy

1 1 eft 3 1 bt
N [ et - —ot & 2ty 2 S
wp(t) (20e 20° T35 0 T" s




153

Priklad 11.45. Urceme Teseni w, Cauchyovy tlohy

y = 2 +tg’t —1,
7= —y +tg2t,

(y(0),2(0)) = (0,2) na intervalu J = (=3, 7).

y = 2, B 0 1

2= -y A_<—1 O)’

A 1 2 . . N
det(A — \E) = 1 =N4+1=0=XAN=im =1 A=—-i=)\ =

EDRGEE
napf.§2—i:>§1—1:>§[”—(1>:>w[1](t)—(1)-6“—(1)(00815—1—

.. cost +isint
+isint) = ( —sint +icost )

o (t) = (cost, —sint), () = (sint,cost)

(B) 1) = athe(0) + ex) = a) (o, ) e ( Sy )t

—sint
Vte J:

cjcost +cysint = tg¥t—1
—dsint +cycost = tgt
| cost  sint | tg*’t—1 sint |
D(t) = ‘ —sint cost ‘ =1 Di(t) = tgt  cost | cost,
_ cost tht -1 _ sm t _ 1—cos’t _:
Dy(t) = ’ _sint tgt ‘ sint + 2 sint = ~25-* sint.
Dy (t
Odtud  ¢(t) = 1(( ) —/costdt = —sint,t € J,
D2 1 —cos®t 1
————sintdt = cost + —— = cost + —,
cos? | cost| cost
nebot t € J % %
. cost sin ¢
Tedy w,(t) = —sint ( sint ) + (cost + L) ( cost ) teld=

sint

_ [ acost+casint + 2= <_E 7T)
WOb(t)_( —cy1sint 4+ cycost + 2 )’te 2’9 a€R,eR.
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. 0 C1 =0 01:0
“’Ob(o)_<2):> G+2 = 2}:> ¢ = 0}:>

Priklady k procviceni

1. Urcete vsechna maximalni feSeni zadanych soustav linearnich diferencialnich rovnic:

Y =2y1 —y2 + ¢, Yy = 2y1 — bya — cost,
a) b)
yh = 3y1 — 2y2 + t, Yy = y1 — 2y2 + sint,

Yy = —2y1 + 2y2 +t,
c)

Yy =3y1 —y2 — t.

2. Naleznéte maximalni fesen{ zadanych Cauchyovych tloh:

Yy = 4y1 + 5ya, YL =y1 + v2,
a) yh = —4y1 — 4y, b) yh = —2y1 + 4y,
(41 (0) =5, y2 (0) = —6, y1(0) =0, y2 (0) = —1,

Yl = y1 + y2 — cost,

c) yh = —2y; — y2 + sint + cost,

L 11 (0) =1, y2(0) = -2,

3. Vyreste ulohu

@ () + gh(t) + Laa(t) 10,

0,

—2¢1(t) — qu(t) + 502(1)

q1(0) =0, g2(0) =0.
z Prikladu 1.9 popisujici hodnotu elektrického naboje ¢ v obvodu popsaném v tomto
prikladé v zavislosti na case.
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4. Vyfeste tlohu
ai(t) + a(t) + 502() = 0,

—2¢1(t) — 1 (t) + 2q2(t) = 0,

q1(0) =0, g2(0) = 10.
z Prikladu 1.9 popisujici hodnotu elektrického naboje g v obvodu popsaném v tomto
prikladé v zavislosti na case.

Kli¢ k prikladiim k procviceni

Y1 (t) = Clet + Cge_t + 3tet +t,
1. 2 R R
2) yo (t) = Crel + 3Coe™t + %tet — %et +2t4+1, Cr,C2 €R, LR,
b) y1 (t) = Cicost+ Cysint + 2t cost — tsint,
ya () = (%Cl + %C’z) sint + (%Cl — %02) cost +tcost + %sint — %cost,

y1 (t) = Cre’ + Coe™ 4 3t — 15,
C1,Cy eR, t€R.
V) = 01— et Ly OO
y1 (t) = 5 cos(2t) — Hsin(2t),
2. 2) y2 (t) = —6 cos(2t) + 2sin(2t), teR,
y1 (t) = —e¥ +e*,
b) yo (t) = —26% + &%, tER,
y1 (t) = cost —sint — t cost,
) Y2 (t) = —2cost + tsint + tcost, teR.
—44+6)-t —4—6)-t
(1_1(15):(—5—%)@( o +<—5—|—10'T‘/6)'e%+10, R
3. —8+24) —8—/3d)t teRR.
B(t) = (-25 - %) R (—25 + QE’T@) N )
—44/6)- —4—/5)-
71(75) _ M-e( 4-}1—06)15 —e( 4106)t7
4. 5 teR.

p(t) = <56+ -T\/é) 'e(_4t(\)/6)-t . (5 - %/6) ‘e(_4_10¢g).t’
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Bernoulliova diferencialni rovnice, 62

C

Cauchyova uloha, 25, 29, 89, 92, 131
maximalni feSeni, 26, 131
reseni, 25, 89, 131

D
diference, 61
diferencialni rovnice, 1

E
exaktni diferencialni rovnice, 67, 69, 70,
76, 78
nutnd podminka, 76
postacujici podminka, 77
I

integracni faktor, 82-84
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J
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K
kmenova funkce, 67, 70

L
linearni diferencialni rovnice
n-tého radu, 92
fundamentalni systém reseni, 96,
103
homogenni, 92
obecné Teseni, 96
partikularni feseni, 96
prvniho radu, 40
homogenni, 40, 44, 46

obecné teseni, 41, 49

partikularni feseni, 44, 49
linearni element, 59
Lipschitzova podminka, 54

M

metoda prendsobeni, 40, 84, 94
metoda specidlni pravé strany, 120
metoda variace konstant, 111, 151
metoda variace konstanty, 47

N
Newtontiv zdkon ochlazovani, 8
numerickd metoda pro feseni ODR 1.
radu s pocateéni podminkou
Eulerova metoda, 61

Q)
oblast, 76
obycejna diferencialni rovnice, 24, 29
n-tého radu, 87
explicitni tvar, 87
implicitni tvar, 87
reseni, 87
maximalni feseni, 26
prvniho fadu, 24
explicitni tvar, 24
implicitni tvar, 24
feSeni, 24

P

pocatecni podminka, 25, 40

pocatecni podminky, 89, 92, 130

popula¢ni rovnice, 10

posloupnost Picardovych aproximaci,
55

potencial, 67, 76, 77
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princip superpozice, 100

R

rovnice se separovanymi promeénnymi,
29

S

smeérové pole, 59
soustavy linedrnich diferencialnich rov-
nic
homogenni, 132
fundamentalni systém reseni, 137
komplexni feseni, 133
obecné feseni, 137
s konstantnimi koeficienty, 137
nehomogenni, 149
obecné Teseni, 150
soustavy obycejnych diferencialnich rov-
nic, 128
maximalni feSeni, 131
reseni, 129
souvisla mnozina, 76

T
technika slepovani, 37, 65, 78, 81

A%
véta
o existenci a jednoznacnosti fesent,
53, 90, 131
o existenci a jednoznacnosti reseni
pro homogenni soustavy, 132
o nutné podmince exaktnosti, 76
o postacujici podmince existence po-
tencialu, 77
o Teseni exaktni rovnice, 70
o transformaci Bernoulliovy dife-
rencialni rovnice, 63
o zpétné transformaci, 64
o existenci feseni, 90
o existenci feseni a jednoznacnosti
pro LDR tadu n, 93
o linearni nezavislosti funkci, 106
o metodé variace konstant, 151

o metodé variace konstant pro LDR
radu n, 114

o rovnicich se specialni pravou stra-
nou, 120

o tvaru reseni homogennich soustav,
138

o vlastnostech teSeni LDR vyssich
rada, 95

o Wronskianu, 107

Peanova (o existenci feseni), 52, 131

Picardova-Lindeloffova, 53

\%%
Wronského matice, 105
Wronskian, 105
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