
Matematické modelováńı elektromagnetických

poĺı
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Předmluva

Budǐz elektromagnetismus. A bylo světlo. (Richard P. Feynman)

Cı́lem tohoto textu je uvést čtenáře do problematiky modelováńı elektro-
magnetických poĺı a jejich následného řešeńı moderńımi numerickými metodami.
Čtenář by měl źıskat představu o základńıch fyzikálńıch zákonech v elektromag-
netismu, o jejich kompaktńı podobě ve formě Maxwellových rovnic, o matem-
atické klasifikaci př́ıpad̊u těchto rovnic, o nutnosti správné volby Sobolevových
prostor̊u, o výhodách a nevýhodách metody konečných a hraničńıch prvk̊u a o
jejich efektivńı implementaci na poč́ıtači. Je zřejmé, že neńı možné proniknout
do hloubky všech vyjmenovaných oblast́ı. Věř́ım však, že je dobré zabývat se
jimi současně, byť jen zprvu velmi povrchně, neboť moderńı metody řešeńı,
které maximálně využ́ıvaj́ı dostupné výpočetńı techniky, jsou založeny právě na
souladu fyziky, variačńıch metod, numerických metod, lineárńı algebry i pro-
gramovaćıch technik.

1 Úvod

se sice ṕı̌se až nakonec, přesto v tomto ranném stadiu naznač́ım strukturu skript.
Budou sestávat ze 3 kapitol: elektrostatika, magnetostatika, elektromagnet-
ické zářeńı. V každé kapitole začnu fyzikou, pak formuluji modelovou úlohu,
kterou ve zbytku kapitoly budeme řešit metodou konečných prvk̊u a metodou
hraničńıch prvk̊u, př́ıpadně jejich párováńım.

2 Elektrostatika

2.1 Fyzikálńı podstata

Elektrostatika popisuje časově neměnná silová pole nabitých těles. Základńı
veličinou je zde (elektrický) náboj, jehož fyzikálńı jednotkou je Coulomb [C].
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Figure 1: Vzájemná interakce dvou opačných (vlevo) a stejných (vpravo) náboj̊u

Silová interakce mezi dvěma náboji ve vakuu je popsána Coulombovým zákonem,
viz Obr. 1,

F1 =
q1q2

4πε0|x2 − x1|2
· e12 = −F2,

kde q1, q2 ∈ R jsou náboje, x1,x2 ∈ R
3, x1 6= x2, jsou jejich polohy, ε0 ≈

8.854 · 10−12 [Fm−1] je permitivita vakua a kde e12 := (x2 − x1)/|x2 − x1| je
jednotkový směrový vektor.

Uvažujme n náboj̊u rozmı́stěných v R
3 a vložme na pozici x ∈ R

3 jed-
notkový náboj. Pak intenzita elektrického pole, jež se znač́ı E a má fyzikálńı
jednotku Volt [V] na metr, je celková śıla, kterou p̊usob́ı našich n náboj̊u na
tento jednotkový náboj, přičemž plat́ı princip superpozice sil. Uvažujme dále,
že rozložeńı náboj̊u lze popsat funkćı hustoty rozložeńı náboje ρ(y), která je
nulová mimo omezenou oblast Ω ⊂ R

3, pak intenzita elektrického pole je, viz
též Obr. 2,

E(x) =
1

4πε0

∫

Ω

ρ(y) (x − y)

|x − y|3
dy. (1)

Poznamenejme, že integrál (1) je singulárńı pro x ∈ Ω, je však většinou konečný,
např. pro |ρ(y)| ≤ C < ∞ substituujeme y := x+ r(sin θ cosϕ, sin θ sin ϕ, cos θ)
a zvolme τ > 0 tak, že Bτ (x) := {y : |x − y| ≤ τ} ⊂ Ω, pak

|E(x)| ≤
C

4πε0

(∫

Ω\Bτ (x)

1

|x − y|2
dy

+

∫ τ

0

∫ π

0

∫ 2π

0

r
|(− sin θ cosϕ,− sin θ sin ϕ, cos θ)|

r3
r2 sin θ dϕ dθ dr

)

≤
C

4πε0

(
|Ω|

τ2
+ 2π2τ

)
< ∞,

přičemž nejlepš́ı odhad dává τ := 3
√
|Ω|/π2.

Pro (1) plat́ı Gauss̊uv zákon

∮

∂ω

E(x) · n(x) dS(x) =
1

ε0

∫

ω

ρ(x) dx, (2)

který ř́ıká, že tok elektrického pole přes povrch libovolné oblasti je určen náboji
v této oblasti. Použijeme-li z matematiky Gaussovu větu

∮

∂ω

E(x) · n(x) dS(x) =

∫

ω

div(E(x)) dx,
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Figure 2: Pole jednoho náboje (vlevo) a dvou nesouhlasných náboj̊u (vpravo)
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Figure 3: Pole nabité nekonečně dlouhé tyče

pak např. pro ω := Bτ (x) a spojitě diferencovatelnou funkci E(x) dostáváme
pro τ → 0 diferenciálńı tvar Gaussova zákona v elektrostatice pro vakuum:

div(E(x)) =
ρ(x)

ε0
. (3)

Př́ıklad 1. Uvažujme nekonečně dlouhou tyč nabitou konstantńı hustotou náboje
ρ > 0 o pr̊uřezu S, viz Obr. 3, a předpokládejme, že intenzita el. pole pak má
pouze radiálńı složku, která je konstantńı na povrchu souosých válc̊u ω, tj. E(r).
Pak rovnice (2) má tvar

E(r)2π r l = ρ S l/ε0

a dostáváme elektrické pole ve tvaru E(r) = ρ S/(2π r ε0).

Př́ıklad 2. Uvažujme rovinnou elektrodu nabitou konstantńı povrchovou hus-
totou náboje σ > 0, viz Obr. 4 (vlevo, pouze levá deska), a předpokládejme, že
intenzita el. pole pak má pouze horizontálńı složku, která je konstantńı, označme
E+. Pak rovnice (2) má tvar

2E+S = σ S/ε0

a dostáváme elektrické pole ve tvaru E+ = σ/(2ε0).
Umı́stěme pobĺı̌z rovinnou elektrodu nabitou povrchovou hustotou náboje −σ,

viz Obr. 4 (vlevo, obě desky). Pak z principu superpozice dostáváme pro celkové
pole vzorec E = 2E+ = σ/ε0.
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Figure 4: Pole deskového kondenzátoru (vlevo), pole dvou vnořených deskových
kondenzátor̊u (vpravo)

Nakonec vložme do tohoto deskového kondenzátoru jiný opačně orientovaný
deskový kondenzátor s povrchovou hustotou σP, viz Obr. 4 (vpravo), pak z prin-
cipu superpozice má výsledné pole velikost

E′ = E − EP = (σ − σP)/ε0.

Výše zmı́něný př́ıklad dobře modeluje dielektrické materiály, v nichž se po
vložeńı do elektrostatického pole natoč́ı molekuly v souladu s vněǰśım polem po-
dle Coulombova zákona. Označme ρP(x) = div(−P(x)) hustotu polarizovaného
náboje v dielektriku, kde P je elektrostatická polarizace. Pak z (3)

div(E(x)) =
ρ(x) + ρP(x)

ε0

div(εr(x)E(x)) := div

(
E(x) +

P(x)

ε0

)
=

ρ(x)

ε0
,

kde εr(x) := 1 + |P(x)|/(ε0|E(x)|) ≥ 1 je relativńı permitivita, předpokládáme-
li lineárńı závislost P(x) a E(x). Zaveďme D(x) := ε0 εr(x)E(x) elektrickou
indukci, pak diferenciálńı, resp. integrálńı tvar Gaussova zákona v dielektriku
je

div(D(x)) = ρ(x),

∮

∂ω

D(x) · n(x) dS(x) =

∫

ω

ρ(x) dx. (4)

Elektrostatické pole je potenciálńı, tj.

E(x) = −∇u(x),

kde např.

u(x) := 1/(4πε0)

∫

Ω

ρ(y)/|x − y| dx
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Figure 5: Podmı́nky přechodu na rozhrańı dvou dielektrik

v př́ıpadě (1). Všimněme si, že

u(x) → 0 pro |x| → ∞. (5)

V potenciálńım poli práce, kterou pole vykoná při přemı́stěńı jednotkového
náboje z polohy a ∈ R

3 do polohy b ∈ R
3, nezáviśı na dráze

Wa→b = −

∫

a→b

E(x) dl(x) = u(b) − u(a)

a tedy pro libovolnou uzavřenou křivku k
∮

k

E(x)dl(x) = 0. (6)

Použijeme-li z matematiky Stokesovu větu
∮

∂Σ

E(x)dl(x) =

∫

Σ

rot(E(x)) · n(x) dS(x),

pak pro |Σ| → 0 dostáváme

rot(E(x)) = 0. (7)

Rovnice (4–7) vyžaduj́ı diferencovatelné, resp. spojité funkce εr(x) a E(x).
V př́ıpadě rozhrańı dvou r̊uzných materiál̊u, viz Obr. 5, dostáváme z integrálńıch
tvar̊u rovnic (4) a (6) pro |ω| → 0, resp. |Σ| → 0, kde k := ∂Σ, podmı́nky na
rozhrańı

(D1(x) − D2(x)) · n1(x) = σ(x), (8)

(E1(x) − E2(x)) × n1(x) = 0, (9)

kde σ je př́ıpadný povrchový náboj na rozhrańı.

2.2 Modelová úloha, redukce do R
2

Modelová úloha pro elektrostatiku je načrtnuta na Obr. 6 (vlevo). Budeme
uvažovat dva materiály: vzduch (vakuum), v němž je vloženo v oblasti Ωr
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Figure 6: Modelová úloha elektrostatiky: deskový kondenzátor (vlevo), redukce
do R

2 (vpravo)

dielektrikum o relativńı permitivitě εr > 1. Oblast́ı zde rozumı́me omezenou a
otevřenou podmnožinu Rd, kde d ∈ {2, 3}. Dále mějme ve vzduchu v oblastech
Ω+ a Ω− vloženy dvě nabité desky, o nichž v́ıme, že je na jejich povrchu kon-
stantńı potenciál U > 0, resp. −U . Pole elektrostatického potenciálu pak
popisuje následuj́ıćı systém





−△ur(x) = 0 x ∈ Ωr,
−△u0(x) = 0 x ∈ R

d \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−,
∂u0(x)/∂n − εr∂ur(x)/∂n = 0 x ∈ ∂Ωr,

u0(x) − ur(x) = 0 x ∈ ∂Ωr,
u0(x) = U x ∈ ∂Ω+,
u0(x) = −U x ∈ ∂Ω−,
u0(x) → 0 |x| → ∞,

(10)

kde d := 3 je dimenze, prvńı dvě rovnice plynou z (4), třet́ı z (8), čtvrtá z (9),
daľśı dvě z definice problému a posledńı rovnice je vlastnost (5). Hledané po-
tenciály u0 a ur jsou dvakrát spojitě diferencovatelné funkce na Ω0 := R

d \
Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−, resp. na Ωr, které nav́ıc maj́ı spojité derivace až do hranice, což
znač́ıme u0 ∈ C2(Ω0) ∩ C1(Ω0), ur ∈ C2(Ωr) ∩ C1(Ωr).

V př́ıpadě, že rozměry elektrod a dielektrika ve směru x3 jsou dostatečné, lze
úlohu (10) redukovat do R

2, a to tak, že budeme uvažovat typický řez x3 := 0
a předpokládat, že závislost veličin na souřadnici x3 lze zanedbat. Formulace
úlohy pak z̊ustává formálně shodná s (10) s rozd́ılem, že dimenze je d := 2,
x ∈ R

2 a oblasti Ωr, Ω+ a Ω− jsou znázorněny na Obr. 6 (vpravo).
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2.3 Variačńı formulace

Uvažujme úlohu (10) v libovolné dimenzi d ∈ {2, 3}. Data úlohy, tj. geometrii
a konstanty εr zahrňme do následuj́ıćı materiálové funkce

ε(x) :=

{
ε0 εr, x ∈ Ωr,

ε0, x ∈ R
d \ Ωr,

Dále uvažujme dostatečně velkou oblast Ω ⊂ R
d tak, že Ω ⊃ Ωr, Ω ∩ Ω+ =

Ω ∩ Ω− = ∅ a předpokládejme, že u0 je vně oblasti Ω ∪ Ω+ ∪ Ω− zanedbatelně
malá. Předpokládáme proto, že u(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω \ (∂Ω+ ∪ ∂Ω−), č́ımž
vnáš́ıme do řešeńı chybu. Ta bude sice klesat se zvětšuj́ıćım se poloměrem
(vepsané koule v) oblasti Ω, bohužel ji však neumı́me předem dobře odhadnout.
Př́ıbližné řešeńı úlohy (10) hledáme jako funkci u : Ω → R, která nahrazuje
neznámé v (10) takto

u(x) =





ur(x), x ∈ Ωr,

u0(x), x ∈ Ω0 := Ω \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−,

U, x ∈ ∂Ω+,

−U, x ∈ ∂Ω−,

0, x ∈ ∂Ω.

(11)

Vezměme diferencovatelnou funkci v : Ω → R tak, že v(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω.
Přenásobme prvńı rovnici v (10) funkćı v a konstantou −ε0 εr a zintegrujme
přes Ωr. Dostáváme

∫

Ωr

−ε0 εr △ur(x) v(x) dx = 0.

Nyńı použijeme z matematiky Greenovu větu
∫

ω

∂q(x)

∂xi

v(x) dx = −

∫

ω

q(x)
∂v(x)

∂xi

dx +

∫

∂ω

q(x) v(x)ni(x) dS(x), (12)

kde ni(x) znač́ı i–tou složku vněǰśıho normálového vektoru k ω v bodě x ∈ ∂ω,
a dostáváme

∫

Ωr

ε0 εr ∇ur(x)∇v(x) dx −

∫

∂Ωr

ε0 εr
∂ur(x)

∂n(x)
v(x) dS(x) = 0.

Podobně přenásob́ıme druhou rovnici v (10) funkćı v a konstantou −ε0, zinte-
grujeme přes Ω, aplikujeme Greenovu formuli (12) a dostáváme

∫

Ω

ε0 ∇u0(x)∇v(x) dx −

∫

∂Ω

ε0
∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dS(x) = 0.

Sečteńı posledńıch dvou rovnic s využit́ım třet́ı rovnice v (10), definic ε a v dává
∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx −

∫

∂Ω

ε0
∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dS(x)+

∫

∂Ωr

ε0

(
∂u0(x)

∂n(x)
− εr

∂ur(x)

∂n(x)

)
v(x) dS(x) =

∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx = 0,

7



kde posledńı rovnost je variačńı rovnice pro úlohu (10).
Nyńı si řekneme v jaké množině funkćı budeme hledat řešeńı u a co maj́ı

splňovat testovaćı funkce v. Aby měla variačńı rovnice smysl, muśı pro řešeńı u i
testovaćı funkce v platit, že integrály

∫
Ω |∇w(x)|2 dx maj́ı smysl a jsou konečné,

že v jistém smyslu v(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω a že hraničńı hodnoty u jsou jako v (11).
Z teorie variačńıch metod prvńımu požadavku vyhovuje Sobolev̊uv prostor

V := H1(Ω) := {v(x) ∈ L2(Ω) : ∇v(x) ∈ [L2(Ω)]3},

kde L2(Ω) je prostor všech reálných funkćı, které jsou Lebesgueovsky inte-
grovatelné s kvadrátem na Ω a ∇ je zobecněný gradient. Tento vektorový
prostor lze také definovat následuj́ıćım zúplněńım prostoru nekonečně diferen-
covatelných funkćı v Ω

H1(Ω) := C∞
(
Ω

)‖.‖1

, ‖v‖1 :=

∫

Ω

v(x)2 + |∇v(x)|2 dx,

č́ımž rozumějme, že v H1(Ω) jsou nejen všechny funkce z C∞
(
Ω

)
, ale i všechny

jejich posloupnosti, které jsou Cauchyovské v normě ‖.‖1. Analogii této definice
již dobře známe v př́ıpadě reálných č́ısel, které obsahuj́ı nejen všechny racionálńı
č́ısla, tj. celoč́ıselné zlomky, ale i jejich Cauchyovské posloupnosti, jejichž nera-

cionálńı limity, např.
n∑

k=0

1
k! → e, nazýváme iracionálńı č́ısla. Testovaćı funkce

v budeme vyb́ırat ze Sobolevova prostoru

V0 := H1
0 (Ω) := C∞

0 (Ω)
‖.‖1

,

kde v ∈ C∞
0 (Ω), právě když v ∈ C∞(Ω) a supp v := {x ∈ Ω : v(x) 6= 0} ⊂ Ω.

Konečně řešeńı u hledáme v prostoru VU := C∞
U (Ω)

‖.‖1

, kde

C∞
U (Ω) := {v ∈ C∞(Ω) : supp v ⊂ Ω ∪ Ω+ ∪ Ω−,

v(x) = U na ∂Ω+ a v(x) = −U na ∂Ω−}.

Variačńı formulace úlohy (10) je tedy následuj́ıćı:

Najdi u ∈ VU :

∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx = 0 ∀v ∈ V0. (13)

Pro tuto úlohu lze dokázat existenci jednoznačného řešeńı a jeho spojitou závislost
na změnách geometrie Ω i materiálové funkce ε.

K variačńı formulaci (10) lze doj́ıt i fyzikálně srozumitelněǰśım zp̊usobem, a
to z principu minima funkcionálu elektrostatické potenciálńı energie úlohy (10)

ϕ(v) :=
1

2

∫

Ω

ε(x) |∇v(x)|2 dx.

Totiž minimum ϕ může nastat pouze v bodě u ∈ VU , který je stacionárńı, tj.
splňuje právě variačńı rovnićı

ϕ′(u, v) = 0 ∀v ∈ V0,
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Figure 7: Př́ıklad partikulárńıho řešeńı uP(x) okrajových hodnot variačńı for-
mulace (13) pro d := 2

kde ϕ′(u, v) je Fréchetova derivace ϕ v bodě u a ve směru v

ϕ′(u, v) = lim
t→0

ϕ(u + tv) − ϕ(u)

t
=

∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x).

Ve variačńı formulaci (13) je nepraktické to, že řešeńı je z jiného prostoru
než testovaćı funkce. Ukážeme si tři zp̊usoby, jak to napravit. Za prvé můžeme
řešeńı rozložit na homogenńı a partikulárńı u := uH + uP, kde uH ∈ V0 a
uP ∈ VU , viz Obr. 7. Pak řeš́ıme úlohu: Najdi uH ∈ V0 tak, že

∫

Ω

ε(x)∇uH(x)∇v(x) dx = −

∫

Ω

ε(x)∇uP(x)∇v(x) dx ∀v ∈ V0. (14)

Partikulárńı řešeńı uP však úzce souviśı s geometríı Ω a už pro náš př́ıklad
jeho nalezeńı neńı triviálńı. Druhým a nejpouž́ıvaněǰśım zp̊usobem je penalizo-
vaná variačńı formulace: Hledáme uρ ∈ V tak, že ∀v ∈ V

∫

Ω

ε(x)∇uρ(x)∇v(x) dx+ρ

∫

∂Ω+

uρ(x) v(x) dl(x)+ρ

∫

∂Ω
−

uρ(x) v(x) dl(x)+

ρ

∫

Γ

uρ(x) v(x) dl(x) = ρ

∫

∂Ω+

U v(x) dl(x) − ρ

∫

∂Ω
−

U v(x) dl(x), (15)

kde Γ := ∂Ω\∂Ω+ ∪ ∂Ω−, ρ ≫ 0 je penalizačńı parametr, přičemž ‖uρ−u‖1 → 0
pro ρ → ∞.
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Třet́ı zp̊usob je založen na minimalizaci energetického funkcionálu ϕ na pros-
toru V s lineárńımi rovnostńımi omezeńımi u(x) = U na ∂Ω+, u(x) = −U na
∂Ω− a u(x) = 0 na Γ. Hledáme tedy vázaný extrém. Ten nastane ve sta-
cionárńım bodě Lagrangeovského funkcionálu

L(u; λ+, λ−) := ϕ(u) +

∫

∂Ω+

λ+(x)(u(x) − U) dl(x)+

∫

∂Ω
−

λ−(x)(u(x) + U) dl(x) +

∫

Γ

λ(x)u(x) dl(x)

a je řešeńım následuj́ıćı sedlo–bodové formulace: Hledáme (u; λ+, λ−, λ) ∈ V ×
L2(∂Ω+) × L2(∂Ω−) × L2(Γ) tak, že
∫

Ω

ε∇u∇v dx +

∫

∂Ω+

λ+ v dl(x) +

∫

∂Ω
−

λ− v dl(x) +

∫

Γ

λ v dl(x) = 0 ∀v ∈ V,

∫

∂Ω+

u q+ dl(x) = U

∫

∂Ω+

q+ dl(x) ∀q+ ∈ L2(∂Ω+),

∫

∂Ω
−

u q− dl(x) = −U

∫

∂Ω
−

q− dl(x) ∀q− ∈ L2(∂Ω−),

∫

Γ

u q dl(x) = 0 ∀q ∈ L2(Γ).

(16)

Pozamenejme, že formulace (16) dává jednoznačné řešeńı u, které spojitě záviśı
na datech, tj. ∂Ω, ∂Ω+, ∂Ω− a U , ale Lagrangeovské multiplikátory λ+, λ− a
λ jsou nejednoznačné.

2.4 Uzlová metoda konečných prvk̊u

Je zřejmé, že žádnou z variačńıch formulaćı (13)–(16) neumı́me řešit analyticky,
ale můžeme je diskretizovat a nahradit soustavami lineárńıch rovnic. To uděláme
tak, že prostory V , V0, či VU nahrad́ıme vhodnými konečně–dimenzionálńımi
podprostory, což vede na Galerkinovu formulaci. Metoda konečných prvk̊u je
speciálńım př́ıpadem, kdy bázi konečně–dimenzionálńıch podprostor̊u voĺıme
tak, že výsledná soustava má ř́ıdkou matici, tj. většina prvk̊u je v matici nulová.

Uvažujme nyńı redukovanou dimenzi d := 2. Prvńım krokem v metodě
konečných prvk̊u je diskretizace Ω, v našem př́ıpadě do m trojúhelńık̊u, jejichž
vnitřky (otevřené oblasti) znač́ıme T k, viz Obr. 8,

Ω =

m⋃

k=1

T k, T i ∩ T j = ∅ pro i 6= j,

tak, že dva sousedńı trojúhelńıky maj́ı společnou pouze hranu nebo bod. Zároveň
chceme, aby hranice trojúhelńık̊u zahrnuly všechny hranice a rozhrańı v ge-
ometrii, tj.

m⋃

k=1

∂T k ⊃ ∂Ω ∪ ∂Ωr.
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Figure 8: Triangulace oblasti Ω

Konečně chceme, aby nejostřeǰśı úhel, který trojúhelńıky sv́ıraj́ı, byl zdola
omezený konstantou. Definujeme diskretizačńı parametr h > 0 jako délku ne-
jkratš́ı hrany v diskretizaci.

Nad každým uzlem diskretizace xi, i = 1, 2, . . . , n definujeme konečně–
prvkovou bázovou funkćı ei(x) : Ω → R tak, že

∀i ∀k : ei(x)|T k = ai
k + bi

kx1 + ci
kx2 a ei(xj) = δij :=

{
1 , i = j,

0 , i 6= j,

kde ai
k, bi

k, ci
k ∈ R. Takto źıskáváme aproximaci V h := 〈e1(x), . . . , en(x)〉 pros-

toru V . Galerkinova aproximace variačńı formulace (15) je následuj́ıćı:

Hledáme uh
ρ(x) :=

n∑

i=1

ui ei(x) ∈ V h : aρ(u
h
ρ , ei) = bρ(e

i) ∀i ∈ {1, 2, . . . , n},

kde aρ(uρ, v) je bilineárńı forma na levé straně variačńı rovnice (15) a bρ(v)
je lineárńı forma na pravé straně. Galerkinova aproximace je ekvivaletńı se
soustavou n lineárńıch rovnic o n neznámých

Aρ · uρ = bρ, (17)

kde uρ := (u1, u2, . . . , un), (Aρ)ij := aρ(e
j , ei), (bρ)j = bρ(e

j).
Pro Galerkinovu aproximaci variačńı formulace (16) je třeba ještě aproximo-

vat Sobolevovy prostory L2(∂Ω+), L2(∂Ω−) a L2(Γ). Nechť naše diskretizace

pokrývá hranici ∂Ω+ úsečkami (segmenty) Sk
+, tj.

⋃m+

k=1 Sk
+ = ∂Ω+, podobně

11



pro hranici ∂Ω−:
⋃m

−

k=1 Sk
− = ∂Ω− a pro hranici Γ:

⋃m
k=1 Sk = Γ Definujme nad

nimi po částech konstantńı bázové funkce f i
+, f i

−, resp. f i tak, že

f i
+(x)|

S
j

+

= δij pro i, j = 1, . . . , m+, f i
−(x)|

S
j

−

= δij pro i, j = 1, . . . , m− a

f i(x)|Sj = δij pro i, j = 1, . . . , m.

Takto źıskáváme aproximaci Qh
+ := 〈f1

+, . . . , f
m+

+ 〉 prostoru L2(∂Ω+), aproxi-
maci Qh

− := 〈f1
−, . . . , f

m
−

− 〉 prostoru L2(∂Ω−) a aproximaci Qh := 〈f1, . . . , fm〉
prostoru L2(Γ). Galerkinova aproximace (16) je pak ekvivalentńı se soustavou
n + m+ + m− + m lineárńıch rovnic o stejném počtu neznámých




A BT
+ BT

− BT

B+ 0 0 0

B− 0 0 0

B 0 0 0


 ·




u

λ+

λ−

λ


 =




0

c+

c−
0


 , (18)

kde u := (u1, . . . , un), uh(x) :=
∑n

i=1 ui ei(x), λ+ := (λ+1, . . . , λ+m+
), λh

+(x) :=∑m+

i=1 λ+i f i
+(x), λ− := (λ−1, . . . , λ−m+

), λh
−(x) :=

∑m
−

i=1 λ−i f i
−(x), λ :=

(λ1, . . . , λm), λh(x) :=
∑m

i=1 λi f i(x), (A)ij :=
∫
Ω

ε∇ej ∇ei dx, (B+)ij :=∫
Si

+

ej dl(x), (B−)ij :=
∫

Si
−

ej dl(x), (B)ij :=
∫

Si ej dl(x), (c+)i := U |Si
+| a

(c−)i := −U |Si
−|, kde |.| znač́ı délku úsečky.

Pro efektivńı sestaveńı matic Aρ, A a pravých stran bρ neńı výhodné pos-
tupovat přes jednotlivé prvky matic a vektor̊u, neboť bychom pro každou bázovou
funkci ei museli iterovat přes všechny trojúhelńıky obsažené v jej́ım nosiči.
Raději využijeme toho, že integraci přes Ω lze rozdělit na součet integraćı
přes jednotlivé trojúhelńıky, přičemž každý trojúhelńık T k je vázán k právě
třem bázovým funkćım s indexy k1, k2, k3, kde xk1 , xk2 a xk3 jsou rohy
trojúhelńıka T k seřazeny proti směru hodinových ručiček. Budeme tedy iterovat
přes trojúhelńıky a sč́ıtat lokálńı matice a vektory pravých stran, tj. např.

A =

m∑

k=1

Gk(Ak), B+ =

m+∑

k=1

Gk
+(Bk

+), c+ =

m+∑

k=1

Hk
+(ck

+),

kde Ak ∈ R
3×3, Bk

+ ∈ R
1×2, ck

+ ∈ R, Gk : R
3×3 → R

n×n, Gk
+ : R

1×2 → R
m+×n,

zobrazuj́ı lokálńı matice na globálńı, Hk
+ : R → R

m+ zobrazuje lokálńı vektory
na globálńı.

Zbývá si odvodit lokálńı matice a vektory. Zvolme afinńı substituci

x := Rk(x̂) := Rk · x̂ + xk1 , kde Rk :=
(
xk2 − xk1 ,xk3 − xk1

)
,

která zobrazuje referenčńı trojúhelńık T̂ s vrcholy (0, 0), (1, 0) a (1, 1) na T k.
Zaveďme referenčńı bázové funkce, viz Obr. 9,

ê1(x̂) := 1 − x̂1 − x̂2, ê2(x̂) := x̂1, ê3(x̂) := x̂2,

12



x1

x2

x̂1

x̂2T̂

T k

Rk vv̂
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Figure 9: Transformace referenčńıch tvarových funkćı

přičemž êi(x̂) = eki(Rk(x̂)) pro i = 1, 2, 3 a x̂ ∈ T̂ . Pak lze ukázat, že např.

Ak := εk (Rk)−T ·

(
−1 1 0
−1 0 1

)
|det(Rk)|

2
,

kde εk := ε(x)|T k . Zbývaj́ıćı lokálńı matice a vektory pro úlohu (18) jsou např.

Bk
+ := (1/2, 1/2) |Sk

+|, ck
+ := U |Sk

+|.

Na Obr. 10 je vykresleno řešeńı úlohy (18) pro volbu εr := 2, U := 1, Ω :=
(−7, 7)×(−5, 5), Ω− := (−5,−3)×(−3, 3), Ω+ := (3, 5)×(−3, 3), Ωr := (−1, 1)2,
s diskretizačńım parametrem h := 0.25 vedoućım na n := 2015, m+ := m− :=
64, m := 192.

2.5 Hraničńı integrálńı formulace úlohy na rozhrańı

Uvažujme opět modelovou úlohu elektrostatiky (10) redukovanou do d := 2
dimenźı. Řešeńı budeme nyńı hledat pomoćı poteciál̊u jednoduché vrstvy

ur(x) :=

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y), x ∈ Ωr,

u0(x) :=

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y) +

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dl(y)+

∫

Γ
−

w−(y) g(x,y) dl(y), x ∈ Ω0,

(19)

kde Γr := ∂Ωr, Γ+ := ∂Ω+, Γ− := ∂Ω−, g(x,y) := − 1
2π

ln |x − y| je Greenova
funkce nebo též fundamentálńı řešeńı Laplaceovy rovnice a kde funkce wr, w0 :
Γr → R, w+ : Γ+ → R a w− : Γ− → R jsou hustoty potenciál̊u. Takto zvolené
řešeńı již splňuje prvńı, druhý a posledńı řádek z formulace (10). Našim ćılem
bude naj́ıt wr, w0, w+ a w− tak, aby byly splněny i ostatńı rovnice v (10).
Poznamenejme, že hledané funkce maj́ı fyzikálńı smysl — jsou to povrchové
hustoty náboje, které by vytvořily stejné pole jako v (10).
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Figure 10: Řešeńı u, E := −∇u úlohy (18)

Jsou-li hustoty potenciál̊u spojité funkce, pak např. pro každý bod x ∈ Γr,
v jehož okoĺı je Γ hladká, tj. kromě roh̊u, plat́ı, že pro Ωr ∋ x̃ → x ∈ Γr:

∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) →

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇ex

∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) →
1

2
wr(x) +

∫

Γr

wr(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

(20)

přičemž ∂/∂n(x) je derivace podle vněǰśı jednotkové normály k Ωr. Podobně
plat́ı pro Ω0 ∋ x̃ → x ∈ Γr:

∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) →

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇ex

∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) → −
1

2
w0(x) +

∫

Γr

w0(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

Stejné vlastnosti, tj. spojitost a skok normálové derivace plat́ı i pro zbývaj́ıćı
dva potenciály jednoduché vrstvy, tj. členy s w+ a w−, přičemž ∂/∂n(x) má
pak význam derivace podle vněǰśı jednotkové normály k Ω+, resp. Ω− a skok
1
2w(x) v normálové derivaci je s kladným znaménkem, jdeme-li k x z vnitřku a
se záporným znaménkem, jdeme-li k x z vněǰsku. Je zřejmé, že pokud bod x lež́ı
na jiné křivce než na té, přes ńıž se integruje, pak jsou v x př́ıslušný potenciál
i jeho normálová derivace spojité.

Zaveďme následuj́ıćı operátory tak, že pro x ∈ Γr ∪Γ+ ∪Γ− (až na př́ıslušné
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rohy):

[Vrw](x) :=

∫

Γr

w(y) g(x,y) dl(y), [Lrw](x) :=

∫

Γr

w(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y),

[V+w+](x) :=

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dl(y), [L+w+](x) :=

∫

Γ+

w+(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y),

[V−w−](x) :=

∫

Γ
−

w−(y) g(x,y) dl(y), [L−w−](x) :=

∫

Γ
−

w−(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

Pak třet́ı až šestá rovnice v (10) dávaj́ı následuj́ıćı hraničně–integrálńı formulaci

−εr(
1
2I + Lr)wr + (− 1

2I + Lr)w0 + L+ w+ + L− w− = 0, x ∈ Γr,
−Vrwr + Vrw0 + V+w+ + V−w− = 0, x ∈ Γr,

Vrw0 + V+w+ + V−w− = U, x ∈ Γ+,
Vrw0 + V+w+ + V−w− = −U, x ∈ Γ−,

(21)
kde I znač́ı identické zobrazeńı. Otázkou z̊ustává, jaké prostory funkćı volit,
aby (21) dalo jednoznačné řešeńı, které spojitě záviśı na vstupńıch datech.
Volba vhodných (Sobolevových zlomkových) prostor̊u a matematicky korektńı
Galerkinova formulace úlohy (21) však vyžaduje použit́ı složitého matemat-
ického aparátu a je nad rámec záměru těchto skript. Přesto intuitivńı pochopeńı
formulace (21) a následná diskretizace metodou hraničńıch prvk̊u má dobré
využit́ı.

2.6 Metoda hraničńıch prvk̊u

Podobně jako v (18) uvažujme diskretizaci hranic oblast́ı Γr, Γ+ a Γ− do dis-
junktńıch otevřených úseček, tj.

mr⋃

k=1

Sk
r = Γr,

m+⋃

k=1

Sk
+ = Γ+,

m
−⋃

k=1

Sk
− = Γ−

a uvažujme po úsečkách konstantńı bázové funkce f i
r , f i

+ a f i
− tak, že

f i
r (x)|

S
j
r

= δij pro i, j = 1, . . . , mr, f i
+(x)|

S
j

+

= δij pro i, j = 1, . . . , m+

a f i
−(x)|

S
j

−

= δij pro i, j = 1, . . . , m−.

V lineárńıch obalech těchto báźı hledejme neznámé hustoty poteciál̊u

wr(x) :=

mr∑

k=1

wrk f i
r (x), w0(x) :=

mr∑

k=1

w0k f i
r (x),

w+(x) :=

m+∑

k=1

w+k f i
+(x), w−(x) :=

m
−∑

k=1

w−k f i
−(x),
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přičemž hledané souřadnicové vektory označ́ıme wr := (wr1, . . . , wrm), w0 :=
(w01, . . . , w0m), w+ := (w+1, . . . , w+m+

) a w− := (w−1, . . . , w−m
−

). Poz-
namenejme, že jsme porušili předpoklad na spojitost. Vyhneme-li se však s
body x krajńım bod̊um úseček, pak vlastnosti (20) stále plat́ı.

Metoda hraničńıch prvk̊u, resp. jej́ı kolokačńı verze, nyńı spoč́ıvá v aprox-
imaci formulace (21), a to tak, že vyžadujeme splněńı rovnic (21) pouze ve
středech úseček, které označ́ıme xk

r ∈ Sk
r , xk

+ ∈ Sk
+, resp. xk

− ∈ Sk
−. To vede na

soustavu 2m + m+ + m− lineárńıch rovnic o stejném počtu neznámých




−εr(
1
2Ir + Lr,r) − 1

2Ir + Lr,r Lr,+ Lr,−

−Vr,r Vr,r Vr,+ Vr,−

0 V+,r V+,+ V+,−

0 V−,r V−,+ V−,−


 ·




wr

w0

w+

w−


 =




0

0

U+

−U−


 , (22)

kde Ir ∈ R
mr×mr je jednotková matice a kde pro p, q ∈ {r, +,−} definujeme vek-

tory pravé strany Up := (U, . . . , U) ∈ R
mp a prvky matic Vp,q,Lp,q ∈ R

mp×mq

následovně: (Vp,q)ij :=
∫

S
j
q
g(xi

p,y) dl(y), (Lp,q)ij :=
∫

S
j
q
∇xg(xi

p,y) · ni
p dl(y),

přičemž ni
r, ni

+ a ni
− znač́ı jednotkové normály k Si

r , Si
+ a Si

− směřuj́ıćı ven z
Ωr, Ω+, resp. Ω−.

Zat́ımco velkou výhodou metody hraničńıch prvk̊u proti metodě konečných
prvk̊u je to, že diskretizujeme pouze hranici a že se nedopoušt́ıme chyby ořezáńım
výpočetńı oblasti, jednou z jej́ıch nevýhod je pracnost odvozeńı integrál̊u. Ses-
tavováńı matic Vp,q zahrnuje následuj́ıćı integrály:

∫

S
j
q

ln
∣∣xi

p − y
∣∣ dl(y) =

∣∣bj
q − aj

q

∣∣ (
ln

∣∣bj
q − aj

q

∣∣ − ln 2 − 1
)

pro Si
p = Sj

q ,

∫

S
j
q

ln
∣∣xi

p − y
∣∣ dl(y) =

1∣∣∣bj
q − a

j
q

∣∣∣

([
xi

p ×
(
aj

q − bj
q

)
+ aj

q × bj
q

]
Aij

pq+

(
bj

q − aj
q

)
·
[(

xi
p − aj

q

)
ln

∣∣xi
p − aj

q

∣∣ −
(
xi

p − bj
q

)
ln

∣∣xi
p − bj

q

∣∣])

pro Si
p 6= Sj

q ,

kde uvažujeme parametrizaci Sj
q : y(t) := aj

q + t
(
bj

q − aj
q

)
, t ∈ 〈0, 1〉, kde

Aij
pq := arctg

(bj
q − aj

q) · (x
i
p − aj

q)

a
j
q × (bj

q − xi
p) + b

j
q × xi

p

− arctg
(bj

q − aj
q) · (x

i
p − bj

q)

a
j
q × (bj

q − xi
p) + b

j
q × xi

p

a kde pro u,v ∈ R
2 definujeme součiny u · v := u1 v1 + u2 v2 a u × v :=
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Figure 11: Geometrie (černě) a řešeńı wr (modře), w0, w+, w− (červeně)
úlohy (22)

u1 v2 − u2 v1. Sestavováńı matic Lp,q zahrnuje tyto integrály:

∫

S
j
q

∇x ln
∣∣xi

p − y
∣∣ · ni

p dl(y) = 0 pro Si
p = Sj

q ,

∫

S
j
q

∇x ln
∣∣xi

p − y
∣∣ · ni

p dl(y) = −
1∣∣∣bj

q − a
j
q

∣∣∣



ni
p ×

(
bj

q − aj
q

)
Aij

pq+

ni
p ·

(
aj

q − bj
q

)
ln

∣∣xi
p − aj

q

∣∣
∣∣∣xi

p − b
j
q

∣∣∣


 pro Si

p 6= Sj
q .

Na Obr. 11 a 12 je vykresleno řešeńı úlohy (22) pro volbu εr := 2, U := 1,
Ω− := (−5,−3)×(−3, 3), Ω+ := (3, 5)×(−3, 3), Ωr := (−1, 1)2, s diskretizačńım
parametrem h := 0.25 vedoućım na mr := 32, m+ := m− := 64. Porovnáńım
Obr. 10 a 12, můžeme vidět, že chyba která vznikla ořezáńım výpočetńı oblasti
v metodě konečných prvk̊u neńı malá.

3 Magnetostatika

3.1 Fyzikálńı podstata

Magnetostatika popisuje silová pole vznikaj́ıćı mezi elektrickými náboji pohy-
buj́ıćı se v čase neměnnou rychlost́ı. Pak jsou magnetické śıly také časově
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Figure 12: Řešeńı u, E := −∇u úlohy (22) pomoćı (19)

neměnné. Základńı bud́ıćı veličinou je tok náboj̊u zvaný elektrický proud, jehož
jednotkou je Ampér [A]. Magnetostatika tedy popisuje silové účinky ustálených
proud̊u.

Prostorovou hustotu elektrického proudu definujeme jako j(x) := ρ(x)v(x),
kde v znač́ı rychlostńı pole náboj̊u o hustotě ρ. Plat́ı zákon zachováńı elek-
trického náboje, tj. pro každou omezenou oblast Ω ⊂ R

3 je tok náboj̊u z
povrchu roven jeho úbytku uvnitř:

∫

∂Ω

ρ(x)v(x) · n(x) dS(x) = −

∫

Ω

∂ρ(x)

∂t
dx.

Pomoćı Gaussovy věty źıskáme diferenciálńı tvar tohoto zákona:

div(j(x)) = −
∂ρ(x)

∂t
.

Elektrický proud I v bodě x ∈ Σ je pak definován jako tok elektrického náboje
trubićı o pr̊uřezu Σ takto: I(x) :=

∫
Σ

j(y) · n(y) dS(y).
Magnetická pole se popisuj́ı magnetickou indukćı B, jej́ıž jednotka je Tesla

[T]. Magnetické pole B p̊usob́ı na náboj q pohybuj́ıćı se rychlost́ı v, Lorentzovou
silou, viz Obr. 13 (vlevo),

F = q v × B,

což je daľśı složka k př́ıpadné Coulombovské śıle F = q E. Podobně p̊usob́ı
magnetické pole na vodič protékaný proudem I o proudové hustotě j silou

F =

∫

l

∫

Σ

j(x) × B(y) dS(x) dl(y) =

∫

l

I(y)n(y) × B(y) dl(y). (23)
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Figure 13: Lorentzova śıla p̊usob́ıćı na pohybuj́ıćı se náboj (vlevo) a na
proudovodič (vpravo)

Pohybuj́ıćı se náboje vytvář́ı také magnetické silové pole, které zpětně ovlivňuje
vněǰśı pole B, což však často zanedbáváme.

Zbývá popsat zákony rozložeńı magnetického pole B(x) bud́ıćıch proud̊u
j(x). Prvńı zákon ř́ıká, že neexistuj́ı zdroje ani nory magnetického pole, tj.
neexistuje magnetický analog k elektrickému náboji. To lze pro omezenou oblast
Ω ⊂ R

3 vyjádřit jako ∫

∂Ω

B(x) · n(x) dS(x) = 0, (24)

což s použit́ım Gaussovy věty dává diferenciálńı rovnici

div(B(x)) = 0. (25)

Druhý, Ampér̊uv zákon, ř́ıká, že magnetické pole vzniká jako v́ır kolem
proudovodič̊u a jeho velikost je úměrná elektrickému proudu procházej́ıćımu
t́ımto v́ırem ∮

∂Σ

B(x) dl(x) = µ0

∫

Σ

j(x) · n(x) dS(x), (26)

kde µ0 := 4π10−7 [Hm−1] je permeabilita vakua a plat́ı, že ε0 µ0 = 1/c2, kde c
je rychlost světla ve vakuu. Aplikace Stokesovy věty na posledńı rovnici dává
diferenciálńı tvar Ampérova zákona

rot(B(x)) = µ0 j(x). (27)

Př́ıklad 3. Uvažujme tenký nekonečně dlouhý vodič protékaný proudem I, viz
Obr. 14, a předpokládejme, že intenzita mag. pole má pouze angulárńı složku,
která je funkćı poloměru, tj. B(r). Pak rovnice (26) má tvar

B(r)2π r = µ0 I

a dostáváme magnetické pole ve tvaru B(r) = µ0 I/(2π r).

Př́ıklad 4. Uvažujme dále, že rovnoběžně s vodičem z předchoźıho př́ıkladu
polož́ıme do vzdálenosti r vodič tentokrát konečné délky l protékaný opět prou-
dem I. Pak z předchoźıho př́ıkladu a ze vzorce (23) plyne, že vodiče na sebe
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Figure 14: Pole tenkého nekonečně dlouhého vodiče
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Figure 15: Pole nekonečně dlouhé ćıvky

navzájem p̊usob́ı magnetickou silou F = µ0 I2 l/(2 π r). Tato śıla je přitažlivá v
př́ıpadě stejného směru obou proud̊u a odpudivá při opačných směrech. To také
vysvětluje, proč se závity v ćıvce k sobě přitahuj́ı.

Př́ıklad 5. Uvažujme nekonečně dlouhou válcovou ćıvku, na ńı̌z je s hustotou
závit̊u n navinut vodič protékaný proudem I, viz Obr. 15. Předpokládejme, že
intenzita mag. pole je nenulová pouze uvnitř ćıvky a má pouze konstantńı axiálńı
složku B. Pak rovnice (26) má tvar

B l = µ0 n l I

a dostáváme velikost magnetického pole B = µ0 n I.

Zat́ım jsme uvažovali pouze proudovodiče ve vakuu. V feromagnetických
materiálech se nacházej́ı domény náhodně orientovaných proudových smyček,
dipól̊u. Po vložeńı do vněǰśıho magnetického pole je Lorentzova śıla natáč́ı tak,
aby magnetické pole ześılili, viy Obr. 16. Označme hustotu zmagnetizovaných
dipól̊u jmag(x) = rot(M(x)), kde M(x) je magnetizace. Pak z (27)

rot(B(x)) = µ0 (j(x) + jmag(x))

rot

(
1

µr(x)
B(x)

)
:= rot

(
B(x) −

M(x)

µ0

)
= µ0 j(x),

kde µr(x) := {1 − |M(x)|/(µ0|B(x)|)}−1 ≥ 1 je relativńı permeabilita, předpokládáme-
li lineárńı závislost M(x) a B(x). Zaveďme H(x) := 1

µ0 µr(x) B(x) magnetickou
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Figure 16: Vnitřńı struktura feromagnetika

intenzitu, pak diferenciálńı, resp. integrálńı tvar Ampérova zákona ve feromag-
netiku je

rot(H(x)) = j(x),

∮

∂Σ

H(x) dl(x) =

∫

Σ

j(x) · n(x) dS(x). (28)

Poznamenejme, že z hlediska teorie relativity je Lorentzova śıla a magnet-
ické pole pouze d̊usledkem Coulombovy śıly a elektrického pole pohybuj́ıćıch se
náboj̊u.

Jelikož je magnetické pole solenoidálńı, viz (25), můžeme jej vyjádřit pomoćı
magnetického vektorového potenciálu u(x)

B = rot(u(x)). (29)

Vektorový potenciál popisuj́ıćı pole B(x) je bohužel nejednoznačný, neboť rot(u(x)+
∇ϕ(x)) = rot(u(x)). Jednoznačnost můžeme vynutit např. Coulombovou kali-
bračńı podmı́nkou

div(u(x)) = 0 (30)

a podmı́nkou
|u(x)| → 0 pro |x| → ∞. (31)

Rovnice (24), (25), (28) vyžaduj́ı diferencovatelné, resp. spojité funkce µr(x)
a B(x). V př́ıpadě rozhrańı dvou r̊uzných materiál̊u, viz Obr. 17, dostáváme z
integrálńıch tvar̊u rovnic (24) a (28) pro |Σ| → 0 podmı́nky na rozhrańı

(B1(x) − B2(x)) · n1(x) = 0, (32)

(H1(x) − H2(x)) × n1(x) = jΓ(x), (33)

kde jΓ je př́ıpadný povrchová hustota proudu na rozhrańı.

3.2 Modelová úloha

Modelová úloha pro magnetostatiku je načrtnuta na Obr. 18. Budeme uvažovat
dva materiály: vzduch (vakuum), v němž je vloženo v oblasti Ωr feromagnetické
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Figure 17: Podmı́nky přechodu na rozhrańı dvou feromagnetik

Figure 18: Modelová úloha magnetostatiky

jádro ćıvky o relativńı permeabilitě µr > 1. Oblast́ı zde rozumı́me omezenou a
otevřenou podmnožinu R3. Dále mějme ve vzduchu oblast Ωj která reprezentuje
závity ćıvky tak, že v ńı je po částech konstantńı hustota elektrického proudu
j. Pole magnetického vektorového potenciálu pak popisuje následuj́ıćı systém






rot(rot(uk(x))) = 0 x ∈ Ωk, k ∈ {0, r},
1

µ0
rot(rot(uj(x))) = j(x) x ∈ Ωj,

div(uk(x)) = 0 x ∈ Ωk, k ∈ {0, j, r},
(uk(x) − ul(x)) × nk = 0 x ∈ ∂Ωk ∩ ∂Ωl, k, l ∈ {0, j, r} : k 6= l,(

rot(uk(x)) − 1
µr

rot(ur(x))
)
× nr = 0 x ∈ ∂Ωk ∩ ∂Ωr, k ∈ {0, j},

(rot(u0(x)) − rot(uj(x))) × nj = 0 x ∈ ∂Ω0 ∩ ∂Ωj,
u0(x) → 0 |x| → ∞,

(34)
kde prvńı dva řádky plynou z (28) a (29), třet́ı z (30), čtvrtý souviśı s (32), pátý
a šestý s (33) a posledńı je vlastnost (31), přičemž nk znač́ı jednotkovou vněǰśı
normálu k Ωk a j(x) je definována, viz Obr. ??, následovně:

j(x) :=





(0, j, 0), x ∈ Ωleft
j ,

(0, 0,−j), x ∈ Ωtop
j ,

(0,−j, 0), x ∈ Ωright
j ,

(0, 0, j), x ∈ Ωbottom
j .

.

Hledané potenciály u0, uj a ur jsou dvakrát spojitě diferencovatelné vektorové
funkce na Ω0 := R

3 \Ωr ∪ Ωj, resp. Ωj a Ωr, které nav́ıc maj́ı spojité derivace až
do hranice, což znač́ıme uk ∈ C2(Ωk)∩C1(Ωk) pro k ∈ {0, j, r}. Poznamenejme,
že pro dvakrát spojitě diferencovatelnou funkci u takovou, že div(u) = 0 plat́ı,
že rot(rot(u)) = −△u, což je Laplace̊uv operátor aplikovaný po složkách.

V př́ıpadě, že rozměry elektrod a dielektrika ve směru x3 jsou dostatečné, lze
úlohu (10) redukovat do R

2, a to tak, že budeme uvažovat typický řez x3 := 0
a předpokládat, že závislost veličin na souřadnici x3 lze zanedbat. Formulace
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úlohy pak z̊ustává formálně shodná s (10) s rozd́ılem, že dimenze je d := 2,
x ∈ R

2 a oblasti Ωr, Ω+ a Ω− jsou znázorněny na Obr. 6 (vpravo).

3.3 Variačńı formulace

3.4 Hranová metoda konečných prvk̊u

3.5 Hraničńı integrálńı formulace vněǰśı úlohy

3.6 Párováńı metody konečných a hraničńıch prvk̊u

4 Elektromagnetické zářeńı

4.1 Fyzikálńı podstata

4.2 Modelová úloha

4.3 Metoda konečných prvk̊u s absorpčńı vrstvou

4.4 Hraničńı integrálńı formulace

4.5 Metoda hraničńıch prvk̊u
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