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Predmluva
Budiz elektromagnetismus. A bylo svétlo. (Richard P. Feynman)

Cilem tohoto textu je uvést ¢tenaie do problematiky modelovani elektro-
magnetickych poli a jejich nasledného feseni modernimi numerickymi metodami.
Ctenaf by mél ziskat predstavu o zédkladnich fyzikalnich zékonech v elektromag-
netismu, o jejich kompaktni podobé ve formé Maxwellovych rovnic, o matem-
atické klasifikaci piipadi téchto rovnic, o nutnosti spravné volby Sobolevovych
prostort, o vyhodédch a nevyhodéch metody koneénych a hrani¢nich prvku a o
jejich efektivni implementaci na pocitaci. Je zfejmé, ze neni mozné proniknout
do hloubky vSech vyjmenovanych oblasti. Vérim vsak, ze je dobré zabyvat se
jimi sou¢asné, byt jen zprvu velmi povrchné, nebot moderni metody feseni,
které maximalné vyuzivaji dostupné vypocetni techniky, jsou zalozeny praveé na
souladu fyziky, varia¢nich metod, numerickych metod, linedrni algebry i pro-
gramovacich technik.

1 Uvod

se sice pise az nakonec, pfesto v tomto ranném stadiu nazna¢im strukturu skript.
Budou sestavat ze 3 kapitol: elektrostatika, magnetostatika, elektromagnet-
ické zareni. V kazdé kapitole zacnu fyzikou, pak formuluji modelovou tlohu,
kterou ve zbytku kapitoly budeme fesit metodou koneénych prvki a metodou
hrani¢nich prvku, pripadné jejich parovanim.

2 Elektrostatika

2.1 Fyzikalni podstata

Elektrostatika popisuje ¢asové neménnd silova pole nabitych téles. Zakladni
veli¢inou je zde (elektricky) ndboj, jehoz fyzikdln{ jednotkou je Coulomb [C].
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Figure 1: Vzdjemn4 interakce dvou opacnych (vlevo) a stejnych (vpravo) ndboju

Silova interakce mezi dvéma naboji ve vakuu je popsdna Coulombovym zdkonem,

viz Obr. 1,
q142

F=-— 42
! dmeg|xa — x1|?

cejp = —Fy,

kde q1,q2 € R jsou naboje, x1,x2 € R3, x; # Xo, jsou jejich polohy, g9 ~
8.854 - 10712 [Fm~1] je permitivita vakua a kde ejs := (x2 — x1)/|x2 — x1| je
jednotkovy smérovy vektor.

Uvazujme n naboji rozmisténych v R? a vlozme na pozici x € R? jed-
notkovy naboj. Pak intenzita elektrického pole, jez se zna¢i E a ma fyzikdlni
jednotku Volt [V] na metr, je celkova sila, kterou pusob{ nasich n ndboju na
tento jednotkovy naboj, pficemz plati princip superpozice sil. Uvazujme dale,
ze rozlozeni nédboju lze popsat funkci hustoty rozlozeni nédboje p(y), kterd je
nulové mimo omezenou oblast Q C R3, pak intenzita elektrického pole je, viz

téz Obr. 2,
1 p(y) (x —y)
E() = 1 / e ay. 1)

Poznamenejme, ze integral (1) je singuldrni pro x € €2, je vSak vétsinou koneény,
napft. pro |p(y)| < C < oo substituujeme y := x + r(sin 6 cos p, sin 6 sin @, cos 6)
a zvolme 7 > 0 tak, ze B, (x) :={y:|x —y| <7} C Q, pak

C / 1
E(x)| < —— iy
B )] 47750( OB, (x) X —YI?

o2 s ‘
+/ / / r|( sin 6 cos @, bln@bln@,c050)|r2 sin@dgpd@dr)
o Jo Jo

3

C Q

< u e I 00,
4meg \ T2

pricemz nejlepsi odhad dava 7 := {/|Q|/72.
Pro (1) plati Gausstv zakon

1
jgw E(x) - n(x)dS(x) = — /w p(x) dx, (2)

€0

ktery tiké, ze tok elektrického pole pies povrch libovolné oblasti je urcen naboji
v této oblasti. Pouzijeme-li z matematiky Gaussovu vétu

B0 nx)ds(x) = [ div(B0)dx.

w
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Figure 2: Pole jednoho ndboje (vlevo) a dvou nesouhlasnych ndboja (vpravo)
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Figure 3: Pole nabité nekonecné dlouhé tyce

pak napf. pro w := B.(x) a spojité diferencovatelnou funkci E(x) dostdvdme
pro 7 — 0 diferencidlni tvar Gaussova zdkona v elektrostatice pro vakuum:
X)

div(E(x)) = L (3)
€0
Priklad 1. Uvazujme nekoneéné dlouhou tyc nabitou konstantni hustotou ndboje
p > 0 o prurezu S, viz Obr. 3, a predpoklddejme, Ze intenzita el. pole pak md
pouze radidlni slozku, kterd je konstantni na povrchu souosgch vdlcu w, tj. E(r).
Pak rovnice (2) md tvar
E(r)2nrl=pSl/eo

a dostavdme elektrické pole ve tvaru E(r) = pS/(2mrep).

Priklad 2. Uvazujme rovinnou elektrodu nabitou konstantni povrchovou hus-
totou ndboje o > 0, viz Obr. 4 (vlevo, pouze levd deska), a predpoklddejme, Ze
intenzita el. pole pak md pouze horizontdlni slozku, kterd je konstantni, oznacme
Ey. Pak rovnice (2) md tvar

2E+S = O'S/E()

a dostavdme elektrické pole ve tvaru E, = o/(2¢e0).

Umistéme pobliz rovinnou elektrodu nabitou povrchovou hustotou ndboje —o,
viz Obr. 4 (vlevo, obé desky). Pak z principu superpozice dostdvdme pro celkové
pole vzorec E =2E, = o /eg.
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Figure 4: Pole deskového kondenzétoru (vlevo), pole dvou vnofenych deskovych
kondenzétoru (vpravo)
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Nakonec vlozZme do tohoto deskového kondenzdtoru jinyg opacéné orientovany
deskovy kondenzdtor s povrchovou hustotou op, viz Obr. 4 (vpravo), pak z prin-
cipu superpozice md vysledné pole velikost

EI = E—Ep = (J—Up)/&o.

Vyse zminény piiklad dobie modeluje dielektrické materialy, v nichz se po
vlozeni do elektrostatického pole nato¢i molekuly v souladu s vnéjsim polem po-
dle Coulombova zédkona. Oznac¢me pp(x) = div(—P(x)) hustotu polarizovaného
naboje v dielektriku, kde P je elektrostatickd polarizace. Pak z (3)

div(B(x)) = p(x) + pp(x)

P

div(e: (%) E(x)) := div (E(x) + E(X)) _ X

0

kde &,(x) := 1+ [P(x)|/(e0[E(x)|) > 1 je relativn{ permitivita, predpokldddme-

li linedrn{ zdvislost P(x) a E(x). Zavedme D(x) := g&,(x) E(x) elektrickou

indukci, pak diferencidlni, resp. integralni tvar Gaussova zdkona v dielektriku
je

Aiv(D(x)) = plx). § Dlx)-nx)ds0 = [ ) ax. (4)

Elektrostatické pole je potencialni, tj.
E(x) = —Vu(x),

kde napf.

u(x) = 1/ (dmeo) /Q p(y)/I1x — ¥ dx



Figure 5: Podminky pfechodu na rozhrani dvou dielektrik

v piipadé (1). Vsimnéme si, ze
u(x) — 0 pro |x| — oc. (5)
V potencidlnim poli prace, kterou pole vykond pii premisténi jednotkového
naboje z polohy a € R3 do polohy b € R?, nezavisi na dréze
Wassb = — / E(x) dl(x) = u(b) — u(a)
a—b
a tedy pro libovolnou uzavienou ktivku k

j{E(x) dl(x) = 0. (6)

k
Pouzijeme-li z matematiky Stokesovu vétu
7{ E(x)dl(x) = / rot(E(x)) - n(x) dS(x),
% b
pak pro |X| — 0 dostdvame

rot(E(x)) = 0. (7)

Rovnice (4-7) vyzaduji diferencovatelné, resp. spojité funkce e,(x) a E(x).

V ptipadé rozhrani dvou ruznych materiali, viz Obr. 5, dostdvdame z integralnich

tvaru rovnic (4) a (6) pro |w| — 0, resp. |X| — 0, kde k := 0%, podminky na
rozhrani

(D1(x) = D2(x)) - m(x) = o(x), (8)

(E1(x) — Ex(x)) xmi(x) = 0, (9)

kde o je ptripadny povrchovy ndboj na rozhrani.

2.2 Modelova tloha, redukce do R?

Modelové tloha pro elektrostatiku je nacrtnuta na Obr. 6 (vlevo). Budeme
uvazovat dva materidly: vzduch (vakuum), v némz je vlozeno v oblasti
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Figure 6: Modelovd tloha elektrostatiky: deskovy kondenzator (vlevo), redukece
do R? (vpravo)

dielektrikum o relativni permitivité €, > 1. Oblast{ zde rozumime omezenou a
otevienou podmnozinu RY, kde d € {2,3}. Dile méjme ve vzduchu v oblastech
Q4 a Q_ vlozeny dvé nabité desky, o nichz vime, Ze je na jejich povrchu kon-
stantni potencial U > 0, resp. —U. Pole elektrostatického potencidlu pak
popisuje nasledujici systém

—Au(x) = 0 x € (),
—Aug(x) = 0 x€RIN\NQ UL U,
Oup(x)/0n — e,0up(x)/On = 0 x € 0,
up(x) —ur(x) = 0 x € 0, (10)
u(x) = U xe€dy,
u(x) = —-U =xe€df_,
U'O(X) - 0 |X| — 00,

kde d := 3 je dimenze, prvni dvé rovnice plynou z (4), t¥eti z (8), ¢tvrtd z (9),
dalsi dvé z definice problému a posledni rovnice je vlastnost (5). Hledané po-
tencidly ug a u, jsou dvakrit spojité diferencovatelné funkce na Qg := R?\
Q. UQL UQ_, resp. na Q,, které navic maji spojité derivace az do hranice, coz
znaéime ug € C?(Qo) N CH(Qo), ur € C2(Q) N CH(Q,).

V pripadé, ze rozmeéry elektrod a dielektrika ve sméru x3 jsou dostatecné, lze
tilohu (10) redukovat do R?, a to tak, ze budeme uvazovat typicky fez x3 := 0
a predpokladat, ze zavislost veli¢in na soutfadnici x3 lze zanedbat. Formulace
ulohy pak zustdva formélné shodnd s (10) s rozdilem, ze dimenze je d := 2,
x € R? a oblasti Q,, Q, a Q_ jsou zndzornény na Obr. 6 (vpravo).



2.3 Variaé¢ni formulace

Uvazujme tlohu (10) v libovolné dimenzi d € {2,3}. Data tlohy, tj. geometrii
a konstanty e, zahriime do nésledujici materidlové funkce

€0€r, XE Qra
e(x) := gy~
€0, x eR \Qr,

Déle uvazujme dostateéné velkou oblast Q C R? tak, ze @ D Q,, QN Q, =
QN Q_ =0 a predpoklddejme, ze ug je vné oblasti Q U Q. U Q_ zanedbatelné
mald. Predpokladdme proto, ze u(x) = 0 pro x € 00\ (0904 U IN_), ¢imz
vnasime do feseni chybu. Ta bude sice klesat se zvétsujicim se polomérem
(vepsané koule v) oblasti Q, bohuzel ji vsak neumime pfedem dobfe odhadnout.
Piblizné feseni tlohy (10) hleddme jako funkci v : Q@ — R, kterd nahrazuje
neznamé v (10) takto

up(x), x € Q,
up(x), x€Q:=Q\ Q%L UQLUQ_,

u(x) =< U, x € 004, (11)
-U, x € 00_,
0, x € 0.

Vezméme diferencovatelnou funkei v : Q — R tak, ze v(x) = 0 pro x € 9.
Piendsobme prvni rovnici v (10) funkei v a konstantou —ege, a zintegrujme
pres ;. Dostavame

/ —ep &r Ay (x) v(x) dx = 0.
Q

Nyni pouzijeme z matematiky Greenovu vétu

[T v == a0 G2 i [ amdsi. 12

kde n;(x) znac¢i i-tou slozku vnéjstho normalového vektoru k w v bodé x € dw,
a dostavame
Ouy(x)

r Vi (x) V dx — r
/Qrsos uy (x) Vo(x) dx /{mrsoa an(x)

Podobné pfendsobime druhou rovnici v (10) funkci v a konstantou —eq, zinte-
grujeme pfes €, aplikujeme Greenovu formuli (12) a dostdvdme

Oup(x)
go Vu XVdex—/E v(x)dS(x) = 0.
[ 0o Vot dx - [ o G vty s
Sec¢teni poslednich dvou rovnic s vyuzitim tfeti rovnice v (10), definic € a v ddvé

- Do (x) v(x X
/Qe(x) Vu(x)Vu(x) dx /6960 an) (x)dS(x)+
(

v(x)dS(x) =0.

/{mr €0 (%:f(;)) —& %I‘lr((;))) v(x)dS(x) = /Qg(x) Vu(x)Vo(x) dx = 0,



kde posledni rovnost je varia¢ni rovnice pro tlohu (10).

Nyni si fekneme v jaké mnoziné funkci budeme hledat feSeni u a co maji
spliiovat testovaci funkce v. Aby méla varia¢ni rovnice smysl, musi pro feseni u i
testovaci funkce v platit, ze integraly [, |Vw(x)|? dx majf smysl a jsou konecné,
ze v jistém smyslu v(x) = 0 pro x € 99 a ze hraniéni hodnoty u jsou jako v (11).
Z teorie variacnich metod prvnimu pozadavku vyhovuje Soboleviv prostor

V= HYQ) = {v(x) € L*(Q) : Vu(x) € [L*(Q)]},

kde L?(Q) je prostor vech redlnych funkci, které jsou Lebesgueovsky inte-
grovatelné s kvadriatem na Q a V je zobecnény gradient. Tento vektorovy
prostor lze také definovat nasledujicim ziplnénim prostoru nekonecné diferen-
covatelnych funkei v Q

—-lh

H'(Q):=C~@Q) |\v||1;:/Qv(x)2+|w(x)|2dx,

¢fmz rozuméjme, ze v H(£2) jsou nejen vsechny funkce z C* (ﬁ), ale i vSsechny
jejich posloupnosti, které jsou Cauchyovské v normeé ||.||;. Analogii této definice
jiz dobfe zname v ptripadeé redlnych ¢isel, které obsahuji nejen vsechny racionédlni
¢isla, tj. celoc¢iselné zlomky, ale i jejich Cauchyovské posloupnosti, jejichz nera-
n
ciondln{ limity, napt. % — e, nazyvame iracionalni ¢isla. Testovaci funkce
k=0
v budeme vybirat ze Sobolevova prostoru

Vo= HA(Q) = Ce@) ",

kde v € C§°(Q), prave kdyz v € C(Q2) a suppv := {x € Q:v(x) # 0} C Q.

Koneéné feseni v hleddme v prostoru Vi := CgF (Q)H'Hl, kde

Cgr () :={v e C™(Q) :suppv C QUOL UQ_,
v(x) =U na 9Q4 a v(x) = —U na 00_}.

Varia¢ni{ formulace tulohy (10) je tedy nésledujici:
Najdi u € Vi : / e(x) Vu(x) Vo(x)dx =0 Yo e V. (13)
Q

Pro tuto tlohu lze dokazat existenci jednoznac¢ného feseni a jeho spojitou zavislost
na zménach geometrie €2 i materidlové funkce e.
K varia¢ni formulaci (10) 1ze dojit i fyzikdlné srozumitelnéjsim zptisobem, a
to z principu minima funkciondlu elektrostatické potencidlni energie dlohy (10)
1

o(v) = 5/Qg(><)|vu(x)|%zx.

TotiZ minimum ¢ muze nastat pouze v bodé u € Vi, ktery je stacionarni, tj.
splnuje pravé varia¢ni rovnici

¢ (u,0) =0 Yo eV,
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Figure 7: Piiklad partikuldrniho feseni u’ (x) okrajovych hodnot variac¢ni for-
mulace (13) pro d := 2

kde ¢'(u,v) je Fréchetova derivace ¢ v bodé u a ve sméru v

¢ (u,v) = lim plutto) = p(u) = /Qs(x) Vu(x) Vo(x).

t—0 t

Ve varia¢ni formulaci (13) je nepraktické to, ze feSeni je z jiného prostoru
nez testovaci funkce. Ukdzeme si tii zpusoby, jak to napravit. Za prvé muzeme
feseni rozlozit na homogenni a partikuldrni v := v + P, kde u € V; a
uP € Vi, viz Obr. 7. Pak fedfme tdlohu: Najdi uf € Vj tak, ze

/ e(x) Vull (x) Vu(x) dx = —/ e(x) VuP (x) Vo(x)dx Yo € Vj. (14)
Q Q

Partikuldrni fegeni u® viak tizce souvisi s geometrif  a uz pro nas piiklad
jeho nalezen{ neni trividlni. Druhym a nejpouzivanéjsim zpusobem je penalizo-
vand variacni formulace: Hleddme u, € V tak, ze Vv € V

| 660V, Vo) i .

p / ()0 di(x) =p | Uvx)di(x)—p [  Uvx)dix), (15)
r o0, o0 _

(0 v dIx)+p [ (o) o) )+

kde I' := 90\ 0Q4+ U IN_, p > 0 je penalizaéni parametr, pficemz |u,—ul|1 — 0
pro p — co.



Tieti zpusob je zaloZen na minimalizaci energetického funkcionalu ¢ na pros-
toru V' s linedrnimi rovnostnimi omezenimi u(x) = U na 94, u(x) = —U na
00_ a u(x) = 0 na I Hleddme tedy vézany extrém. Ten nastane ve sta-
cionarnim bodé Lagrangeovského funkcionalu

LuideA) = o) + [ A G0utx) ~ V) di)+

/ A (x) (u(x) + U) di(x) + / AGu(x) di(x)
o0 _ T

a je feSenim nésledujici sedlo-bodové formulace: Hleddme (u; Ay, A_,A) € V X
L2(090,) x L2(002_) x L?(T) tak, ze

/€Vqudx+/ /\+vdl(x)—|—/ /\_vdl(x)+/)\vdl(x):0 Yo eV,
Q a0, a0_ r

[ waao=U [ adio vae e R,

a0, a0,

/ uq_dl(x) = —U/ q-dl(x) VYq- € L*(09Q-),
o0

o0

/uqdl(x) =0 VgqeL*I).
' (16)

Pozamenejme, ze formulace (16) ddva jednozna¢né feseni u, které spojité zavisi
na datech, tj. 99, 004, 0Q_ a U, ale Lagrangeovské multiplikdtory Ay, A_ a
A jsou nejednoznacné.

2.4 Uzlova metoda konec¢nych prvku

Je zFejmé, ze zddnou z varia¢nich formulaci (13)—(16) neumime fesit analyticky,
ale muzeme je diskretizovat a nahradit soustavami linedrnich rovnic. To udélame
tak, ze prostory V, Vy, ¢i Vi nahradime vhodnymi koneé¢né—dimenzionalnimi
podprostory, coz vede na Galerkinovu formulaci. Metoda koneénych prvku je
specidlnim piipadem, kdy bézi koneéné-dimenzionalnich podprostoru volime
tak, ze vysledna soustava ma fidkou matici, tj. vétsina prvka je v matici nulova.

Uvazujme nyni redukovanou dimenzi d := 2. Prvnim krokem v metodé
kone¢nych prvka je diskretizace €2, v nasem piipadé do m trojuhelniku, jejichz
vnitiky (oteviené oblasti) znacime T*, viz Obr. 8,

m
Q= Uﬁ, T'NT? = proi # j,
k=1
tak, ze dva sousedni trojihelniky maji spole¢nou pouze hranu nebo bod. Zaroven

chceme, aby hranice trojuhelnikt zahrnuly vS8echny hranice a rozhrani v ge-
ometrii, tj.

J or* 5 00 u 09,
k=1

10
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Figure 8: Triangulace oblasti €2

Koneéné chceme, aby nejostiejsi thel, ktery trojuhelniky sviraji, byl zdola
omezeny konstantou. Definujeme diskretiza¢ni parametr h > 0 jako délku ne-
jkratsi hrany v diskretizaci.
Nad kazdym uzlem diskretizace x?, i = 1,2,...,n definujeme koneéné—
prvkovou bazovou funkei e?(x) : Q@ — R tak, ze
. , L o 1 =],
ViVk @ e'(x)|pr = ap, + bz +oze a ef(x)) =645 = Y
{0 U ]
kde al,bi,ci € R. Takto ziskdvadme aproximaci V" := (e!(x),...,e"(x)) pros-
toru V. Galerkinova aproximace varia¢ni formulace (15) je nésledujici:

Hleddme uZ(x) = Zw el(x) e V" a,(ulel) =byle!) Vie{1,2,...,n},

p7
=1

kde a,(up,v) je bilinedrni forma na levé strané varia¢ni rovnice (15) a b,(v)
je linedrni forma na pravé strané. Galerkinova aproximace je ekvivaletni se
soustavou n linedrnich rovnic o n neznamych

A, u,=b,, (17)

kde llp = (ula uz, . .. 7un)7 (Ap)ij = a’P(eja ei)v (bp)j = bp(ej)'
Pro Galerkinovu aproximaci variaéni formulace (16) je tfeba jesté aproximo-
vat Sobolevovy prostory L?(9Q.), L?(9Q-) a L*(T'). Necht nage diskretizace

pokryva hranici 9§24 tseckami (segmenty) Sf_, tj. U?;lq = 09, podobné

11



pro hranici 9Q_: ;. Sk = 90_ a pro hranici I': Ure; Sk =TI Definujme nad
nimi po ¢dstech konstantni bdzové funkee f1, f*, resp. f* tak, ze

ffr(x)|sj+ =d; prod,j=1,...,my, fi(x)|5_i =0, proi,j=1,...,m_a
fix)|ss =dij prod,j=1,...,m

Takto ziskdvame aproximaci Q’_; = (f1,... T | ) prostoru L2(09)), aproxi-
maci Q" = (fL,..., f™") prostoru L2(8Q,) a aproximaci Q" := (f,..., f™)
prostoru L?(I"). Galerkinova aproximace (16) je pak ekvivalentn{ se soustavou
n + my + m_ + m linedrnich rovnic o stejném poctu nezndmych

A BT BT BT u 0
B+ 0 0 0 )\+ o C+
B. 0 0 o0 [x_] || (18)
B 0 0 0 A 0

kdew := (u, ..., upn), u"(x) == 3301 wi €' (%), Ay i= Agps o os Ay, ), )\’_;(x) =
DS fR(0, A= A, ), AL = A fL(X), A =
(Al, SRS Am), Ah’(X) = E?;l)‘l ']M(X)7 (A)” = fQEVeJ V@ dX B+)ij, =
fsi e/ di(x), (B-)y; = [q € dl(x), (B)i; = [ € dl(x), (c4+)i = U[S}| a
(c_); := —U|S"|, kde |.| znaéi délku tsecky.

Pro efektivni sestaveni matic A,, A a pravych stran b, neni vyhodné pos-
tupovat pies jednotlivé prvky matic a vektort, nebot bychom pro kazdou bazovou
funkci e’ museli iterovat pfes véechny trojihelniky obsazené v jejim nosiéi.
Radégji vyuzijeme toho, Ze integraci pies 2 lze rozdélit na soucet integraci
pfes jednotlivé trojihelniky, pficemz kazdy trojihelnik T% je Véza’m k prave
tiem bédzovym funkcim s indexy ki, ko, k3, kde xF1, x*2 a x*3 jsou rohy
trojuhelnika T* sefazeny proti sméru hodinovych ruéiéek. Budeme tedy iterovat
pres trojihelniky a s¢itat lokalni matice a vektory pravych stran, tj. napft.

A:in(Ak), B+_ZGk (B%), c+_ZHk
k=1 k=1

kde A¥ € R3*3 Bk e RV*2 ¢k e R, GF : R¥*3 — R, Gh  RYX2 — R™+ X7,
zobrazuji lokalni matice na globalni, H f_ : R — R™+ zobrazuje lokalni vektory
na globalni.

Zbyva si odvodit lokalni matice a vektory. Zvolme afinni substituci

x:=RFX):=RF .+ xM, kdeRF:= (xk2 —xF1 xks —Xkl),

kterd zobrazuje referencni trojihelnik T s vrcholy (0,0), (1,0) a (1,1) na T*.
Zavedme referen¢ni bazové funkce, viz Obr. 9
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Figure 9: Transformace referen¢nich tvarovych funkei

piicemz ¢'(X) = ¥ (R¥(X)) pro i =1,2,3 a X € T. Pak lze ukdzat, ze napr.

ko kok-r [(—1 1 0Y |det(R¥)]

kde e¥ := g(x)|». Zbyvajici lokdlni matice a vektory pro tilohu (18) jsou napi.
BY :=(1/2,1/2)|S%|, & =U|S%|.

Na Obr. 10 je vykresleno fesen{ tilohy (18) pro volbu ¢, := 2, U :=1, Q :=
(=7, 7)x(=5,5),Q_ = (=5, -3)x(=3,3), Qs := (3,5)x(=3,3), Q := (—1,1)2
s diskretiza¢nim parametrem h := 0.25 vedoucim na n := 2015, my = m_ :
64, m :=192.

2.5 Hranicni integralni formulace tilohy na rozhrani

Uvazujme opét modelovou ulohu elektrostatiky (10) redukovanou do d := 2
dimenzi. Reseni budeme nyni hledat pomoci potecialu jednoduché vrstvy

() = / wi(y) g(x,y) diy), x € 2,

r

ug(x) :=/F wo(y)g(x,wdl(y)Jr/F w(y) g(x,y) dl(y)+ (19)

v +

/ w_(y) g(x,y) diy), x € D,

kde Ty := 0, Iy := 0Qy, I'_ := 0Q_, g(x,y) := —5= In|x — y| je Greenova
funkce nebo téz fundamentalni feSeni Laplaceovy rovnice a kde funkce wy, wq :
I =R, wy : Ty - Raw_ : - — R jsou hustoty potencidlu. Takto zvolené
feseni jiz spliiuje prvni, druhy a posledn{ fadek z formulace (10). Nagim cflem
bude najit w,, wo, wy a w—_ tak, aby byly splnény i ostatn{ rovnice v (10).
Poznamenejme, ze hledané funkce maji fyzikalni smysl — jsou to povrchové
hustoty néboje, které by vytvorily stejné pole jako v (10).

13
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Figure 10: Resen{ u, E := —Vu tlohy (18)

Jsou-li hustoty potencidl spojité funkce, pak napt. pro kazdy bod x € T},
v jehoz okoli je T hladk4, tj. kromé rohu, plati, ze pro 2, >x —» x € I';:

/ (y) 9% y) dify e/wr glx,y) dify),

Ve / ) 9& ) ly) = s + [ wnly) 8;5; §) di(y).

pricemz 0/9n(x) je derivace podle vnéjsi jednotkové normély k €2,. Podobné
plati pro ¢ >3 x — x € '}

(20)

/ woly) 9%, y) diy) — | woly) g(x,y) diy),

r Iy
.00+ Vx [ un®) g%,y dly) — a0 + [ unty) 250 arcy)

I r

Stejné vlastnosti, tj. spojitost a skok normalové derivace plati i pro zbyvajici
dva potencidly jednoduché vrstvy, tj. ¢leny s wy a w_, pFicemz 9/9n(x) mé
pak vyznam derivace podle vnéjsi jednotkové normaly k €, resp. Q_ a skok
%w(x) v normalové derivaci je s kladnym znaménkem, jdeme-li k x z vnittku a
se zdpornym znaménkem, jdeme-li k x z vnéjsku. Je zifejmé, ze pokud bod x lezi
na jiné kiivce nez na té, pfes niz se integruje, pak jsou v x prislusny potencial
i jeho normalova derivace spojité.

Zavedme nésledujici operatory tak, ze pro x € I' UT, UT'_ (az na piislusné

14



rohy):

dg(x,y)
on(x)

Vel = [ we@atcy i), Lewsdeo = [ ws) B agy),

Vi) (x) = / w(y) g(x,y) diy), [Lew](x) = / w(y) di(y),

r

Iy In(x)
Vol = [ e atey)dity), Lol = [ oo e aiy)

Pak tiet{ az Sestd rovnice v (10) ddvaji ndsledujici hrani¢né—integralni formulaci

—e(AI+L)w + (-4 +L)wy+ Lywy + L_w_ = 0, x€T,
—Viwy + Viwg + Viwy + Vow. = 0, xel,
Viwo + Viwy + Vow. = U, xelyg,
Viwo + Viwy + Vow. =-U, xel_

(21)

kde I znaéi identické zobrazeni. Otédzkou zustava, jaké prostory funkei volit,
aby (21) dalo jednoznacné feSeni, které spojité zavis{ na vstupnich datech.
Volba vhodnych (Sobolevovych zlomkovych) prostoru a matematicky korektni
Galerkinova formulace tlohy (21) v8ak vyzaduje pouziti slozitého matemat-
ického aparatu a je nad ramec zaméru téchto skript. Piesto intuitivni pochopeni
formulace (21) a ndslednd diskretizace metodou hrani¢nich prvku mé dobré
vyuziti.

2.6 Metoda hrani¢énich prvkua

Podobné jako v (18) uvazujme diskretizaci hranic oblasti T'y, Ty a I'_ do dis-
junktnich otevienych tsecek, tj.

my m4 m_
Usk=r., [Jsk=1y, |Jst=1_
k=1 k=1 k=1
a uvazujme po useckach konstantni bazové funkce fi, fj_ a fi tak, ze

fﬁ(x)|sg = 61] pro Z?] = 17"'amra fi(xﬂsi = 57] pro 7’).] = 1)"'7m+

afi(x)|5_i =d; prod,j=1,...,m_.

V linearnich obalech téchto bézi hledejme neznamé hustoty potecidlu
My My
wr(x) = Zwrk fi(x),  wo(x) = Zw% fi(x),
k=1 k=1

W) = 3w L), wo ()= S, (),
k=1 k=1

15



pricemz hledané souradnicové vektory oznacime w; := (wWrq, ..., W), Wo =
(Wors-- s Wom)y Wi 1= (Wi, Wiy, ) & Wo = (w_yq,...,w_, ). Poz
namenejme, ze jsme porusili pfedpoklad na spojitost. Vyhneme-li se vsak s
body x krajnim bodum usecek, pak vlastnosti (20) stale plati.

Metoda hrani¢nich prvka, resp. jeji kolokacni verze, nyni spo¢iva v aprox-
imaci formulace (21), a to tak, ze vyzadujeme splnén{ rovnic (21) pouze ve
stiedech tisecek, které oznacime x* € S¥, x’jr € S* resp. x* € Sk. To vede na
soustavu 2m + my + m_ linedrnich rovnic o stejném poctu neznamych

_€r(%1r + Lr,r) _%Ir + LLI" Lr7+ Lrv_ Wr 0
—Vip Vi Vig Vi | | Wo | _ 0 (22)
0 Vir Vit Vi we | | Us |”
0 V_, V_, V__ w_ -U_

kde I, € R™*™r je jednotkova matice a kde pro p, g € {r,+, —} definujeme vek-
tory pravé strany Up =(U,...,.U)eR™ a prvky matic V, q, L, , € RM»xMa
nasledovné: (Vp Q)ij = fSJ g( p,y) dl(y), (L = fSJ x9(x%,y) - nl di(y),
piicemz n’, n+ an’ znaéi jednotkové normaly k St Sl a S* sméiujici ven z
Qp, Q4 resp. Q_

Zatimco velkou vyhodou metody hrani¢nich prvkua proti metodé konecnych
prvki je to, ze diskretizujeme pouze hranici a ze se nedopoustime chyby ofezdnim
vypocetni oblasti, jednou z jejich nevyhod je pracnost odvozeni integralu. Ses-
tavovani matic V,, , zahrnuje ndsledujici integraly:

/sf ln|xé —y| di(y) = | —a3| (ln|bj —aj| —In2— 1) pro SZ Sg,

i 1
/A1n|xp Sy dity) = — L
b —aj

q

([ x (ag = bg) +ag x by] Ay +

(bg —a3) - [(x}, —ap) In |x;, — ag] = (x}, = by) In|x;, = by |])
pro S;, # 57

kde uvazujeme parametrizaci S} : y(t) := aJ +t (bé — ag), t € (0,1), kde

iy b/ —al) - (x! —al bj—aj . xi—bj
Ay = arctg ( 4__ ) ( P ,q) ~ — arctg ( 2) )
aflx(bfl—x;,)—i—bf]xx; aj x (bj—x7)—|—bj><x7
a kde pro u,v € R? definujeme soudiny u-v := w3 v; + Usv a U X V =
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Figure 11: Geometrie (Cerné) a feseni w, (modfe), wp, wi, w— (Cervené)
ulohy (22)

u1 U2 — uz v1. Sestavovani matic Ly , zahrnuje tyto integrély:

Vx1n|x; —y| -n;dl(y) =0 pro S;, = Sg,

5
. Vxln|x, —y|-n} di(y) = —W n x (b] —al) A +
a 4 —aq}
L gqJ
n; . (ag — bfl) In 7|Xp a7| pro S; #+ Sg.
x}, —bé‘

Na Obr. 11 a 12 je vykresleno fesen{ ilohy (22) pro volbu €, := 2, U := 1,
Q= (-5,-3)x(=3,3), 2y :=(3,5)x(—3,3), Q := (—1,1)2, s diskretizacnim
parametrem h := 0.25 vedoucim na m, := 32, my := m_ := 64. Porovnanim
Obr. 10 a 12, muzeme vidét, ze chyba kterd vznikla ofezdnim vypocetni oblasti
v metodé konetnych prvku neni mala.

3 Magnetostatika

3.1 Fyzikalni podstata

Magnetostatika popisuje silova pole vznikajici mezi elektrickymi naboji pohy-
bujici se v ¢ase neménnou rychlosti. Pak jsou magnetické sily také casoveé
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Figure 12: Resen{ u, E := —Vu tlohy (22) pomoci (19)

nemeénné. Zakladni budici veli¢inou je tok ndboju zvany elektricky proud, jehoz
jednotkou je Ampér [A]. Magnetostatika tedy popisuje silové tcinky ustalenych
proudu.

Prostorovou hustotu elektrického proudu definujeme jako j(x) := p(x) v(x),
kde v znadci rychlostni pole ndboju o hustoté p. Plati zdkon zachovani elek-
trického néboje, tj. pro kazdou omezenou oblast @ C R? je tok ndboji z
povrchu roven jeho ubytku uvniti:

[ 9p(x)
T

/ p(x) v(x) - n(x)dS(x) = dx.
o0

Pomoci Gaussovy véty ziskdme diferencidlni tvar tohoto zdkona:

. Ip(x)
div(j(x)) = ==~
Elektricky proud I v bodé x € ¥ je pak definovan jako tok elektrického naboje
trubici o prafezu ¥ takto: I(x) := [, j(y) - n(y) dS(y).

Magneticka pole se popisuji magnetickou indukei B, jejiz jednotka je Tesla
[T]. Magnetické pole B pisob{ na néboj ¢ pohybujici se rychlosti v, Lorentzovou
silou, viz Obr. 13 (vlevo),

F=¢qv xB,

coz je dalsi slozka k piipadné Coulombovské sile F = gE. Podobné pusobi
magnetické pole na vodi¢ protékany proudem I o proudové hustoté j silou

F = /l/EJ(X) x B(y)dS(x)dl(y) = /I(y) n(y) x B(y)dl(y). (23)

l
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Figure 13: Lorentzova sila pusobici na pohybujici se ndboj (vlevo) a na
proudovodi¢ (vpravo)

Pohybujici se ndboje vytvari také magnetické silové pole, které zpétné ovliviiuje
vnéjsi pole B, coz vsak Casto zanedbavame.

Zbyvé popsat zdkony rozlozeni magnetického pole B(x) budicich proudu
j(x). Prvni zdkon k4, Zze neexistuji zdroje ani nory magnetického pole, tj.
neexistuje magneticky analog k elektrickému néaboji. To lze pro omezenou oblast
Q C R? vyjadiit jako

B(x) - n(x)dS(x) =0, (24)
o0
coz s pouzitim Gaussovy véty dava diferencidlni rovnici

div(B(x)) = 0. (25)

Druhy, Ampéruv zdkon, iika, Ze magnetické pole vznikd jako vir kolem
proudovodi¢u a jeho velikost je imérna elektrickému proudu prochézejicimu
timto virem

¢ BeoE) = o [ 360060 ds(x). (26)
(o) >

kde pg := 471077 [Hm™!] je permeabilita vakua a plati, ze gg g = 1/c?, kde c
je rychlost svétla ve vakuu. Aplikace Stokesovy véty na posledni rovnici dava
diferencidlni tvar Ampérova zdkona

rot(B(x)) = o j(x). (27)

Piiklad 3. Uvazujme tenky nekoneéné dlouhy vodi¢ protékany proudem I, viz
Obr. 1/, a predpoklddejme, Ze intenzita mag. pole md pouze anguldrni slozku,
kterd je funkci poloméru, tj. B(r). Pak rovnice (26) md tvar

B(r)2nr=puol

a dostavdme magnetické pole ve tvaru B(r) = po I/(2mwr).

Piiklad 4. Uvazujme ddle, Ze rovnobézné s vodicem z predchoziho prikladu
poloZime do vzddlenosti r vodic¢ tentokrdt konecné délky | protékany opét prou-
dem I. Pak z predchoziho prikladu a ze vzorce (23) plyne, Ze vodice na sebe
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Figure 14: Pole tenkého nekoneéné dlouhého vodice

Figure 15: Pole nekonec¢né dlouhé civky

navzdjem pisobi magnetickou silouw F = puo I?1/(27r). Tato sila je pritazlivd v
pripadé stejného sméru obou proudi a odpudivd pri opacnijch smérech. To také
vysvétluje, pro¢ se zavity v civce k sobé pritahuji.

Priklad 5. Uvazujme nekonecné dlouhou vdlcovou civku, na niz je s hustotou
zavitt n navinut vodi¢ protékany proudem I, viz Obr. 15. Predpokladejme, Ze

intenzita mag. pole je nenulovd pouze uvnitr civky a md pouze konstantni azxidlni
slozku B. Pak rovnice (26) md tvar

Bl=puynll
a dostdvame velikost magnetického pole B = pugmn 1.

Zatim jsme uvazovali pouze proudovodice ve vakuu. V feromagnetickych
materidlech se nachézeji domény nahodné orientovanych proudovych smycek,
dipdli. Po vlozeni do vnéjstho magnetického pole je Lorentzova sila natéci tak,
aby magnetické pole zesilili, viy Obr. 16. Ozna¢me hustotu zmagnetizovanych
dipdlil jmag(x) = rot(M(x)), kde M(x) je magnetizace. Pak z (27)

rot(B(x)) = o (J(x) + jmag(x))
rot (B0 ) =rot (B60 - M0 ) = njex),

223 (X) Ho

kde p,(x) := {1 — |M(x)|/(,u0|B(x)|)}_f > 1 jerelativni permeabilita, predpokladame-
li linedrni zévislost M(x) a B(x). Zavedme H(x) := B(x) magnetickou

1
1o pr (X)
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Figure 16: Vnitini struktura feromagnetika

intenzitu, pak diferencidlni, resp. integralni tvar Ampérova zdkona ve feromag-
netiku je

rot(H(x)) = j(x), H(x)dl(x) = /j(x) -n(x) dS(x). (28)

> P

Poznamenejme, ze z hlediska teorie relativity je Lorentzova sila a magnet-
ické pole pouze dusledkem Coulombovy sily a elektrického pole pohybujicich se
naboju.

Jelikoz je magnetické pole solenoidélni, viz (25), muzeme jej vyjadiit pomoci
magnetického vektorového potencidlu u(x)

B = rot(u(x)). (29)

Vektorovy potencidl popisujici pole B(x) je bohuzel nejednoznaény, nebot rot(u(x)+
Vp(x)) = rot(u(x)). Jednoznacénost muzeme vynutit napt. Coulombovou kali-
bra¢éni podminkou

div(u(x)) =0 (30)

a podminkou
|u(x)| — 0 pro |x| — oo. (31)

Rovnice (24), (25), (28) vyzaduji diferencovatelné, resp. spojité funkce p,(x)
a B(x). V ptipadé rozhrani dvou ruznych materiala, viz Obr. 17, dostdvdme z
integrélnich tvaru rovnic (24) a (28) pro |X| — 0 podminky na rozhrani

(Bi(x) —Ba(x)) -ni(x) = 0, (32)
(Hi(x) —Hz(x)) x ni1(x) = jr(x), (33)

kde jr je ptipadny povrchova hustota proudu na rozhrani.

3.2 Modelova tuloha

Modelova uloha pro magnetostatiku je na¢rtnuta na Obr. 18. Budeme uvazovat
dva materidly: vzduch (vakuum), v némz je vlozeno v oblasti €, feromagnetické
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Figure 17: Podminky pfechodu na rozhrani dvou feromagnetik

Figure 18: Modelova tloha magnetostatiky

jadro civky o relativni permeabilité g, > 1. Oblasti zde rozumime omezenou a
otevienou podmnozinu R3. Dale mé&jme ve vzduchu oblast Q; kterd reprezentuje
zavity civky tak, ze v ni je po ¢astech konstantni hustota elektrického proudu
j. Pole magnetického vektorového potencidlu pak popisuje nasledujici systém

rot(rot(ug(x))) = 0 x € Qk, k € {0,r},
I%rot(rot(uj (x)) = jx) xe,
div(ug(x)) = x € Qk, k € {0,j,r},

(uk (X) — ul(x)) X Ny

0
0
(rot(uk(x)) ~Lrot(u(x)) xn, = 0  x€d%NI, ke {0},
(rot(up(x)) — rot(u;(x))) x n; 0 x € 0Q N 08,
w(x) — 0 |x| — o0,

(34)
kde prvni dva faddky plynou z (28) a (29), tteti z (30), ¢tvrty souvisi s (32), paty
a Sesty s (33) a posledni je vlastnost (31), pficemz ny, znaé¢i jednotkovou vnéjsi
normélu k Q a j(x) je definovdna, viz Obr. ??, ndsledovneé:

0,4,0),  x€Qet,
.( ) (O7Oa_j)7 Xe Q;OP7
X) = -
! (0,-5,0), x € Qe
: bott
(0,0,5),  x€Qyrtom
Hledané potencidly ug, uj a u, jsou dvakrat spojité diferencovatelné vektorové
funkce na Qg := R3\ Q, U Q;, resp. Q; a (), které navic maji spojité derivace az
do hranice, coz zna¢ime uy, € C%(Q;)NC(Q) pro k € {0,j,1}. Poznamenejme,
ze pro dvakrat spojité diferencovatelnou funkci u takovou, ze div(u) = 0 plati,
ze rot(rot(u)) = —Au, coz je Laplaceuv operétor aplikovany po slozkach.
V pripadé, ze rozméry elektrod a dielektrika ve sméru x3 jsou dostatecné, lze
tilohu (10) redukovat do R?, a to tak, ze budeme uvazovat typicky fez x3 := 0
a predpokladat, ze zavislost veli¢in na soutfadnici x3 lze zanedbat. Formulace
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x € 0, NOQY, k,l € {0,j,r}:

k1,



ulohy pak zustdva formélné shodnd s (10) s rozdilem, ze dimenze je d := 2,
x € R? a oblasti Q,, Q, a Q_ jsou znazornény na Obr. 6 (vpravo).

3.3 Variacni formulace

3.4 Hranova metoda konecnych prvka

3.5 Hranicni integralni formulace vnéjsi tlohy

3.6 Parovani metody koneénych a hraniénich prvki
4 Elektromagnetické zareni

4.1 Fyzikalni podstata

4.2 Modelova tloha

4.3 Metoda konecnych prvka s absorpéni vrstvou
4.4 Hraniéni integralni formulace

4.5 Metoda hrani¢nich prvkua
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