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Predmluva

Ucebni text, ktery dostavate do rukou, byl pripraven na zdkladé zkusenosti z vedeni pred-
nasek a cviceni ruznych variant predmétu Metody optimalizace, ktery garantuje Katedra
aplikované matematiky od svého vzniku pro studenty inzenyrskych, magisterskych i dok-
torskych studijnich programi. I kdyz podstatna c¢ast studentti prichazela ze studijnich pro-
gramu Fakulty informatiky a elektrotechniky, fada studentii prichazela i z jinych fakult, coz
se projevilo pfi vybéru témat i metodiky zpracovani. Text je proto vhodny pro studenty
nejruznéjsiho zaméreni, a zejména pro ty, kteri hodlaji vyuzit metody optimalizace v tech-
nické praxi.

Uvod o dile

Nagim pranim je uvést ctendfe do zakladnich metod reseni uloh ,hladké® ¢i ,témér
hladké* optimalizace, t.j. metod hleddni minima funkci vice proménnych, které jsou vsude
nebo témér vsude (co je zde ,,témér“ je specifikovano v textu) spojité i s nékterymi deriva-
cemi, a to na mnoziné, kterd je typicky popsana pomoci rovnosti a nerovnosti. Optimalizac¢ni
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ulohy vznikaji typicky pfi feseni praktickych tloh, kdyz chceme doséhnout co nejlepsiho vy-
sledku v ramci nasich moznosti. Ve vykladu se zamérujeme na dillezité specidlni ptipady,
zejména na konvexni programovani, pro které je teorie casto pomérné jednoducha a které
jsou dtlezité pro pochopeni feseni praktickych problémt. Snazime se téz rozliSovat, co je
dulezité pro pochopeni teorie a co je skuteéné dulezité védét pro reseni realnych tloh. Teorii
zde chapeme jako nastroj pro vybér metod feseni konkrétnich technickych problémi, vybér
software, ocenéni spravnosti a spolehlivosti feseni, a také jako nastroj pro studium dalsich
predmétu. Napriklad vyznam Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek je ilustrovan na odvo-
zeni Snellova zdkona. PTi psani textu jsme vyuzili i nasich zkusSenosti z Teseni rozsahlych
optimalizac¢nich tloh.

Pro porozumeéni vykladu je potfebna znalost poznatku z linedrni algebry, z diferencial-
niho poctu realnych funkci jedné a vice realnych proménnych, numerickych metod a vhodna
je téz znalost zdkladi prace s Matlabem. Podle nasich zkuSenosti mizeme pred samotnym
¢tenim tohoto ucebniho textu studentim doporucit, aby se seznamili s texty [0], [L0], [17]
a [J]. Tento text byl inspirovan z velké ¢asti knihou [5] a déle knihami [1], [12] a [11].

Autori textu chtéji podékovat Ondreji Zjevikovi za peclivé precteni textu, fadu cennych
pripominek a pripravu animaci, které napoméhaji porozuméni textu.
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O textu

Vv

v rdmecku. Konce dikazu jsou vyznaceny prazdnym ctvereckem (CJ), konce feSeni prikladu
plnym trojthelnickem (A). Text byl vysdzen pomoci sizeciho systému TEX ve formatu
pdf WTEX. Vyukovy materidl je obohacen fadou autotesti, které pomohou ¢tenafi ovérit
jeho pochopeni dané problematiky. Déle jsou k textu k dispozici animace ilustrujici fungo-
vani nékterych zakladnich optimaliza¢nich metod a zdrojové kédy v Matlabu, které ukazuji
moznou implementaci nékterych optimaliza¢nich metod.

Animace ilustrujici vybrané zékladni optimaliza¢ni metody jsou obsazené v tomto ap-
pletu. Tento applet byl vytvoren v software Mathematica. Pro pouziti appletu musite mit
nainstalovan Wolfram CDF Player. Zdrojové kédy v Matlabu, které ukazuji moznou imple-
mentaci optimalizacnich metod z kapitol 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 15 a 16 najdete zkompri-
mované v tomto souboru.
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animace_metody_optimalizace.html
animace_metody_optimalizace.html
http://www.wolfram.com/cdf/
zdrojove_kody.zip

O projektu

Text, ktery prave ctete, vznikl v ramci feseni projektu ,Matematika pro inzenyry 21. sto-
leti — inovace vyuky matematiky na technickych skoldch v novych podminkéch rychle se
vyvijejici informacni a technické spole¢nosti“. Projekt byl fesen na Vysoké skole banské -
Technické univerzité v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni v obdobi 2009 — 2012.

Hlavni motivaci projektu je potieba reagovat na zmény vyznamu jednotlivych partii
matematiky pri reseni praktickych problémii, zptisobenou zejména velkym pokrokem v ma-
tematickém modelovani, dramatickym zlepsovanim software a rychlym zvysovanim vypo-
¢etnich kapacit modernich pocitaci. Inzenyti nyni bézné vyuzivaji stdle se vyvijejici kompli-
kované softwarové produkty zalozené na matematickych pojmech, se kterymi se v kurzech
matematiky budto nesetkaji viibec nebo v nevhodné formé. Na druhé strané prezentace
nékterych pojmu v zakladnich kurzech neodrazi z nejriznéjsich duvodu potreby odbornych
kateder. Bohuzel tento stav ztézuje studenttim aktivni pouzivani ziskanych védomosti v od-
bornych predmétech i orientaci v rychle se vyvijejicich metodéach inzenyrské praxe.

Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzi na technic-
kych vysokych skolach s cilem ziskat zdjem studentt, zvysit efektivnost vyuky, zpiistupnit
prakticky aplikovatelné vysledky moderni matematiky a vytvorit predpoklady pro efek-
tivni vyuku inZenyrskych predmétti. Zkvalitnéni vyuky matematiky budoucich inzenyrt
chceme dosahnout po strance formalni vyuzitim novych informacnich technologii pripravy
elektronickych studijnich materiali a po strance vécné peclivym vybérem vyucované latky
s daslednym vyuzivanim zavedenych pojmu v celém kurzu matematiky s promyslenou inte-
graci moderniho matematického aparatu do vybranych inzenyrskych predméti. Metodiku
vyuky matematiky a jeji atraktivnost pro studenty chceme zlepSit durazem na motivaci
a daslednym pouzivanim postupu ,,0od problému k feSeni“.
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V ramci projektu vytvarime 41 novych vyukovych materiala z oblasti matematické ana-
lyzy, linearni algebry, numerickych metod, metod optimalizace, diskrétni matematiky, teorie
grafu, statistiky a nékolika odbornych kurzi. Vsechny hotové vyukové materialy jsou volné
k dispozici na webovych strankach projektu http://mi2l.vsb.cz.

V Ostravé 1. 8. 2012 Zdenék Dostal a Petr Beremlijski
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Kapitola 1 D”""’z‘"""'"
Optimalizacni ulohy

V této ivodni kapitole se sezndmime predevsim s formulaci optimaliza¢nich tloh, jejichz
feSenim se v tomto textu budeme zabyvat. Ukdzeme si nékteré priklady optimalizac¢nich
tloh a pro obecnou orientaci ¢tenaie uvedeme i prehlednou klasifikaci optimaliza¢nich tloh.
Z historickych divodt se nékteré optimalizacéni ilohy nazyvaji také tilohy matematického
programovani.

1.1. Uloha optimalizace

Optimaliza¢ni dlohy vznikaji typicky pfi feseni praktickych tloh, kdyz chceme dosahnout
co nejlepsiho vysledku v ramci nasich moznosti. Co je nejlepsi posuzujeme pomoci cenové
funkce ¢i cenového funkciondlu, coz je v obecném pripadé zobrazeni f : D — R definované
na mnoziné D prvka vhodného vektorového prostoru. Extrémy cenového funkcionalu ¢asto




Optimalizacni tlohy 14

hledame na pripustné mnozine Q@ C D. Jelikoz minimum funkce f je stejné jako maxi-
mum funkce — f, mizeme za obecnou tlohu optimalizace povazovat bez Gjmy na obecnosti
problém najit T € Q) tak, aby platilo

f@ = flx), =zef (1.1)

Resen{ problému (1.1) nazgvame také globdlni vesent.

Prikladem takové optimalizacni tlohy je tfeba problém nalezeni rovnovazné polohy kulicky
o hmotnosti m zavésené na pruziné, kterd visi nad prekdzkou. Tento problém muZeme
vyjadrit jako minimalizaci funkce potencialni energie tohoto systému. Pripustnd mnozina
nam popisuje nepronikani kulicky do prekazky. Tuto tlohu pak zapiseme jako tlohu najit
T € () tak, aby platilo

f@ i), weq, (1.2)

kdef(m)=w%+x%+m:v2a(2={w€R2::L‘1+:L‘2+1§0, —z1 + 22+ 3 2 0} (viz
obrazek 1.1).
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Obr. 1.1: Rovnovazny stav kulicky na pruziné

Odkazy na takto obecné formulované tlohy najdeme jiz ve starovéku. Patii mezi né
i dloha, kterd je pojmenovana podle princezny Dido z fecké mytologie. Didonina tloha se
nazyva také isoperimetricky problém. Dido méla dostat pruh kiZe z jednoho vola s tim, at si
vybere pozemek, ktery se da timto pruhem omezit. Snaha ziskat co nejvétsi pozemek vede
na problém najit spojitou kiivku dané délky, kterd ohranicuje nejvétsi plochu. Ptirozenou
piipustnou mnozinu D zde tvoif mnozina hladkych uzavienych kiivek x : (0,1) — R? dané
délky, z(0) = (1), které tvori hranici jednoduse souvislé oblasti €2,. Cenova funkce pak ma
tvar

f(z) = /Q f(s)d2.
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Obr. 1.2: Didonina tloha

Didonina tloha je velmi specifickou tlohou varia¢niho poc¢tu, kdy neznamou hledame
ve vhodném prostoru funkci a reseni je mozno najit analytickymi metodami. Analyticky
lze vyresit i dlohu najit tvar (prubéh vertikdlnitho rozméru x(d)) nejlehéiho vetknutého
nosniku obdélnikového prurezu a x x(d), zatizeného na volném konci (ve vzdalenosti d = ¢
od vetknuti) osameélou silou F'. Tuto tlohu zformuloval a ¢astecné vyfesil Galilei ve své knize
Dvé nové nauky z roku 1638.
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V tomto textu se zamérime na numerické metody feseni optimaliza¢nich tloh definova-
nych na R", kdy cenova funkce f je realna funkce n proménnych, kterd je spojita i s nékte-
rymi derivacemi. V tomto piipadé nazyvame argumenty f také ndvrhové proménné. Dale
budeme predpokladat, ze omezeni na navrhové proménné jsou urcena pripustnou mnozinou
Q C D, kde € je definovana pomoci hladkych vazebnich funkci h; : R® - R, ¢ =1,...,m,

Q={xe€D:hg(x)=0 a hz(x) <0}, (1.3)

kde Z a & je rozklad mnoziny indexu {1,...,m}. Struény zépis (1.3) lze tedy rozepsat ve
tvaru

Q={xeD:hi(zx)=0,i€€ a hi(z)=0,iel}.

V pripadé, ze pro () plati Q@ C D a Q # D mluvime o tlohach optimalizace s omeze-
nim, prip. o omezené optimalizaci. V ptipadé, ze pro () plati 2 = D mluvime o tlohéach
optimalizace bez omezeni, prip. o neomezené optimalizacs.

Zaméreni na minimalizaci funkci je uzitec¢né i pro feSeni variac¢nich tloh, které nelze
vyresit analyticky, coz zahrnuje velkou vétsinu praktickych tloh, jako je tloha najit tvar
pélového nastavce elektromagnetu, ktery maximalizuje homogenitu elektromagnetického
pole dané intensity ve vymezené oblasti. Takové tlohy se typicky aproximuji tlohou mini-
malizace funkce vice proménnych s velkym poc¢tem neznadmych (az desitky a stovky miliont)
nebo s velmi naro¢nym vyhodnocenim cenové funkce, ke kterému je potfeba najit numerické
feseni prislusné stavové rovnice. Efektivni algoritmy minimalizace funkei vice proménnych
jsou proto dilezité i pro numerické reseni variacnich tloh.
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Optimalizacni tlohy 18

Lokdlni a globdlni reseni

Uloha najit globalni feSeni mtize byt piilis ambiciézni, proto ma smysl zabyvat se hle-
danim lokdlniho reseni, které minimalizuje pouze ztizeni cenové funkce na néjakém okoli U.
Presnéji feceno, je-li T € Q lokalni feseni problému (1.1), pak existuje okoli & bodu T tak,
aby platilo

f@ £ flz), zeQnU.

Lokalni reSeni je uziteéné pro zlepseni naseho tipu na resSeni.

Obecné je velmi obtizné najit globalni feseni, avsak existuje nékolik pripadu, kdy to
je mozné diky specidlni strukture problému. Dulezity pripad takové situace nastane, kdyz
cenova funkce f i pripustnd mnozina €2 jsou konvexni; v tomto pripadé mluvime také o kon-
vexnim programovdni.

1.2. Klasifikace optimalizacnich tloh

Metody reseni praktickych optimaliza¢nich tloh jsou ¢asto detailné rozpracovany pro reseni
uzsi tridy problémi se specialni strukturou. My se zde budeme zabyvat predevsim resenim
uloh spojité optimalizace, kdy jak cenova funkce f i funkce popisujici rovnosti a nerovnosti
h jsou definované na oblasti D C R"™. Zvlastni pozornost budeme vénovat minimalizaci bez
omezent, kdy 2 = R™. V ramci spojité optimalizace dale rozlisujeme nékolik typt problémi,
pro které jsou rozpracovany specialni algoritmy numerického reseni.
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Optimalizacni tlohy 19

Linedrni programovdni

Obecn4 tloha linedrniho programovani je ur¢ena linearni funkci ur¢enou vektorem b € R"
a linedrnimi omezenimi uréenymi matici B € R™*™ a vektorem ¢ € R™. Lze ji zapsat ve
tvaru

Najdi 7€ Q tak,aby b’z < bz pro vechna z € Q,
kde

Q={zxeR":Bgx=c¢ a Bzx < cz}.

Prvni metody Teseni tloh linedrniho programovani byly navrzeny pred druhou svétovou
véalkou pro tcely planovani L. V. Kantorovi¢em. Regeni specidlni tlohy linedrniho programo-
vani, tzv. dopravni tlohy, sehralo vyznamnou roli pti planovani invaze v Normandii. I kdyz
to neni na prvni pohled patrné, nékteré metody reseni iloh linearniho programovani maji
diskretni charakter, nebof postupné prochazeji konvexni hranici, kterd typicky obsahuje
obrovské mnozstvi bodt. Nalezeni tzv. elipsoidového algoritmu s polynomialni slozitosti N.
Karmarkarem v roce 1984 bylo vyznamnou udalosti.

Kvadratické programovani
Obecna uloha kvadratického programovani se od tlohy linedrniho programovani lisi kva-
dratickou cenovou funkci, ktera je ur¢ena symetrickou matici A € R"*" a vektorem b € R™.

Lze ji zapsat ve tvaru

1 1
Najdi = € Q aby ifTAf — 'z < §xTA:1: —bTz pro viechna z € Q,

@:
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Optimalizacni tlohy 20

kde 2 je definovana linedrnimi rovnostmi a nerovnostmi stejné jako u linedrniho programo-
vani.

Metody Teseni kvadratického programovani jsou propojeny s metodami reseni linearnich
rovnic. Je-li A pozitivné definitni matice a Q = R" pak TeSeni ulohy kvadratického pro-
gramovani je totozné s fesenim soustavy linedrnich rovnic Ax = b. Pro nékteré prakticky
dilezité tridy tloh kvadratického programovani existuji algoritmy s asymptoticky linearni
slozitosti, coz umoznuje resit takové tlohy s desitkami az stovkami milioni neznamych.

Nelinedrni programouvdni

Pokud neni cenova funkce ani linedrni, ani kvadratické, ale spojitd se spojitou alespon
prvni derivaci, spada optimaliza¢ni problém mezi ilohy nelinedrniho programovani. Zvlastni
pripad nelinedrniho programovani tvori tlohy bez omezeni, t.j. kdyz Q2 = R", pro které
existuji specidlni algoritmy. Pokud o cenové funkei ani o vazbach nic nevime, jedna se vSak
i v tomto pripadé o obtiznou tlohu. Rozsdhlejsi tlohy nelinedrniho programovani lze resit
pouze s pouzitim algoritmu, které vyuzivaji specifické charakteristiky problému.

Nehladkd optimalizace

Ulohu nehladké optimalizace dostaneme v piipadé, Ze jsou cenova funkce i vazebni funkce
spojité a se spojitymi alespon prvnimi derivacemi az na néjakou ,malou“ podmnozinu de-
finiéniho oboru. V tomto piipadé se da tato c¢astecna hladkost vyuzit k odvozeni efektivnich
algoritmi. Ulohy nehladké optimalizace jsou obecné obtiznéjsi nez tlohy hladké nelinedrni
optimalizace. Prvni obtiz spoc¢ivd v komplikovaném popisu podminek minima, nebot neni
zaruceno, ze funkce definujici nehladky optimaliza¢ni problém jsou v feseni diferencovatelné.
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Optimalizacni tlohy 21

Globdlni optimalizace

Jak uz jsme se zminili, zarucené globalni minimum nelinearni funkce lze najit jen vy-
jimecné. Nejobvyklejsi strategii je v tomto pripadé systematické prohledévani definiéniho
oboru, ¢asto s pouzitim vhodné heuristiky nebo dodatecné informace o cenové funkci a o va-
zebnich funkeich.

{ A\ UDY A ’

@ &
2 <
0[(4- ““\‘\
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Kapitola 2 D

Podminky minima pro
minimalizaci bez omezeni

Dtive nez se pustime do Teseni optimaliza¢nich loh, ukazeme si, jak poznat minimum
hladké funkce bez omezeni, tedy feSeni ilohy

min f(z). (2.1)

Budeme pri tom predpokladat, ze f je dvakrat spojité diferencovatelna funkce. V nékterych
dulezitych pripadech si ukdzeme, jak lze z miry naruseni podminek minima poznat, jak
jsme daleko od minima. Zvlastni pozornost budeme vénovat pripadim, kdy je zarucena
jednoznacnost minima.

Podminky minima maji vyznam pro zodpovézeni zakladnich teoretickych otézek opti-
malizace. Jejich znalost je uzitecna i mimo optimalizaci. Uplatni se na priklad pri studiu
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fyziky a technickych aplikaci. I kdyz je ,rucni“ feSeni akademickych tloh velmi casto za-
loZeno na fesSeni rovnic (a nerovnic) které formalné popisuji podminky minima, pocitacové
feSeni rozsahlejsich praktickych tloh je obvykle zalozeno na jinych postupech, popsanych
v dalsich kapitolach.

2.1. Taylorova véta

Zékladni matematicky nastroj pro studium reseni optimaliza¢nich problému je Taylorova
véta o aproximaci funkce polynomem v okoli daného bodu. Budeme ji pouzivat v nasledu-
jicim tvaru.

Véta 2.1. (Taylor) Necht f : R™ — R je spojité diferencovatelnd a x,d € R™. Potom
existuje o« € R tak Ze

f+d) = f(z) + Vf(z +ad)’d = f(z) + VF(z) d+o(|d]), (2.2)

kde 1%ir% o(t)/t = 0. Je-li navic f dvakrat spojité diferencovatelnd, potom
_}

flatd) = f(@) + V@) d+ 5d V() d + of ). (2.3)

Taylorova véta nam umoznuje nahradit pririistek funkce f na okoli daného bodu x
linedrnim modelem (diferencidlem).

0z’ Oz,

T
0(d) = £,(d) = g"d, g=g(z)=Vf(z)= [W &f}
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Podminky minima pro minimalizaci bez omezeni

nebo kvadratickym modelem

i 92 f
1 0x1011 *tt 0x10Tn
m(d) = my(d) = g"d + §dTHd, H= ; : :
_f _0%f
Pokud je f kvadraticka funkce dana predpisem
1
flx) = §$TALL‘ — bz, A=AT,

pak Vf(x) = Az — b, V2f(x) = A, a pririistek m4 tvar

mg(d) = f(x +d) — f(z) = (Az — b)Td + %dTAd.

Pomoci Taylorovy véty mtzeme poznat, zda je dany vektor d smérem poklesu, t.j. zda

pro kazdé dostatecné malé € > 0
flz+ed)— f(x) <0.
Pomoci (2.2) dostaneme

o(e

f(z+ed) — f(x) = egTd + o(||ed]|) = € (gTd+ @) :

24 o
v

ZAPADOCESKA
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(2.4)

(2.5)

Jelikoz z definice o vyplyva, ze o(e||d||) /€ je omezend pro dostate¢né mald e, bude vyraz v za-

vorce zaporny pro viechna dostateéné maléd e pokud g7'd < 0. Dostali jsme tak dodatecnou

podminku pro smér poklesu.
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2.2. Podminky minima kvadratické funkce

Nasledujici véta ndm dava nutné a postacujici alegebraické podminky které splnuje reseni
problému

min f(z), (2.6)

kde f je kvadratickd funkce definovana (2.4).

Véta 2.2. Necht f je kvadratickd funkce (2.4) definovand symetrickou matici A € R™"*"
a b € R"™. Pak plati ndsledujici turzeni:

(i) Vektor T je teseni problému (2.6), pravé kdyz A je pozitivné semidefinitni a
Vf(Z)=Az —b=o. (2.7)

(ii) Problém (2.6) md jediné resent, prave kdyz A je pozitivné definitni.

Dikaz. (i) Jestlize T a d znadi libovolné n-vektory a o € R, potom muzeme pouzit Tayloruv
rozvoj (2.3) a dostaneme

2
F@ +ad) — f(@) = (AT — b)Td + %dTAd.
Predpokladejme nejprve, ze T je feSeni (2.6), takze pravd strana rovnice je nezapornd pro

kazdé o a d. Pro a dostatecné velké a d € R" libovolné, ale pevné zvolené vyplyva z ne-
zépornosti pravé strany d’ Ad = 0, takze A je pozitivné semidefinitni. Na druhé strané,

@:
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pro a dostatecné malé je znaménko vyrazu na pravé strané urceno linedrnim ¢lenem, takze
7 nezdpornosti pravé strany plyne (AZ — b)7d = 0 pro kazdé d € R™. Tedy AT — b = o.
Je-li A pozitivné definitni a T splnuje (2.7), potom pro kazdé d € R™ plati

F@+d) — f@) = %dTAd >0,

tedy T je Teseni (2.6).

(ii) Je-li T feseni minimaliza¢niho problému (2.6), potom podle (i) je A pozitivné se-
midefinitni a Z je jediny vektor ktery splituje AT = b. Tedy A je reguldrni a pozitivné
semidefinitni, t.j. pozitivné definitni. Na druhé strané, jestlize A je pozitivné definitni, pak
je reguldrni a gradientni podminku (2.7) spliuje jediny vektor. O]

Jestlize si prohlédneme gradientni podminku (2.7), dostaneme, Ze problém (2.6) mé
feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz A je pozitivné definitni a

beH(A)L (2.8)

Oznacime-li si pomoci R matici, jejiz sloupce tvori bazi nulového prostoru matice A,
muzeme si podminku fesitelnosti ilohy (2.6) pfepsat ve tvaru

V'R =o.

Tato podminka mé jednoduchou mechanickou interpretaci: je li mechanicky systém v rov-
novaze, potom vnéjsi sily musi byt kolmé k tuhym pohybtm..

'4(A) oznacuje obor hodnot matice A.

o
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Je-li dimenze n problému (2.6) velkd, muze se ukazat, ze snaha najit feseni, které spliiuje
gradientni podminku (2.7) pfesné, je prilis ambiciézni. Prirozeny napad pak vede k hledani
slabsi podminky

Vi@l < e (2.9)

s néjakym malym e. Jestlize x splnuje nepresnou podminku s dostatecné malym ¢ a A je
reguldrni, potom x je blizko jediného Feseni & nebot

lz — 2l = A7 A(z - 2) | = A (Az = b)|| < [ATH IV £ ()]l (2.10)

Typické ,Tfeseni“ ziskané pomoci iterac¢nich feSicu je pravé néjaké x které splnuje pod-
minku (2.9). Pomoci Taylorova rozvoje (2.3) dostaneme

f@)=fZ) = @+ (z-7) - f(2)
= f@+9@" (z-2)+ %(l’ ~2)TA (z-7) - f(2)

_ %(m _H)TA (z—3).
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2.3. Podminky lokalniho minima diferencovatelné funkce

Podminky lokélniho minima pro problém (2.1) ziskdme snadno analyzou linedrniho nebo
kvadratického modelu f.

Véta 2.3. Necht f je dvakrat diferencovatelnd funkce z problému (2.1). Pak plati
ndsledujici tvrzeni:

(i) Je-li vektor T reseni problému (2.1), pak g(T) = Vf(T) = 0 a H(T) = V2f(T) je
pozitivné semidefinitni.

(ii) Jestlize vektor g(z) = Vf(T) = 0 a H(ZT) = V2f(T) je pozitivné definitni, pak je v T
dosazeno lokdlniho minima f.

Diikaz. (i) Je-li = feSeni problému (2.1), pak zadny smér d € R™ neni smérem poklesu
funkce. Odtud plyne d’'g = 0 pro viechny d € R”, tedy i g7 g = ||g||> = 0, a podle (2.3) i

2 1
%dTHd + o(||?]]) = a? (2dTHd + o(oz2||dH)/a2> 2 0.
Jelikoz lin%) o(a?||d||)/a? = 0, dostéavame odsud d? Hd = 0.
a—
(ii) Je-li H pozitivné definitni a g(z) = Vf(x) = o, pak podle definice o(-) pro dostatecné

malé « a vsechny d € R™ plati

2 1
%dTHd +o(||?]]) = a? (QdTHd + o(a2\|dH)/a2> > 0.
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Povsimnéte si, ze véta 2.3 je zalozena na jednoduchém pozorovani: je-li v x dosazeno
- o o A\ <l
minimum, pak je linearni i kvadraticky model priristku funkce nezaporny, a je-li linedrni D) 4
i kvadraticky model prirtstku funkce kladny na redukovaném okoli z, pak je i skutecény
prirustek funkce A, (d) = f(x 4+ d) — f(z) na redukovaném okoli = kladny.

D ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

. V PLZNI
2.4. Konvexita

Mnoho silnych tvrzeni je mozno dokazat pro problémy, které splnuji podminky konvexity.
Intuitivné, konvexita je vlastnost mnozin které obsahuji s kazdou dvojici bodu také celou
usecku, kterd je spojuje tak jako na obrazku 2.1. Obdobné mnozina neni konvexni, pokud
existuje dvojice bodu z dané mnoziny, kterd neobsahuje tsecku, ktera je spojuje (tak jako
na obrazku 2.2).

Definice 2.4. Formalnéji, podmnozina 2 mnoziny R" je konvexni, jestlize pro kazdé x
ayvQaac(0,1)lezi vektor s = ax + (1 — a)y také v €.

Definice 2.5. Nechf z1,.. .,z jsou vektory z R". Jestlize o, ..., ay jsou takové skalary,
ze plati
k
06120, 1=1, 7ka Zal:]-a
i=1
k

potom se vektor v = Y a;x; nazyva konverni kombinace vektoru 1, ..., xg.

i=1
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Obr. 2.1: Konvexni mnozina Obr. 2.2: Nekonvexni mnozina

Definice 2.6. Konvezni obal vektoru zi,...,zy, znaceny conv{zy,...,zx}, je mnozina

vSech konvexnich kombinaci z1, ..., 2.

Konvexni obal vektorti z1, . . ., zx je nejmensi konvexni mnozina do které patii x1, ..., xk.

Definice 2.7. Konvexni hranice mnoziny {2 je mnozina vektort, které nemohou byt vy-
jadreny jako konvexni kombinace jinych vektora z €.

Tak konvexni hranice ¢tverce je tvofena jeho ¢tyfmi rohy, zatimco konvexni hranice
uzavieného kruhu je tvorena celou jeho hranici. Prinik dvou a vice konvexnich mnozin
je opét konvexni. Jako priklady konvexnich mnozin si uvedme kruh, ¢tverec a mnoziny
definované kone¢nou mnozinou linedrnich rovnic jako b’z = ¢ nebo nerovnic jako b’z < c.
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Definice 2.8. Zobrazeni h : 2 — R definované na konvexni mnoziné €2 € R" se nazyva . . 7
~ . o s e, , o g =
konvexni funkce, je-1i jeji nadgraf konvexni mnozina, t.j. O Y

X u“\“'§
h(ax+ (1 —a)y) £ ah(x) + (1 — a)h(y)

ZAPADOCESKA
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L

pro vSechna z,y € Q a a € (0,1), a striktné konvexnd, kdyz
h(ax+ (1 —a)y) < ah(z) + (1 — a)h(y)
pro vSechna z,y € Q, z £y, a a € (0,1).

Pojem konvexni funkce je ilustrovan na obr. 2.3.

Obr. 2.3: Konvexni funkce
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Uvedme si jesté charakteristiku konvexni kvadratické funkce.

Véta 2.9. Kvadratickd funkce f definovand v (2.4) s pozitivné semidefinitnim Hessianem
A je konvexni. Je-li A pozitivné definitni, je f striktné konverni.

Diikaz. Necht z,y € V, a € (0,1), a s = ax + (1 — a)y. Potom z Taylorova rozvoje (2.3)
funkce f v s dostaneme

F(8) + VO (@ = 5) + 5@~ )T Al 5) = f(@),
£(8) + VG = 9) + 30— 5" Aly — 5) = ().

Vynésobime-li prvni rovnici o, druhou rovnici 1 — «, a secteme vysledné rovnice, dostaneme

1—«

() + 5@ =8 Al - 8) + ——(y — )T Ay - 9)

= af(z)+ (1 -a)f(y)

Odtud plyne, ze je-li A pozitivné semidefinitni, potom f je konvexni. Jelikoz z = y je
ekvivalentni x = s and y = s, dostavame pro A pozitivné definitni, Ze f je striktné konvexni.
O

(2.11)

Konvexni funkce maji dilezitou vlastnost, a sice, ze kazdé jejich lokalni minimum je
globalni minimum.

ZAPADOCESKA
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Véta 2.10. Necht [ je konvexni funkce a  C R"™ konvexrni mnoZina. Potom je kaZdé
lokdlni minimum globdlnim minimem. Je-li navic ) uzavrend, pak minimum ezistuje,
a je-li f strikine konvexni, pak je dosazZeno v jediném bode.

Dikaz. Necht T € Q a g € Q jsou lokdlni minima f vzhledem k © a navic plati f(Z) < f(7).
Oznacime-li si yo, = o + (1 — a)y a vyuzijeme toho, ze f je konvexni, dostaneme

fWa) = flaz+ (1 - a)y) < af(@) + (1 - a)f[y) < F7)

pro kazdé a € (0, 1). Jelikoz plati
19 = vall = ally — =],

pak vyse uvedend nerovnost je ve sporu s predpokladem ze v 7 je dosazeno lokdlniho minima.
Zbyvajici ¢ast dukazu tvrzeni prenechavame ¢tenari, ktery mé rad analyzu. O

2.5. Interaktivni test

Nasledujici test byl vytvoren pomoci balicku acrotex. Test zahajite kliknutim na tlac¢itko
wZacatek testu“. U otdzek, kde lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice od-
povédi), je spravnd odpovéd bodovana po¢tem bodu uvedenych v zavorce u zadani a Spatnd
odpovéd je bodovana 0 body. U otézek, kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet
bodu spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za kazdou sSpatnou odpovéd bude
odecten jeden ¢i vice bodi.

o
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1. (1b.) Matice A = [ (1) (1] ] je
pozitivné definitni.
negativné definitni.
indefinitni.

2. (1b.) Matice A = [ _02 g ] je
pozitivné definitni.

negativné definitni.

indefinitni.

“ 2 7
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3. (1b.) Matice A = [

2,

pozitivné definitni.

ZAPADOCESKA
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L

indefinitni.

4. (1b.) Pro funkci f(x1,x2) = 22 + 23 plati Vf(Z1,Z2) = o v bodé

(Tl,fg) = (—1,—1).
(T1,Z2) = (0,0).

(Tl, TQ) = (3, 2).

5. (1b.) Pro funkci f(z1,x2) = 100z} + (22 — 1)? plati Vf(Z1,T2) = o v bodé

(Tl,fg) = (O, —2).
(T1,72) = (3,1).

(Tl,TQ) = (O, 1).
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6. (1b.) Pro funkci f(z1,x2) = 100z% + (22 — 1)? plati Vf(Z1,T2) = o v bodé v l. 5

STRANS,
(Elv f2) = (_17 _2) x>

&
S

=

(fl?EQ) - (07 1) ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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L

(T1,72) = (2,2).

7. (1b.) Pro funkci f(x1,x2) = (z1 +2)® 4 5 plati Vf(Z1,T2) = 0 v bodé
(T1,T2) = (—2,87).

(51, fg) = (0, 0)

(T1,Z2) = (—2,0).
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VIRV

8. (2b.) Funkce f(z1,29) = 22 + 22 ma v bodé (Z1,T2) = (1,2) Hessidn roven matici v I!V!I 5
oo N
|0 2|
r 1 ZAPADOCESKA

20 D G

L 0 4 -
S
L 0 2 -

9. (2b.) Funkce f(z1,x3) = 27 + 3 ma v bodé (F1,T2) = (0,0) Hessidn roven matici

S
0 4|
5 0
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0 01
_00_
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VIRV
10. (2b.) Funkce f(z1,29) = x] + 23 ma v bodé (Z1,T2) = (1,2) Hessidn roven matici v I!V!I 5
0l N
0 2]
r ZAPADOCESKA
120 D G
o0 2|
(4 0
0 2]
11. (2b.) Funkce f(z1,29) = 100z + 23 mé v bodé (F1,T2) = (0,0) Hessidn roven matici
[0 0
0 2]
[ 1200 0
0 2]
(100 0
0 11|
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VIRV
12. (2b.) Funkce f(z1,22) = 1002% + (z2 — 1)® ma v bodé (Z1,T2) = (0,1) Hessidn roven v I!V!I 5
mat_1c1 %c“ ““\“@
0 0
0 0| D
- ZAPADOCESKA
r 200 O V PLZNI
0 2
1 0
01
13. (2b.) Funkce f(z1,29) = (z1 +2)® + 5 ma v bodé (T1,T2) = (—2,87) Hessidn roven
matici
el
L0 0|
T
L 0 2 -
e
L 0 0 -




Podminky minima pro minimalizaci bez omezeni 40 P S 0

VIRV
14. (2b.) Funkce f(z1,22) = (214 2)* + 5 md v bodé (T1,T2) = (—2,0) Hessidn roven v || 5
matici fﬂ% s
Zxg ynis
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15. (3b.) Funkce f(z1,29) = x3 + 23 ma lokalni minimum v bodé

(1,2).

(3,5).

(0,0).
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16. (3b.) Funkce f(x1,22) = 100z% + (25 — 1) mé lokaln{ minimum v bodé
(0,1).

(2,2).

(0, —1).

17. (3b.) Funkee f(x1,z2) = (21 + 2)? + 5 mé lokdlni minimum v bodé
(0,1).
(_25 0)'

(—2,87).

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:

Pro ukonceni testu je treba kliknout na tlacitko ,Konec testu“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné.
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Kapitola 3

Minimalizace bez derivaci

Obsah

V této casti se budeme zabyvat metodami minimalizujicimi funkce bez omezeni. Metodami 42. strana ze 333
bez derivaci (derivative-free methods) mame na mysli metody, které nepouzivaji derivace
(¢i gradienty) minimalizovanych funkei ani aproximace téchto derivaci (¢i gradienti). Tyto
problémy miizeme rozdélit na tlohy jednorozmérné optimalizace a tlohy vicerozmérné op-
timalizace. V pripadé tloh jednorozmérné optimalizace se v této kapitole budeme zabyvat
metodami bisekce, Fibonacciovskym délenim a metodou zlatého fezu. VSechny tyto metody
jsou vyuzitelné nejen pro feseni tloh jednorozmérné optimalizace, ale také pro metody vi-
cerozmérné optimalizace pouzivajici strategii tzv. linesearch. V pripadé tloh vicerozmérné
optimalizace se metoddm bez derivaci budeme vénovat v kapitole 16.

Metody bez pouziti derivaci nebo také metody piimého vyhleddvéani (direct search me-
thods)! byly rozvijeny a pouzivany zejména v Sedesatych letech dvacatého stoleti. Ditvodi

5
"l

Zavrit dokument

Nékdy se pro né pouzivé také oznaceni metody nultého Fadu.
I Cels obrazovka/Okno
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bylo vice. Jednim z nich byla chybéjici globaliza¢ni strategie pro uréovani délky kroku pro
metody prvniho a druhého fddu. Z toho dtivodu byly metody nultého radu na zacatku
podminky, které se nyni pouzivaji pro zajisténi konvergence, byly publikovany az v roce
1966. Dalsim davodem, ktery plati stéle, je to, ze metody prvniho a druhého fadu nefunguji
pro vSechny optimaliza¢ni problémy. Tyto metody selhdvaji mimo jiné ptfi minimalizaci ne-
diferencovatelnych ¢i nespojitych funkci. Zatimco metody nultého fadu jsou schopny najit
minima i téchto funkci. Tretim duvodem, a také stile pretrvavajicim, je velmi snadné im-
plementace a technické realizace téchto metod. Velka vyhoda je v tom, Ze neni t¥eba hledat
ani Hessian ani gradient béhem itera¢niho procesu. Z téchto diivodu jsou tyto metody stale
v ur¢ité mire pouzivany, i pres existenci daleko pokrocilejsich optimalizac¢nich algoritmii.
Podrobny prehled metod z této kapitoly muze ¢tenaf nalézt v [11].

3.1. Bisekce

V této i nasledujici podkapitole se budeme zabyvat metodami pro hledani minima tzv.
unimoddlnich funkci.

Definice 3.1. O funkci f: R — R fekneme, ze je unimodélni v intervalu (a,b) (—oo <
< a < b= 0), jestlize existuje ¢ € (a,b) takové, ze funkee f je klesajici v intervalu (a, c)
a rostouci v intervalu (c, b).

Poznamka 3.2. Pozorny ¢tenar si v predchajici definici urcité vsiml, ze funkce f nemusi
byt v intervalu (a, b) ani diferencovatelnd a dokonce ani spojitd (viz obréazek 3.1).
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Obr. 3.1: Priklad unimodalni funkce

Poznamka 3.3. Je snadné ukazat, ze funkce, ktera je v intervalu (a, b) konvexni, je v ném
i unimodalni.

Véta 3.4. Necht funkce f je unimoddini v (a,b) a nabyvd svého minima v x* € (a,b). Pak
pro libovolné x1, x9, kde a < x1 < x9 < b, plati ndsledujici tvrzeni:
i) Je-li f(z1) < f(z2), pak z* < 3.
it) Je-li f(z1) > f(x2), pak z* > ;.
iii) Je-li f(x1) = f(x2), pak x1 < x* < x2.
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Drikaz. Dikaz provedeme sporem. Ve vsech pripadech predpokladejme, ze f je unimodalni
v (a, b) a nabyva svého minima v z* € (a,b). Uvazujme dvojici x1, x2, kde a £ x1 < x5 £ b.

i) Déle plati f(z1) < f(z2) A z* 2 x3. Odtud plyne, ze f je klesajici v {(a,z*) a odtud
f(z2) < f(x1), coz je spor s predpokladem.

ii) Dale plati f(x1) > f(z2) A x* < 1. Odtud plyne, ze f je rostouci v (z*,b) a odtud
f(x2) > f(x1), coz je spor s predpokladem.

iii) Déle plati f(z1) = f(z2) A (2% £ 1 V2* 2 x9). Odtud plyne, ze bud (v pripadé, ze
x* < x1) je f rostouci v (z*,b) a odtud f(z2) > f(z1), coz je spor s predpokladem.
Anebo (v ptipadé, ze z* = x9) je f klesajici v (a,2*) a odtud f(x2) < f(z1), coz je opét
spor s predpokladem.

O]

Metoda bisekce je uréena pro hleddni minima funkce f: R — R v intervalu (a, b). Pred-
pokladejme, Ze tato funkce je v tomto intervalu unimodalni. Tzn. ze méa v tomto intervalu
pravé jedno minimum. S vyuzitim véty 3.4 lze snadno navrhnout algoritmus pro hledéni
minima unimodalni funkce. Tento algoritmus bude generovat posloupnost intervala

Ip>DL DD ...DI, 1DI; D ..., Ik::<ak7bk>-

Vsechny intervaly dané posloupnosti obsahuji hledané minimum funkce f. V pfipadé metody
bisekce bude pomér délek dvou po sobé jdoucich intervali 1 ku 2. Zvolme v intervalu I,_; =
— (ag_1,bp_1) nésledujici body ¢y = @ttt gy o BoatOt o) o Getdhio
Pokud porovname funkéni hodnoty v bodech cg_1, di_1, ex_1 a vyuzijeme tvrzeni véty
3.4, ziskdme interval I, (viz obrazek 3.2). Algoritmus ukon¢ime v okamziku, kdy velikost
intervalu I bude mensi nez pozadovana hodnota. Minimum funkce f bude aproximovano

stfedem tohoto intervalu cy. Podrobny algoritmus je uveden nize.
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Algoritmus 3.1 Bisekce.

1) e > 0 (pfesnost), ag, by, co := ‘ﬂgﬂ, k:=0
2) while by —ap = ¢
i) dy = %
ii) ey 1= &3
i) if f(dk) < £(ck)
(a) ag41 = ag,
(b) bry1:=cy
(¢) cry1 :=dy
iv) elseif f(ck) < f(dy) and f(ck) < f(ex)
(a) agy1 = dg
(b) brt1 1= ey,
(c) ert1 = cy
v) elseif f(exr) < f(ck)

(a) aps1 = ck

(b) bry1 := by
(¢) k1 :=ek
vi) end
) k=k+1
4) end

5) i 1= ¢, aproximuje minimum funkce f(z)
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1. iterace

a

o+
o
@
oL

2. iterace

Obr. 3.2: Algoritmus bisekce

Piiklad 3.5. Provedte dvé iterace metody bisekce pro minimalizaci funkce f(z) = 2 —

— 0.5z + 0.0625 na intervalu (0, 1).

Reseni. k = 0:
ag =0, by =1, ¢p := 20F% = 0.5, dy := 20F%0 = (.25, ey := @F% = 0.75.
f(co) = 0.0625, f(do) =0, f(eo) = 0.25.

k=1:
a1 :=ag =0, by := cg = 0.5, ¢1 := dp = 0.25, dy := DT = 0.125, e; := 2F% = 0.375.
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fler) = f(do) =0, f(dy) = 0.015625, f(e1) = 0.015625.

k=2
as ‘= dl = 0.125, bQ =€ = 0.375, Cy = C1 = 0.25.

Po dvou iteracich tedy vime, ze minimum lezi v intervalu (0.125,0.375). zg := co = 0.25
aproximuje minimum funkce f(z) A

3.2. Fibonacciovské déleni a zlaty rez

Nejprve pripomenme, ze Fibonacciova posloupnost je posloupnost zadana rekurentnim pred-
pisem

Foyo=Fop1+F,, Fo=F =1

Tedy prvnich nékolik ¢lent této posloupnosti ma hodnotu: Fy = F; = 1, Fy = 2,
F3 = 3, F4 = 5, F5 = 8, F6 = 13, F7 = 21, Fg = 34, Fg = 55, F10 = 89, Nyl’lf si
ukézeme, jak pomoci této posloupnosti sestrojit sekvenci intervali, ve kterych lezi minimum
unimodalni funkce f: R — R v intervalu (0, 1). Neprve zvolme pocet ¢lenu této sekvence jako

N € N, tim také ur¢ime apriori presnost aproximace hledaného minima. Necht z1 = Fg—lgl
a Ty = Fg}\’f Pokud porovname funkéni hodnoty v bodech x1, z2 a vyuzijeme tvrzeni
vety 3.4, ziskdme bud interval (0,z1) nebo (z2,1). V tomto intervalu jiz lezi bod x2 nebo

z1 a dopocteme v ném bod x3 = 0 + F%}f’ nebo x3 . A takto postupujeme

déale az do bodu zy_1. Nevyhodou tohoto postupu je, ze pokud se rozhodneme zpresnit
aproximaci hledaného feSeni (¢ehoz docilime zvétsenim hodnoty N) musime vSechny body

_ Fn_3
= 1=

o
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1, T3, ..., ty—1 a odpovidajici funkéni hodnoty vycislit znovu. Tuto nevyhodu mutzeme . o7
odstranit pokud zafixujeme zkracovani intervalu na jedné hodnoté a to 7 = lim Ev—1i Tyto X 4

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Fn
novou metodu nazveme metodou zlatého rezu. Metoda zlatého fezu je zalozena na rozdéleni

kazdého intervalu I na dva intervaly vy a my (viz obrazek 3.3) tak, aby pomér vétsi ¢asti

I,

Vg mp

Obr. 3.3: Algoritmus zlatého fezu - nastin déleni intervalu

v k mensi ¢asti my byl stejny jako pomér celého intervalu I k vétsi casti vy, tj. plati

My Ik = ~v = konst., (3.1)
mg Vg
I, = v, + my. (3.2)
Rovnici (3.2) upravime na
gy (3.3)

Uk Uk
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a s vyuzitim (3.1) dostaneme

fyzl—i-; (3.4)

7 toho snadno odvodime, ze v = 1+2

Metoda zlatého fezu je obdobné jako metoda bisekce urcena pro hledani minima unimo-
délni funkce f: R — R v intervalu (a,b). Tato metoda opét generuje posloupnost intervala

15

Iyo>LDLD ...k 1 DIy D ..., 1= {ag,by).

Vsechny intervaly dané posloupnosti obsahuji hledané minimum funkce f. Zvolme v inter-
valu Tj_1 = (aj_1, by_1) nasledujici body dy_; := 2=1"%=1 4 g 1 a cp_q i= ap_1 + b1 —
— dj_1. Pokud porovname funkéni hodnoty v bodech ¢p_1, dix_1 a vyuzijeme tvrzeni véty
3.4, ziskdme interval Ij (viz obrazek 3.4). Algoritmus ukonéime v okamziku, kdy velikost
intervalu I bude mensi nez pozadovana hodnota. Minimum funkce f bude aproximovano
stfedem tohoto intervalu. Podrobny algoritmus je uveden nize.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Minimalizace bez derivaci 51
<

Algoritmus 3.2 Zlaty rez. —
L5 g, by, dp := bj;—% +ag, co :=ap+by—dp, k:=0 Y7

1) € > 0 (pfesnost), v := =5

DS
2) while by —ay = ¢ AT
i) if f(Ck> < f(dk) ZAPADOCESKA
o— ’ UNIVERZITA
(a) ak+1 T ak V PLZNI
(b) bgt1 :=di

(¢) diy1 :=ck

(d) ckt1 1= g1 + b1 — dipr
ii) elseif f(dg) < f(ck)

(a) ary1:=ck

(b) bry1 := by

(c) crq1 :=dy

(d) dit1 = ki1 + b1 — Crtr
iii) elseif f(cx) = f(d)

(a) agr1 == ck

(b) bgy1 = dy,
(€) dig1 = bk“_# + ag+1
(d) crt1 := ary1 + brg1 — drs1
iv) end
N k:=k+1
1 ond | Zovit doument |
| cets otrazoka/ Okn |

5) Tpy1 1= % aproximuje minimum funkce f(x)
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1. iterace

L 1 1 1

T T T 1

a C d b
2. iterace

L 1 1 1

T T T 1

a c d b

Obr. 3.4: Algoritmus zlatého fezu

Priklad 3.6. Provedte dvé iterace metody zlatého fezu pro minimalizaci funkce f(z) =
= 2% — 0.5z + 0.0625 na intervalu (0, 1).

Reseni. k = 0:

ag =0, by = 1, dy := 2% 4 ag = 0.618, ¢o := ag + by — dp = 0.382.

f(eo) =0.017424, f(dp) = 0.135424.

k=1:
a1 :=ag =0, by :=dyg =0.618, dy :=c9g = 0.382, ¢ := a1 + by — dy = 0.236.
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fle1) = 0.000196, f(dy) = f(co) = 0.017424.

k=2:
as ‘= a1 = 0, b2 = dl = 0.382, d2 =C = 0.236, Cco = ay + b2 - d2 = 0.146.

Po dvou iteracich tedy vime, Ze minimum lez{ v intervalu (0, 0.382). zo := %252 = 0.191
aproximuje minimum funkce f(z) A

Poznamka 3.7. Pokud porovname zkracovani intervalt v jednotlivych iteracich v ptripadé
metody bisekce a zlatého fezu, zjistime, ze v pripadé bisekce dochézi k vétsimu zkraceni nez
v pripadé metody zlatého rezu. Na druhé strané metoda bisekce vyzaduje v kazdé iteraci
2 vycisleni cenové funkce, zatimco metoda zlatého fezu potiebuje v kazdé iteraci pouze 1
vycisleni (s vyjimkou bodu 2)iii algoritmu 3.2). Pokud porovname zkraceni intervalu na 1
vycisleni cenové funkce, snadno zjistime, zZe je metoda zlatého fezu efektivnéjsi.
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3.3. Interaktivni test

Kviz.

1.

N

4.

Funkce f(z) ==

je unimodalni v R.

Funkce f(z) = 22
je unimodalni v R.
Funkce —22

je unimodalni v (—1,2).

Funkece sin z

je unimodalni v (0, 47).

Funkce sin z

je unimodalni v (0, 7).

Funkce sin z

je unimodalni v (m, 27).

neni unimodalni v R.

neni unimodalni v R.

neni unimodélni v (—1, 2).

neni unimodalni v (0, 47).

neni unimodéalni v (0, 7).

neni unimodélni v (7, 27).
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VIRV
Priklady k procvicéeni

vEP A &7

1. Nakreslete graf funkce "4'/0“ 4 “\‘é‘”

f(z) = x* + 823 + 2422 + 32z + 16.
Reste tlohu optimalizace bez omezeni R
min f(.'IZ) ’ UNIVERZITA
zER V PLZNI

Tuto tlohu feste metodou bisekce a metodou zlatého fezu. Porovnejte rychlost konvergence (t;.
pocty iteraci) a pocty vycisleni minimalizované funkce pii pouziti jednotlivych metod.

2. Nakreslete graf funkce
f(z) = sin?z.

Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(x).

z€R

Tuto tlohu feste metodou bisekce a metodou zlatého fezu. Porovnejte rychlost konvergence (t;j.
pocty iteraci) a pocty vycisleni minimalizované funkce pti pouziti jednotlivych metod.

3. Nakreslete graf funkce
f(z) = cos®z.

Reste ulohu optimalizace bez omezeni

min f(x).

z€R

Tuto tlohu feste metodou bisekce a metodou zlatého fezu. Porovnejte rychlost konvergence (tj.
pocty iteraci) a pocty vycisleni minimalizované funkce p¥i pouziti jednotlivych metod.




Kapitola 4 D”""’z‘"""'"
Metody spadovych sméru

Nejdriive se sezndmime s variantami iteracnich algoritmu pro feseni tlohy

min f(z), (4.1)

které vyuzivaji v kazdém kroku smér poklesu hodnoty cenové funkce f k nalezeni dalsi
iterace s mensi hodnotou f. Zamérime se zejména na varianty gradientni metody, ktera
vyuziva jako smér poklesu zadporny gradient. Gradientni metoda se nazyva také metoda
nejvétstho spddu. Alternativni ndzev pochézi z pozorovani, ze minimum diferencidlu hladké
funkce f : R®™ — R pro d € R", ||d|| = 1 je dosazeno pro d = —||Vf(z)|| 1V f(z), nebot

i T — min x =— z)|| = )T (- )|t x)).
”dn|1|1£1Vf(x) dz ||d||:1||vf( Ml = =V (@)l = V()" (=IIVf(@)|~ V()

Jelikoz spadové algoritmy jsou velmi jednoduché na implementaci, maji velmi nizkou
cenu iterace a jsou robustni, daji se aplikovat na reSeni mnoha uloh. Cenou za to je ¢asto
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velky pocet iteraci, coz neni prekvapivé, nebot typicky vyuzivaji pouze linearni model funkce
a nepouzivaji explicitné informaci z predchozich iteraci.

4.1. Gradientni metoda pro kvadratickou funkci
Zéklady gradientnich metod si vylozime na minimalizaci konvexni kvadratické funkce

f(z) = %xTAa: — bz, (4.2)

ktera je definovana symetrickou pozitivné definitni matici A a b € R™. Pouzijeme variantu
s ,optimalni“ délkou kroku agpt, t.j. s délkou kroku, kterd minimalizuje hodnotu cenové
funkce f v daném sméru poklesu d. Jelikoz

df(z — ad)
do

dostaneme z podminky minima

= ad?Ad — bT'd — 2T Ad = ad Ad — d¥ (Axz — b) = adT Ad — d' g,

Qoptd? Ad —dVg =0, aep = d' g/d" Ad.

Schéma metody nejvétsiho spadu pro kvadratickou funkci s délkou kroku minimalizujici
hodnotu cenové funkce (4.2) vypadé nésledovné.
Postup gradientni metody s délkou kroku, kterd maximalizuje pokles cenové funkce, je
znazornén na obr. 4.1.

7 obr 4.1 je patrna také hlavni pfic¢ina pomalé konvergence algoritmu. Je zfejmé, ze nej-
vétsi pokles hodnoty cenové funkce ve sméru nejvétsiho lokalniho spadu nezarucuje rozumny
globalni pokles. Tento aspekt je jesté lépe zndzornén na obr 4.2.

o
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Algoritmus 4.1 Gradientni metoda s ,,optiméalni“ délkou kroku pro kvadratickou

funkci.

Délka kroku agpy v daném sméru d minimalizuje f (xk — ad) pro a > 0, tudiz pro feSeni

Je ddana symetrickd pozitivné definitni matice A € R"*™ a b € R™.
Krok 0. {Cyklus gradientni metody. }
Vyber 2° € R™, poloz ¢° = Az® — b, k=0
Krok 1. {Cyklus gradientni metody. }
while ||¢g*|| velké
ar = (g*)"g*/(g")" Ag"
gF L = gk _ o g
gL = gk — a  Agh
kE=k+1
end while
Krok 2. {Dosad (priblizné) resent. }
o~ k
%=

Z a a > 0 plati

f(@® = aoped) = £(2) < f(a* - ad) — f(2).

Oznacime-li si pro libovolné x € R energetickou normu = pomoci

potom

)% = 27 Az,
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Obr. 4.1: Gradientni metoda s ,optimalni“ délkou kroku

lz ~ 2% = (z )T A(z — 7) = (¢ — A7'0)T Az — A7) = 2(f(z) — f(T))
a pro libovolné a > 0

=5t = 2% < l|2* — ag® - 2I1%.

Snadno je vidét, Ze apy neminimalizuje vzdalenost od feseni.
Gradientni metodu lze pouzit i s vhodnou pevnou délkou kroku @, tedy s volbou «
takze

k_ g,

2 = oF _ g,
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Obr. 4.2: Pomala konvergence metody nejvétsiho spadu

Pomoci AT = b a vlastnosti normy

leb 1 — 2] = [l - agt - 3 = ¥ — a(Aat — b) — & — a(4Z - b)|
= (I - @A) — )] £ (I —FA)[* - )]

< )\ma(;i‘) |1 — EA))\i|||(xk — z)|| = max{1l — @Amin, ¥Amax — 1}||(a:k — )|,
€0

kde o(A) znaci spektrum matice A a Apin, Amax jsou extrémni vlastni ¢isla matice A.
Snadno se ukéze, ze absolutni hodnota v poslednim vyrazu je mensi nez jedna pro

@ e (0,221 )

max

a nabyva nejmensi hodnoty pro

I = a)\min = a>\min - 17

takze délka kroku @pt je ddna predpisem

aopt = 2/()\min + )\max)-

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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Pro tuto hodnotu dostaneme linearni rychlost konvergence gradientni metody s optimalnim
pevnym krokem oopt

2)\min
()\min + )\max)

kde £(A) = Amax/Amin je ¢islo podminénosti matice A.

k(A)—1

|lz* — 2| = lz* ~ 2], (4.3)

4.2. Gradientni metoda pro nelinearni funkce (linesearch)

Metodu nejmensiho spadu mizeme pouzit i pro obecnéjsi diferencovatelné funkce, pokud do-
kéazeme najit nebo alespon aproximovat gradient cenové funkce. Vétsinou nebudeme schopni
najit presné feseni jednorozmérné minimalizac¢ni tlohy. Gradientni metodu budeme proto
chapat jako obecné schéma, které muzeme specifikovat i s pfipadnym vyuzitim znalosti
problému. Obecné schéma metody nejvétsitho spadu bez specifikace délky kroku vypadé
nasledovné.

Délka kroku

K uplnosti algoritmu je tieba specifikovat délku kroku. Nejprirozenéjsi volba délky kroku
vyplyva z vahy, ze se vyplati maximalné vyuzit dany smér poklesu obdobné jako jsme to
udélali pfi minimalizaci kvadratické funkce, tedy pouzit minimalizacni pravidlo

ap &~ argmin f (:L‘ — agk> : (4.4)
a>0

Snadnéjsi je pouzit minimalizacni pravidlo s omezenim, t.j. najit pro vhodné zvolené dané
5s>0

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

61. strana ze 333

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Metody spadovych smérii 62 Py S 0 S

VIR
Algoritmus 4.2 Metoda nejvétsiho spadu pro nelinearni funkce. T7
Je dana diferencovatelnd funkce f : R™ — R. 2SS
Krok 0. {Inicializace.}
Vyber 2° € R", poloz ¢° =V f (2°), k=0 D p ZhraoocEsch
Krok 1. {Cyklus gradientni metody. } e

while ||¢g*|| velké
Vyber ay, > 0
ZHHL = gk g gh
g" 1 = Vf (ab+)
kE=k+1

end while

Krok 2. {Dosad (priblizné) resent. }

o~ k
T=ux

ap ~ arg min f <:v — agk) . (4.5)
ae(0,s)

Pri praktické implementaci, typicky realizované pomoci nékteré z metod popsanych
v predchozi kapitole, nemtzeme ocekavat, ze se ndm podafi najit minimum presné, a mu-
sime se spokojit se splnénim néjakého volnéjsiho ukoncovaciho kriteria, které nam pokud
mozno zaru¢i alespon konvergenci algoritmu. Pouhy pokles cenové funkce totiz nezarucuje
konvergenci k lokdlnimu minimu ani k staciondrnimu bodu. Intuitivné je treba zabranit
dlouhym krokdm s malym poklesem, které jsou na obr. 4.3, a kratkym kroktim s malym
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VIR
poklesem, které jsou na obr. 4.4. V zddném z uvedenych prikladi nemusi byt hromadné . 5
body vyobrazenych posloupnosti stacionarnimi body f. "*:,»,* ‘&5’
/0"‘ ““\‘\
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Obr. 4.3: Prilis dlouhy krok Obr. 4.4: Prilis kratky krok

Nejcastéji se pouziva Armijovo pravidlo. Pravidlo pouzivé t¥i pevné zvolené parametry
s>0,0< 8 <1,a0 < o < 1. Délka kroku je rovna ap = (s, kde m je nejmensi
nezaporné Cislo, pro které

f(@F) — f(z* — f™sd) > —o™sV f(zF)Td. (4.6)
Tato podminka zarucuje dostatecny pokles tmérny gradientu, ¢imz vylucuje oba neptiznivé
pripady. Podminka se da aplikovat i na jiné sméry poklesu nez je zaporny gradient, napriklad
na Newtonuv smér nebo jeho aproximace popsané v kapitole 6.
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2 TORS

Robustnost gradientniho sméru % -
R 5/
Dilezitou vlastnosti gradientnich metod je jejich robustnost. Z obr. 4.5 je patrné, ze i kdyz oS
dg je relativné velka perturbace gradientu g, vektor —g—03g je stale smérem poklesu, zatimco

mald perturbace dp optimalniho sméru p muze zptsobit, Zze —p—0p neni ani smérem poklesu. D —
|

V PLZNI

Obr. 4.5: Robustnost gradientu a sméru maximalniho poklesu g a p

4.3. Aproximace gradientu pomoci konec¢nych diferenci

Nékteré dilezité cenové funkce jsou diferencovatelné, avSsak neni mozno zadat explicitni
pravidlo pro vypocet gradientu. Jako priklad si uvedme typickou tilohu tvarové optimalizace
v mechanice, kde x € R" jsou tzv. ndvrhové proménné popisujici tvar télesa, ale cenovy
funkciondl f je zadan pomoci funkce

J:R"™ - R

definované pro tzv. stavové proménné u € R™s, které splnuji stavové rovnice
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K(z)u = f(x).

V mechanice mohou byt stavové proménné posunuti a vyse uvedena rovnice je rovnice
rovnovahy definovana pozitivné definitni matici K (x) a vektorem f(z) € R™. K vypoctu
hodnoty cenové funkce

f(@) = J(u(x))

pro dané z je tak tfeba najit FeSeni u = u(x) pomérné rozsahlé (tisice az miliony neznamych)
soustavy rovnic rovnovahy. Navrhovych proménnych byva obvykle mnohem méné, radoveé
desitky az stovky.

Konec¢né diference

Prvni derivace potrebné k vycisleni gradientu mohou byt nejsnaze vycisleny pomoci dopred-
nyjch diferenci

af (=)

T

= }—11 (f(ack + ee;) — f(a:k)> , (4.7)

kde e; je i-ty sloupec jednotkové matice a € > 0 je malé ¢islo. V presné aritmetice by
platilo ¢im mensi, tim lepsi, avSsak pii praktické pocitacové implementaci je treba toto
pravidlo sladit s faktem, Ze ¢im mensi €, tim vétsi je vliv zaokrouhlovacich chyb zptisobenych
pocitacovou aritmetikou.

Doptedné diference jsou presné pouze pro linedrni funkce. Vyss$i pfesnosti je mozno
dosdhnout s centrdlnimi diferencemi
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Of (x* 1
@) o L (flat + ee) - fla* = ). (48)
které jsou presné pro kvadratické polynomy, avSak cena vypoctu je dvojnasobna. V tadé
pripadi Ize vyuzit specialniho tvaru funkce k efektivnéjsSimu implicitnimu vypoctu hodnoty
gradientu.

4.4. Ukoncovaci podminky

Jako ukonéovaci podminku pouzivime v této kapitole velikost gradientu, tj. ||¢*|| = V f (xk )
Timto testem ovéiujeme, zda je bod z* dostateéné presnou aproximaci stacionarnfho bodu
funkce f. Alternativni ukonc¢ovaci podminkou miize byt test na velikost kroku, tj. ||z¥+! —
—2*||. Jinou moznosti je ukonéovat itera¢ni minimalizaéni proces pii dostatecné malé zméné
funkéni hodnoty, tj. || f (zF+1) — f (z%) |.

Vhodnou ukoncovaci podminkou je také test na relativni velikost gradientu.

4.5. Interaktivni ukazka pouziti metody nejvétsiho spadu

Pro ilustraci fungovani metody nejvétsiho spadu (steepest descent method) a jeji porovnani
s nékterymi dalsimi zakladnimi optimalizacnimi metodami je vhodné vyuzit tento applet.
Tento applet byl vytvoren v software Mathematica. Pro pouziti appletu musite mit nain-
stalovan Wolfram CDF Player.

V appletu je mozné si vybrat minimalizaci nékteré z osmi funkci dvou proménnych, zvolit
si pocéateéni bod 2V itera¢niho procesu, ovliviiovat zobrazeni grafu minimalizované funkce
i néktera nastaveni metody nejvétsiho spadu. Aplikace Vam umozni sledovat iteracni proces

@:
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hledani minima pomoci metody nejvétsiho spadu i dalsich metod. Muzete také porovnat
pocty iteraci jednotlivych metod, které jsou potreba k nalezeni minima zvolené funkce.

4.6. Interaktivni test

Nasledujici test byl vytvoren pomoci balicku acrotex. Test zahdajite kliknutim na tlacitko
wZacatek testu“. U otdzek lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpo-
védi), spravna odpovéd je bodovdna poc¢tem bodu uvedenych v zavorce u zadani a Spatna
odpovéd je bodovana 0 body.

1. (2b.) Funkce f(x1,x2) = 22 + 22 ma v bodé (F1,T2) = (1,1) gradient V f(Z1,T2) roven
(1,1).
(2,2).

(—2,-2).
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2 T0RA
2. (2b.) Funkce f(z1, o) = 22 + 223 mé v bodé (%1, Ts) = (2,1) gradient V f(F1, T2) roven - Ia!V!J 57
(2,2).
2 D e
(4,4). o

31
3. (2b.) Funkce f(z1,22) = 227 + 323 ma v bodé (T1,72) = (1,5) gradient V f(Z1,T2)
roven

(3,3).
(2,3).

(4,6).
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4. (6b.) Zapiste kvadratickou funkci f(x1,x2) = o7 + 23 ve tvaru (4.2), tj. jako f(z) = v I!!I 5
T T A IsTRaVS, {5’
= 51’ A.%' = b 35 447"#4’ m\\“&\'
. T
_ 4 I . I
ozl = e [932] [ ] [@] D o

5. (6b.) Zapiste kvadratickou funkei f(z1,29) = o2 + 223 ve tvaru (4.2), tj. jako f(z) =

1
= 2T Az — bT 2.

T
f(z1,32) = %[whwﬂ [2] a [ ] [2]

6. (6b.) Zapiste kvadratickou funkei f(x1,z9) = 222 + 323 ve tvaru (4.2), tj. jako f(z) =

= éxTAx — vy

faryen) = 5 n) ~ Iz
21, 22) = 521, 22] [932] [ ] [332]




Metody spadovych smérii 70 P S 0

RN
7. (5b.) Provedte jeden krok Algoritmu 4.1 pro funkci f(z1,x2) = 23 + 23 s po¢ateénim I!V!I
_ N v , v v . 7 z “ OsTRaN®, 7
bodem zy = (1, 1). Pocitejte s presnosti aspon na dvé desetinnd mista. ) 7S
LTS

ap = (99)79°/(¢") " Ag° = Arasatesch

V PLZNI

L

wlzl‘o—aogOZI ]

g =9" — Ay’ = [ ]
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8. (5b.) Provedte jeden krok Algoritmu 4.1 pro funkci f(z1,z2) = 22 + 223 s pocateénim I!V!I
_ TP ¥ 7 ~ ~ : z ’ “ ) 7
bodem zy = (2, 1). Pocitejte s presnosti aspon na dvé desetinnd mista. ) 7S
/0[(4' ““\‘\

ap = (99)79°/(¢") " Ag° = Arasatesch

V PLZNI

L

wlzl‘o—aogOZI ]

g =9° — Ay’ = [ ]
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9. (5b.) Provedte jeden krok Algoritmu 4.1 pro funkei f(z1,29) = 27 + 323 s poc¢ateénim v 5
31 R 5
bodem xy = ( 7 5) Pocitejte s presnosti asponi na dvé desetinnd mista. ﬁ%m. >

a0 = (¢0)79°/(¢°)T Ag° = D >
xlzxo—aog():[ ]

¢=f—mﬁf=[ ]

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:

Pro ukonceni testu je treba kliknout na tlacitko ,Konec testu“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a Cervené
budou oznaceny odpoveédi chybné. Pri pouziti otdzky s tvorenou odpoveédi se spravnd odpo-
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véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v navigacnim panelu po kliknuti na tlac¢itko " @ 5

= N

7,AAHS «. «}:‘;’/ / é\

4 ““\‘\
Priklady k procviceni

ZAPADOCESKA

1. Nakreslete graf a vrstevnice funkce > UNIVERZITA

fz1,m2) = a3 + 3.

Reste ulohu optimalizace bez omezeni

;TGI]IRQ f(z1,22).

Tuto tlohu feste metodou nejvétsiho spadu s analyticky vypoc¢tenym gradientem a poté metodou
nejvétsiho spadu s numericky vypoctenym gradientem. Ulohu pocitejte s ukoncujici podminkou
na velikost gradientu i délku kroku.

2. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

4 2 2
f(z1,29) = 2] + xf + 25.
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(xy,x2).
TER? f( ! 2)

Tuto tlohu feste metodou nejvétsiho spadu s analyticky vypoc¢tenym gradientem a poté metodou
nejvétsiho spadu s numericky vypoctenym gradientem. Ulohu pocitejte s ukoncujici podminkou
na velikost gradientu i délku kroku.
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3. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
AL\ <2
;\}
f(z1,z2) = 100z + z2. xS

Reste ulohu optimalizace bez omezeni

’ ZAPADOCESKA
min (xl, J,‘Q). sn:’llvzsunlzm\
zER?

Tuto tlohu feste metodou nejvétsiho spadu s analyticky vypoc¢tenym gradientem a poté metodou
nejvétsiho spadu s numericky vypoctenym gradientem. Ulohu pocitejte s ukoncujici podminkou
na velikost gradientu i délku kroku.

4. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(z1,20) = sin® 1 + cos? z,.
Reste tilohu optimalizace bez omezeni

ﬁ%f@hml

Tuto tlohu reste metodou nejvétsiho spadu s analyticky vypoc¢tenym gradientem a poté metodou
nejvétsiho spadu s numericky vypoctenym gradientem. Ulohu pocitejte s ukoncujici podminkou
na velikost gradientu i délku kroku.

5. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
flzy,z2) = (z1 — 22)? 4+ (1 — 1)°.
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).
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Tuto tlohu feste metodou nejvétsiho spadu s analyticky vypoc¢tenym gradientem a poté metodou v @ o7
nejvétsiho spadu s numericky vypoctenym gradientem. Ulohu pocitejte s ukoncujici podminkou ?% &45
na velikost gradientu i délku kroku. Zri e
6. Nakreslete graf a vrstevnice funkce JAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
fzy,z2) = (21 — 22)? +100(1 — z1)% v pen

Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(@1,z2).

Tuto tlohu feste metodou nejvétsiho spadu s analyticky vypoc¢tenym gradientem a poté metodou
nejvétsiho spadu s numericky vypoctenym gradientem. Ulohu pocitejte s ukoncujici podminkou
na velikost gradientu i délku kroku.

7. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

flz1,20) = 100(%? = x%)Z e x1)2,

Reste ulohu optimalizace bez omezeni

;Iel]lRI% (1, 22).

Tuto tlohu feste metodou nejvétsiho spadu s analyticky vypoc¢tenym gradientem a poté metodou
nejvétsiho spadu s numericky vypoctenym gradientem. Ulohu pocitejte s ukoncujici podminkou
na velikost gradientu i délku kroku.

8. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

f(z1,m2) = 100(z — 23)* + (1 — x1)%
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Reste ulohu optimalizace bez omezeni

;IGI]IR% f(z1,22).
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nejvétsiho spadu s numericky vypoétenym gradientem. Ulohu poéitejte s ukonéujici podminkou

Tuto tlohu feste metodou nejvétsiho spadu s analyticky vypoc¢tenym gradientem a poté metodou D
na velikost gradientu i délku kroku.
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Kapitola 5

Metoda sdruzenych gradientt

V této kapitole se budeme vénovat minimalizaci kvadratickych funkci, tj. zamérime se na
feseni dlohy

min f(z), (5.1)
kde f(z) = %xTAx — 27b, b je sloupcovy vektor s n slozkami a A je symetrickd pozitivné
definitni nebo pozitivné semidefinitni matice fadu n x n. Zejména nés budou zajimat lohy,
kde n je velké a matice A je ridké a ,dobfe“ podminéna. Je snadné ukazat, ze reSeni ulohy
(5.1) je stejné jako TeSeni soustavy linedrnich rovnic Az = b.

K této minimalizaci budeme vyuzivat gradientni informaci, ale dimyslnéjsim zptsobem
nez v predchozi kapitole. Pro reSeni uvedené tlohy zkonstruujeme tzv. metodu sdruzenych
gradientd. Tato metoda pii pocitani v presné aritmetice najde feseni po n krocich. Jde tedy
o tzv. finitni metodu. Obvykle se ale metoda pouziva jako iteracni a po k (k < n) krocich
je vypocetni proces ukoncéen nalezenim aproximace hledaného tfeseni.

o
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Nakonec ukazeme, jak tuto metodu sdruzenych gradientti pouzit i pro minimalizaci
funkci, které nejsou kvadratické.

5.1. Metoda sdruzenych sméria pro kvadratické funkce

Metoda sdruzengch sméri je zalozena na nékolika jednoduchych pozorovanich. Nyni prove-
deme prvni z nich, které ndm umoznuje redukovat feseni tlohy (5.1) na feSeni posloupnosti
uloh jednorozmérné minimalizace.

Predpoklddejme, ze matice A € R™*™ je symetrickd a pozitivné definitn{ a ddle predpo-
klddejme, Zze mame nenulové vektory p', ..., p”, pro které plati

(p',p)a =) Ap =0 pro i#j.
Takové vektory nazyvame A-konjugované nebo zkracené konjugované. Pro tyto vektory
plati, Ze jsou i linedrné nezavislé, jak snadno nyni ovérime. Jestlize mame &1, ..., &,, pro

které plati
§1p1—|—...+§np” = o.

Pak prenasobenim této rovnice zleva vyrazem (pi)T A a uzitim konjugace dostaneme
G () Ap'+...+& (p') Ap" =& (p') Ap' =0.

Protoze matice A je symetrickd pozitivné definitni, tak (pi)T Ap' > 0 a z toho vyplyva, ze
& =0.

Z linedrni nezévislosti vektort p', ..., p™ plyne, Ze tyto vektory tvoii bizi vektorového
prostoru R™ a libovolny vektor z € R™ miize byt zapsan jako

z="E&p +- -+ &p™

o
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Substituci do f a pouzitim konjugace dostaneme . =
= g
) S

fl@) = (%&%(pl)TA p' - £1pr1> +o 4 (%Ei(p”)TA p" - £anp")
= f(glpl) +- 4+ f(gnpn) D ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA

V PLZNI

7 toho plyne

(&) = min f(z) = iy fap)+---+ Jnin f(&np™).

Tim se ndm povedlo prevést puvodni tlohu (5.1) na n tloh jednorozmérné minimalizace.

Protoze .
df (&p')
€|,

(3

= &) Ap —b"p =0,
pak Teseni ¥ tlohy (5.1) je ddno predpisem

T=6p +---+&p", &=0Tp /()T AP, i=1,...,n. (5.2)

Pokud je n, které uréuje dimenzi problému (5.1) ,,velké“, je kol najit jeho feSeni z prilis
naro¢ny a drahy. V takovém pripadé je rozumné modifikovat schéma, které jsme popsali
tak, abychom misto pfesného feseni & problému (5.1) obdrzeli jeho aproximaci T s vyuzitim
pocateéni aproximace z° a ,nékolika® vektort p', ..., pF, k < n. Pfirozenou moznosti,
jak ziskat aproximaci Z je vektor z*, ve kterém je dosazeno minima funkce f na mnoziné
Sk =294 (p', ..., p*)1. Abychom tuto aproximaci ziskali, v§imnéme si, Ze libovolny vektor
x € S* lze zapsat ve tvaru

z=a"+&p' +- o+ &

Yui, ..., vg) oznacuje linedrn{ obal vektorti v1, ..., vk
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Po substituci do f a vyuzitim toho, Ze p', ..., p¥ jsou konjugované, dostaneme
f@) =)+ (FEOVTAP +a (420 H) 4.
+ (%5&@%TA4f-+§ko4x0—40Tpk).
Oznacéme reziduum ¢° = g(z°) = Vf(2%) = A2° —b a

folz) = leA T+ :cho.

2
Dostavame
f(x) = () + fo(erph) + - + fo(érp®)
a
F(a") = min f(w) = f(@°) + min fo(€p") + -+ min fo(&"). (5:3)

Tim jsme opét prevedli nasi tilohu na reseni posloupnosti jednoduchych jednorozmeérnych
tloh. Aproximace feseni z* je dand predpisem

xk = xO + é-lp1 + o+ gkpka 57, = _(gO)Tpl/(pZ)TApla 1= ]-7 °oo0g k:7 (54)
protoze .
d Z ) . )
PP _ coyrap+ 6w =0
d¢ &
Protoze podle (5.3) pro k = 1
f(a") = min f(2) = £(@*1) + min fo(ep), (5.5)
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VIRV
1849

miizeme snadno generovat aproximace z* iteracné. Metoda sdruzengch sméri za¢ina libovol- " 5

v 7 v 7 . 7 v . — . 7 . . e 7z -
nou poéateéni aproximaci z°. Jestlize aproximace 2*~! je dand, pak aproximaci z* ziskdme D '3«5

’ Chi uwS
pomoci vztahu A U

E_ k-1 k (o ONT i iNT A
et =a"" —app”, ax=1(g") p'/(p")" Ap". (5.6)
k—1 k s 2 s q 2. g “ , ZAPADOCESKA

Tzn. f(z"" + £p”) dosahuje svého minima v £ = —aq; a rutina spliiuje to, Ze postupné > uvenzi

iterace ¥ jsou minimy funkce f na mnozinach S*.
Pro koeficienty o muzeme odvodit alternativni vztah ke vztahu (5.6). Snadno lze uké-
zat, 7e z definice mnoziny S* plyne

()Tpi=0, i=1,... k. (5.7)
Protoze pro i 2 1 plati

¢ = Ax*—b=A (xi_l — ozipi) —b= (Ami_1 — b) — a; Ap'

7

= g -1 aiApia

dostaneme pro k =2 1ai=1,...,k— 1, s vyuzitim konjugace rovnost
()79 = (T8 — aalp' ) Apt = ()T

7 toho plyne

(g°) " = (¢")"p* = (g" HTpF
a oNT .k kE—I\T .k
= A = G )
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5.2. Metoda sdruzenych gradienti pro kvadratické funkce

Nyni se budeme zabyvat problémem, jak efektivné ziskat konjugované vektory p', ..., p".
Ptipomenme si, jak vytvorit systém konjugovanych smért pomoci Gramm—Schmidtova pro-
cesu. Piedpokladejme, ze p!, ..., p* jsou nenulové konjugované sméry, 1 < k < n a najdéme

zpiisob, jak pouzit vektor h* ¢ (p', ..., p¥) tak, abychom obdrzeli novy vektor p*+! ve tvaru

P = 1P+ Brap' + -+ Buep”. (5.9)
Protoze p**! ma byt konjugovany k p', ..., p*, plati

0 = (pi)TApk:-i-l — (pi)TAhk + /Bkl(pi)TApl 4ot /Bkk(pi)TApk
(PHTARF + BT Ap®, i=1,... k.
Z toho plyne '
(pz)TAhk .

Bki:—m, i=1,...,k. (5.10)
Ziejmé plati tvrzeni

<p17 D) pk+1> = <p17 D) pk7hk>
Pokud méme linedrné nezavislé vektory AU, ..., hF~1, mizeme zvolit p! = h° a pouzit
vztahy (5.9) a (5.10) k ziskani mnoziny vzajemné A-konjugovanych smért p', ..., p* tako-

vych, ze A
(RO, ..., hThY = (pt, ...
k

, DY), i=1,... k.

Pro obecnou mnozinu vektorti h?, ..., h*~! je nalezeni mnoziny A-konjugovanych smért
velmi naroc¢né. Tato naroc¢nost je zpusobena jak paméfovymi naroky, tak vypocetnimi na-
roky. Proto je vhodné zvolit jinou cestu. Touto alternativou je konstrukce konjugovanych

o
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AZIRIN
1849
smeéru vyse uvedenou procedurou, kterou aplikujeme na vektory z Krylovovich prostorii " 5
R 5/
_ %, £y
KF = KF(A, 6% = (6%, Ag°, ..., A 10), k=1,...m, s>
kde ¢g° = Ax® — b, 20 je vhodna pocatecni aproximace a K° = {o}. Tato efektivni metoda
ZAPADOCESKA
je opét zaloZena na nékolika pozorovanich. P vurverama
Nejprve piredpokliddejme, ze p', ..., p’ tvoii konjugovanou bazi prostoru K¢, i = 1 az
k, a v&imnéme si, ze jestlize ¥ oznacuje minimum funkce f na mnoziné z° 4+ K, pak je

gradient g = Vf(z¥) ortogonélni ke Krylovovu prostoru K. Tzn.
(¢")Tz =0 pro libovolné z € KF.
Z toho pifmo plyne, ze jestlize ¢ # o, potom
9" ¢ K~

Protoze plati g* € KF+1, miizeme pouzit (5.9), kde h* = g¥, k rozsifeni konjugované baze
prostoru K¥ na konjugovanou bézi prostoru 1. Snadno ovéfime, ze plati

K*(A, g% = (% ..., ¢*71).

Déle si v8imnéme, Ze pro libovolné = € KF~1 a k > 1 plati
Az € KF,

nebo struéné zapsano AKF~1 C KCF. Protoze p' € K' C KF-1, i =1, ..., k — 1, pak plati

(Ap)TgF = ()T AgF =0, i=1,..., k—1. (o st
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7 toho vyplyva, ze A

()T Ag" _
P)TAp*
Vyse uvedené vyuzijeme pro nésledujici odvozeni. Jestlize mdme mnozinu takovych konju-
govanych vektori p!, ..., p¥, pro které plati

Bpg = — i=1,..., k—1.

(pt, ...,y =K' i=1,..., k,
pak vztah (5.9) pouzity na p', ..., p¥ a na h¥ = g* se zredukuje na
P = g" + Bip”, (5.11)
kde ()T At
p")" Ag
= = et B 5.12
B = Bk (VT ApF (5.12)
Na zavér si vimnéme, Ze z ortogonality ¢g* k prostoru (p!, ..., p¥) a vztahu (5.11)
vyplyva, ze
k k
P = 1lg*]l- (5.13)

A dale plati, 7e jestlize g*~' # o, potom p¥ # o. Tzn., Ze vztah (5.12) je dobie definovin
a navic plati gF~1 # o.

V predchézejicim textu této kapitoly jsme zjistili, ze konjugované sméry muzeme s vy-
hodou pouzit pro redukci minimalizace konvexni kvadratické n-rozmérné funkce na minima-
lizaci posloupnosti jednorozmérnych funkci. Dale jsme zjistili, Zze tyto konjugované sméry
mohou byt generovany velmi efektivné pomoci Krylovovych prostorti. Kombinaci téchto
dvou pozorovani dostavame velmi 1i¢innou metodu - metodu sdruzenych gradientii.
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Algoritmus za¢ind pocatecni iteraci 20, ¢ = Az® — b, a p' = ¢¥. Jestlize mame dény
zF1 a ¢F=1 kde k = 1, pak algoritmus nejprve ovéii, zda zF~! je feseni. Pokud nejde
o Teseni, pak algoritmus zkonstruuje dalsi iteraci

xk _ xk—l o akpk kde oy = (gk—l)Tpk/(pk)TA pk

g =A"—b=A (:ckil - akpk) —b= (Aa:kil — b) —apAp® = gF 1 — i dp®. (5.14)

Nakonec je zkonstruovan novy konjugovany smér p*+! pomoci vztaht (5.11) a (5.12).
Rozhodnuti, zda je 2*~! | dostateéné presnym*® fesenim je obvykle uéinéno na zakladé
velikosti hodnoty [|g*~!||. TakZe norma gradientu musi byt vyéislena v kazdé iteraci. Tato
norma muze byt také pouzita k nahrazeni skalarnich souc¢inti obsahujicich gradient ve vzta-
zich pro vypocet ap a ;. Abychom odvodili nové vztahy pro vypocet oy a i, nahradime k

v (5.11) &islem k—1 a vynasobime vysledny vztah vektorem (g*~1)7. S vyuzitim ortogonality
ziskame
(""" = llg" 1P + Bra (gD P = 1Ig" (5.15)
a po dosazeni do (5.8) mame
T T A |

Pro odvozeni vztahu pro S si vSimnéme, 7e ap > 0 pro ¢" ' # o0 a ze vztahu (5.14)
dostaneme
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z ¢ehoz plyne

ar(g") A p" = —(") " (¢" — ") = —|Ig"|I?
a
O A A GO g ' K Ca ) (5.17)
T T ONTARE T a0 AP T P2 lg¥=12 '

Metoda sdruzenych gradientu je shrnuta v algoritmu 5.1.

Algoritmus 5.1 Metoda sdruzenych gradientu (CG).
Méjme symetrickou positivné definitni matici A € R™*"™ a b € R".

Krok 0. {Inicializace. }
Zvolme € > 0 (presnost), z° € R, oznacme ¢° = Az — b,
pl=g¢" k=1

Krok 1. {Zdkladni cyklus pro sdruzené gradienty. }
while [[¢*~1]| 2 ¢
ar, = lg* 2/ ()T Ap*
G =g — ap
=gt adpt
— kN2 /N gk—1112 — BT (" —g"1)
5}1: : lg ’Ll /llg . €= gk =T]2
P =g + Brp
E=k+1
end while
Krok 2. {Resend. }
T =zk
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Poznamka 5.1. Kazda iterace metody sdruzenych gradientti mize byt implementovana
tak, aby obsahovala pouze jedno ndsobeni matice a vektoru. Toto ndsobeni Hessidnem A
je vypocetné nejnarocnéjsi ¢ast jedné iterace. Do paméti se v pribéhu vypoctu ukladaji
obvykle pouze vektory z*, p*, a gF.

Pfipomenme, 7e algoritmus najde v kazdé iteraci minimum z* funkce f na mnoziné
20 4+ KCF = 29 + KF(A, ¢°) a rozsfif konjugovanou bazi prostoru KF na bézi prostoru F+!
tak, ze g* # o. Protoze dimenze prostoru ¥ je mensf nebo rovna k, vyplyva z toho, Ze pro
néjaké k < n plati
]Ck _ ,Ck-i-l.

Protoze g* € KFt1 a g* je ortogonalni k ¥, pak algoritmus 5.1, ktery je implemento-

vlastnosti algoritmu 5.1 miizeme shrnout v nasledujici vété.

Véta 5.2. Necht {2*} je posloupnost generovdna algoritmem 5.1 pro nalezeni Teseni T
ilohy (5.1). Pocdtecnd iterace je zvolena jako x° € R™. Pak plati, Ze algoritmus je dobre de-
finovdn a existuje k < n takové, Ze x* = T. Navic plati ndsledujici torzeni proi =1,... k:

(i) f(z')=min{f(z): z € 20 + KA, g")}.
(@) o™ = [lg*ll-

(i) (9")7g? = 0 pro i # j.

(iv) (0')TAp =0 pro i # j. |
(v) Ki(A,g%) =( ..., ") = (..., D).

o
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Poznamka 5.3. Obvykle je dostacujici nalézt 2 takové, Ze ¢islo ||g*|| je malé. Napiiklad, .
7 7 o v v k 7 z “ 2 7
pokud mame malé € > 0, mizeme povazovat ||g”|| za malé, pokud plati D

STRAN®,
2y
lg*|I < lloll-

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Potom je ¥ = z* piiblizné feSeni splitujici
IA@E - Z)| Selibll, 17— 2| £ edmin(4) T,

kde Apin(A) oznacuje nejmensi vlastni ¢islo matice A. Snadno muzeme ovérit, ze priblizné
feSeni T je feSenim perturbované tlohy

~ 1 - ~
min f(z) = Qa:TAx — bz, b=0b+g"
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5.3. Rychlost konvergence

Uvedme nyni bez dikazu odhad rychlosti konvergence metody sdruzenych gradienti (pro
kvadratické funkce).

Véta 5.4. Necht {2*} je posloupnost generovdna algoritmem 5.1 pro nalezeni Teseni T
ilohy (5.1). Pocdtecni iterace je zvolena jako x° € R™. Potom chyba

f =2k -2

splnuje

I
loblla < 2 (%) %14, (5.18)

kde k(A) = Amax/Amin je ¢islo podminénosti matice A a ||z||% = 2T Az oznacuje energe-
tickou normu x.

5.4. Metoda sdruzenych gradienti pro nelinearni funkce

Metodu sdruzenych gradientti mizeme pouzit i pro obecnéjsi funkce nez kvadratické. Staci
pokud jsou tyto funkce diferencovatelné a jsme schopni najit nebo aspon aproximovat je-
jich gradient. K aproximaci muzeme pouzit opét metodu konecnych diferenci z predchozi
kapitoly. Abychom mohli pouzit pro minimalizaci funkce, ktera neni kvadratickd, metodu
sdruzenych gradientl, musime ucinit nasledujici tpravy.

o
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Vztah (5.16), ktery pouzivime pro uréeni délky kroku «j v algoritmu 5.1 (toto oy
minimalizuje funkei f v bodé 2*~! ve sméru —p*), nahradime rutinou provadéjici jednoroz-
mérnou minimalizaci funkce f v bodé 2*~! ve sméru —pF, tj. a;, = arg m>i%1f($k*1 —aph).
K tomu muzeme vyuzit naptiklad néktery z algoritmu z kapitoly 3. :

Déle musime nahradit reziduum ¢* = g(z¥) = AzF — b = ¢F1 — o Ap”, které je
gradientem kvadratické funkce f(z) = %l‘TA.%' —27b v bodé z* gradientem nelinedrni funkce
£, ti- ¢F = V f(aF).

Pro vypocet By, které se v pifpadé kvadratické funkee rovna, || g*(|2/|lg

1

llg" =1
pouzijeme jeden z téchto vztahu. V pripadé nelinearni funkce, ale tyto vztahy nedédvaji stej-

nou hodnotu 3. V piipadé pouziti Br = ||g*||?/|l¢"||> nazyvame tuto metodu metodou
Fletcher-Reeves. Pokud pouzijeme vztah By = (¢%)7 (¢* — ¢*1)/|l¢" ! ||> mluvime o metodé
Polak-Ribiere.

Poznamka 5.5. Protoze v pripadé pouziti metody nelinedrnich sdruzenych gradienti uz
neni zarucena konjugovanost vektortt p', ..., p", miize nastat problém, Ze vektor p* je
Ltéméi kolmy“ k vektoru gF~! = Vf(zF~1), tj. vektor —p* neni smér poklesu a algorit-
mus 5.2 pak pri linesearch o = arg glglgf(a:k_l — ap®) najde o, ~ 0. To znamend, Ze

gF =V f(@*) = gF 1l = VfER.

Pokud pouzijeme metodu Fletcher-Reeves (tj. Br = |lg%||*/llg"* 1||?), pak B ~ 1 a
PP = gk 4 pF. V pifpads, Ze ||gF|| < [|p¥|l, pak p**! =~ pF. V tom piipadé se algoritmus
5.2 ,zacykli“ v okoli bodu z* a neni schopen nalézt aproximaci minima funkce f.

Pokud pouZijeme metodu Polak-Ribiere (tj. 8, = (¢*)T (¢* —¢*~1)/|lg"1?), pak By =~ 0

ap*tl ~ ¢*. V tom pifpadé je vektor —pFt! ~ —g* smérem poklesu a algoritmus 5.2 provede

k—1||2 i (g")T(g"—gF~1)

o
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VIR
Algoritmus 5.2 Metoda nelinearnich sdruzenych gradienti (CG). T7
Krok 0. {Inicializace.} 2SS
Zvolme ¢ > 0 (presnost), 2° € R", oznacme ¢° = Vf(20),
b= k= D S
Krok 1. {Zdkladni cyklus pro nelinedrni sdruzené gradienty. } v pLzni

while [l¢"~1]| = <

ay = argmin f(zF~1 — aph)
a>0

xk — xk—l _ Oékpk

9" = V(")

B = llg"I?/Ig" |1 (Fletcher-Reeves)
B = (g")"(g" — ¢*1)/lg"'II* (Polak-Ribiere)
pk+1 — gk 4 kak
k=k+1
end while
Krok 2. {Resent. }

T =2k

v dalsi iteraci jeden krok gradientni metody a zacne znovu budovat konjugované vektory
jako na za¢atku itera¢niho procesu metody nelinedrnich sdruzenych gradientt (p*+1 ~ g¥).
V tomto pripadé algoritmus 5.2 pokracuje v hledani aproximace minima funkce f. Metoda

Vv

Polak-Ribiere je proto stabilnéjsi nez metoda Fletcher-Reeves.
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5.5. Interaktivni ukazka pouziti metody sdruzenych gradienta

Pro ilustraci fungovani metody sdruzenych gradientti a jeji porovnani s nékterymi dalsimi
zékladnimi optimaliza¢nimi metodami je vhodné vyuzit tento applet. Tento applet byl vy-
tvoren v software Mathematica. Pro pouziti appletu musite mit nainstalovan Wolfram CDF
Player.

V appletu je mozné si vybrat minimalizaci nékteré z osmi funkci dvou proménnych, zvolit
si pocateéni bod ¥ iteracniho procesu a ovliviiovat zobrazeni grafu minimalizované funkce.
Aplikace Vam umozni sledovat itera¢ni proces hleddni minima pomoci metody sdruzenych
gradientd i dalSich metod. Muzete také porovnat pocty iteraci jednotlivych metod, které
jsou potreba k nalezeni minima zvolené funkce.

Priklady k procviceni
1. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
fzy,z2) = 22 + 22.
Reste tlohu optimalizace bez omezeni
min f(xy,x2).
iy Jf (z1,%2)

Tuto tlohu feste metodou nelinearnich sdruzenych gradientt.

2. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

f(zy,20) = :lc‘ll +a¢f +x§.
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Reste ulohu optimalizace bez omezeni

;IGI]IRQ f(z1,22).

ZAPADOCESKA
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Tuto tlohu feste metodou nelinearnich sdruzenych gradient. D

3. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(zy,z2) = 100z + z2.
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

;gﬁgf(x1,mz)

Tuto tlohu Feste metodou nelinearnich sdruzenych gradient.

4. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

2 xr1 + cos2 Xa.

f(x1,29) = sin
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).

Tuto tlohu Feste metodou nelinearnich sdruzenych gradienti.

5. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

| Zovt dokument |
f(@1,@2) = (21 — 23)° + (1 — 21)*.
| et obracouka/ Ok |
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Reste ulohu optimalizace bez omezeni
min f(z1,2).

z€R?

Tuto tlohu feste metodou nelinearnich sdruzenych gradient.

6. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

flzy,x2) = (z1 — 22)? +100(1 — z1)%

Reste tlohu optimalizace bez omezeni
min f(z1, z2).

z€R?

Tuto tlohu Feste metodou nelinearnich sdruzenych gradienti.

7. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

f(xlny) = 100(%? — x%)z L (1 _ 171)2-

Reste tlohu optimalizace bez omezeni
min f(z1, z2).

z€R?

Tuto tlohu Feste metodou nelinearnich sdruzenych gradient.

8. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

f(ZL‘l,.'EQ) = 100(1‘1 — Qﬁ'g)z TP (]. — .'131)2.

ZAPADOCESKA
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Metoda sdruzenych gradientii

Reste tlohu optimalizace bez omezeni

;IEI}R% (21, x2).

Tuto tlohu feste metodou nelinearnich sdruzenych gradient.
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Kapitola 6

Newtonova metoda

V této kapitole se seznamime s Newtonovou metodou, coz je spadova metoda pro minima-
lizaci alespon dvakrat spojité diferencovatelné funkce f vyuzivajici kvadraticky model f.
Pokud je f alespon dvakrat spojité diferencovatelnd a konvexni v okoli Teseni, pak podle
Taylorovy véty kvadraticky model dobre aproximuje cenovou funkci v okoli feseni a mtzeme

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

ocekavat velmi rychlou konvergenci. Cenou za to je vyssi cena iterace a mensi robustnost
Newtonova sméru. Pokud neni mozno najit pocateéni aproximaci blizko feSeni, je tieba

Newtonowu metodu modifikovat pomoci vhodné globalizacni strategie.
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6.1. Newtonova metoda

Newtonova metoda vyuzivéa kvadraticky model f definovany v okoli iterace z¥,

f(@) = m(z) = my(x) = f(@*) + (@ — ")V f(a*) + %(m — ")V f(a¥)(z - 2¥). (6.1)
Minimum m je dosazeno v x, které resi

Vm(z) =0, tzn. Vf(z®) + V2f(a®)(z - 2F) = o.

Odtud dostavame predpis pro Newtonovu iteraci

gt = ok — V2 f(2F) IV (). (6.2)
Oznac¢ime-li si d* = —V2f(2¥)"1V f(2¥), dostaneme pro pozitivné definitni Hessidn
V2f(z*) a Vf(z*) # o
Vi@EMTdh = -V TV (") V(") <o,

takze Newtonuv smér je smér poklesu a Newtoniv krok lze povazovat za krok varianty
metody spadovych sméri s pevné zvolenym krokem c«p = 1. Posledni nerovnost plyne
7 pozorovani, Ze inverzni matice k pozitivné definitni matici A je pozitivné definitni, nebot
kazdé x € R™ lze napsat ve tvaru o = A~y a pro pozitivné definitni matici A plati

2T A e = (Ay)TA 1Ay = yT Ay > 0.

Schéma Newtonovy metody vypada nasledovné.

ZAPADOCESKA
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Algoritmus 6.1 Newtonova metoda.

o

Je ddna dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce f : R™ — R.
Krok 0. {Inicializace.}
Vyber 2 € R™, poloz k =0 D p ZAravocesih
Krok 1. {Cyklus Newtonovy metody. } e
while ||V f(2)| velké
Najdi d*, pro které plati d* = —V2 f(x*)"1V f(2F)
okl — gk gk
k=k+1
end while
Krok 2. {Dosad (priblizné) resend. }

[=]
[£]
=]
[=]

Protoze vypocet V2 f(x¥)~! pro uréeni kroku d”* je velmi naroény, hleddme obvykle krok d*
jako feseni soustavy V2f(z¥)d* = —V f(aF).

d
i

Pouzijeme-li k zajisténi délky kroku Armijovo pravidlo (4.6) s poc¢atecni délkou kroku
s = 1, pak lze dokézat, ze v blizkém okoli nesinguldrniho reSeni neni tireba délat zZadnou
redukci. Tento vysledek neni prilis prekvapivy, nebot Newtonova metoda je zalozena na
kvadratickém modelu funkce, ktery je blizko feseni vérny. Pouzijeme-li Newtonovu metodu
k minimalizaci striktné konvexni kvadratické funkce, dostaneme reseni v jediném kroku.

Na druhé strané, pokud nejsme blizko feseni, tak Newtontiv krok nemusi byt ani smérem Zavit dokument

poklesu, nebot neni zaruceno, ze V2 f(x*) je pozitivné definitni. Newtonova metodu je proto
I Cels obrazovka/Okno
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nutné kombinovat s vhodnou globaliza¢ni strategii, ktera nahradi Newtontuv krok néjakym
krokem ve sméru poklesu s primérenou délkou kroku.

o

6.2. Kvadraticka rychlost konvergence
> ZAPADOCESKA
i

A4

Jelikoz Newtonova metoda pouziva vérnéjsi model funkce nez gradientni metoda, dé se
ocekavat, ze jeji rychlost konvergence v okoli feseni bude vétsi nez je rychlost konvergence
gradientni metody nebo metody sdruzenych gradienti, alespon pokud mérime rychlost kon-
vergence poc¢tem kroku a nezohlednujeme pracnost metod.

Véta 6.1. Necht [ je dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce, kterd md minimum v T
a splnuje v okoli reseni Obsah

dTv2f(£L‘)d z )‘HdH27 A > 0. 99. strana ze 333

[=]
[£]
=]
[=]

Potom ezistuje okoli T, ve kterém Newtonova metoda definovand (6.2) konverguje superli-
nedrné, t.j. plati

d
i

l=** —2) _ . o(llat —2])

= = 0.
k—o0 ka — J;H k—o0 Ha:k — 53\”

Dikaz. Oznac¢me si pro strucnost
Zavrit dokument

g(z) =Vf(z), =eR"

l Cels obrazovka/Okno




Newtonova metoda 100 P S 0

VIRV

takze si muzeme prepsat Newtonuv krok (6.2) do tvaru v 5
R S
k1 _ K ky—1 ¢ k 2
T =" — Vg(z®) " g(z"). (6.3)
Potom ¢(Z) = o a podle Taylorovy véty

P Gnvenaa

V PLZNI

9(@) = g (2" + (@ - 2")) = g(a*) + V(") (& = oF) + o(|l2* — 2.
Odtud dostaneme po piendsobeni zleva Vg(z¥)~! a elementérni tprave
o — % — Vg(a*)Tg(a*) = of|la* - F)).
Pouzijeme-li definici Newtonova kroku (6.3), dostaneme

2" —Z = o(|la* — 2)

2P -7 o(|lz* — 7))
[Et I P

6.3. Newtonova metoda s modifikaci Hessianu

7 nasich dosavadnich ivah o Newtonové metodé vyplyvé, ze konverguje velmi rychle v okoli
feseni, avSak obecné nemusi generovat ani smér poklesu, ktery bychom mohli pouzit k pti-
blizeni feseni. Nasim prvnim krokem k zajisténi globalni konvergence tedy bude zajistit,
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aby kvadraticky model my, funkce f v ¥ byl striktné konvexni, t.j. aby Hessian Hj, byl po-
zitivné definitni. Tim se soucasné zajisti, aby modifikovand Newtonova metoda generovala
smér poklesu, nebot pro pozitivné definitni matici Hy a d = —H v f (:L'k) plati

d*Vf(2F) = -V f*)TH 'V f(2F) < 0.

Pokud si nejsme jisti konvexitou cenové funkce, musime tedy v kazdém kroku otestovat,
zda je Hessidan cenové funkce pozitivné definitni.

Nasobek jednotkové matice

Je-li pocet neznamych velmi maly, muzeme testovat pozitivni definitnost pomoci Sylveste-
rova pravidla. Pokud nahradime v Newtonové kroku Hessian nasobkem jednotkové matice
cl, dostaneme smér poklesu gradientni metody a

= g% _ T Vf(2P),

tedy krok gradientni metody s fixni délkou kroku. Vysledkem je pomald konvergence, coz
neni prekvapivé, nebot pri tom nijak nevyuzivame informaci druhého fadu.

Dalsi moznosti pro nalezeni spektra matice Hy a tim ovéreni jeji pozitivni definitnosti je
aplikovat na Hessian Gersgorinovu vétu. Diky této vété ziskdme informaci o rozlozeni vlast-
nich ¢isel Hessianu a prictenim vhodného ndsobku jednotkové matice k Hessidnu ziskdme
jeho pozitivné definitni aproximaci.

@:
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Choleského rozklad

Efektivni alternativou k prosté nahradé Hessianu jinou pozitivné definitni matici je vyuziti
Choleského rozkladu, ktery umoznuje rozlozit pozitivné definitni A na soucin

A=LL7T, (6.4)

kde L je regularni dolni trojihelnikova matice s kladnymi diagondlnimi prvky.
Metoda vycisleni faktoru L se nazyva Choleského faktorizace. Choleského faktor L muze
byt vypocten po sloupcich. Pokud

7
ail ay li1 o
A — L = ;
[ a; A ] . [ li Lo ]

pak po dosazeni za A a L do (6.4) a po porovnani odpovidajicich prvkia dostaneme

hi=+a, h=Ilja, LnLl=An-4Ll. (6.5)

Timto postupem ziskdme prvni sloupec matice L a zbyvajici blok Los je Choleského faktor
Schurova dopliku Agy — llllT. Protoze je Schuriav doplnék pozitivné definitni, mizeme najit
jeho prvni sloupec vyse uvedenym postupem atd. Tuto rutinu mizeme implementovat tak,
abychom vyuzili fidky charakter matice A. Napi. kdyz A = [a;;] € R™*™ je pdsovd matice,
kde a;; =0 pro |i — j| > b, b < n.

Pokud je matice A € R™ ™ pouze pozitivné semidefinitni, mize nastat, ze a;; = 0.
Potom

0 < 2T Az = yT Agyy + 2210ty

ZAPADOCESKA
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pro libovolny vektor z = [a:l, yT]T. 7 nerovnosti vyplyva, ze a; = o, protoze jinak bychom

mohli zvolit y = —a; a velké z; takové, ze
yTAQQy + 21‘1&{]; = GTAQQCbl = 2x1Ha1H2 < 0.
Tedy pro symetrickou pozitivné definitni matici A a a;; = 0 se (6.5) redukuje na

l11 = 0, l1 = 0, LQQL%; = AQQ. (66)

6.4. Interaktivni ukazka pouziti Newtonovy metody

Pro ilustraci fungovani Newtonovy metody a jeji porovnani s nékterymi dalsimi zaklad-
nimi optimaliza¢nimi metodami je vhodné vyuzit tento applet. Tento applet byl vytvoren
v software Mathematica. Pro pouziti appletu musite mit nainstalovan Wolfram CDFE Player.

V appletu je mozné si vybrat minimalizaci nékteré z osmi funkci dvou proménnych,
zvolit si poéateéni bod z¥ itera¢niho procesu a ovliviiovat zobrazeni grafu minimalizované
funkce. Aplikace Vam umozni sledovat itera¢ni proces hledani minima pomoci Newtonovy
metody i dalSich metod. Muzete také porovnat pocty iteraci jednotlivych metod, které jsou
potfeba k nalezeni minima zvolené funkce.

6.5. Interaktivni test

Nasledujici test byl vytvoren pomoci balicku acrotex. Test zahajite kliknutim na tlacitko
wZacatek testu“. U otdzek lze volit jen jednu odpoved (test nedovoli zaskrtnout vice odpo-
védi), spravna odpovéd je bodovana poctem bodu uvedenych v zdvorce u zaddni a Spatnd
odpovéd je bodovana 0 body.

o
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2R
2 2 , v [ — 5 “ IsTRaVS, 7
1. (2b.) Funkce f(x1,22) = 27 + x5 méa v bodé (T1,72) = (1,1) gradient V f(Z1,Z2) roven Q"’/c,,- “\ﬁ"‘é}
i v
(_L 1)
ZAPADOCESKA
(_1, _1). gupll-sz"RIllTA
(2,2).

2. (2b.) Funkee f(x1,x2) = 22 + 223 ma v bodé (Z1,T2) = (2,1) gradient V f(F1, To) roven
(4,4).

(2,4).

(2,2).
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RN
31
3. (2b.) Funkce f(x1,x2) = 227 + 323 méa v bodé (Z1,T2) = (1,5) gradient V f (71, T2) = Ig%l 57/
roven Q"”"Im u“\‘\'°§
(—2,-3).
ZAPADOCESKA
(3.3). T
(2,3).

4. (2b.) Funkee f(z1,z2) = 22 + 23 mé v bodé (F1,T2) = (1,1) Hessidn roven matici
"o 91
|2 2|

N O

2
0

O =~
= O
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2ITRS
5. (2b.) Funkce f(z1,22) = 22 + 223 mé v bodé (Z1,T2) = (2, 1) Hessidn roven matici v I!V!I 5
[2 0] s>
|0 4|
o o s
L 0 2 -
S
L 0 1 -

31
6. (2b.) Funkee f(z1,22) = 227 + 322 ma v bodé (T1,T2) = (Z’ 5) Hessidn roven matici

i}
i)
i1)
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VIR
7. (2b.) Najdéte matici inverzni k matici [ 0 ] A\ l""l 7.
0 1 Q,‘," TRA §
Zxg ynis
(10 }
L 0 1 D ZAPADOCESKA
[ -1 0
0 -1
[ 1000 0
0 1000 |

8. (2b.) Najdéte matici inverzni k matici [ L0 ]

0 2
(1 0
0 1]
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108 3 3 0
R

&
S

9. (2b.) Najdéte matici inverzni k matici [

|
|
|

10. (2b.) Najdéte matici inverzni k matici [

|
|
|

S N =

S =

4
0

o Al

>~ = O

0
6

J

D= O

0
0 4

0
0 6

J

|

“ 2 7
%,

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

=
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2\ FERRA

0]' I!,.Js

2
11. (2b.) Najdéte matici inverzni k matici [ 0 2 N

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

S N =
N = O

{ |
i -%]-
5

12. (2b.) Provedte jeden krok Newtonovy metody, tj. Newtonovu iteraci (6.2), pro funkci

f(z1,22) = 2% + 23 s pocatecnim bodem zy = (1,1).

gt =2 - V() () = [ ]

13. (2b.) Provedte jeden krok Newtonovy metody, tj. Newtonovu iteraci (6.2), pro funkci
f(z1,20) = 2% + 223 s pocateénim bodem o = (2, 1).

peo ooy ]
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14. (2b.) Provedte jeden krok Newtonovy metody, tj. Newtonovu iteraci (6.2), pro funkci v 5
31 5\ S

f(x1,2) = 222 + 323 s poateénim bodem xg = (Z’ 5) S

’ ZAPADOCESKA
zt = 2% — V2 f(2") IV £(20) = [ ] v

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

Pro ukonceni testu je tfeba kliknout na tlacitko ,Konec testu“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlac¢itko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a Cervené
budou oznaceny odpovédi chybné. Pti pouziti otdzky s tvorenou odpovédi se spravnéd odpo-
véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v naviga¢nim panelu po kliknuti na tlacitko
,Ans“.
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RN
1849
Priklady k procviceni
AL\ A
1. Nakreslete graf a vrstevnice funkce "%“ 4 “\‘é‘”

fz1,m2) = aF + 3.

V PLZNI

~ ’ ZAPADOCESKA
Reste tlohu optimalizace bez omezeni UNIVERZITA

£I€1]1R% (21, 22).

Tuto ulohu reste Newtonovou metodou s analyticky vypoctenym gradientem i Hessidanem a poté
Newtonovou metodou s numericky vypoctenym gradientem i Hessidnem. Ulohu pocitejte s ukon-
¢ujici podminkou na velikost gradientu i délku kroku.

2. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(z1,22) = x1 + 23 + 23.

Reste tlohu optimalizace bez omezeni

;Ié]iRI% (1, x2).

Tuto tlohu feste Newtonovou metodou s analyticky vypoctenym gradientem i Hessidanem a poté
Newtonovou metodou s numericky vypoctenym gradientem i Hessidnem. Ulohu pocitejte s ukon-
Cujici podminkou na velikost gradientu i délku kroku.

3. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

f(zy,z2) = 100z + z2.
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VIR
1849
Reste tlohu optimalizace bez omezeni
A\ <l
. ) 4
miy f (z1,%2). TS
Tuto tlohu reste Newtonovou metodou s analyticky vypoctenym gradientem i Hessidnem a poté
Newtonovou metodou s numericky vypoctenym gradientem i Hessidnem. Ulohu pocitejte s ukon- P IATaDOCESKA
Cujici podminkou na velikost gradientu i délku kroku. v PLZNI

4. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
flxy,20) = sin? x1 + cos® xs.
Reste tilohu optimalizace bez omezeni

min f(x1,x2).

ZER2 ( 1, 2)

Tuto ulohu reste Newtonovou metodou s analyticky vypoctenym gradientem i Hessianem a poté
Newtonovou metodou s numericky vypoc¢tenym gradientem i Hessidnem. Ulohu pocitejte s ukon-
¢ujici podminkou na velikost gradientu i délku kroku.

5. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(z1,20) = (21 — x%)g +(1- xl)z.
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(x1,x2).

TER? ( ! 2>

Tuto tlohu feste Newtonovou metodou s analyticky vypoctenym gradientem i Hessidanem a poté
Newtonovou metodou s numericky vypoctenym gradientem i Hessidnem. Ulohu pocitejte s ukon-
¢ujici podminkou na velikost gradientu i délku kroku.
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RN
6. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
& v@7
%, S
flxy,x0) = (1 — :1:%)2 -+ 100(1 — 1:1)2. ""/0“- >

Reste ulohu optimalizace bez omezeni

’ ZAPADOCESKA
min (xl, J,‘Q). sn:’llvziunlzm
zER?

Tuto tlohu reste Newtonovou metodou s analyticky vypoctenym gradientem i Hessidanem a poté
Newtonovou metodou s numericky vypoctenym gradientem i Hessidnem. Ulohu pocitejte s ukon-
¢ujici podminkou na velikost gradientu i délku kroku.

. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
fz1,m2) = 100(z3 — 23)* + (1 — 21)%
Reste tilohu optimalizace bez omezeni

ﬁ%f@hml

Tuto ulohu reste Newtonovou metodou s analyticky vypoctenym gradientem i Hessianem a poté
Newtonovou metodou s numericky vypoctenym gradientem i Hessidnem. Ulohu pocitejte s ukon-
¢ujici podminkou na velikost gradientu i délku kroku.

. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(z1,22) = 100(z1 — 23)% + (1 — x1)%
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).
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Tuto tlohu reste Newtonovou metodou s analyticky vypoctenym gradientem i Hessidanem a poté
Newtonovou metodou s numericky vypoctenym gradientem i Hessidnem. Ulohu pocitejte s ukon-
¢ujici podminkou na velikost gradientu i délku kroku.

ZAPADOCESKA
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Kapitola 7

Trust region

Jak jsme vidéli vyse, efektivnost Newtonovy metody pro minimalizaci hladké funkce f bez
omezeni zalezi na vérnosti kvadratického modelu v okoli jeho minima. Doposud jsme pro-
blém s pripadnym rozdilem mezi cenovou funkei a jejim lokdlnim modelem fesili zkracenim
kroku. Alternativné vS8ak muzeme omezit platnost modelu také specifikaci okoli € dané
iterace z*, na kterém je model vérny, a dalsf iteraci volit podle

M =gk gk dF = arg min my(zF + d).
deQy
Lze ocCekavat, ze model funkce bude timto zptisobem vyuzit 1épe nez by tomu bylo u New-
tonovy metody, kterd by zkratila Newtoniiv krok tak, aby dalsi iterace patfila do €, a to
za cenu minimalizace komplikované omezenim. Metody zaloZzené na minimalizaci modelu
funkce na omezeném okoli dané iterace se anglicky nazyvaji metody typu trust region, t.j.
néco jako metody duvéryhodné oblasti.

ZAPADOCESKA
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VRN
Okoli Qf volime tak, aby bylo mozno minimum efektivné spocitat, nejc¢astéji pomoci
z . 7 Ja _ n , Y 7
lso-normy nebo pomoci eukleidovské normy, které jsou pro y = [y;] € R" definovdny po D 75
/0"‘ ““\‘\

fadé predpisy

==dbpoooy

V PLZNI

lulo = max il a ol = /o3 +-+ 63 D.;;-;:::;::ﬂ

V dalsich kapitolach si ukdzeme efektivni algoritmy pro hledani minima konvexni kvadra-
tické funkce na okoli uréeném ¢..-normou ve tvaru

Q={r eR": ||lz — 2F00 £ &}
V této kapitole se zaméfime na vyuziti okoli urcéeného eukleidovskou normou

Qk = {x cR": ”.’L‘Z = CC?H2 § 5k}

Pro zjednoduseni vykladu se omezime na konvexni funkce, metodu vsak lze adaptovat na
nalezeni stacionarniho bodu libovolné funkce.
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7.1. Penalizaéni lemma
t 7
NI

Nas vyklad bude zalozen na vysledku, ktery ndm umozni prevést minimalizaci na euklei- iy
dovském okoli na minimalizaci modifikované cenové funkce bez omezeni.
_ ZAPADOCESKA

Véta 7.1. Necht f je striktne konvexni kvadratickd funkce, x € R™, § > 0, a necht d € R" D > Vo™
je Tesenim problému

f(z +d) = min f(z + d). (7.1)

lldll=o

Potom existuje ¢ > 0 tak, Ze

- c

d) = min (f(+d) + 5 |1d2). 7.2

f(z +d) = min (f(z+d) + 5 lld| (7.2)

Diikaz. Jestlize feseni d problému (7.2) spliuje ||d|| < &, pak ziejmé staci polozit ¢ = 0.
Pokud tomu tak neni, potom z obr. 7.1 plyne, ze existuje ¢ > 0 tak, ze plati

cd = —Vaf(z +d).
Odtud

Vi (f(:c +d)+ gudu?) ’d:g = Vaf(z +d) +cd =0,

coz je podminka pro minimum funkce na pravé strané rovnosti (7.2).
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Obr. 7.1: Ilustrace penalizacni véty
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7.2. Levenberg-Marquardtova implementace

Budeme pouzivat kvadraticky model f v okoli iterace z*, ktery zahrnuje omezeni minima-
lizace na okoli €}, pomoci d; = 0, takze

my(z® + d) = f(zF) + dTVf(2*) + %dT (v2 f=F) + M) d. (7.3)

Algoritmus nejprve najde ,zkusebni“ délku kroku dj, pribliznym feSenim
d* ~ arg min my(z* + d).
deR"”

Tento krok odpovida podle véty 7.1 minimalizaci my na néjakém okoli 2, uré¢eném implicitné
0. Pak se rozhodne, zda ho prijme podle toho, zda se podarilo dosahnout dostatec¢ného
poklesu cenové funkce. V dalsim kroku se aktualizuje dy, t.j. velikost okoli, na kterém se
provadi minimalizace. Cely algoritmus je potom uveden nize.
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Algoritmus 7.1 Zakladni Trust Region algoritmus.

Je dana konvexni funkce f, zvolime 0 <mny < mo < 1,
0< 7 <1<y, IO, k=0, dy>0.
Krok 0. {Cyklus gradientni metody. }

while ||V f(2®)|| velké

Krok 1. {Minimalizace modelu my,. }
dF ~ arg inIl'Rn my(z + d).
e n

Krok 2. {Aktualizace z*.}

Pk = mk(mk) _ mk(xk + dk)
if pr. = m
then zFt!l = zF 4 g
else zFtl = o
end if

Krok 3. {Trust region aktualizace (pomoci aktualizace dy,). }

Y10k if pr > 2
ok =19 O if pr € (m,m2)
Y20k if pr <m
E=k+1
end while
Krok 4. {Dosad (priblizné) resent. }
W=

&
S
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Algoritmus 7.1 Ize povazovat téz za prototyp algoritmu tzv. sekven¢niho kvadratického
programovani (sequential quadratic programming-SQP). Modifikaci pravidla aktualizace Y 7
ho 1ze snadno upravit tak, aby hledal stacionarni bod i pro funkce, které nejsou konvexni.
Zde jsme se omezili na konvexni funkce casteéné pro jednoduchost, ¢astecné proto, abychom
se vyhnuli pouziti véty 7.1 pro nekonvexni funkce. Poznamenejme, ze véta 7.1 plati i pro ne- D p ZArsonteses

konvexni funkce, jeji diikaz je témér trividlni aplikace podminky minima funkce s omezenim,
kterou si vSsak odvodime az v dalsich kapitolach.

V PLZNI

Priklady k procviceni
1. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(zy,z2) = 22 + x3.
Reste tilohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).

Tuto tlohu feste Trust region metodou. Ulohu poéitejte s ukonéujici podminkou na velikost
gradientu i délku kroku.

2. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(xy,x2) = 2] + 22 + 22,
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

wme]iR% (x1,22).
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Tuto tlohu feste Trust region metodou. Ulohu poéitejte s ukoncujici podminkou na velikost
gradientu i délku kroku.

3. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

F(r,za) = 10028 + 22, D b oo

V PLZNI

Reste tlohu optimalizace bez omezeni

igggf(ml,le

Tuto tlohu feste Trust region metodou. Ulohu poéitejte s ukoncujici podminkou na velikost
gradientu i délku kroku.

4. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

f(z1,20) = sin? 2 + cos? zp.

Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).

Tuto tlohu feste Trust region metodou. Ulohu poéitejte s ukoncujici podminkou na velikost
gradientu i délku kroku.

5. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

flx1,m0) = (21 — 23)* + (1 —21)*.
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Reste ulohu optimalizace bez omezeni

;IGI]IRQ f(z1,22).

ZAPADOCESKA
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Tuto tlohu feste Trust region metodou. Ulohu poéitejte s ukoncujici podminkou na velikost
gradientu i délku kroku.

6. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
fx1,22) = (x1 — 22)? +100(1 — z1)%.
Reste tilohu optimalizace bez omezeni

;Ié]iRg f(z1,22).

Tuto tlohu feste Trust region metodou. Ulohu poéitejte s ukoncujici podminkou na velikost
gradientu i délku kroku.

7. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(zy,z2) = 100(z3 — 22)2 + (1 — z1)%
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).

Tuto tlohu feste Trust region metodou. Ulohu poéitejte s ukonéujici podminkou na velikost
gradientu i délku kroku.
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8. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

f(z1,29) = 100(z; — 23) + (1 — )2

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Reste tlohu optimalizace bez omezeni I

miy f(z1,22).

Tuto tlohu feste Trust region metodou. Ulohu poéitejte s ukoncujici podminkou na velikost
gradientu i délku kroku.
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8.1. Heuristické odvozeni zakladnich myslenek metody BFGS

d
i

V této kapitole vybudujeme minimaliza¢ni algoritmus pro metodu, kterd pouziva Newtonav
krok. Ale narozdil od Newtonovy metody je informace druhého fadu (tj. v pripadé funkce
jedné proménné druhé derivace a v pripadé funkce vice proménnych Hessidn) aproximovéna
na zakladé znalosti predchazejicich iteraci. Takové metodé budeme fikat kvazi-Newtonova.
K této aproximaci informace druhého radu pouzijeme v pripadé funkce jedné proménné tzv.
metodu secen (viz obrézek 8.1) uréenou pro hledéni feseni rovnice f(z) = 0. Tato metoda

aproximuje FeSeni priseéikem seény ke grafu funkce f v bodech z* a zF~1 s osou z, tzn. Zaviit dokument

Rl = gk f(a:k)f(zf;:fc’(z,:,l) a f(xj,zii,(iiil) ~ f'(z¥). Pokud pouzijeme metodu secen

I Cels obrazovka/Okno
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Obr. 8.1: Algoritmus metody secen

pro feseni rovnice f'(z) = 0, dostaneme vztah
f,($k) . f’(a:k_l) - (l’k . fL'k_1> , (81)

ktery pouZijeme pro aproximaci druhé derivace v bodé x* (b ~ f”(z*)). V piipadé funkce
vice proménnych pouzijeme zobecnéni vztahu (8.1):

Vf@E®) - Vi) =B (l‘k - xk_1> , (8.2)
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VIR
ktery pouZijeme pro aproximaci Hessianu v bodé ¥ (B ~ V2 f(z¥)). Tento vztah jiz nestaci v -
pro jednoznacné urceni matice B a proto musime k jejimu urceni pfidat dalsi podminku. X '3«5
Tu ndm poskytne lemma uvedena v dalsi podkapitole. s
8.2. Minimalizacni lemma D > é‘.‘:'.;v‘:é:ﬁf.ii“

Lemma 8.1. Necht y,s € R?, kde y"'s > 0, a mnozina Q(y, s) je ddna
Q(y,s) ={B € R™: Bs=y}.

Pak plati:
min ||B — Al = ||[A+ — 4], 8.3
pamn (1B = Al = A = 4] 53
kde ( As)sT
y— As)s
A=A+ "— . 4
+ + STS (8 )

Diikaz. Ukézeme nejprve, ze plati tvrzeni VB € Q(y, s) :
Ay —A| =B —A].

K tomu pouzijeme vztah (8.4), definici mnoziny Q(y, s) a vlastnost normy [|[MN|| < ||M|||N]|,
ktera plati pro vSechny matice M, N € R™".

Tzn.
—As)sT —As)sT Bs—As)sT ssT
JAy — A || = A+ 8= _ 4 ) = |G = | B ) - (B- A% || < ||B -
_A l|ssT|]
” sTs *
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AZIRINA
Pokud vyuzijeme toho, ze norma matice je indukované vektorovou normou a tedy plati " I!!I 7
e\ Y IN
) STRAY Q
% <
Ml‘ 4'/0"4- “\‘\k’
||M||:max{H:mERn,$#o , :
T
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pak je snadné dokazat, ze plati

)
»
=

7 toho plyne
Iss™ ]l
sTs

1B = Al = [|B - Al

a tim jsme ovérili platnost VB € Q(y, s) :
A+ — A =B - Al.

Je snadné ovérit, ze plati A4 € Q(y,s). Tim jsme ukézali, ze ||B — Al nabyva svého
minima v A4, které je ddno vztahem

_ T

S§° S
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8.3. Symetricka pozitivné definitni aproximace Hessianu

V této casti si vybudujeme symetrickou pozitivné definitni aproximaci Hessidnu na zakladé
znalosti gradientu funkce f z predchazejicich iteraci. V pripadé funkce jedné proménné
plati f'(x +h) — f'(x) = f"(§)h = f"(x)h. Pokud tuto rovnost zobecnime do vice dimenzi,
dostaneme

H*s =y, (8.5)
kde
s=zF — 2"l y=Vf(zF) - VD). (8.6)
Predpokladejme, ze mame k dispozici Choleského rozklad matic H* a H*~1:
HY = JJ7, (8.7)
BN = L (8.8)
Dosadme vztah (8.7) do vztahu (8.5), tim dostaneme
JITs =y. (8.9)

Ozna¢me v = J''s a tim dostaneme Jv = y.
Zvolme matici J tak, aby splnovala Jv = y a soucasné byla jeji vzdélenost od matice L
minimalni. K tomu mtzeme pouzit tvrzeni lemmy 8.1. Dostaneme

(y — Lv)vT‘

J=1L 8.10
+ vTw (&)
V rovnici v = JT's dosadme za J ze vztahu (8.10):
v(y — Lv)T's
Lt ———— =0 8.11
s+ Ty v (8.11)

ZAPADOCESKA
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Déle upravme (8.11) a dostaneme
T TrT
vy's —vv' L' s
LT = 8.12
s+ Ty v (8.12)
a po dalsi apravé
Te _ TIT
Ts+ %472 v:,f’v A (8.13)
Oznacme v (8.13) zlomek konstantou k:
T TrT
y's—v'L's
k= . 8.14
Ty (8.14)
A upravme (8.13) a ziskdme
LTs = (1 — k). (8.15)
Pokud oznacime ﬁ jako «, prepiseme vztah (8.15) na
aLlls =w. (8.16)
Dosadme do (8.11) za v ze vztahu (8.16) a dostaneme
T Tr1T
T y's—as LL's ¢  _p
L s+« 2T ITs L's=aL"s (8.17)
a po uprave
T 1T
T y'sL's T._ 7T
LS+CMm-L s=al"s. (818)
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Déle upravime
T
y's
. A — 8.19
T WL s (8.19)

a nakonec . .
2o Yys Yy s
O T TLITs  sTHF1g (820

V pifpadsé, ze je splnéna podminka y”'s > 0!, pak vyjadifme o:

| y's

Pokud podminka y”s > 0 neni splnéna, pak je tieba zvolit H* = H*~1 abychom méli
nadale zarucenu pozitivni definitnost aproximace Hessidnu.

Po dosazeni do (8.16):
T
] YSs g
Dosadme do (8.7) vztah (8.10):

— T _ T\ T T TyT
Hk:JJT:(L+M> <L+M) W Lw I (8.23)

vy vTv vy vTy

!Tato podminka je splnéna, pokud je funkce f konvexni{ v bodé z*, nebot z toho plyne, Ze matice
H* je symetrickd pozitivné definitni a proto yTs = sTHTs = sTHs > 0. V piipadé, Ze funkce f neni
konvexni, pak je podminka splnéna pokud pro délku kroku as navic vyzadujeme tzv. Wolfeho podminku
Vi +as)Ts > BV f(zF1)s, 0 < 8 < 1. A to proto, ze y's = Vf(z*)s — Vf(z*1)s a Vf(z" s <0
plati, protoze s je smér poklesu.
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Pouzijeme (8.22) a odvodime

T T T T
T, TrrT y s _ Tyrk—1 Yy s __ap vy yy
vv=s L s ety = 8 B s ey SV STy < T (8.24)
a
T L TLT T LLT TLLT Hk—l THk—l
o= VT prgp DT fs LITsSTLIT gl
sTHk-1g vTw sTHk—1g yL's sTHk=1g

Po dosazeni (8.24) a (8.25) do (8.23) ziskdme vztah pro symetrickou pozitivné definitni
aproximaci Hessianu v bodé z*:

ny Hk—ISSTHk—l

Hk — Hk—l .
+ yT's sTHk-1g

(8.26)

8.4. Algoritmus BFGS

Vztah (8.26) je zédkladnim kamenem metody BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno).
Pri budovani symetrické pozitivné definitni aproximace Hessianu pomoci tohoto vztahu je
rozumné zvolit jako H® jednotkovou matici 1.
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Algoritmus 8.1 Metoda BFGS.

Krok 0. {Inicializace.} esaeens
Zvolme € > 0 (presnost), 2° € R", oznacme ¢° = Vf(2°), HY = I (jed- UNIVERZITA
notkovd matice), k =1
Krok 1. {Zdkladni cyklus pro metodu BFGS. }
while |g" 1| = ¢
ok — k=1 _ (Hk—l)_lgk—l
9" = Vf(a")
y =gk — g1
s = .’L‘k _ .’Ijk_l
if yT's >0
_ T k—1..T prk—1
H* = H*! + % — STIS’;k_I—IIS
(symetricka pozitivné definitni aproximace Hessidnu)
else
Hk — Hk—l
end
E=k+1
end while
Krok 2. {Resent. }
z=zk
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Protoze vypocet (Hk_l) - je velmi ndro¢ny, nahrazujeme obvykle vypocet — (Hk_l) - gt ® 5
FeSenfm soustavy (H*1)d = —gF~1. N “&4"
LTS
8.5. Interaktivni ukazka pouziti metody BFGS D
> UNIVERZITA
Pro ilustraci fungovani metody BFGS (QuasiNewton - BFGS) a jeji porovnani s nékterymi Lo

dalsimi zakladnimi optimaliza¢nimi metodami je vhodné vyuzit tento applet. Tento applet
byl vytvoren v software Mathematica. Pro pouziti appletu musite mit nainstalovan Wolfram
CDF Player.

V appletu je mozné si vybrat minimalizaci nékteré z osmi funkci dvou proménnych, zvolit
si poc¢atecni bod z¥ itera¢niho procesu a ovliviiovat zobrazeni grafu minimalizované funkce.
Aplikace Vam umozni sledovat iteracni proces hledani minima pomoci metody BFGS i dal-
sich metod. Muzete také porovnat pocty iteraci jednotlivych metod, které jsou potieba
k nalezeni minima zvolené funkce.

Priklady k procviceni
1. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(zy,z2) = 22 + 23
Reste tilohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).

Tuto tlohu feste metodou BFGS. Ulohu poditejte s ukonéujici podminkou na velikost gradientu
i délku kroku.



animace_metody_optimalizace.html
http://www.wolfram.com/cdf/
http://www.wolfram.com/cdf/
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2. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
AL\ A
Ao B oD &
f(z1,29) = 2] + xf + 25. xS

Reste tlohu optimalizace bez omezeni

9 ZAPADOCESKA
ml% f(xlv 372). P univerzima
T€R v PLZNI

Tuto tlohu feste metodou BFGS. Ulohu poditejte s ukonéujici podminkou na velikost gradientu
i délku kroku.
3. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(zy,z2) = 100z + z2.
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).

Tuto tlohu feste metodou BFGS. Ulohu poditejte s ukonéujici podminkou na velikost gradientu
i délku kroku.

4. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

f(z1,z3) = sin? 21 + cos® z.
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

;Ié]le (z1,22).

Tuto tlohu feste metodou BFGS. Ulohu poditejte s ukonéujici podminkou na velikost gradientu
i délku kroku.
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5. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
AL\ A
flxy,m2) = (21 — 1’%)2 +(1 - xl)z' %"m m\\“"'&

Reste tlohu optimalizace bez omezeni

9 ZAPADOCESKA
ml% f(xlv 372). P univerzima
T€R v PLZNI

Tuto tlohu feste metodou BFGS. Ulohu poéitejte s ukonéujici podminkou na velikost gradientu
i délku kroku.
6. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(@1,22) = (21 — 22)% +100(1 — 21)*.
Reste tlohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).

Tuto tlohu feste metodou BFGS. Ulohu poditejte s ukonéujici podminkou na velikost gradientu
i délku kroku.

7. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(zy,m2) = 100(z3 — 22) + (1 — z1)%
Reste tilohu optimalizace bez omezeni

min f(z1,22).

Tuto tlohu feste metodou BFGS. Ulohu poéitejte s ukonéujici podminkou na velikost gradientu
i délku kroku.
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8. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

f(z1,29) = 100(z; — 23) + (1 — )2

Reste tlohu optimalizace bez omezeni

miy f(z1,22).
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Tuto tlohu feste metodou BFGS. Ulohu poditejte s ukonéujici podminkou na velikost gradientu

i délku kroku.
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Kapitola 9

Podminky minima pro ulohy
s omezenim ve tvaru rovnosti

Pocinaje touto kapitolou se budeme zabyvat fesenim optimalizacnich dloh s omezenim.
V technickych tlohach takové omezeni vznika napriklad potifebou zahrnout do formulace
ulohy omezeni zdroju, které mame k dispozici, nebo pozadavky na pevnost konstrukei.
Zacneme s omezenimi ve tvaru rovnosti a ukdzeme si, jak poznat feSeni tlohy

migzlf(ac), Q={zeR":h(z) =0}, h:R"—>R"™ m<n. (9.1)
S

Budeme pri tom predpokladat, ze f je dvakrat spojité diferencovatelna funkce a h je spojité
diferencovatelna. Mnozina €) se nazyva pripustnd mnozina.

Podminky minima pro funkce s omezenim maji vyznam pro zodpovézeni zakladnich
teoretickych otazek optimalizace. Jejich znalost je uziteéna i mimo optimalizaci. Uplatni

o
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se napriklad pti studiu fyziky a technickych aplikaci. I kdyz je ,rucni“ fteSeni akade-
mickych tloh velmi ¢asto zalozeno na feSeni rovnic (a nerovnic), které formalné popisuji
podminky minima, pocitacové feSeni rozsahlejsich praktickych 1loh je obvykle zaloZeno na
jingch postupech, popsanych v dalsich kapitoldch. Ulohy s omezenim lze fesit bez poéitace
jen vyjimecné.

9.1. Geometricka ilustrace podminky minima
Zacneme s feSenim jednoduché tlohy

hl(r;l)igof(:n), f@)=x2+2% hx)=4—21— 0. (9.2)
Pomuzeme si obrazkem 9.1, na kterém jsou zndzornény ¢arkované kruhové vrstevnice funkce
f a neprerusovanou Carou je znazornéna primka, kterd predstavuje pripustnou mmnozinu.
Minimum je dosazeno v bodé Z.

Jelikoz minimum f bez omezeni je dosazeno ve spole¢ném stiedu vSech kruznic popsa-
nych pomoci rovnic f(z) = ¢, ¢ > 0, je z obrazku vidét, ze nejmensi z kruznic, na nichz lezi
alespon jeden pripustny bod, je pravé ta kruznice, ktera se dotykéd pripustné mnoziny. Ve
spoleéném bodé T plati, ze gradient f je ndsobkem gradientu h, tedy existuje A € R tak, Ze

V£(Z) + AVA(Z) = o.

Dostali jsme tak algebraickou formu naseho pozorovani. Jelikoz reseni musi byt piipustné,
muzeme napsat rovnice, které v nasem pripadé urcuji reseni:

Vf(x)+ AVh(z) =0, h(z)=o.
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Obr. 9.1: Minimum kvadratické funkce na primce

Jelikoz prvni rovnice je vektorova, mizeme si je prepsat jako tii skalarni rovnice

201 — A =0, 2x0—A=0, xz1+xz9=4.

Jejich fesenim dostaneme slozky FeSeni 73 = T3 = 2, A = 4. Povsimndte si, Ze jsme ziskali
nejen FeSeni tlohy (9.2), ale také hodnotu A, na kterou se nds nikdo neptal. V dalsim
vykladu uvidime, ze A je dilezitd velic¢ina, jejiz pochopeni ndm umozni zavést nové algoritmy
a dodatecnou informaci o kvalité feseni.
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2 TORS
9.2. Uloha kvadratického programovani s rovnostmi a Lagran- ‘. 57
gian LS
Odvodime si nyni podminky minima pro tilohu konvexniho kvadratického programovani
D > ZAPADOCESKA
1 vz
mig f(z), flz)= ExTA:c — bz, Q={zecR":Bzx=c}, (9.3)
re

kde A je symetrickd pozitivné definitni matice fadu n, B je typu m x n a ¢ € H(B)'.
Piedpokladame, 7e B # O a Ze hodnost B je riiznd od n, takze nulovy prostor N'(B) # {0}?,
avSsak nevyzadujeme, aby B méla nezavislé radky. Je snadné ukéazat, ze {2 je neprazdna
uzaviend konvexni mnozina.

Pripustnad mnozina €2 je afinni prostor tvaru

Q=z+N(B),

kde T je jakykoliv vektor, ktery splnuje

Bz =c.
Provedeme-li substituci z = T + z, z € N(B), muzeme prevést (9.3) na minimalizaci
1
fz(z) = izTAz —(b— Az 2 (9.4)

na linedrnim prostoru N (B). Kdyz se ndm to bude hodit, mizeme proto predpokladat, ze
¢ = o v definici €.

'4(B) oznacuje obor hodnot matice B.
2N (B) oznacuje nulovy prostor (jadro) matice B.
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Uzite¢nym nastrojem k analyze a feSeni problémt s omezenim je Lagrangidn
Lo :R"™™ 5 R
definovany pomoci

Lo(z,\) = f(z) + \[(Bx —¢) = %xTAas —bTz + (Bz — )T\ (9.5)

Povsimnéme si, ze se nam gradient Lagrangianu objevil pti algebraické formulaci podminek
minima v nasem tivodnim ptikladu. Zrejmé

Vi.Lo(x,)) = Vif(z)=A4, (9.6)
VeLo(z,A) = Vf(z)+BIA= Az —b+ BT, (9.7)
Lo(x+d,\) = Lo(z,\)+ (Az — b+ BTAN)Td + %dTAd. (9.8)

Lagrangian je v pripadé kvadratického programovani definovan tak, ze pokud se na
ného divame jako na funkci x, potom je jeho Hessian a restrikce na () identicka s f, avSak
jeho gradient V,Lg(x, \) zavisi na hodnoté A. Odtud plyne, ze je-li f konvexni, potom Lg je
konvexni pro jakékoliv pevné zvolené A, a globalni minimum Lq vzhledem k = se rovnéz méni
s A. Uvidime, Ze je mozné zformulovat podminky pro A, B, a b tak, Ze s vhodnou volbou
A = X se feSeni problému (9.3) s omezenim redukuje na minimalizaci Ly bez omezeni tak
jako na obr. 9.2.
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Obr. 9.2: Geometricky vyznam Lagrangianu

143 o
R

“ 2 7
%,

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Podminky minima pro tlohy s omezenim ve tvaru rovnosti 144

9.3. Podminky minima pro kvadratické programovani s rov-
nostmi

Hlavni otdzky tykajici se podminek optimality a FeSitelnosti (9.3) jsou zformuloviny v né-
sledujicim tvrzeni.

Véta 9.1. Necht je problém (9.3) definovan pomoci symetrické matice A € R™*™, matice
omezeni B € R™*™ se sloupcovou hodnosti mensi nez n, a vektori b € R™, ¢ € H(B).
Potom plati:

(i) Vektor T € Q je tesend (9.3) pravé kdyz AN (B) je pozitivné semidefinitni a

(A7 —b)Td=0 (9.9)
pro kazdé d € N(B).
(i) Vektor T € Q je Teseni (9.3) pravé kdyz AN (B) je pozitivné semidefinitni a existuje

vektor A € R™ tak, Ze _
AZ —b+ BTX =o. (9.10)

Diikaz. (i) Necht T je feSeni problému (9.3), takze pro kazdé d € N (B) a a € R
— — — T o r
0 f(T+ ad) — f(T) =a(AT —b)" d + ?d Ad. (9.11)

Zvolime-li d € N (B) a « dostateéné velké, dostaneme z nezdpornosti pravé strany (9.11),
7e d' Ad = 0. Tedy A|N(B) musi byt pozitivné semidefinitni. Na druhé strané, pro dosta-
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te¢nd malé hodnoty o a (AT — b)Td # 0, znaménko pravé strany rovnosti (9.11) je uréeno
znaménkem a(AZ — b)Td. Jelikoz si mizeme zvolit znaménko « libovolné a prava strana
(9.11) je nezaporna, dojdeme k zavéru ze (9.9) plati pro kazdé d € N (B).
Predpokladejme nyni, ze (9.9) plati pro vektor T € Q a ze A|N(B) je pozitivné semide-
finitni. Potom !
f@+d) - fZ) = 5dTAd >0

pro kazdé d € N (B), takze T je TeSeni (9.3).
(ii) Necht T je feSeni (9.3), takze podle (i) A|N(B) je pozitivné semidefinitni a T spliuje
(9.9) pro kazdé d € N(B). Posledni podminka je ekvivalentni Az — b € H (BT), takze
existuje A € R™ tak, 7e plati (9.10).

Necht A|N(B) je pozitivné semidefinitni. Jestlize existuje X a T € Q tak, ze plati (9.10),
potom podle Taylorova rozvoje

= = 1
f@+d) — f@) =Lo(T+d, ) — Lo(T, \) = 5dTAd >0
pro kazdé d € N(B), takze T je FeSenim (9.3). O

Z véty 9.1 vyplyva, ze feseni tlohy (9.3) je FeSenim soustavy rovnic, kterou si muzeme

zapsat v blokovém tvaru
A BT x b
5 o I[3]-[] 012

Dvojici (z,A) kterd spliuje (9.12), budeme nazyvat Karush-Kuhn-Tuckerova dvojice
nebo struéné KKT-dvojice. Soustavu (9.12) nazyvame Karush-Kuhn-Tuckerovou podmin-
kou nebo struéné KKT-podminkou.
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9.4. Nutné podminky pro ulohy nelinearniho programovani

Vratme se nyni k minimalizaci nelinearni funkce s omezenim ve tvaru rovnosti (9.1). Hlavni
komplikace je v nelinearnich rovnostech, které komplikuji charakteristiku pripustnych pri-
rustkd argumentu v okoli lokdlniho feseni T, tedy takovych vektori d € R™, pro které
plati

T+defd

Nemusi totiz existovat pripustné smery, t.j. vektory d pro které plati

T+ade Q) pro « dostateéné malé.

Lze si to snadno ovéfit na mnozing Q = {x e R?: 22 + 23 =2} vy =29 = 1.
Problematiku si vysvétlime podrobnéji na te¢nych smérech, které si zavedeme pomoci
pripustné krivky. Krivkou zde nazyvame mnozinu

C={z(t) : t € (to, t1)},

kde tyg < t1 a = : R — R" je prosté zobrazeni, které ma alespon dvé spojité derivace. Kfivka
C se nazyva pripustnou krivkou mnoziny €2, jestlize C C 2. V dals$im se omezime na krivky,
které prochdzi danym lokdlnim feSenim Z, takze existuje ¢ € (t1,t2) tak, ze plati T = x(¥).
Budeme navic predpokladat, ze takova kiivka existuje a ¢ = 0 (toho muzeme dosdhnout
posunutim argumentu t), takze

Prvni derivace x(t) je vektor

o
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AR
1849
dt ’ /0"4- ““\‘\‘

ktery urc¢uje smér tecny k x(t) v t. Je-li tedy T feSenim (9.1), potom

f(f) = f(.’B(O)) = min f(x(t)), D > o

te(to,t1)

takze plati

% (@(t)) 1m0 = &' )TV £ (2(t)) im0 = 2/ (0)TVf(Z) = 0. (9.13)

Definice 9.2. Oznacme si

To(T) = {d € R" : d=1'(0) pro ptipustnou kiivku z mnoziny Q}.

Mnozina Tq(Z) doplnénd nulovym vektorem se nazyva tecny kuzel® v T k mnoziné .

“Mnozinu L C R" nazveme (konvexnim) kuZelem, jestlize ax € K pro vSechny v = 0 a € K.
Pomoci nového oznaceni a (9.13) mizeme definovat podminku pro feseni Z ve tvaru

dTV{(@) =0

pro vSechna d € T (), t.j.

V(@) LT (7). (9.14)
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Praktické pouziti kuzele T(Z) k charakteristice minima je velmi problematické, nebot
jeho popis je komplikovany a tecny kuzel je v obecném pripadé pouze podmnozinou nulového
prostorem VA (Z)T. Abychom si ovéfili druhé tvrzeni, staci si viimnout, Ze h; (z(t)) = 0 pro
t € (to, 1), takze pro libovolnou pfipustnou kfivku z(t) plati

hi(z(t)) = ' (t)'Vh; (z(t)) = 0.
Pouzijeme-li tento vztah pro ¢t = 0, dostaneme snadno
d'Vhi(T) =0
pro vSechna d € To(T), tedy

To(T) C N (VR(@)T) . (9.15)

Nastésti je tecny kuzel v typickych piipadech shodny s nulovym prostorem Vh(T). Toto
tvrzeni si snadno ovéfime pro linedrni vazby definované pomoci h(z) = Bz — ¢. K tomu si
staci vsimnout, ze B = Vh(z)T, takze d patii do jadra Jacobidnu h v libovolném z € R”,
pravé kdyz Bd = o, a pro z(t) = td — c plati

2'(t) = 2'(t) = d,
tedy d € Tq(7) a

To(@) =N (VA@)T). (9.16)

Zobecnime-li si definici Lagrangianu pomoci

Lo(z, A) = f(2) + h(z)"A,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Podminky minima pro tlohy s omezenim ve tvaru rovnosti 149

muzeme shrnout nase pozorovani do nasledujici véty.

Véta 9.3. Necht je problém (9.1) definovdn pomoci diferencovatelnych zobrazeni f a h.
Necht problém (9.1) md lokdlni minimum v T a necht

N (Vh@)T) = To(z). (9.17)

Potom existuje X\ € R™ tak, Ze

V.Lo(Z,N) = VF(@) + VA@E) X = 0. (9.18)
Podminka (9.17) je splnéna, kdyz h je afinni zobrazend.

Diikaz. 7 ptredpokladu, (9.14) a (9.16) plyne, ze V f(Z) je ortogonalni k N(Vh(f)T), t.j.
V(@) € H(Vh(T)). O

Pomoci véty o implicitni funkei a davtipu lze dokézat rovnost (9.17) i pro piipad, ze hodnost
Vh(Z) je rovna m. My si toto posledni tvrzeni odvodime jinym zpisobem v 11. kapitole.

Dvojici (%, \), kterd splituje (9.18), budeme opét nazyvat Karush-Kuhn- Tuckerova dvo-
jice nebo struéné KK T-dvojice. Soustavu (9.18) s podminkou h(x) = o nazyvame Karush-
-Kuhn-Tuckerovou podminkou nebo strucné KKT-podminkou.

Podminku optimality pro tlohu s rovnostnim omezenim lze zavést i pomoci jiné ge-
ometrické konstrukce nez té, kterd vyuziva tecny kuzel. K tomu si musime zavést dalsi
charakteristiku omezujicich podminek a tou je normalovy kuzel.
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Definice 9.4. Mnozinu Nq(Z) nazveme normdlovy kuzel v T k mnoziné 2, pokud je
ortogonalnim doplinkem tecného kuzelu v  k mnoziné €2, tzn.

No(@) = {vpTw <0 Yw e To@)}. (9.19)
Pomoci norméalového kuzele mizeme podminku optimality shrnout v nédsledujici véte.

Véta 9.5. Necht je problém (9.1) definovdn pomoci diferencovatelnych zobrazeni f a h.
Necht problém (9.1) md lokdlni minimum v T, pak

0 € Vf(T)+ Nq(T). (9.20)
Poznamka 9.6. Pokud budeme vyzadovat, aby byla v bodé T splnéna prisnéjsi podminka
pro rovnostni omezeni h dostaneme dokonce nejen existenci (tato podminka totiz zarucuje

platnost podminky (9.17)), ale navic i jednozna¢nost A spliujici podminku (9.18). Touto
podminkou je regularita bodu z. Pro rovnostni vazby ji zavedeme v nasledujici definici.

Definice 9.7. Mé&me minimalizaéni tlohu (9.1). Pfipustny bod z nazveme reguldrni,
jestlize gradienty rovnostnich vazeb jsou linearné nezavislé. Tzn. soustava

a1Vhi(z) + aaVha(z) + ... Vhp(z) =0

ma jediné reseni

o
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Poznamka 9.8. Pripustny bod, ktery splinuje podminku regularity, byva v nékterych tex-
tech oznacovan jako bod spliujici klasifikaci omezeni na linedrni nezévislost!.

Poznamka 9.9. Je dobré si uvédomit, ze podminka regularity v pripustném bodé xz nam
zarucuje jednoznacnost A spliujici podminku (9.18), ale v pripadé ,vétsich“ tloh je znacéné
komplikované ji ovétit a proto je v tomto piipadé jeji pouziti omezené.

Priklad 9.10. Mé&jme nasledujici minimaliza¢ni tilohu s jednim rovnostnim omezenim

min _ z1+29, Q={rcR:2?+23=2}
(x1,22)€N

Napiste Karush-Kuhn-Tuckerovu podminku pro tuto tlohu a najdéte Karush-Kuhn-Tucke-
rovy dvojice, které ji spliuji.

Reseni. Pomtizeme si obrazkem 9.3, na kterém jsou zndzornény ¢arkované vrstevnice funkce
f a neprerusovanou carou je zndzornéna kruznice, kterd predstavuje pripustnou mnozinu.
Minimum je dosazeno v bodé Z.

Karush-Kuhn-Tuckerova podminka pro tuto tilohu je ve tvaru

V(a1,2) (1 +22) + AV (@1,22) (x% + x% - 2) =@; m% + x% = 2.
7 tohoto systému dostaneme po derivovani nasledujici systém rovnic

142 1 =0, 14+2\2,=0, 224z2-2=0.

1V anglické literatufe najde étendi tuto podminku pod nézvem Linear Independence Constraint Qualifi-
cation ¢i pod zkratkou LICQ.
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Obr. 9.3: Minimum linearni funkce na pripustné mnoziné

Jejich fesenim dostaneme slozky feSeni

i‘\lsz‘Q:—l, A=05 a 53\1:@:1, A= —0.5.

D4 se ukézat, ze feSenim minimalizacni tilohy je bod o slozkach

Priklad 9.11. Méjme nasledujici minimaliza¢ni tlohu s jednim rovnostnim omezenim

min z2423, Q={zcR:zy= -5}

remen EE=EEn
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Napiste Karush-Kuhn-Tuckerovu podminku pro tuto dlohu a najdéte Karush-Kuhn-Tucke-

rovy dvojice, které ji spliuji.
Reseni. Pomiizeme si obrazkem 9.4, na kterém jsou znazornény carkované kruhové vrstev-
nice funkce f a nepferusovanou Carou je zndzornéna piimka, ktera predstavuje pripustnou

mnozinu. Minimum je dosazeno v bodé Z.

Obr. 9.4: Minimum kvadratické funkce na pripustné mnoziné

Karush-Kuhn-Tuckerova podminka pro tuto tlohu je ve tvaru

V($17$2) (.’L‘% =+ Qﬁg) + )\v($1,$2) (1'2 —+ 5) =0, I2= —5.
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VIRV
1849
Z tohoto systému dostaneme po derivovani nasledujici systém rovnic
w5
Y, %
201 =0, 229+A=0, z9+5=0. Zhi ywa
Jejich TeSenim dostaneme slozky feSeni
ZAPADOCESKA
} UNIVERZITA
1 =0, za = =5, A = 10. e

D4 se ukézat, ze feSenim minimaliza¢ni tilohy je bod o slozkach

A

Priklad 9.12. Méjme nasledujici minimaliza¢ni tlohu se dvéma rovnostnimi omezenimi

min 22422, Q={zcR:z+22=2, z3—20=1}
(z1,22)€EQ

Napiste Karush-Kuhn-Tuckerovu podminku pro tuto tlohu a najdéte Karush-Kuhn-Tucke-
rovy dvojice, které ji splnuji.

Resend. Pomtizeme si obrazkem 9.5, na kterém jsou znazornény ¢arkované kruhové vrstev-
nice funkce f a nepferusovanou ¢arou jsou znazornény primky, které predstavuji pripustnou
mnozinu. Minimum je dosazeno v bodé Z.

Karush-Kuhn-Tuckerova podminka pro tuto tlohu je ve tvaru

V(zl’m) (:L‘% + LE%) + >\1V(m1’x2) (1‘1 + x9 — 2) + )\QV(M@Z) (l‘l — X9 — 1) = o,

T1+x9=2, x1 —22=1.
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Obr. 9.5: Minimum kvadratické funkce na pripustné mnoziné

7 tohoto systému dostaneme po derivovani nasledujici systém rovnic
21+ A1+ A=0, 2294+ A —A=0, x1+2x20=2, 1 —29=1.
Jejich fesenim dostaneme slozky feseni
T1 =15, 22=05, A\ = -2, Ay =—1.
D4 se ukézat, ze feSenim minimalizac¢ni 1lohy je bod o slozkach

Z1=1.5, 73 = 0.5.

>
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9.5. Odvozeni Snellova zakona lomu

Nyni si ukdzeme aplikaci Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek pti odvozeni Snellova zédkona
lomu. Uvazujme hladkou dvojrozmérnou kiivku popsanou rovnici h(zx) = 0, kde funkce
h : R?2 — R je spojité diferencovatelna. Necht tato kiivka rozdéluje jako na obrazku 9.6
rovinu na dvé oblasti a rychlost svétla je v kazdé z téchto oblasti rizna. Dale nechf y a z jsou
body lezici na opacénych stranach kiivky h(z) = 0. Pfedpoklddejme, ze svétlo, které projde
cestu z bodu y do z, protind kiivku h(z) = 0 v bodé z*. Oznacme rychlost svétla v oblasti
s bodem y jako v, a rychlost svétla v oblasti s bodem z jako v., tzn. Ze svételny paprsek
projde tsecku yz* rychlosti v, a tsecku xT;: rychlosti v,. Normala ke kfivce h(x) = 0 v bodé
x* je popsana vektorem Vh (z*). Dale si ozna¢me thel mezi normdlou ke kiivee h(z) = 0
v bodé z* a tseckou yz* jako ¢, a thel mezi normalou ke kiivce h(xz) = 0 v bodé z*
a useckou ﬁ jako ¢,. Vse je ilustrovano opét na obrazku 9.6.

Dle Fermatova principu projde svétlo z bodu y do z po cesté s minimalni dobou prichodu
svétla. Na zdkladé toho muzeme najit polohu bodu z* leziciho na kfivee h(x) = 0 jako feSeni
minimalizacni tlohy s omezenim na rovnost

h{ﬁ;ﬁof@’ (9.21)
kde funkce f popisuje Cas, za ktery svételny paprsek projde z bodu y pres bod = do bodu
z. Funkce f je dana takto

foy  lu=all |, lz=sll

Uy Uy

Pro nalezeni bodu z*, ktery je feSenim tlohy (9.21), pouzijeme vétu 9.3 a podminku (9.18).

Vzhledem k tomu, Ze predpokldddme Vh (z*) # o, je bod x* reguldrni a z toho plyne exis-
tence z* a A\*, pro které plati (dle véty 9.3 a podminky (9.18)) Karush-Kuhn-Tuckerova

@:
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Obr. 9.6: Snelluv zédkon lomu

podminka
VaLo (2, X\*) =V f(z*)+ Vh (m*)T ' =o. (9.22)

To znamend, ze vektor V f (z*) je skaldrni nasobek vektoru Vi (z*). Vektor

¥ —y ¥ —z

V(") =

, e = (9.23)
vyllz* —yll - vaflz* — 2|
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Abychom mohli pouzit podminku (9.22), zavedeme vektory

X X
vylly — ¥ vz — ¥

8

|

*

Y]

Navic zavedeme rovnobéznik se stranami J‘Tﬁ a z*z. Podle (9.23) je vektor —V f (z*) thlo-
ptickou tohoto rovnobézniku a navic je podle (9.22) tento vektor kolmy ke kiivce h(z) =0
v bodé x*. Vse je zobrazeno na obrazku 9.7.

Z rovnobéznosti stran rovnobézniku plyne, ze vzdalenosti boda j a Z od primky, na které
lezi vektory —V f (z*) a Vh (z*), jsou stejné. Oznacme tyto vzdalenosti jako [. Z obrazku 9.7

plyne
l l

singy = ————, sing, = ———.
N T N R
Protoze [ — a°|| = 5, a |7 — 2"l = ; plati
= singy |7 - = 22 = sin g - o) = D20
Y z

Z toho jiz snadno odvodime
sing, sin¢,

- Y

Uy Uy

coz je hledany Snelliv zdkon lomu.
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Obr. 9.7: Snelltv zédkon lomu - odvozeni

9.6. Interaktivni test

Nasledujici test byl vytvoren pomoci balicku acrotex. Test zahdajite kliknutim na tlacitko
wZacatek testu“. U otazek, kde lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice od-
povédi), je spravnd odpovéd bodovana po¢tem bodt uvedenych v zavorce u zadéani a Spatna
odpovéd je bodovana 0 body. U otéazek, kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet
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bodt spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za kazdou sSpatnou odpovéd bude .
v . v , o “ 2; 7
odecten jeden ¢i vice bodt. D)

»
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1. (2b.) Funkce f(z1,22) = x1 + 22 + 1 ma v bodé (T1,T2) = (0,0) gradient V f(Z1,Z2)
roven

(—1,1).
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(=1, -1).
(1,1).

2. (2b.) Funkce f(z1,22) = 1 + 22 + 1 ma v bodé (71,T2) = (1,1) gradient V f(Z1,T2)
roven

(1,1).

(—1,-1).

(0,0).
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3. (2b.) Funkce f(x1,22) = 1 + 2 + 1 ma v bodé (Z1,T2) = (2,2) gradient V f(7Z1,Z2) v l 5
roven 2\ 5

»
STRAY (.\}
Q
xS
(~1,-1).
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(1,1).

(2,2).

L

4. (2b.) Funkee f(z1,22) = 2% 4+ 23 méa v bodé (T1,T2) = (0,0) gradient V f(T1,T2) roven
(2,2).

0,0).

(—1,1).
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VIRV
5. (2b.) Funkce f(z1,22) = 23 + 3 ma v bodé (%1, T2) = (1,0) gradient V f(Z1,T2) roven - I,,!V.jl 57
(2,2).
20 D e
(0,2). o

6. (2b.) Funkce f(z1,22) = 23 + 23 ma v bodé (Z1,T2) = (1,1) gradient V f(T1,T2) roven
(2,2).

(0,0).

(1,1).
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7. (2b.) Funkce f(z1,22) = x1 + 22 mé v bodé (71,Z2) = (0,0) gradient V f(Z1,T2) roven v l. 5

STRANS
(0,0). s>
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S

=
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(1,1).

8. (2b.) Funkce f(z1,22) = x1 + x2 ma v bodé (71, Z2) = (2,2) gradient V f(Z1,Z2) roven
(—1,-1).

(1,1).

(0,0).
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VIRV
9. (2b.) Funkce f(x1,22) = x1 + 2 ma v bodé (T1,T2) = (—2,—2) gradient V f(7Z1,Z2) v I!V!I 5
roven «é’:’/ck:n :; < &s
(1,1).
20 o s
(0,2).

10. (2b.) Funkce f(21,22) = 2% + 23 + 7 ma v bodé (T1,T2) = (0,0) gradient V f(Z1,Z2)
roven

2,2).

(0,0).

(1,1).
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2ITRS
11. (2b.) Funkce f(z1,29) = 22 + 25 + 7 ma v bodé (F1,72) = (1,1) gradient V f(Z1,Z2) v I!V!I 5
roven %/c::\“&s
0,0).
0 o s
(2,2).

12. (2b.) Funkce f(z1,22) = 223 +23 ma v bodé (Z1,Z2) = (1,7) gradient V f(T1, T2) roven
(4,2).

(4,14).

(0,0).
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2ITRS
13. (2b.) Funkee f(x1,x2) = 223 + 3 méa v bodé (Z1,T2) = (=1, —7) gradient V f(Z1,Z2) v I!V!I 5
roven «o"//,,,:n‘::\@éé
0,0).
1) o s
(—4,—14).

14. (2b.) Funkce f(z1,22) = x2 ma v bodé (71,72) = (1,0) gradient V f(Z1,Z2) roven
(2,2).

(0,1).

(1,1).
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2 T0RA
15. (2b.) Funkce f(z1,22) = xo ma v bodé (Z1,Z2) = (0, —1) gradient V f(Z1,T2) roven - IU!%I 57
(0,0).
) D e
(0,1). o

16. (2b.) Funkce f(z1,22) = xo ma v bodé (Z1,72) = (1,1) gradient V f(Z1,T2) roven
(1,1).
(0,1).

(0,0).
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VIR
17. (2b.) Funkce h(z1,x2) = z2 — 1 ma v bodé (71,Z2) = (0,0) gradient V f(Z1,Z2) roven o IZI,:%I 57
(1,1). e
= D e
(0,1). o

18. (2b.) Funkce h(z1,x2) = 22 — 1 ma v bodé (71,72) = (1,1) gradient V f(Z1,Z2) roven
(0,1).

(~1,-1).

(0,0).
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2 T0RA
19. (2b.) Funkce h(z1,x2) = 22 — 1 ma v bodé (71,72) = (2,2) gradient V f(Z1,Z2) roven - IU!%I 57
(=1,—1). R
2 D e
(0,1). o

20. (2b.) Funkce h(z1,22) = 1 — 1 ma v bodé (z1,T2) = (0,0) gradient V f(Zy,T2) roven
(1’ _1)
(1,0).

(0,1).
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VIR
21. (2b.) Funkce h(z1,22) = x1 — 1 ma v bodé (z1,T2) = (1,0) gradient V f(Z1, T2) roven o IZI,:%I 57
(2,0). Lo
o D e
(0,2). o

22. (2b.) Funkce h(z1,22) = x1 — 1 ma v bodé (71, T2) = (1, 1) gradient V f(Z1, T2) roven
(1,0).

(0,0).

(1,1).
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VIRV
23. (2b.) Funkce h(z1,29) = 22 4+ 23 — 8 ma v bodé (F1,%2) = (0,0) gradient V f(Z1,T2) v I!V!I 5
roven «é’:’/ck:n :; < &s
(2,2).
0 o s
(0,0).

24. (2b.) Funkce h(z1,29) = 2% + 25 — 8 ma v bodé (T1,T2) = (2,2) gradient V f(T1,T2)
roven

(1,1).

(4,4).

2,2).
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2ITRS
25. (2b.) Funkce h(zy1,z2) = 22 + 23 —8 ma v bodé (T1, o) = (—2, —2) gradient V f(Z1, T2) v I!V!I 5
roven «o"//,,,:n‘::\@éé
(—4,—-4).
2.2 o s
(1,1).

26. (2b.) Funkce h(z1,x2) = x1+ 222 ma v bodé (Z1,72) = (0,0) gradient V f(71,Z2) roven
(2,2).

(1,2).

(1,1).
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2 T0RA
27. (2b.) Funkce h(z1,x2) = x1+ 229 méa v bodé (T1,72) = (1,1) gradient V f(Z1,Z2) roven - IU!%I 57
(0,0).
) D e
(1,2). o

28. (2b.) Funkce h(z1,22) = x1 + 1 ma v bodé (71, T2) = (1,7) gradient V f(Z1, T2) roven
(1,1).
(1,0).

(0,0).
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2 T0RA
29. (2b.) Funkce h(z1,22) = 1 + 1 méd v bodé (Z1,ZT2) = (—1,-7) gradient V f(Z1,T2) v I!V!I 5
roven ‘«%0;“‘:\“5
0,0).
0 o s
(1,0).

30. (2b.) Funkce h(z1,z2) = x2 + 7 ma v bodé (71, 7T2) = (1,7) gradient V f(Z1, T2) roven
(0,2).

(0,0).

0,1).
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VIRV
31. (2b.) Funkce h(z1,x2) = 2 + 7 mé v bodé (T1,T2) = (—1,-7) gradient V f(Z1,T2) v I!V!I 5
roven «é’:’/ck:n :; < &s
0,0).
) o s
(0,1).

32. (2b.) Funkce h(z1,29) = 2% + 25 — 1 mé v bodé (T1,72) = (1,0) gradient V f(T1,T2)
roven

2,2).

(2,0).

(1,1).
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VIRV
33. (2b.) Funkee h(z1, o) = 23 + 3 — 1 m4 v bodé (Z1,Z2) = (0, —1) gradient V f(Z1,T2) v I!V!I 5
roven «é’:’/ck:n :; < &s
0,0).
o) o s
(07 _2)'

34. (2b.) Funkce h(z1,29) = 2% + 25 — 1 mé v bodé (T1,T2) = (1,1) gradient V f(T1,T2)
roven

(1,1).

2,2).

(0,0).
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35. (3b.) Ktera z nésledujicich dvojic splituje KKT-podminku, tj. soustavu
(9.18) (V£(Z) + VA(Z)TX = 0) s podminkou h(x) = o, pro tlohu

meigzlf(:v), Q={zcR?:h(z)=0}, h:R? =R,
kde f(z1,22) =1+ 22+ 1 a h(zy,22) = 22 — 1.

(r1,m2) = (2,2), A=1
(z1,22) = (0,0), A=0
(z1,m2) = (1,1), A=1

takova dvojice neexistuje
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36. (3b.) Ktera z nésledujicich dvojic splituje KKT-podminku, tj. soustavu
(9.18) (V£(Z) + VA(Z)TX = 0) s podminkou h(x) = o, pro tlohu

meigzlf(:v), Q={zcR?:h(z)=0}, h:R? =R,

kde f(21,29) = 23 + 22 a h(zy,z2) = 71 — 1.
1

(z1,22) = (1,1), A=—5

(z1,29) = (1,0), A = —2
(z1,72) = (0,0), A=1

takova dvojice neexistuje
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37. (3b.) Ktera z nésledujicich dvojic splituje KKT-podminku, tj. soustavu
(9.18) (V£(Z) + VA(Z)TX = 0) s podminkou h(x) = o, pro tlohu

meigzlf(:v), Q={zcR?:h(z)=0}, h:R? =R,

kde f(z1,22) = 21 + 22 a h(z1,22) = x% -I—JJ% — 8.

(271,1‘2) = (2,2), )\ =

PN

(z1,22) = (0,0), A=0

1
(z1,22) = (=2,-2), A=~

takova dvojice neexistuje
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38. (3b.) Ktera z nésledujicich dvojic splituje KKT-podminku, tj. soustavu
(9.18) (V£(Z) + VA(Z)TX = 0) s podminkou h(x) = o, pro tlohu

meigzlf(:v), Q={zcR?:h(z)=0}, h:R? =R,

kde f(331,332) = QT% + 33% +7a h(331,332) =21 + 2x9.
(331,.’1,‘2) = (0,0), A=5

(z1,22) = (0,0), A=0
(r1,72) = (1,1), A=0

takova dvojice neexistuje
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39. (3b.) Ktera z nésledujicich dvojic splituje KKT-podminku, tj. soustavu
(9.18) (V£(Z) + VA(Z)TX = 0) s podminkou h(x) = o, pro tlohu

meigllf(m), Q={zxcR?: h(z) =0}, h:R?—R?

kde f(331,332) = 2%‘% + QT%, hl(ﬂfl,a'}g) =1 + 1a hQ(:L‘l,:L‘Q) = X9 + 7.
(331,.’1:2) = (_1’_7)7 (>‘17)‘2) = (070)

(1171,1‘2) = (1,7), ()\1, )\2) = (1,2)
(a:l,a:g) = (—1, —7), ()\1,)\2) = (4, 14)

takova dvojice neexistuje
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40. (3b.) Ktera z ndsledujicich dvojic spliuje KKT-podminku, tj. soustavu
(9.18) (V£(Z) + VA(Z)TX = 0) s podminkou h(x) = o, pro tlohu

meigzlf(:v), Q={zcR?:h(x) =0}, h:R?>=R,

kde f(331,332) = T2 a h(l‘l,fL‘Q) = :L‘% +l‘% — 1.

(z1,22) = (1,0), A = %
(z1,22) = (0,—1), A=

(z1,22) = (1,1), A= —

N~ N

takova dvojice neexistuje

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

182 o
R
57

S
<

“ 9sTRANY,
% v
0"4- ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Podminky minima pro tilohy s omezenim ve tvaru rovnosti 183 P S oS

L]

Pro ukonceni testu je treba kliknout na tlacitko ,Konec testu“. Opraveni testu se pro-

. . " , (o - L . . AT~ 7.
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené N e &
v v 1. , /0,(- )
budou oznacéeny odpovédi chybné. (x>
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Kapitola 10 D
Metody reseni tloh s rovnostmi

V této kapitole se seznamime se zédkladnimi algoritmy pro nalezeni minima nelinearni funkce
vzhledem k omezenim ve tvaru rovnosti. Seznamime se postupné se tfemi metodami redukce
nasi dlohy na tlohu minimalizace bez omezeni, s modifikaci gradientni metody pro reseni
uloh s omezenim. V klasické analyze se feSeni tloh minimalizace s rovnostnimi vazbami
nazyvaji také podminené extrémy. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze f je konvexni
a ze uloha ma jediné feseni.

10.1. Vnéjsi penalta

Pravdépodobné nejjednodussi metoda prevedeni ulohy s omezenim (9.1) spo¢iva v zahrnuti
rovnostnich vazeb do cenové funkce tak, ze k ni pricteme vhodny c¢len, ktery penalizuje
poruseni vazeb. Omezime se zde na nejcastéji pouzivanou metodu kvadratické penalty, kterd




Metody reseni tiloh s rovnostmi 185

aproximuje FeSeni Z tlohy (9.1) feSenim 7, ulohy

wmin fo(2),  fo(e) = £(2) + Sella(z)|P, (10.1

kde o > 0 je penalizaéni parametr a ||h(z)||* je penalizaéni funkce.

Intuitivné je zfejmé, ze kdyz je penalizacni parametr p velky, tak feSeni Z,, ve kterém
je dosazeno minima penalizované funkce f,, nemtze byt daleko od pripustné mnoziny. Je
dokonce zfejmé, ze kdyby ¢ = oo, pak by bylo minimum f, fesenim ptvodni dlohy (9.1).
Muzeme tedy ocekavat, ze pro dostatecné velké hodnoty penaliza¢niho parametru o bude
feseni Z tulohy (9.1) blizko z,. Efekt penalizace je na obr. 10.1. Z obrazku je patrné, ze
feseni penalizované ulohy je typicky blizko pfipustné mnoziny, avsak nepatii do ni. Proto
se nase penalizacni metoda nazyva také metoda externi penalty.

Penaliza¢ni efekt si ukdzeme na rozsireném Lagrangianu

Ly(x,3) = Lo(@, \) + S 1h(@)|2 = £(@) + h(@)"A+ ZlI()|> (10.2)

Pro z € Q tedy plati Lo(z,\) = L,(x, \). Pfedpokladejme, ze A € R™ je libovolné, ale
predem zvolené a ze min Lo(x,\) existuje a je dosazeno v jediném argumentu, takze si
miizeme oznacit

Zo = argmin Lo(xz,\) a T, =argminL,(z,\).
Potom FeSeni T spliiuje
~ ~ Y ~ ~ ~ ~
Lo(Z0,A) = Lo(Z: A) + 5 1A(F)[* = Lo(T A) = Lo(&,A) = f(7),

takze s pouzitim Lo(Zo,A) £ Lo(Z,, \) dostaneme

o
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Obr. 10.1: Vyznam kvadratické penalty
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Ih@)]1* = %(f@) — Lo(@, A) £ =(f(@) — Lo(To, A))- (10.3)

IS

Odtud snadno plyne, Ze naruseni rovnostnich vazeb ||h(Z,)|| muze byt libovolné malé pri
dostatecné velkém p.

Nez se podivame jak Z, spliuje nutnou podminku minima (9.18), pripomenme si, ze
rozsiteny Lagrangian je definovan pomoci (10.2), takze

VoLo(z, ) = Vf(z) + Vh(z)X + oVh(z)h(z) = Vf(z) + Vh(z) (X + oh(z))
a T, splnuje

VaLo(Zo, A) = Vf(T,) + VA(Z,) (/\ + Qh@@)) = (@

Zavedeme-1i si oznaceni

X = X+ oh(z), (10.4)
potom miuzeme posledni rovnost prepsat ve tvar

V£ (Z,) + Vh(E)X = o. (10.5)
takze (EQ,X) splituje nutnou podminku minima (9.18) pfesné. Je-li A néjakd aproximace
vektoru Lagrangeovych multiplikdtort fesenf tlohy (2.1), potom z nasich ivah vyplyva, ze
A je lepsi aproximace vektoru Lagrangeovych multiplikdtoru feseni dlohy (2.1). Z nerovnosti
(10.3) 1ze odvodit, ze (Z,, X) muze za rozumnych predpokladi aproximovat Feseni tlohy (2.1)
i prislusny vektor Lagrangeovych multiplikdtori s libovolnou presnosti.
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2 TR
10.2. Metoda oboru hodnot pro kvadratické programovani ‘_7
5 &
Jak jsme si ukdzali v sekci 9.3, KKT-dvojice feseni ulohy (9.3) spliuje 2y

A BT :L' —_— b ZAPADOCESKA
B O J|x] [l P e

Je-li matice A pozitivné definitni, mtizeme prvni blokovy fadek piendsobit —BA~! a pak
pric¢ist vysledek ke druhému radku, ¢imz vylouc¢ime x a po zméné znaménka dostaneme
soustavu

BAT'BTA\=BA b —¢,

kterd neobsahuje x. Jejim Tesenim dostaneme multiplikator feSeni A, ktery je jediny praveé
kdyz jsou fadky B linearné nezavislé. Po dosazeni A do prvni rovnice dostaneme feseni =
ve tvaru

T=A"10b-BTX).

Pokud je dimenze tlohy velkd a pokud mé& matice A specidlni strukturu, nemusi byt vy-
hodné sestavovat matici BA~!B” explicitné. Alternativou je feSeni pomoci vhodné iterac¢ni
metody, na priklad pomoci metody sdruzenych gradientt s predpodminénim. Tento postup
se ¢asto pouziva pri feseni velkych (fddové miliony az miliardy) tloh kvadratického progra-
movani vznikajicich pri reseni tloh mechaniky ¢i magnetostatiky pomoci metod rozlozeni
oblasti.
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VIR
10.3. Metoda nulového prostoru pro kvadratické programo- v .
vani ‘e,,,/% “N@“
Alternativou k metodé oboru hodnot (range space method) je metoda nulového prostoru
(null space method), kterou muzeme pouzit, kdyz mdme bazi Z nulového prostoru N(B) p ZArADOCESKA
a xg takové, ze plati v RLZNI

B.CIZO = C.

Jelikoz Q = {x¢+ Zy : y € R%}, kde d je dimenze nulového prostoru ' (B), miizeme dosadit
do (9.3) a zredukovat tak puvodni problém na problém

1 1
min f(x) = min f(zo + Zy) = ~yT ZTAZy — (b — Axo)T Zy + =zl Axy.
z€Q yER 2 2

Reseni tohoto problému bez omezeni spliiuje gradientni podminku

ZTAZy = ZT (b — Axg),
jejiz feseni vypocteme jako

7= (2YAZ)1ZT (b — Axy)
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Pokud fesime soustavu metodou sdruzenych gradientti, potom mutzeme metodu nulového
prostoru pouzit beze zmény i pro reseni ulohy s pozitivné semidefinitni matici A a B se
zavislymi radky.

10.4. Metody Uzawova typu

Metoda penalty se sice Casto pouziva pro svoji jednoduchost, avsak ziskani dobré aproxi-
mace TeSeni touto metodou vyzaduje velké hodnoty penaliza¢niho parametru o, coz casto
vede k vaznym problémtm pri pocitacové implementaci. Moznou napravu si vysvétlime na
nasledujici analyze feseni tlohy kvadratického programovani s pozitivné definitnim Hessia-
nem.

Predpoklddejme, ze mame TfeSeni x, penalizovaného problému (10.1). Potom muzeme
modifikovat linearni ¢len f pomoci vhodného A tak, Ze minimum bez omezeni modifikované
cenové funkce f = Lg bez penalizacniho clenu je dosazeno znovu v z,. Pak mizeme cekat,
7e najdeme lepsi aproximaci feSeni tak, Ze pricteme penalizacni ¢len k f, ¢imz dostaneme
L,, tieba se stejnou hodnotou penaliza¢niho parametru, a budeme hledat argument minima
fg tak, jak je naznaceno na obr. 10.2. Vysledkem je klasickd metoda rozsirenych (augmen-
ted) Lagrangidni, zndma téz jako metoda multiplikdtori, kterda byla navrzena Hestenesem
a Powelem v roce 1969.

Popiseme si zde variantu metody rozsirenych Lagrangiant jejimz specidlnimi pripady
jsou Uzawuwv algoritmus z roku 1958, ktery dostaneme volbou o = 0, kK =0,1,..., a pu-
vodni metoda multiplikdatoru, kterd odpovida r, = gr. Nas algoritmus metody rozsitenych
Lagrangidni si mizeme napsat v nasledujicim tvaru.

Jelikoz v z* je dosazeno minimum Lagrangidnu L vzhledem k prvni proménné, plati

o
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Obr. 10.2: Iterace metody rozsirenych Lagrangiant

VzL(xka /\ka Qk‘) = (A + QkBTB)xk —b— QkBTC+ BT)‘k =0,

takze krok 1 algoritmu 10.1 mize byt implementovan fesenim soustavy

(A+ oxBTB)2z* = b+ 0, BTc — BT)F. (10.6)

Abychom pochopili novy algoritmus 1épe, podivame se na jeho jinou formulaci, kterou do-
staneme eliminaci z* z algoritmu 10.1. Oznaéime-li si pro kazdé o € R

A,= A+ oBTB,

muzeme pouzit (10.6) k odvozeni
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Algoritmus 10.1 Metoda rozsizenych Lagrangianii.

Méjme symetrickou pozitivné definitnd matici A € R™", B € R™*",
beR" ace H(B).
Krok 0. {Inicializace. }
Zvolme \Y €R™, r >0, 1, =1, 01, = 0
for k=0,1,2,. ..
Krok 1. {Minimalizace vzhledem k promeénné x.}
z* = arg min{L(z, \*, o) : = € R"}
Krok 2. {Aktualizace Lagrangeovijch multiplikdtori. }
ML = \F 4 i (Ba* — ¢)
end for

zb = Agkl(b + oxBTc — BT)F).

Po substituci 2¥ do kroku 2 algoritmu 10.1 a jednoduchych manipulacich dostaneme nas

algoritmus rozsifenych Lagrangianti ve tvaru

Zvolme \ € R™,
AL = N\F — rp (BA' BTAF — BA, N (b+ 0x BT ) + ¢).

Vyraz ve vnéjsi zavorce (10.8) je gradient funkce

1
0,(\) = §>\TBA£leT)\ — (BA,'(b+ 0B"c) + ¢) A,
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nebot plati

V0, (\¥) = BA,!BTX¥ — BA!(b+ ox B c) + c. (10.9)

Porovname-li posledni vyraz s (10.8), muzeme si druhy krok Uzawova algoritmu piepsat na
tvar

AFL = N — 7y VB, (AF).

Iterace algoritmu metody rozsifenych Lagrangianu je tedy totoznd s krokem gradientni
metody pro hledani min 6,(\) s délkou kroku ry. Poznamenejme zde, ze funkce 6, je az na
znaménko a konstantu totozna s dudlni funkei spojenou s penalizovanym problémem (10.1)
a plati

M\ = arg m)%n 0o (A).

Opakovanim tvah ze sekce 4.2 dostaneme

X = R < max{l — r*Amin(BABT), ridmax(BABT) — 1} (¥ — %),

kde Amin(BABT) a Apax(BABT) znaéi nejmensi a nejvétsi vlastni éisla matice BABT . Dalsi
visledky lze ziskat analyzou spektra matice BABT.
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10.5. SMALE

Tuto kapitolu ukonéime popisem algoritmu SMALE, ktery ptfipousti priblizné feSeni mini-
maliza¢ni tdlohy v prvnim kroku algoritmu rozsitenych Lagrangiani. Nepresny algoritmus
je zaloZen na pozorovani, ze pro dostatecné velké r a priblizné minimum x, rozsifeného
Lagrangianu Ly(z, A,) vzhledem k x muzeme modifikovat X tak, Ze z, je také priblizné
minimum Ly (z, X), kde A = A + r(Bxz — ¢). Tak mizeme doufat, Ze najdeme lepsi aproxi-
maci multiplikdtoru minimalizaci L,(x, X) Jelikoz lepsi aproximaci odpovida vétsi hodnota
Lagrangidnu, je ptirozené zvysovat hodnotu penalizaéniho parametru (nebo zvySovat pies-
nost feseni vnitini ilohy) dokud nebude zajistén rust Lagrangianu v nésledujicich iteracich.
Teorie ukazuje, ze hodnota penaliza¢niho parametru o (nebo parametru M) neni velka
(mald) a nezavisi na matici B. Cely algoritmus pak vypadd nasledovné.
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1849
Algoritmus 10.2 Metoda semimonoténnich rozsirenych Lagrangiana - Semimono- Y7

%,
tonic augmented Lagrangians (SMALE). o
Ddna SPD matice A € R"™" B € R™*" b e R", ace H(B).
Krok 0. {Inicializace.} D p Zirasocesta

V PLZNI

Zvolten >0, B>1, M >0, g9 >0, \> ¢ R™
for k=0,1,2,. ..
Krok 1. {Vnitini iterace s adaptivni kontrolou presnosti. }
Naleznéte z* tak, aby platilo

lg(®, A¥, op) || < min{M||Bz* — c||, n}. (10.10)

Krok 2. {Aktualizace Lagrangeovijch multiplikatori. }

AFL = 2B 4 op(BzF — ¢) (10.11)
Krok 3. {Aktualizace o v pripadé Ze rist Lagrangidnu neni dostatecny.}
ifk>0a
L(zF, M* o) < L(z* 1, XL 0 y) + %”Bd?k —¢|? (10.12)
Ok+1 = Bok
else
Ok+1 = Ok-
end if
end for
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V kroku 1 Ize pouzit jakykoliv konvergentni algoritmus pro minimalizaci striktné kon-

vexni funkce jako je metoda sdruzenych gradientt s predpodminénim.

Priklady k procviceni
1. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(z1,20) = ] + 22 + 22.
Reste tlohu optimalizace s omezenim na rovnost

rrleigf(xl,xg), Q={reR?: 2 +3z, — 5=0}.

Uvedenou tlohu s omezenim na rovnost feste pomoci metody vnéjsi penalty.
2. Méjme funkeci
_ A .2 .2, 4
f(:L‘1, Zo, 1:3) =TI + Ty + To + T3.

Reste tlohu optimalizace s omezenimi na rovnost

min f(z1,72,73), Q={r€R®:z; +323+323-5=0, 2z; — 23 — 3 =0}.

zeQ

Uvedenou tlohu s omezenimi na rovnost feste pomoci metody vnéjsi penalty.

3. Minimum kvadratické funkce o
flz) = ixTAa: — b7z
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IR
aproximuje (aZz na jednotky) prihyb struny zatiZené jednotkovou silou a uchycené na obou
koncich (z1 = z,, — 0), kde A € R™" b c R a "7

ens o
1 0 0 0 © 0 0 0 0 0]
0o 2 -1 0 O 0O 0 0 00
o -1 2 -1 0 o 0 0 00 D > e
0 0 -1 2 -1 0O 0 0 00 v pen
0O 0 0 -1 2 0 0 0 00
A=@m-1)| : o o ,
0O 0 0 0 o0 2 -1 0 00
0 0 0 0 0 -1 2 -1 0 0
0O 0 0 0 O 0 -1 2 -1 0
0O 0 0 0 o0 0 0 -1 20
00 0 0 0 0o 0 0 0 1]
0
1
1
 on—1] -
1
0

Najdéte priuhyb struny v pfipadé, Ze jeji druhd ¢tvrtina je vazana tak, Ze se pohybuje vodorovné,
tedy
Tin/4 = Tin/4+1] = = = Tn/2]-

Uvedenou tlohu s omezenimi na rovnost feste pomoci metody vnéjsi penalty.
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Kapitola 11

Podminky minima pro ulohy
s omezenim ve tvaru nerovnosti

V této kapitole se budeme zabyvat feSenim dalsiho typu optimaliza¢nich tloh s omezenim.
V technickych tlohach takové omezeni vznika napriklad potifebou zahrnout do formulace
ulohy omezeni zdroji, které mame k dispozici, pozadavky na pevnost konstrukci nebo ome-
zeni objemu ¢i tvaru hledaného optiméalniho télesa pri dloze tvarové optimalizace. Nyni
budeme pracovat s omezenimi ve tvaru nerovnosti a ukazeme si, jak poznat feSeni tlohy

mi(rzlf(:v), Q={zeR":g(z)<0}, ¢g:R"=>R", r<n. (11.1)
TE

Budeme pri tom predpokladat, ze f je dvakrat spojité diferencovatelna funkce a g je spojité
diferencovatelna. Mnozina 2 se nazyva pripustnd mnozina. Navic zde zavedeme mnozinu
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ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

198. strana ze 333

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Podminky minima pro tilohy s omezenim ve tvaru nerovnosti 199

aktivnich nerovnostnich vazeb v bodé x (nebo také aktivni mnozinu v bodé ). Tuto mnozinu
oznac¢ime jako A(z) a definujeme ji

A(z) :={i: gi(x) = 0}.

11.1. Geometricka ilustrace podminky minima
Zac¢neme s fesenim jednoduché tlohy

min f(z), f(z)=22+23 g(z)=4—x —zo. (11.2)
9(z)=0
Pomuzeme si obrazkem 11.1, na kterém jsou zndzornény c¢arkované kruhové vrstevnice
funkce f a neprerusovanou ¢arou je znazornéna primka, ktera predstavuje hranici pripustné
mnoziny. Pripustnd mnozina je vysrafovana plnymi ¢arami. Minimum je dosazeno v bodé
a5,

Jelikoz minimum f bez omezeni je dosazeno ve spole¢ném stiedu vsech kruznic popsa-
nych pomoci rovnic f(z) = ¢, ¢ > 0, je z obrazku vidét, Ze nejmensi z kruznic, na nichz lezi
alespon jeden pripustny bod, je pravé ta kruznice, kterd se dotyka pripustné mnoziny. Ve
spoleéném bodé ¥ plati, Ze gradient f je ndsobkem gradientu g, tedy existuje u € R tak, ze

V(@) + uVg(E) = o.

Dostali jsme tak algebraickou formu naseho pozorovani. Jelikoz reseni musi byt pripustné,
muzeme napsat rovnici a nerovnici, které v nasem piipadé urcuji reseni:

0.

[IA

Vf(x)+uVg(z) =0, g()
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Obr. 11.1: Minimum kvadratické funkce na poloroviné

Jelikoz rovnice je vektorova, muzeme si systém prepsat jako dveé skalarni rovnice a jednu
nerovnici

201 —pu =0, 2xo—pu=0, z+x9=4.

Jejich fesenim dostaneme slozky feSeni 71 = T3 = 2, u = 4. PovSimnéte si, ze jsme ziskali
nejen teseni ulohy (11.2), ale také hodnotu pu, na kterou se nds nikdo neptal. V dalsim
vykladu uvidime, ze u je dilezitd veli¢ina, jejiz pochopeni ndm umozni zavést nové algoritmy
a dodatecnou informaci o kvalité feseni. Také si vSimnéme, Ze p je pro nasi tlohu kladné.
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11.2. Uloha kvadratického programovani s nerovnostmi a La-
grangian

Predpokladejme, ze mame tlohu kvadratického programovani s pripustnou mnozinou, ktera
je urcena linedrnimi nerovnostmi. Takové mnoziny nazyvame také polyhedrdlnimi mnozi-
namsi. Tzn. mame tlohu
migf(x), f@)=2TAz —bTz, Q={zecR": Bz <c}, (11.3)
[AS
kde A je symetrickd pozitivné definitni matice fadu n, B je typu r X n a ¢ € R™. Predpo-
klddame, ze Q # ().
V kazdém priipustném bodé x definujeme aktivni mnoZinu nasledujicim predpisem

Alz)={ie{l,...,r}: bz =¢}.

Polyhedralni mnoziny

Abychom Iépe porozuméli podminkam fesitelnosti ilohdm s omezenimi ve tvaru nerovnosti
(11.3), je uziteéné zamérit se na geometrii polyhedrélnich mnozin. K tomu zavedeme nékteré
nové pojmy.

Pfipomenme, ze mnozinu C C R"™ nazveme (konvexnim) kuzelem, jestlize ax € C pro
vSechny a 2 0 a x € C. Déle si zavedme pojem polyhedrdini kuzZel, ktery definujeme predpi-
sem

C={x€eR": Bz =< o},

kde B € R™*™ je dand matice. VSimnéme si, ze polyhedralni kuzel je uzaviena konvexni
mnozina.
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Polyhedralni mnozinu 2 muzeme popsat jako soucet konvexniho obalu kone¢né mno-
ziny bodl a polyhedralniho kuzele, jehoz prvky jsou vektory z mmnoziny ). Toto tvrzeni
zformulujeme v nasledujici vété, kterou ponechame bez dikazu.

Véta 11.1. Mnozina Q C R"™ je polyhedrdlni tehdy a jen tehdy, jestlize existuje neprdzdnd
mnozina n-rozmérnyjch vektori {x1,...,xr} a polyhedrdlni kuzel C C R"™ takovy, Ze plati

Q=C+ conv{zy,...,zr}.

Farkasova véta

Abychom mohli prevést geometrické podminky minima pro tlohu s nerovnostnimi omeze-
nimi do algebraické podoby s Lagrangeovymi multiplikdtory, potfebujeme nasledujici tvzeni
- Farkasovu vétu.

Predtim nez tuto vétu zformulujeme, budeme potrebovat jesté jedno tvrzeni, které cha-
rakterizuje projekci Po na (uzavrenou) konvexni mnozinu € C R™ jako zobrazeni, které
pritazuje kazdému = € R" nejblizsi bod T € Q (viz obrazek 11.2). O existenci tohoto bodu
se vyjadruje nésledujici tvrzeni (které nechame bez dukazu).

Véta 11.2. Necht Q2 C R" je neprdazdnd uzavrend konvexni mnozZina a xr € R™. Potom
existuje prdvé jeden bod T € §, ktery md minimdini vzddlenost od x a pro kazdy y € Q
plati

(z—2)T@y-2)=20. (11.4)

Nyni uz mizeme zformulovat Farkasovu vétu

o
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Obr. 11.2: Projekce na konvexni mnozinu

Véta 11.3. Necht B € R™*"™ g h € R™. Pak prdvé jedna z ndsledujicich uloh md reseni:

(1) Najdi  deR"™ takové, 7 Bd<o a hld>D0.
(IT) Najdi  yeR™ takové, 2 B'y=h a y=o.

Diikaz. Nejprve predpokladdame, ze tloha (IT) mé FeSeni. To znamend, Ze existuje y = o
takové, ze BTy = h. Necht d € R” je takové, ze Bd < o. Pak
WTd = (BTy) d=y"Bd <0,

tedy tloha (I) nemé feSeni.
Nyni predpoklddejme, ze tloha (II) nemd Feseni a ozna¢me

Q={zeR": z=BTy, y >0}
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Nés predpoklad pak znamena, ze h ¢ Q. Oznacme symbolem heQ projekci A na mnozinu
Q ad=h— h. Ze vztahu (11.4) plyne, ze pro libovolné x € Q plati

d"(x—n)=(h-h)"=-n)<0

nebo R
dlz < d"h = a.

Diky tomu, Ze o € €, plati & = 0 a navic dosazenim = = By, ziskdme pro libovolné y = o
yI'Bd=d"BTy < a.

Protoze slozky y mohou byt libovolné velké, plati Bd < o. To znamend, ze d spliiuje prvni
podminku tlohy (I). Abychom ovéfili druhou podminku, pfipometime, Ze podle piedpokladu
h ¢ Q. Z toho plyne platnost d # o, dale d(h — h) = ||d||* > 0 a

d"h>d"h=a 2 0.
Takze d je Teseni tlohy (I). O

Tvzeni Farkasovy véty je nutno pouzit pri dikazu KKT podminek pro kvadratické tlohy
s nerovnostnimi omezenimi. Geometricka ilustrace Farkasovy véty je na obrazku 11.3.

11.3. Podminky minima pro kvadratické programovani s ne-
rovnostmi
Uloha kvadratického programovéni s nerovnostmi (11.3) je vyrazné komplikovanéjsi nez

tloha kvadratického programovéani s rovnostmi (9.3). Hlavni otdzky tykajici se podminek
optimality a Fesitelnosti (11.3) jsou zformulovény v nasledujicim tvrzeni.
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Obr. 11.3: Farkasova véta: feseni tlohy (I) (vlevo) a (II) (vpravo)

Obsa
Véta 11.4. Necht je problém (11.3) definovdin pomoci symetrické matice A € R™*™, il

matice omezeni B € R"™"™ se sloupcovou hodnosti mensi nez n, a vektoru b € R", 205. strana ze 333
¢ € H(B). Necht C oznacuje kuzel pripustngch smeéri mnoziny Q. Potom plati:

5
"l

(i) Jestlize wloha (11.3) md rTesent, pak je A|C pozitivné semidefinitni.
(ii) Jestlize T € Q) je reseni (11.3), pak

(A7 —b)Td >0 (11.5)
pro kazdé pripustné d z mnoziny ) v bodé T.

(iii) Jestlize T € Q je resent (11.3), pak existuje vektor m € R" tak, Ze

Zavrit dokument

>0, Az —-b+Bli=0 a u'(BT—c)=0. (11.6)
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Diikaz. (i) Necht T je feSeni problému (11.3), takze pro kazdé d € R" a a € R

0< f(Z+ad) — f(T) = a(Az — b)Td + %QdTAd. (11.7)

Zvolime-li d € C a « dostatecné velké, dostaneme z nezépornosti pravé strany (11.7) ze
d" Ad 2 0. Tedy A|C musi byt pozitivné semidefinitni.

(ii) Necht T je feseni problému (11.3) a d oznacuje pripustny smér z 2 v bodé T, pak
prava strana

f@+ad) — f(7) = a(AT — b)Td + %2dTAd (11.8)

je nezéporna pro vsSechny dostateéné malé o > 0. Abychom dokézali (11.5), sta¢i zvolit
dostate¢né malé « > 0 tak, ze z nezdpornosti pravé strany (11.8) plyne

a(AZ —b)Td > 0.

(iii) Nejprve si vsimnéme, zZe jestlize T je Fesenim (11.3), pak d je pripustny vektor
mnoziny 2 v bodé T tehdy a jen tehdy, pokud d je piipustny vektor mnoziny

Q={r€R": Bz <ca}
v bodé 7, kde A = A(T) je aktivni mnozina v bodé Z. Takze podle (ii) je T feSenim také

min f(z), Q={z€R": Bgx < cu}.
x€eQ)

Ozna¢me h = —(AZ — b), z (ii) pak plyne, ze tloha nalézt d € R"™ tak, ze

Baud<o a hld>o0,
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nema Feseni. Diky tomu, muzeme pouzit Farkasovu vétu 11.3, abychom ziskali y € R™ tak,
ze
(Bz.)"y=ha a yZo
Ozna¢me @ € R™ jako vektor ziskany z vektoru y tak, ze [fil; =0 proi ¢ Aa iy =y. Je
snadné ovérit, ze vektor i spliiuje podminky (11.6). O
Podminky (11.6) nazyvame KKT podminkami pro ulohy s omezenim ve tvaru nerovnosti.
Posledni z téchto podminek, rovnost i’ (BZ—c) = 0, nazjvame podminkou komplementarity.

11.4. Nutné podminky pro tlohy nelinearniho programovani

Vratme se nyni k minimalizaci nelinedrni funkce s omezenim ve tvaru nerovnosti (11.1).
Abychom mohli zkoumat podminku minima nelinearni funkce s nelinedrnimi omezenimi
potfebujeme tecny kuzel v bodé z k mnoziné 2, ktery jsme si zavedli v kapitole 9. Pripo-
menme, ze jsme si tento teény kuzel v bodé x k mnoziné ) zavedli jako mnozinu
To(T) = {d € R": d=2'(0) pro ptipustnou kiivku z mnoziny Q} U {o }.

Déle si potfebujeme zavést jesté dvé specidlni mnnoziny - kuzel pripustnych smért a kuzel
sméru poklesu.

Definice 11.5. KuZel pripustngch sméri v T k mnoziné ) = {x € R" : g(x) < o} zavedeme

jako mnozinu

Vo@) ={deR": Vg@)T'd<0, i € A®@)}.

Kuzel smeri poklesu funkce f v T zavedeme jako mnozinu

D) ={deR": Vf@T'd<0}.

o
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Pomoci uvedenych kuzelu si zavedeme nutné podminky minima pro tlohu (11.1). Nej-
prve vyuzijeme pro podminku minima kuzel pripustnych smériu a kuzel sméru poklesu.

Véta 11.6. Necht problém (11.1) md lokdlni minimum v T. Pak existuje vektor Lagrange-
ovych multiplikdtori i se sloZkamifi;, j € T := {1, ..., r} takovgmi, Ze ndsledujici systém
je splnén v (T,1):

VoL (T, 1) = V(@) + V(@) = o, (11.9)
fi; 2o, Vj €T, (11.10)
.- 9;(®) =0, Vj € T, (11.11)

tehdy a jen tehdy, pokud plati podminka
D) N Vo(z) = 0. (11.12)
Nyni vyuzijeme pro podminku minima te¢ny kuzel a kuzel smért poklesu.
Véta 11.7. Necht problém (11.1) md lokdlni minimum v T. Pak plati podminka
D) N Ta(®) =0. (11.13)
Ze dvou predchozich vét miizeme v pripadé, ze plati
To(z) = Va(), (11.14)

zavést vysledné tvrzeni.

@:
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Véta 11.8. Necht problém (11.1) md lokdlni minimum v T. Jestlize v bodé T plati
To(@) = Va(@) (11.15)

pak existuje vektor Lagrangeovych multiplikdtori 1t se sloZkami [, j € 1 := {1, ..., r}
takovymi, Ze ndsledujici systém je splnen v (T, [):

VoL (%,7) = Vf(T) + Vg(@)F = o, (11.16)
fi; 2o, Vj €T, (11.17)
i gj() =0, Vj €L (11.18)

Poznamka 11.9. Pripustny bod, ktery spliiuje podminku
To(z) = Va(2), (11.19)
byva v nékterych textech oznacovan jako kvaziregularni bod.

Podminku optimality pro tlohu s nerovnostnim omezenim lze zavést i pomoci jiné ge-
ometrické konstrukce nez té, kterd vyuzivd tecny kuzel. K tomu si musime zavést dalsi
charakteristiku omezujicich podminek a tou je normalovy kuzel.

Definice 11.10. Mnozinu Nq(Z) nazveme normdlovy kuzel v T k mnoziné €2, pokud je
ortogonalnim doplnkem te¢ného kuzelu v Z k mnoziné €2, tzn.

No@) = {vpTw <0 Yw e To@)}. (11.20)

@:
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Pomoci norméalového kuzele mizeme podminku optimality shrnout v nédsledujici véte.

@:

Véta 11.11. Necht je problém (11.1) definovan pomoci diferencovatelnych zobrazeni f
a g. Necht problém (11.1) mda lokdlni minimum v T, pak
ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

0 € Vf(T)+ Nq(T). (11.21)

Podminky Fritze - Johna

Nejprve si zavedeme obecné podminky minima, které nepotrebuji splnéni zadnych dodatec-

nych podminek na nerovnostni vazby.
Obsah

Véta 11.12. Necht problém (11.1) md lokdlni minimum v T. Pak existuje vektor Lagran-
geovych multiplikdtori i se slozkami fij, j € {0, ..., r} takovymi, Ze ndsledujici systém
je splnén v (T,11):

210. strana ze 333
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V(@) + Ve(@) = o, (11.22)
B;20,Vj€{0,...,7} a3je{0, ..., 7}: @, #0, (11.23)
fi; - 9;(F) =0, Vj € T. (11.24)

Systém (11.22), (11.23) a (11.24) s podminkou g(z) < o nazyvame Fritz-Johnovou pod-
minkou.
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KKT podminky

Nyni si zavedeme podminky minima, pro jejichz pouziti je nezbytné splnéni dalsi podminky
na nerovnostni vazby. Touto podminkou je podminka regularity.

Definice 11.13. Méjme minimalizacéni tlohu (11.1). P¥ipustny bod x nazveme reguldrni,
jestlize gradienty aktivnich nerovnostnich vazeb jsou linedrné nezéavislé.

Poznamka 11.14. Pripustny bod, ktery spliiuje podminku regularity, byva v nékterych
textech oznacovan jako bod spliiujici klasifikaci omezeni na linedrni nezévislost!.

Podminky minima, které jsou specidlnim pripadem Fritz-Johnovy podminky, v pripadé,
ze bod T je regularni, nazveme Karush-Kuhn-Tuckerovou podminkou a zavedeme si ji v na-
sledujicim tvrzeni. Toto tvrzeni ziskame snadno. Uvédomme si, ze z regularity T plyne, ze
pro

V@) + V(@) E = o, (11.25)

kde 7z; (j € {1, ..., r}) nejsou vSechny nulové, je fi; # 0. Nyni jiz staci podélit posledni
rovnost multiplikdtorem 7, a dostaneme se k tvrzeni nasledujici véty.

1V anglické literatufe najde étenaf tuto podminku pod nézvem Linear Independence Constraint Qualifi-
cation ¢i pod zkratkou LICQ.
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Véta 11.15. Necht problém (11.1) md lokdlni minimum v T a necht je pro tento bod
splnéna podminka regularity. Pak existuje jediny vektor Lagrangeovych multiplikdtori @ se

slozkami fij, j € T :={1, ..., r} takovymi, Ze ndsledujici systém je splnén v (T, f):
VoL (T, 1) = V@) + V@) 'h=o, (11.26)
B; = o, Vj €T, (11.27)
B g;(T) =0, Vj e T. (11.28)

Dvojici (Z, ) kterd spliuje (11.26), (11.27) a (11.28) s podminkou g(z) < o , bu-
deme nazyvat Karush-Kuhn-Tuckerova dvojice nebo struéné KKT-dvojice. Systém (11.26),
(11.27) a (11.28) s podminkou g(z) < o nazyvame Karush-Kuhn-Tuckerovou podminkou
nebo struéné KK T-podminkou.

Poznamka 11.16. Je dobré si uvédomit, ze podminka regularity v pifipustném bodé x
nam zarucuje jednoznacnost A spliujici podminky (11.26), (11.27) a (11.28), ale v ptipadé
,vetsich® tdloh je znacné komplikované ji oveérit a proto je v tomto pripadé jeji pouziti
omezené. V posledni ¢asti této kapitoly ukazeme, jak tuto podminku nahradit ,slabsimi*
podminkami tak, abychom méli zajisténu alespon existenci Lagrangeovych multiplikatort.

Nyni si uvedeme priklad, ktery nespliuje podminku regularity v minimu.
Priklad 11.17. Méjme nésledujici minimaliza¢ni tlohu s nerovnostnimi omezenimi

min x4+ 29, Q={zcR:(x;—-1)2+23<1, —(z;—-2)%2-22< -4}
(z1,22)EQ

Napiste Fritz-Johnovu a Karush-Kuhn-Tuckerovu podminku pro tuto tlohu a najdéte dvo-
jice, které je splnuji.

@:
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Reseni. Pomiizeme si obrazkem 11.4, na kterém jsou znazornény ¢arkované vrstevnice funkce " 5
~ v v . z v v . 7 v =7 . . v/ 3 - NS
f a neprerusovanou c¢arou jsou znazornény kruznice, které predstavuji hranici pripustné N 4

Ve , . v e 1. v , TR Y q._ g o2 @ sy
mnoziny. Je snadné ukézat, ze jedinym pripustnym bodem, ktery je feSenim minimalizac¢ni (0
dlohy je bod o slozkach

I/L'\l = 0, @ = 0. ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

Obr. 11.4: Minimum linearni funkce na pripustné mnoziné
Fritz-Johnovy podminky pro tuto tlohu jsou ve tvaru
10V (2,05) (21 + 22) + 11V (g ) (@1 = 1)* + 25 = 1) +

+M2V(CE1,£B2) (_(xl - 2)2 - .CC% + 4) =0,
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pi2 2 0,
pr- (w1 -1 425 -1) =0, pp-(—(x1—2)>—=z5+4) =0,
(g —12+z2 <1, —(31—2)2—22= -4
7 tohoto systému dostaneme po derivovani nasledujici systém rovnic a nerovnic
po +2u1(z1 — 1) — 2u2(z1 —2) =0,  po + 2u1T2 — 2u272 = 0,
220, pr-((@—1)2+25-1)=0, po-(—(z1—2)>—23+4) =0,
(£ — 1242251, —(21-2)%-22< -4

Jejich fesenim dostaneme multiplikdtory
po =0, p1 = 2us > 0.
Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky pro tuto dlohu jsou ve tvaru
V(e1,22) (T1 + Z2) + 11V (3, 2) ((xl — 1)2 + m% — 1) +

+/'L2V(m17m) (_(xl - 2)2 - :I"% + 4) =0,

H1,2 Z 07
pr-((@1—1)%+25-1) =0, po-(—(z1-2)?—23+4) =0,
(£ — 1242251, —(21-2)%-22< -4

7 tohoto systému dostaneme po derivovani nasledujici systém rovnic a nerovnic

1+ 2/“(.%1 = 1) = 2/,(/2(1'1 = 2) =0, 1+42uxe—2u222 =0,
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p1220, pr-((@—1)2+25-1)=0, po-(—(z1—2)>—23+4) =0,
(w22 <1, —(m — 22 —z2= -4

Pro tento systém neexistuji multiplikatory u, které by jej splnily.

Pro tuto tlohu je tedy splnéna obecnéjsi Fritz-Johnova podminka, ale neni splnéna
Karush-Kuhn-Tuckerova podminka. A

V nésledujicich prikladech jiz bude podminka regularity splnéna a proto ma smysl ové-
fovat splnéni Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky.

Priklad 11.18. Méjme nésledujici minimaliza¢ni tlohu s jednim nerovnostnim omezenim

min x4+ 20, Q={zrcR:a2?+a22 <2}
(z1,22)€EQ

Napiste Karush-Kuhn-Tuckerovu podminku pro tuto tlohu a najdéte Karush-Kuhn-Tucke-
rovy dvojice, které ji spliuji.

Reseni. Pomuzeme si obrazkem 11.5, na kterém jsou zndzornény ¢arkované vrstevnice funkce
f a neprerusovanou carou je znazornéna kruznice, ktera predstavuje hranici pripustné mno-
ziny. Piipustnd mnozina je vysrafovana plnymi ¢arami. Minimum je dosazeno v bodé .

Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky pro tuto dlohu jsou ve tvaru
Vi(zres) (81 +22) + 1V, 2) (21 + 25— 2) = o,

p =0,

o
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pe (@ +23 —2) =0,
x%—i—x%_Q

7 tohoto systému dostaneme po derivovani nasledujici systém rovnic a nerovnic
1+2pux1 =0, 14+ 2uxe =0,

z? 423 < 2.
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Jejich fesenim dostaneme slozky feSeni
A\ <2k
% S
~ —~ >
r1 =22 =—1, p=0.5. K4 Uy

D& se ukazat, ze feSsenim minimalizac¢ni ilohy je bod o slozkach onbotesk
’ UNIVERZITA
_— V PLZNI

/:E\l = Ty = —1.
A

Priklad 11.19. Méjme nésledujici minimaliza¢ni tlohu s jednim nerovnostnim omezenim

min z3425, Q={zcR:zy < -5}
(z1,22)€EQ
Napiste Karush-Kuhn-Tuckerovu podminku pro tuto ilohu a najdéte Karush-Kuhn-Tucke-
rovy dvojice, které ji spliuji.

Reseni. Pomuzeme si obrazkem 11.6, na kterém jsou znézornény carkované kruhové vrs-
tevnice funkce f a neprerusovanou carou je znizornéna piimka, ktera predstavuje hranici
pripustné mnoziny. Pfipustnd mnozina je vysrafovana plnymi ¢arami. Minimum je dosazeno
v bodé 7.

Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky pro tuto tlohu jsou ve tvaru

v($1,$2) (m% + x%) + Mv(ml,mg) ('CCQ + 5) = 07

p 20,
pe(z2+5) =0,
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Obr. 11.6: Minimum kvadratické funkce na pripustné mnoziné

) é —9.
Z tohoto systému dostaneme po derivovani nasledujici systém rovnic a nerovnic
201 =0, 2294 pu =0,
p=0, p-(z2+5)=0,
T2 § —35.

Jejich fesenim dostaneme slozky feseni
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D4 se ukézat, ze feSenim minimalizac¢ni tlohy je bod o slozkich
AL\ 7
~ —~ D &
x1 =0, z9 = —5. Sk g\
A
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Priklad 11.20. Méjme néasledujici minimaliza¢ni tlohu s jednim nerovnostnim omezenim VPLENI

min z242z3, Q={zcR:zy> -5}
(x1,22)€Q
Napiste Karush-Kuhn-Tuckerovu podminku pro tuto tlohu a najdéte Karush-Kuhn-Tucke-
rovy dvojice, které ji spliuji.

Reseni. Pomuzeme si obrdzkem 11.7, na kterém jsou zndzornény carkované kruhové vrs-
tevnice funkce f a neprerusovanou carou je znizornéna piimka, kterda predstavuje hranici
pripustné mnoziny. Pripustnd mnozina je vysrafovana plnymi ¢arami. Minimum je dosazeno
v bodé 7.

Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky pro tuto dlohu jsou ve tvaru

V(w1,e0) (T3 + 73) + 11V (g1 20) (22 = 5) = 0,
w20,
- (—w2—5) =0,
Ty = —5.

7 tohoto systému dostaneme po derivovani nasledujici systém rovnic a nerovnic

201 =0, 2x9—p =0,
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Obr. 11.7: Minimum kvadratické funkce na pripustné mnoziné

—

w=0, p-(—z2—5)=0,

Jejich fesenim dostaneme slozky feseni
21=0, 72=0, u=0.
Da se ukazat, ze fesenim minimalizac¢ni tlohy je bod o slozkach

71 =0, 22 =0.

>
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Priklad 11.21. Méjme nasledujici minimaliza¢ni tilohu se dvéma nerovnostnimi omezenimi

min 23422, Q={zcR:z;+222>1, x;—2o <1}
(z1,22)EQ

Napiste Karush-Kuhn-Tuckerovu podminku pro tuto ilohu a najdéte Karush-Kuhn-Tucke-
rovy dvojice, které ji spliuji.

Reseni. Pomtizeme si obrazkem 11.8, na kterém jsou zndzornény éarkované kruhové vrs-
tevnice funkce f a neprerusovanou ¢arou jsou znézornény primky, které predstavuji hranici
pripustné mnoziny. Pfipustna mnozina je vysrafovana plnymi ¢arami. Minimum je dosazeno
v bodé .

Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky pro tuto tlohu jsou ve tvaru
V(a1,39) (T3 + 33) + 11V (31 00) (—21 — T2 + 1) + 12V (5, g0y (T1 — T2 — 1) = 0,

p12 2 0,
u1~(—$1—$2+1):0, [LQ‘(LEl—SCQ—l):O,
z1+x221, 7 —22 =1

7 tohoto systému dostaneme po derivovani nasledujici systém rovnic a nerovnic
221 —p1 +pu2 =0, 2w —p1 —puz =0,

p1220, pr-(—21—22+1)=0, po-(r1—22—1)=0,

r14+x221, @ —22=1
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Obr. 11.8: Minimum kvadratické funkce na pripustné mnoziné

Jejich fesenim dostaneme slozky feseni
3312172:0.5, ,u1:1, /JQ:O.
D4 se ukézat, ze feSenim minimalizac¢ni dlohy je bod o slozkich

Z1 = T2 = 0.5.
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11.5. Klasifikace omezeni pro tlohy s omezenimi ve tvaru rov-
nosti a nerovnosti

Nyni se budeme zabyvat tlohou optimalizace s omezenimi ve tvaru rovnosti i nerovnosti

19'311615121 f(z), Q={x e R": h(x) =0, g(z) < o}, (11.29)

kde h: R" = R™, g : R" — R", m < n, r < n. Budeme pti tom opét predpokladat, ze f
je dvakrat spojité diferencovatelnd funkce a h a g jsou spojité diferencovatelné.
Pro tento pripad mtzeme zobecnit definici kuzele pripustnych sméri.

A

Definice 11.22. KuZel pripustngch sméri v T k mnoziné Q = {z € R" : h(z) = o, g(x)
< o} zavedeme jako mnozinu

Vo@) ={deR": Vhi(@)Td=0, Vg;(@)Td <0, jc AT}

Pro dlohu s omezenimi ve tvaru rovnosti a nerovnosti s vyuzitim pravé uvedené defi-
nice kuzele pripustnych smérii mizeme zobecnit tvrzeni véty 11.8 a tim ziskdme tvrzeni
nasledujici véty.
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Véta 11.23. Necht problém (11.29) md lokdIni minimum v T. Jestlize v bodé T plati

To(@) = Va(a), (11.30)

pak existuje vektor Lagrangeovijch multiplikdtori @ se slozkami p;, j € {0, ...,7} a X se
slozkami A;, i € {1, ..., m} takovymi, Ze ndsledujici systém je splnén v (%, \, i)

V.L (Z,\0) = V(@) + V@) X+ V@) 'h = o, (11.31)

fi; 2 0, Vj €I, (11.32)

m;-gi(Z) =0, Vj €T (11.33)

Poznamka 11.24. Piipustny bod, ktery spliiuje podminku
To(T) = Va(@), (11.34)

byva v nékterych textech oznacovan jako kvaziregularni bod i pro mnozinu €2 z lohy (11.29).

Vv

véte 11.11, kterd je formulovana pomoci normalového kuzele k mnoziné 2. Definice tohoto
kuzele je uvedena v definici 11.10. Toto zobecnéni je obsazeno v nasledujici vété.

Véta 11.25. Necht je problém (11.29) definovan pomoci diferencovatelngch zobrazeni f,
h a g. Necht problém (11.29) md lokdlni minimum v T, pak

0 € Vf(T)+ Nq(T). (11.35)
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Pro tento obecnéjsi pripad také muzeme preformulovat véty 11.12 a 11.15 nasledujicim
zpusobem.

Véta 11.26. Necht problém (11.29) ma lokdlni minimum v T. Pak existuje vektor Lagran-
geovyich multiplikdtori i se slozkamifi;, j € {0, ..., v} a X se slozkami \;, i € {1, ..., m}
takovymi, Ze ndsledujici systém je splnén v (T, A, ﬁ) :

V@) + Vh@) X+ V(@) 1 = o, (11.36)
m; 20, Vje{0,...,r}a Ty Ms -+ Ay Iy - - -5 Hy mejsou vsechny rovny 0, (11.37)
Ti; - g;(T) =0, Vj € T. (11.38)

Systém (11.36), (11.37) a (11.38) s podminkou g(z) < o podobné jako u tlohy pouze
s nerovnostnimi omezenimi nazyvame Fritz-Johnovou podminkou.

Véta 11.27. Necht problém (11.29) ma lokdlni minimum v T a necht je pro tento bod
splnéna podminka reqularity. Pak existuje jeding vektor Lagrangeovich multiplikdtori
se slozkami fi;, j € T :={1,...,7} a X se slozkami \;, i € {1, ..., m} takovymi, Ze
ndsledujici systém je splnén v (T, A, ﬁ) :

VoL (Z,\0) = V(@) + V@) X+ Vg@) ' h = o, (11.39)
fi; = o, Vj €, (11.40)
;- g;(T) =0, Vj € L. (11.41)

Dvojici (%, (X, 1)) ktera spliiuje (11.39), (11.40) a (11.41) s podminkou g(z) < o, budeme

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

225. strana ze 333

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno




Podminky minima pro tilohy s omezenim ve tvaru nerovnosti 226

podobné jako u tdlohy pouze s nerovnostnimi omezenimi nazyvat Karush-Kuhn-Tuckerova
dvojice nebo struéné KKT-dvojice. Systém (11.39), (11.40) a (11.41) s podminkou g(z) < o
nazyvame Karush-Kuhn-Tuckerovou podminkou nebo strucné KK T-podminkou.

Nyni se seznamime s jinymi podminkami, které ve vété 11.27 nahradi podminku regula-
rity tak, aby byla zajisténa existence Lagrangeovych multiplikatori, které spliuji podminky
(11.39), (11.40) a (11.41) s podminkou g(z) < o. Témto podminkdm budeme fFikat klasi-
fikace omezeni'. Tyto podminky jsou ,slabsi“ nez podminka regularity a zarucuji pouze
existenci a nikoliv jednozna¢nost Lagrangeovych multiplikdtora v systému (11.39), (11.40)
a (11.41) s podminkou g(x) < o.

1V anglické literatufe najde étena¥ tyto podminky pod nizvem Constraint Qualifications ¢i pod zkratkou

cQ.
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Prvni z téchto klasifikaci omezeni je klasifikaci omezeni na linearitu/konkavnost.

Véta 11.28. (o klasifikaci omezeni na linearitu/konkdvnost)® Necht problém (11.29) md
lokdlni minimum v T a necht je splnéna ndsledujici podminka.

SloZky h; jsou linedrni a g; jsou konkduvni.

Pak existuje vektor Lagrangeovijch multiplikdtori X se slozkami X;, i € € = {1 aZ

m} a p se slozkami fi;, © € T := {1, ..., r} takovymi, Ze nasledujici systém je splnén
v (T, )\,ﬁ):

VoL (T, F) = Vf(Z) + VA(ET) A + Vg(@) ' = o, (11.42)

m;2o0, Vi €T, (11.43)

wi-gi(®) =0, Viel. (11.44)

%V anglické literatufe najde ¢tendf tuto podminku pod ndzvem Linear/Concave Constraint Qualifi-
cation.
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Dalsi z téchto klasifikaci omezeni je Mangasarian-Fromovitzova klasifikace omezeni.

Véta 11.29. (o Mangasarian-Fromovitzové klasifikaci omezeni)® Necht problém (11.29)
ma lokdlni minimum v T a necht jsou pro tento bod splnény ndsledujici podminky.

Gradienty Vh; (T), 1 € € :={1, ..., m} jsou linedrné nezdvislé a existuje vektor d takovy,
ze

Vh@Td=0, Vie&, Vg @ 'd<0, VjiecAT). (11.45)
Pak existuje vektor Lagrangeovijch multiplikdtori X se slozkami Xi, i € E a i se sloZkami
W, © € L takovymi, Ze nasledujici systém je splnén v (E, )\,ﬁ) :

VoL (Z,\F) = Vf(T) + Vh(@) "N+ Vg(@) E = o, (11.46)
h; 20, Vi€, (11.47)
T;-gi(T) =0, Vi € L. (11.48)

YV anglické literatufe najde ¢tendf tuto podminku pod ndzvem Mangasarian-Fromovitz Constraint
Qualification ¢i pod zkratkou MFCQ.
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Na zavér si uvedeme Slaterovu klasifikace omezeni.

Véta 11.30. (o Slaterové klasifikaci omezeni)® Necht problém (11.29) md lokdlni mini-
mum v T a necht jsou pro tento bod splneény nasledujici podminky.

SloZky h; jsou linedrni a g; jsou konvexni. Ddle existuje pripustny bod x takovy, Ze
gj(x) <0, VjeA(@). (11.49)

Pak existuje vektor Lagrangeovijch multiplikdtori X se slozkami X\;, i € £ a [i se slozkami
i, © € L takovymi, Ze nasledujici systém je splnén v (E, )\,ﬁ) :

VoL (Z,\F) = V() + Vh(@) "N+ Vg(@) E = o, (11.50)
h; 20, Vi€, (11.51)
T - gi(T) =0, Vi € L. (11.52)

%V anglické literatufe najde ¢tenar tuto podminku pod ndzvem Slater Constraint Qualification ¢i pod
zkratkou SCQ.
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VIR
11.6. Interaktivni test
"7
Nasledujici test byl vytvoren pomoci balicku acrotex. Test zahdajite kliknutim na tlacitko Ly
wZacatek testu“. U otdzek, kde lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice od-
povédi), je spravnd odpovéd bodovana po¢tem bodu uvedenych v zavorce u zadéani a Spatnd I ——
odpovéd je bodovana 0 body. U otazek, kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet > TEE T

bodu spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za kazdou Spatnou odpovéd bude
odecten jeden ¢i vice bodii.

1. (2b.) Funkce f(z1,22) = 21 + 2 + 1 ma v bodé (z1,Z2) = (0,0) gradient V f(Z1,T2)
roven

(—1,1).

(—1,-1).

(1,1).

2. (2b.) Funkce f(x1,22) = 1 + 22 + 1 ma v bodé (71,72) = (1,1) gradient V f(71,72)
roven

(1,1). (-1,-1).

(0,0).
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3. (2b.) Funkce f(x1,22) = 1 + 2 + 1 ma v bodé (Z1,T2) = (2,2) gradient V f(7Z1,Z2) v l 5
roven 2\ 5

»
STRAY (.\}
Q
xS
(~1,-1).
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(1,1).

(2,2).

L

4. (2b.) Funkee f(z1,22) = 2% 4+ 23 méa v bodé (T1,T2) = (0,0) gradient V f(T1,T2) roven
(2,2).

0,0).

(—1,1).
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VIRV
5. (2b.) Funkce f(z1,22) = 23 + 3 ma v bodé (%1, T2) = (1,0) gradient V f(Z1,T2) roven - I,,!V.jl 57
(2,2).
20 D e
(0,2). o

6. (2b.) Funkce f(z1,22) = x1 + x2 ma v bodé (71, Z2) = (2,2) gradient V f(Z1,Z2) roven
(0,0).

(1,1,1).

(1,1).
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7. (2b.) Funkce f(x1,z2) = x1 + 22 ma v bodé (T1,Z2) = (—2,—2) gradient V f(Z1,T2) v l 5
roven 2\ 5

»
STRAY (.\}
Q
xS
(~1,-1).
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(1,1).

(0,0).

L

8. (2b.) Funkce f(x1,x2) = z1 4+ 2 ma v bodé (71,72) = (—3,—3) gradient V f(71,72)
roven

(1,1).

(2,0).

(0,2).
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VIRV
9. (2b.) Funkce f(z1,29) = 22 + 22 + 7 ma v bodé (F1,T2) = (0,0) gradient V f(Z1,Z2) v I!V!I 5
roven N/
Zxg ynis
(2,2).
00 o s
(1,1).
2,9 . Y = = 1 1 . S
10. (2b.) Funkece f(x1,z2) = x]+25+7 ma v bodé (71,72) = (—5, —?) gradient V f(Z1,72)
roven
(0,0).
1 1
(_57 _?)
2 2
o
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11. (2b.) Funkee f(z1,22) = 22 +22+7 ma v bodé (T1,T2) = (—5, —3) gradient V f(Z1, T2) > Ig%l 57
roven Q"”"Im m\\‘\‘@
1 2
(_57 _g)
D ZAPADOCESKA
2 4 vz
(5.-3)
0,0).

12. (2b.) Funkece f(z1,22) = 2 ma v bodé (Z1,Z2) = (0,0) gradient V f (1, T2) roven
(2,2).

0,1).

(1,1).
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13. (2b.) Funkce f(z1,22) = xo ma v bodé (Z1,Z2) = (0,1) gradient V f(Z1,T2) roven - IU!%I 57
(0,0).
) D e
(0,1). o

14. (2b.) Funkce f(x1,22) = 2 ma v bodé (z1,72) = (0, —1) gradient V f(Z1,T2) roven
(1,1).
(0,1).

(0,0).
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VIRV
15. (2b.) Funkce g(x1,x2) = —x2+ 1 ma v bodé (z1,T2) = (0,0) gradient V f(Z1,T2) roven - Iﬂ!%l 57
(1,1). N
o1 D e
(0,-1). o

16. (2b.) Funkce g(x1,x2) = —x2+ 1 ma v bodé (z1,T2) = (1, 1) gradient V f(Z1,T2) roven
(0,-1).

(—1,-1).

(0,0).
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VIRV
17. (2b.) Funkce g(x1,x2) = —x2+ 1 ma v bodé (71, T2) = (2,2) gradient V f(Z1,T2) roven - Iﬂ!%l 57
(=1,—1). N
2 D e
(0,-1). o

18. (2b.) Funkce g(x1,x2) = —21 + 1 ma v bodé (71, T2) = (0,0) gradient V f(Z1,T2) roven
(1,-1).
(—1,0).

(0,1).
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19. (2b.) Funkce g(x1,x2) = —21 + 1 ma v bodé (71, T2) = (1,0) gradient V f(Z1,T2) roven - Iﬂ!%l 57
(2,0).
o D e
(0,2). o

20. (2b.) Funkce g(x1,z2) = 1 — 1 méd v bodé (Z1,T2) = (0,0) gradient V f(Z1,T2) roven
(1,-1).
(1,0).

(0,1).
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21. (2b.) Funkce g(x1,z2) = 21 — 1 mé v bodé (Z1,T2) = (1,0) gradient V f(Z1,T2) roven - Iﬂ!%l 57
(2,0).
o D e
(0,2). o

22. (2b.) Funkce g(z1,z2) = 23 + 23 — 8 ma v bodé (T1,T2) = (2,2) gradient V f(Z1,T2)
roven

(2,2).

(1,1).

(4,4).
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VIRV
23. (2b.) Funkce g(z1,2) = 27 + 23 — 8 ma v bodé (F1, T2) = (—2, —2) gradient V f(Z1, T2) v I!V!I 5
roven %’//,0,:“:\@5
(1,1).
- o s
(2,2).

24. (2b.) Funkce g(x1,x2) = 25 + x5 — 8 ma v bodé (F1, T2) = (—3, —3) gradient V f (T, T2)
roven

(—6,—6).

2,2).

(1,1).
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VIRV
25. (2b.) Funkce g(z1,x2) = 1 + 222 + 1 ma v bodé (Z1,T2) = (0,0) gradient V f(Z1,T2) v I!V!I 5
roven "2:%0;“‘::\“&‘
(2,2).
0.2 o s
(1,1).
. Y = = 1 1 . S
26. (2b.) Funkce g(x1, z2) = x1+2x2+1 ma v bodeé (T1,72) = (—g, —?) gradient V f (71, T2)
roven
(0,0).
1 1
(_57 _?)
(1,2).
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27. (2b.) Funkee g(z1, z2) = £14+222+1 mé v bodé (71, T2) = (_5’ _3) gradient V f(Z1,T2) > Ig%l 57
roven Q"”"Im m\\‘\‘@
(0,0).
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28. (2b.) Funkce g(z1,z2) = 23 + 23 — 1 ma v bodé (F1,T2) = (0,0) gradient V f(Z1,T2)
roven

2,2).

(0,0).

(1,1).
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VIRV
29. (2b.) Funkce g(z1,z2) = 23 + 23 — 1 ma v bodé (F1,T2) = (0,1) gradient V f(Z1,7T2) v I!V!I 5
roven %’//,0,:“:\@5
0,0).
2.2 o s
(0,2).

30. (2b.) Funkee g(x1,72) = 27 + 25 — 1 mé v bodé (F1,T2) = (0, —1) gradient V f (T, T2)
roven

(1,1).

(0, -2).

(0,0).
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31. (3b.) Ktera z nasledujicich dvojic spliiuje KKT-podminku, tj. soustavu
(11.26) (Vf(@) + Vg@) m=0), (11.27) (7; 20, Vi €T ={1,...,7})
a (11.28) (@, - gj(T) =0, Vj € Z={1, ..., r}) s podminkou g(z) < o,
pro tulohu

migf(:c), Q={zecR?:g(z) Lo}, g:R?-=R,
zE

kde f(z1,22) =21+ 22+ 1 a g(z1,22) = —x2 + 1.
(17171:2) = (171)7 M= 0

(z1,22) = (0,0), p=1
(r1,72) = (2,2), p=0

takova dvojice neexistuje

&
S

57

S
<
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32. (3b.) Ktera z nasledujicich dvojic spliiuje KKT-podminku, tj. soustavu
(11.26) (Vf(@) + Vg@) m=0), (11.27) (7; 20, Vi €T ={1,...,7})
a (11.28) (@, - gj(T) =0, Vj € Z={1, ..., r}) s podminkou g(z) < o,
pro tulohu
min f(z), Q={z€R’:g(z) <o}, g:R*=R,
kde f(21,22) = 23 + 23 a g(x1,22) = —x1 + 1.

($17$2) = (1,0), w=—2
(z1,22) = (1,0), p=2
(z1,22) = (0,0), u=0

takova dvojice neexistuje

&
S

57

S
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33. (3b.) Ktera z nasledujicich dvojic spliiuje KKT-podminku, tj. soustavu
(11.26) (Vf(@) + Vg@) m=0), (11.27) (7; 20, Vi €T ={1,...,7})
a (11.28) (@, - gj(T) =0, Vj € Z={1, ..., r}) s podminkou g(z) < o,
pro tulohu
;neigrllf(:c), Q={zecR?:g(z) Lo}, g:R?-=R,

kde f(z1,22) = a7 + 23 a g(z1,22) = 21 — L.

(x1,22) = (0,0), £ =0
(z1,22) = (1,0), p=2
(x1,22) = (1,0), p=—2

takova dvojice neexistuje

&
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57

S
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34. (3b.) Ktera z nasledujicich dvojic spliiuje KKT-podminku, tj. soustavu
(11.26) (Vf(@) + Vg@) m=0), (11.27) (7; 20, Vi €T ={1,...,7})

a (11.28) (@, - gj(T) =0, Vj € Z={1, ..., r}) s podminkou g(z) < o,
pro tulohu
migf(:c), Q={zecR?:g(z) Lo}, g:R?-=R,
zE
kde f(z1,22) = 1 + 2 a g(z1,22) = 2} + 25 — 8.

(z1,22) = (=3, —3), p =2
(x1,22) = (2,2), p= _I4

1
(x1,22) = (—2,-2), p= 1

takova dvojice neexistuje
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35. (3b.) Ktera z nasledujicich dvojic spliiuje KKT-podminku, tj. soustavu
(11.26) (Vf(@) + Vg@) m=0), (11.27) (7; 20, Vi €T ={1,...,7})
a (11.28) (@, - gj(T) =0, Vj € Z={1, ..., r}) s podminkou g(z) < o,
pro tulohu
migf(:c), Q={zecR?:g(z) Lo}, g:R?-=R,
S
kde f(z1,22) = a1 + a3 + 7 a g(a1,22) = 21 + 22 + 1.
(1'171:2) = (070)7 p=0

1

1
(.’L‘l,.’L‘Q) - (_57_?)7 H = 2
1 2 2
(331,@) = (—g,—g), n= g

takova dvojice neexistuje
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36. (3b.) Ktera z nasledujicich dvojic spliiuje KKT-podminku, tj. soustavu v I!!I 5
(11.26) (VA(z) + Vg(@)7F = ), (11.27) (; 2 0, ¥j €T ={1, ..., 7})
a (11.28) (@, - gj(T) =0, Vj € Z={1, ..., r}) s podminkou g(z) < o, s>
pro tulohu
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migf(:c), Q={zecR?:g(z) Lo}, g:R?-=R,
zE

L

kde f(z1,%2) = 22 a g(z1,22) = 23 + 73 — 1.

(z1,72) = (0,0), p=1

(-7»'1,.%‘2) = (071), W= —

N = N =

(171,1‘2) = (0, —1)7 W=

takova dvojice neexistuje

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:




Podminky minima pro tilohy s omezenim ve tvaru nerovnosti 251 P S 0

L]

IsTRANY

Pro ukonceni testu je treba kliknout na tlacitko ,Konec testu“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné.
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Kapitola 12 D
Metody reseni tloh s nerovnostmi

V této kapitole se seznamime se zédkladnimi algoritmy pro nalezeni minima nelinearni funkce
vzhledem k omezenim ve tvaru nerovnosti. Sezndmime se postupné se tremi metodami reseni
této tlohy. V klasické analyze se feseni tiloh minimalizace s nerovnostnimi vazbami nazyvaji
také podminéné extrémy. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze f je konvexni a ze
dloha ma jediné feseni.

12.1. Metoda vnitrniho bodu - bariéry

Prvni jednoduchou moznosti, jak fesit tilohu s nerovnostnimi vazbami je metoda bariéry.
Ta vyuziva tzv. bariérovou funkci, kterou si zavedeme déle v textu.
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Definice 12.1. Definujme pro mnozinu € z ulohy (11.1) funkci b : R" — R, kterd spl-
nuje blg = 0 a b(xz) — 400 pro g(x) — 0. Takovou funkci b nazveme bariérovou funkci
prislusnou pripustné mnoziné ).

Bariérovou funkci muzeme obecné zavést takto b := in: ¢ (gi(z)), kde p(y) =2 0proy < 0
a ¢(y) — +oo proy — 0_. =
Priklad 12.2. Sestrojte bariérovou funkci prislusnou pripustné mnoziné
Q={zxeR":¢g(x) L0}, ¢g:R*"—=>R™ m<n.
Resend. Prikladem bariérové funkce piislusnou mnoziné € jsou funkce

)= =2 g;;f)

=1

m
b(x) == =Y ciln(—gi(x)),
i=1
kde ¢; € R jsou vhodné konstanty. A

Pomoci bariérové funkce muzeme tlohu s omezenim ve tvaru nerovnosti (11.1) prevést
na ulohu bez omezeni

N

min inf {{(z) + b(@) : (@) < o}. (12.1)

Neni tézké si uvédomit, ze feseni této pomocné tlohy lezi vzdy uvniti pfipustné mnoziny.
Proto se tato bariérova metoda ¢asto oznacuje jako tzv. metoda vnitrniho bodu.
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Priklad 12.3. Méjme nasledujici minimaliza¢ni tilohu s jednim nerovnostnim omezenim

migm, Q={zxeR:—x+1Z20}.
TEe

Sestrojte bariérovou funkci pro tuto ilohu a ptrevedte tuto tilohu na tlohu bez omezeni.
Reseni. Ptikladem bariérové funkee piislusnou mnoziné Q = {x € R: —z+1 < 0} je funkce

1

b(x) == = i

S vyuzitim této bariérové funkce muzeme prejit od tlohy s omezenim —xz + 1 < 0 k tloze
bez omezeni

min inf {z —

:—z+ 1= 0}
u>0 z€R —x+1

Uvedme si bez diikazu nasledujici tvrzeni.
Véta 12.4. Necht p — 04, pak reseni wilohy

Jof {f(z) + ub(z) : g(2)

[IA

0}
konverguje k resent dlohy (11.1).

Toto tvrzeni nds miize inspirovat k nasledujicimu algoritmu metody bariéry pro feseni
ulohy (11.1).
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Algoritmus 12.1 Metoda bariéry. T7
R S

Krok 0. {Inicializace.} xS
Zvolme € > 0 (presnost), 20 € Q= {z € R": g(x) L 0}, u >0, 3 €(0,1),

k = 1 ZAPADOCESKA
Kirok 1. {Zdkladnf cyklus pro metodu barséry. } D > s
for k=0,1,2,...
2% = arg min{{(z) + ub(z) : g(x) < o}
if ub < e
break
else
w=Bu
end
kE=k+1
end for
Krok 2. {Resend.}

(E:CCk

12.2. Metoda aktivnich (pracovnich) mnoZin - vnéjsi penalta

Dalsi velmi jednoduchd metoda prevedeni tlohy s omezenim (11.1) spo¢iva v zahrnuti ne-
rovnostnich vazeb do cenové funkce tak, ze k ni pricteme vhodny ¢len, ktery penalizuje
poruseni vazeb. Omezime se zde, podobné jako v kapitole 10, na nejcastéji pouzivanou
metodu kvadratické penalty, ktera aproximuje feseni z tlohy (11.1) feSenim Z, tlohy
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min f(@), fo() = f@)+ solla@I?, a(e) =max{g(e),0},  (122)

kde o > 0 je penalizaéni parametr a ||a(x)]|?
po slozkach.

Intuitivné je zfejmé, ze kdyz je penalizacni parametr p velky, tak feseni Z,, ve kterém
je dosazeno minimum penalizované funkce f, nemiize byt daleko od pripustné mnoziny. Je
dokonce zfejmé, ze kdyby o = oo, pak by bylo minimum f, feSenim ptvodni tlohy (11.1).
Miuzeme tedy ocekavat, ze pro dostatecné velké hodnoty penaliza¢niho parametru o bude
feseni Z tlohy (11.1) blizko Z,. Je zfejmé, Ze FeSeni penalizované tlohy je typicky blizko
pripustné mnoziny, avsak nepatii do ni. Proto se nase penalizacni metoda nazyva také
metoda externi penalty.

je penaliza¢ni funkce. Funkci max aplikujeme

12.3. SMALBE

Nasledujici algoritmus je modifikaci algoritmu SMALE ze sekce 10.5. Jedingm rozdilem je,
ze algoritmus SMALBE tesi ve vnitini smycce tilohu s jednoduchymi omezenimi zdola s pres-
nosti, ktera je fizena eukleidovskou normou projektovaného gradientu®. Cely algoritmus pak
vypada néasledovné.

!Projektovanym gradientem myslime gradient ,projektovany na“ piipustnou mnozinu Q =
={z €R™: Bz = c Az > £}. Tento gradient oznaéime jako g*.

@:
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Algoritmus 12.2Metoda semimonoténnich rozsifenych Lagrangiana - Semimono-

tonic augmented Lagrangians (SMALBE).

Ddna SPD matice A € R™™*", B € R™*™ (e R".
Krok 0. {Inicializace. }
Zvolten >0, B>1, M >0, gop >0, \c R™

for £k =0,1,2,...
Krok 1. {Vnitrni iterace s adaptivni kontrolou presnosti.}
Naleznéte x* > ¢ tak, aby platilo

lg" («*, A¥, o) || £ min{ M| Bz"|,n} (12.3)
Krok 2. {Aktualizace Lagrangeovijch multiplikdtori. }

ML — Nk 1 o) Bk (12.4)
Krok 3. {Aktualizace o v pripadé Ze rist Lagrangiinu neni dosta-
tecny. }
ifk>0a
LGk W, ) < D W o) + LB (125)
Ok+1 = Bok
else
Ok+1 = Ok
end if
end for
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12.4. Interaktivni ukazka pouziti metod pro reseni tloh s ne-
rovnostmi

Pro ilustraci fungovani metod vhodnych pro reseni tiloh s nerovnostnimi omezenimi a jejich
porovnani je vhodné vyuzit tento applet. Je zde k dispozici metoda bariéry, metoda penalty
a metoda SMALBE. Tento applet byl vytvoren v software Mathematica. Pro pouziti appletu
musite mit nainstalovan Wolfram CDFE Player.

V appletu je mozné si vybrat minimalizaci nékteré z osmi funkci dvou proménnych
s omezenim na nerovnost (zde si muzete vybrat pét ruznych omezeni), zvolit si pocatecni
bod 2 itera¢niho procesu, ovliviiovat zobrazeni grafu minimalizované funkce i nékters na-
staveni metody bariéry, penalty a SMALBE. Aplikace VAm umozni sledovat iteracni proces
hledani minima pomoci metody bariéry, penalty i SMALBE. Muzete také porovnat pocty
iteraci jednotlivych metod, které jsou potieba k nalezeni minima zvolené funkce. Pripustna
mnozina dand nerovnostnim omezenim je v grafu zobrazujici vrstevnice minimalizované
funkce vykreslena Sedé.

Priklady k procviceni
1. Nakreslete graf a vrstevnice funkce
f(z1,22) = ] + 23 + 22.
Reste tlohu optimalizace s omezenim na nerovnost

migf(xl,xg), Q={recR?: —x; — 3z, +5 <0}
TE

Uvedenou tlohu s omezenim na nerovnost feste pomoci metody vnéjsi penalty.

@:
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2. Nakreslete graf a vrstevnice funkce

Reste tlohu optimalizace s omezenimi na nerovnost

xE

Uvedenou tlohu s omezenimi na nerovnost feste pomoci metody vnéjsi penalty.

3. Minimum kvadratické funkce

aproximuje (az na jednotky) pruhyb struny zatiZené jednotkovou silou a uchycené na obou
koncich (1 =z, =0), kde A € R"*™, b€ R" a

A=(n-1)

0
2
-1
0
0

oo oo+

e e e e

f(z1,20) = :10‘1l +a¢% +x§.

1
flz) = §$TA$ —bvlx

-1
2
-1

OO O OO

o O o oo

S O O oo

e eeee

[\)

migf(whwg), Q={zecR?*: 221 — 32, - 150, —21 + 22 +5 =<0}

OO O OO
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AZIRIVA
1849
0 "7
D &
1 /0[(4' ““\‘\
1
n—1 :
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Minimum kvadratické funkce f za podminky z; = ¢;, kde ¢; < 0 definuje prekazku, popisuje
prihyb struny nad tuhou prekazkou. Otestujte metodu vnéjsi penalty na problémech s prekazkou
urcenou hodnotou 7 < 0.
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Dualita v konvexnim programovani

V této kapitole si ukazeme alternativni formulace konvexnich tloh kvadratického progra-
movani, jejichz vzajemny vztah je charakterizovin pojmem dualita. Pfipomenme si, zZe
podle Wikipedie ,a duality (in mathematics) translates concepts, theorems or mathema-
tical structures into other concepts, theorems or structures, in a one-to-one fashion, often

involution“. Dualita nas zajima zejména proto, ze ¢asto umoznuje preformulovat puvodni

vvvvv

13.1. Dualita pro kvadratické programovani s rovnostnimi vaz-

bami

Zakladni myslenku si nejprve vylozime na tloze konvexniho kvadratického programovani

s rovnostmi
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1
min f(x) = §xTAx — bz, Q={zecR":Bzx=c}, (13.1)

kde A je pozitivné definitni a B ma plnou radkovou hodnost. Z naseho predpokladu plyne,
ze prislusna KKT soustava

V.Lo(z,)) = Axz—b+BTA=o, (13.2)
VaLo(z,\) = Bxr—c=o0 (13.3)

mé4 jediné fesenf (Z, \), které mizeme najit tak, Ze si nejprve vyjadifme x z (13.2) a nésledné
dosadime za x do (13.3), takze dostaneme rovnici pro A. Tyto dva kroky si nyni spojime se
dvéma optimaliza¢nimi problémy.

Nejprve si vSimnéme, Ze rovnici (13.2) mizeme povazovat za podminku minima, jejimz
splnéni zarucuje, ze

1
Lo(z,\) = §xTAa: — 'z + 2T (Bz —¢)

dosahuje v r minimum vzhledem k x. Pro dané A € R™ je tedy proni krok ekvivalentni
nalezeni argumentu minima

z=xz(\)=A"1(b-BT)

Lagrangianu Lg(x, \) vzhledem k . Pomoci tohoto pozorovani si muzeme vyjadrit explicitné
dudlni funkci
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©O(\) = inf Lo(z,\) = min Lo(z, \) = Lo(z(N), A) (13.4)

rER™ z€R™
1 1
= —EATBA_IBT)\ + (BA Y —¢)TA — 5bTA—lb
a jeji gradient
VO(\) = —BAT'BTA+ (BA ' —¢). (13.5)

Abychom nasli interpretaci druhého kroku, dosadme si za x = z(\) do (13.3), ¢imz
dostaneme

—BA7'BTA+ (BA™'b—¢) = 0.

Porovname-li levou stranu posledni rovnice s explicitnim vyrazem (13.5) pro VO(A), mu-
zeme si posledni rovnici zapsat ve tvaru

VO(\) = o.

Jelikoz BA™'BT | Hessién —O, je podle predpokladu pozitivné definitni, dostavame tak, Ze
posledni vyraz je ekvivalentmi podmince minima (2.72\ pro argument minima —O, coz je
soucasné argument maxima 0. Proto KKT dvojice (Z, \) pro problém (13.1) s rovnostnimi
vazbami Tesi téz min-max problém

~

A Tesi dudlni problém
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O\ = max O()), (13.7)

a protoze T je pripustny vektor, plati

F@) = Lo(@,\) = Lo(&, A) = O(N). (13.8)
Navic zrejmé plati
f(@) = Lo(&,N\) = min Lo(z,\) < Lo(z, ), x€R™ (13.9)
reR"™

Existuje jesté jeden ekvivalentni problém souvisejici s penaliza¢ni metodou. Jelikoz
sup Lo(z,\) =ocoforz ¢ Q a sup Lo(z,\) = f(x) for z € Q,
AER™ AER™
plati, ze feseni z KKT soustavy (13.2)-(13.3) spliuje
f(Z) = min sup Lo(z, A). (13.10)
TER™ y\cRrm
Porovnénim (13.10) s (13.6) a (13.8) dostaneme relaci duality

in L = mi L . 13.11
max min Lo(z, A) 0 o(z,A) (13.11)

Pouzijeme-li (13.8) a (13.9), dostaneme, ze (Z, X) fesi sedlobodovy problém najit (Z, X) tak,
aby pro kazdé z € R™ a A € R™ platilo

~

Lo(#,\) £ Lo(@, A) < Lo(z, \). (13.12)
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Odvodili jsme si tak dva problémy bez omezent, které jsou ekvivalentni ptivodnimu pro-
blému s rovnostnimi omezenimi (13.1). Sedlobodové formulace obsahuje explicitné Lagran-
geovy multiplikatory a je bez omezeni za cenu pouziti dvou sad proménnych, zatimco dualni
Casto lépe podminény. PovSimnéte si, Ze leva nerovnost v (13.12) muze byt nahrazena rov-
nosti. Dudlni formulace je zakladem tzv. FETI metod rozlozeni oblasti pro paralelni feseni
rozsahlych tloh mechaniky.

13.2. Dualita pro kvadratické programovani s nerovnostnimi
vazbami

Zopakujeme si, s nezbytnymi modifikacemi, predchozi postup pro tlohu konvexniho kvad-
ratického programovani s nerovnostmi

1
migzl flx) = §$TASU — bz, Q={zecR":Bz<c}, (13.13)
zEe

kde A je opét pozitivné definitni a B méa plnou radkovou hodnost. Z naseho predpokladu
plyne, ze prislusnd KKT soustava

V.Lo(z,)) = Az —b+ BTA=o, (13.14)
ViaLo(z,\) = Bzx—c=o, (13.15)
A>o, (13.16)
M(Bz—¢)=0 (13.17)

o
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mé jediné feseni (%, \). Vyjéadieme si opét x z (13.14) a nasledné dosadme za x do (13.15).
Rovnici (13.14) mizeme opét povazovat za podminku , jejiz splnéni zarucuje, ze

1
Lo(z,\) = §xTA:c —blz 4+ M(Bx —¢)

dosahuje v £ minimum vzhledem k x. Pro dané A € R™ je tedy proni krok opét ekvivalentni
nalezeni argumentu minima

z=xz(\) = A1 (b - BT))
Lagrangianu Lo(x,\) vzhledem k x. Pomoci tohoto pozorovani si mizeme znovu vyjadrit
explicitné dudini funkci
1 1
O(\) = —QATBA‘lBT)\ + (BA™'b—¢)TX — 5bTA—lb (13.18)

a jeji gradient
VO\) = —BA BTN+ (BA b —¢). (13.19)

Dosadime-li si nyni za = () do (13.15), dostaneme nerovnost

—BA™'BTA 4+ (BA™'b—¢) Lo

Porovname-li levou stranu posledni nerovnosti s explicitnim vyrazem (13.19) pro VO(X),
miuzeme si posledni nerovnost zapsat ve tvaru

Vo) < o,

coz je totéz jako
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VO +1Ip=0, p=>o0, plVON) =0

nebo

—VOW\) —Ip=o0, p=o0, p'VON) =0. (13.20)
7Z (13.17) pak dostaneme podminku komplementarity

MTve) =o. (13.21)

Jelikoz BA™'BT, Hessian —0, je podle predpokladu pozitivné definitni, dostavame tak, ze
(13.20) je ekvivalentn{ KKT podmince pro argument minima —© za podminky —\ < o, coz
je soucasné argument maxima © vzhledem k A 2 o. Proto KKT dvojice (Z, \) pro problém
(13.13) s nerovnostnimi vazbami fesi téz min-maz problém

~

Lo(Z,\) = max min Lo(z, \), (13.22)
\ fesi dudlni problém
A) = 13.2
O(A) = max ©()), (13.23)

a protoze T je pripustny vektor, ktery spliuje podminku komplementarity (13.21), plati

F(@) = Lo(Z, \) = Lo(Z, A) = O(N). (13.24)

Navic zfejmé plati
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f(@) = Lo(z,\) = min Lo(z,A) £ Lo(z, ), =€R™ (13.25)
reR™

.....

sup Lo(z,\) =ocoforz ¢ Q a sup Lo(z,\) = f(x) for z € Q,
AER™ AER™

plati, ze feseni z KKT soustavy (13.14)-(13.15) spliuje

f(Z) = min sup Lo(z, A). (13.26)
zeR" AER™

Porovnanim (13.26) s (13.22) a (13.24) dostaneme relaci duality

in L = mi L . 13.2
max min Lo(z, A) iy o(z, A) (13.27)

~

Pouzijeme-li (13.24) a (13.25), dostaneme, ze (7, /):) fesi sedlobodovy problém najit (z, \)
tak, aby pro kazdé x € R™ a A € R™ platilo

Lo(@ ) £ Lo(@, ) £ Lo(a, \). (13.28)

Odvodili jsme si tak dva problémy bez omezent, které jsou ekvivalentni ptivodnimu pro-
blému s rovnostnimi omezenimi (13.13). Sedlobodova formulace obsahuje explicitné Lagran-
geovy multiplikatory a je bez omezeni za cenu pouziti dvou sad proménnych, zatimco dudlni
matic. Nahrazeni obecnéjsich nerovnosti podminkou nezdpornosti je velkym piinosem pro
numerické feseni, nebot je v tomto pripadé velmi snadné implementovat eukleidovskou pro-
jekei na pripustnou mnozinu. Dudlni problém je ¢asto lépe podminény. Duélni formulace je

o
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zakladem efektivnich FETI metod rozlozeni oblasti pro paralelni reseni rozsahlych kontakt-
nich tloh mechaniky.

13.3. Vizualiza¢ni lemma
Pojmy a zakladni myslenky spojené s dualitou pro obecnéjsi konvexni problém

min f(z) (13.29)

h(z)<o

ktery je zadany pomoci dostatecné hladkych funkci f : R — R a h : R™ — R a m4 reseni
(Z,\), si miizeme znazornit pomoci nadrovin v R™*! a zobrazeni

P : R" — R
které je definovano predpisem

o(z) = (f(2), h(=)).

Budeme pritom sledovat vyklad Bertsekase [I]. Pro nas tcel je nadrovina H prirozené
zadana normalovym vektorem n € R*"!, n = (ng,np), ng € R, np, € R™ a konstantou
¢ € R pomoci

H = {(ys,yn) € R :nTys + npyp, = c}.
Zname-li tedy néjaky bod 7 = (¥, 7)) € R™+1 potom

H = {(yf,yn) € R" i nlys + npyn = ngl; + i }-
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Tyto nadroviny definuji dva poloprostory, a to kladny poloprostor ® =
) S
N S

ri \>
H+ - {(yh yh) € R”‘H : n?yf + NrYn 2 nfyf + ng?h} TS
a zdporny poloprostor D
[
H™ = {(ys,yn) € R s npyp + nayn < ngliy +n, G}

Nadroviny s normalou n = (nf,ny), pro kterou plati ny = 0 se nazyva vertikalni, v opac-
ném piipadé, tedy kdyz ny # 0, se n nazyva nevertikalni. Nevertikdlni normdla se nazyva
normalizovana, jestlize ny = 1. Tyto definice ndm umoznuji spojit teorii Lagrangeovych
multiplikatora s geometrii oboru hodnot ® v nasledujicim lemmatu, které je ilustrovano na
obr. 13.1.

Lemma 13.1. (Vizualizacni lemma)
(i) Nadrovina s normdlou (1, ), ve které lezi bod (f(x), h(z)), protind svislou osu
{(z,0) : z€R} v

g = L(f(x),h(x))
(ii) Nejvyssiho priseciku nadroviny H = {(ys,yn) € R"™ 1 1yp + Xy, = ¢}, kterd spliuje
HY D H (®), se svislou osou {(2,0) : z € R} je dosaZeno v

z = inf L(x,)\).

zeR®

(iii) X je Lagrangeiw multiplikdtor pro teseni konvezni tlohy (13.29), prdvé kdyz Ao
a nejoyssiho priseciku nadroviny H = {(ys,yn) € R" 1 1yy + ATy, = ¢}, kterd sphiuje
HT D H(®), se svislou osou {(z,0) : z € R}, je dosazeno v ys = f(Z).
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Obr. 13.1: Ilustrace vizualizaéniho lematu

m o e
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Driikaz. (i) Nadrovina urc¢end normaélou (1, \) a bodem (f(z), h(z)) je mnozina vSech (y¢, yp),

které splnuji

yr + Ayp = f(z) + ATh(z) = L(z, A).
Jediny vektor na svislé ose {(z,0) : z € R} je (L(z, ), 0).

(ii) Nadrovina s normélou (1, A), kterd protina vertikélni osu ve vysce ¢ je mnozina vektoru,
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X

které splnuji rovnici l.
“ 2 7
%,

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=

Yr + /\yh = C,

a tato nadrovina obsahuje mnozinu & = H (®) ve svém kladném poloprostoru, pravé kdyz
ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

L(z,\) = f(z) + \Th(z) Z c.
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Kapitola 14

Linearni programovani

Linedrni programovani se zabyvd minimalizaci cenového funkciondlu na polyedru, t.j. na
pruniku poloprostori. Je to specificka optimalizac¢ni tloha, ktera sice patii mezi ilohy spo-
jité optimalizace, avsak lze ji feSit i metodami, které jsou blizké diskretni optimalizaci.
V této kapitole se seznamime s rtiznymi formulacemi tlohy linearniho programovani, s fakty
z geometrie polyedru, a se dvéma zcela odliSnymi pristupy k feseni.

14.1. Formulace tlohy linearniho programovani

Budeme se zabyvat feSenim tlohy najit

min b’ z,

€

Q={zeR": Bex=c¢ a Bgzx < cr}, (14.1)
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VIRV
1849
kde QCR™", b eR", ce R™, B R™ " a & T jerozklad mnoziny indext {1,...,m}. v 5
Formulace tlohy (14.1) je sice obecnd, avSak neni vhodné k feseni. Ukazuje se, ze vhod- %&/ '3«5
. . AT . ( ) ; ’ : 2 xS
néjsi je nahradit obecné linearni nerovnosti nezapornym omezenim pomoci nové proménné <
y=er =Bz, D i
. L. o v PLZNI
takze z € Q, pravé kdyz
Bex = c¢, Brx+y=cr a y=0.

Pro nékteré algoritmy je dale vyhodné, kdyz jsou vSechny proménné nezaporné. Toho
dosdhneme snadno, kdyz polozime

r=z—w, 220, a w==0.

Oznacime-li si

z b
| Be -Bg O _ = |
A—[BI B, I]’ IT=|w |, b= b

y )

miuzeme zapsat tlohu linedrniho programovani ve standardnim tvaru

9

minb 7, Q={zeR. 4z=¢c a z2>o0)}. (14.2)




Linearni programovani 275 3 5 S

VRN
14.2. Podminky minima a dualita ‘_7
= g
D S
Napiseme-li si podminky minima pro tlohu minima ve standardnim tvaru s>
min b’ z, Q={zeR": Az=c a =z 2o}, (14.3) D JAPADOLESKA
zeQ P univerzima
V PLZNI
dostaneme
b—ATN—pu=0, p=o0, Ax=c¢, 20, z'p=o. (14.4)

Lagrangian pro tlohu (14.3) ma tvar

L(z, M\ p) = bz 4+ AT (c — Az) — pTx,

takZe si muzeme odvodit dudlni funkci pro A € R™ a p = o ve tvaru

O\ p) = zieann Lz, A\, pn) = xien[%’n ble + AT (c— Az) — pla
= inf 2T(b—ATN) +2Tc—pla
TER”

Me pro b—ATA 20, 2 2o,
—oco pro nékteré i€ &, [b— ATN]; <0, x; <0.

Duaélni problém je tedy opét linedrni problém, jehoz cilem je najit A € R™, které resi

A eR™ A\ ) = AT AT <.
187, e O(A, 1) max A'c  pro <
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Jak jiz vime, slozky A a p (= b — AT)) popisuji citlivost cenové funkce na naruseni
vazeb. V ekonomickych aplikacich je lze casto interpretovat jako stinové ceny. Dualni for-
mulace je uziteéna pro odvozeni nékterych efektivnich algoritmu pro reseni tloh linearniho
programovani.

14.3. Metoda vnitrniho bodu

Nyni si struéné ukazeme, jak adaptovat metodu vnitintho bodu na feseni tlohy linedrniho
programovani ve standardnim tvaru

migl_)Tx, Q={zeR": Az=c a =z 2o} (14.5)
e

Budeme pritom predpoklddat, ze fadky vazebni matice A jsou linedrné nezavislé, a zapiseme
si dudlni tlohu ve tvaru

max Me pro ATA+p=0b, p=o. (14.6)
e m

Podminky minima pro tlohu (14.5) si zapiSme ve standardnim tvaru

AT +
Ax =

oy =

x

S o o o o

v v
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K feseni této soustavy pouzijeme variantu Newtonovy metody, a to tak, ze budeme v kazdém
kroku zajistovat splnéni podminky nezdpornosti z, u. PovSsimnéte si, ze ostatni relace jsou
bud linearni nebo mirné nelinearni.

Prepisme si nejprve podminku komplementarity ve tvaru

XSe=o0, X =diag[zi,...,x,], S=diag[u,...,pun], e=11,...1]7

a definujme si zobrazeni F : R?"*™ — R2"+™ pomoci

ATX+u—b
F(z, A\, n) = Az —c
X Se
Snadno si ovéfime, ze Jacobidn F' ma tvar
O AT 1
Jx,\p)=1A O O |,
S O X
takZze Newtoniv smér je definovan rovnici
Az
F(x,\,p) + J(x,\,n) | AN | =o.
Ap

Je-li (zF, \F, uF) pifpustnd vnitini iterace, t.j. ¥ > o, u* > o, pak definujeme novou iteraci
pomoci

(2P AL Ry = (2R NE RY b (AR ANF AR,
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kde o € (0,1) zvolime tak, aby nové iterace byla opét vnitini iterace.

Ukazuje se, ze prirozeny pozadavek na splnéni podminky komplementarity vede k prilis
kratkému kroku. Lepsi vysledek se obvykle dosdhne, kdyz se posledni podminka ¢astecné
uvolni. Provede se to tak, ze si zavedeme primeérnou miru naruseni podminky komplemen-
tarity

n

a vhodny centralizujici parametr o; > 0, s jejichz pomoci zapiSeme relaxovanou rovnici pro
Newtontv smér ve tvaru

o AT I AV H= ATH = i
A O O ANk | = c— Azk
Sk o0 Xk ApF — Xk Ske 4+ o1dke

Konvergenci k feSeni zajistime zmensovanim oy.

14.4. Geometrie simplexové metody

V sekci 14.3 jsme si ukézali, ze tlohy linedrniho feseni je mozné fesit metodami, které byly
navrzeny pro Feseni obecnéjsich nelinearnich tloh. Uloha linedrniho programovani mé vsak
specifickou strukturu, kterou je mozno vyuzit pro navrzeni zcela jiného algoritmu. Hlavni
myslenka simplexové metody, kterd vyuziva tuto specifickou strukturu, je patrné z obr. 14.1.

Podle obr. 14.1 se da predevsim ocekavat, ze minimum nemuze byt dosazeno ve vnittku
pripustné mnoziny €, ale nékde na hranici. Toto pozorovani si mizeme snadno dokézat, kdyz

@:
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T'x = const

Obr. 14.1 Geometrické znazornéni simplexové metody

si uvédomime, Ze pripustnd mnozina 2 je konvexni t.j. pro libovolné a € (0,1) a y,z € Q
plati

ay+(1—a)z €Q,

a linedrni cenova funkce f(x) = c¢x je konkévni, tedy splituje
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flay+ (1 —a)z) 2 af(y) + (1 - a)f(z) 2 min{f(y), f(2)}.

Obrazek vsak naznacCuje nejen, ze pti hledani minima muzeme vynechat vnitini body
), ale Ze minimum je dosazeno v bodech lomu hranice, coz jsou body konvexni hranice (2.
Toto tvrzeni lze dokézat (za predpokladu, Ze pripustnd mnozina € je neprazdnd) i formélné,
a to i v pripadé, ze Q je vétsi nez konvexni obal bodu konvexni hranice, tak jako v nasem
pripadé. My si ho dokazeme v pristi sekci.

Postup feseni tlohy (14.3) simplexovou metodou spoc¢iva v systematickém prochézeni
bodt konvexni hranice, po¢inaje vrcholem 2. Jako dals{ iteraci zvolime jeden ze sousednich
bodu hranice, obvykle ve sméru nejbliz$im zdpornému gradientu cenové funkce, tedy —c.
Hlavnim problémem je algebraicky popsat body konvexni hranice a pravidlo nalezeni dalsi
iterace, tedy prechodu od vrcholu k vrcholu s mensi hodnotou cenové funkce, coz si ukazeme
v dalsi sekci.
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14.5. Konvexni hranice simplexu

Obsahem nasledujici véty je algebraicka reprezentace bodii konvexni hranice pripustné mno-
ziny €.

Véta 14.1. Necht
Q={zeR": Az=c a z=2o0,}
Q#0 a A jem xn matice plné hodnosti, m < n, jejiz sloupce lze usporddat tak, Ze

A =B, N],

kde B je regularni matice radu M.
Potom x je bodem konvexni hranice ) prave kdyz

[z [

Dukaz. Ukazme si nejprve, Ze = nelze zapsat jako konvexni kombinaci zadnych bodi y, z € €,
y#z,tjzx=ay+(l—a, a€(0,1) plyne @« = 0 nebo o = 1. Skuteéné, zy = 0, z = o
a predpokladu plyne bezprostiedné, ze yy = zy = o, takze

Ax = Bxy = Byy = Bzy = ¢,

tedy yy = 2y = B~lca z =y = z, coZ je spor.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

281. strana ze 333

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno




Linearni programovani 282

Obracené, predpokladejme, ze x je bod konvexni hranice. Bez (ijmy na obecnosti miu-
zeme predpokladat, ze x ma dvé komponenty, nenulovou zg € RP a nulovou zy. Ukazeme
si sporem, Ze sloupce a1, ..., a, matice A odpovidajici nenulovym komponentdm jsou nezé-
vislé. Predpoklddejme tedy, Ze jsou linedrné zavislé, takze existuji aq, ..., o, tak, Ze nejsou
vsechny nulové a

aial + -+ apay = o.

Pro vektor o dimenze n, jehoZ nenulové slozky jsou praveé aq,...,qp, tedy plati

Aa=0 a a#o.

Jelikoz xy > o, bude pro dostatecné malé nenulové @ platit

r+aa € a x—aac€d,
takze x lze zapsat ve sporu s predpokladem jako konvexni kombinaci dvou rtiznych pripust-
nych vektoru ve tvaru
1 _ 1 _
x = 5(:17 +aa) + 5(56 + aa).

Tim jsme dokazali, ze sloupce az, ..., a, jsou nezavislé, z cehoz také vyplyva, ze p < m. Po-
kud m = p, oznacme si B = [aq,...,an], N = [amt1,--.,a,], takie A = [B, N|, a ozna¢me
si xp a zy vektory odpovidajicich slozek x. Pak xny =0 a

Ar = Bxp = c,
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tedy xp = B~ 'c, coz je diikaz tvrzeni pro m = p. Pokud p < m, doplnime ay, ... ap o dalsi
sloupce do baze oboru hodnot matice A (tedy R™) a preusporadame z, A tak, ze doplnujici
vektory vzajemné zaménime. O

Jak jsem se zminili vyse, simplexovy algoritmus je zalozen na tvrzeni, Ze minimum je
dosazeno v bodech konvexni hranice. Prirozeny dikaz je zalozen na konkdvnosti cenové
funkce a na reprezentaci €2 pomoci konvexni kombinace bodi konvexni hranice a nezaporné
kombinace tzv. extrémnich sméra. Diukaz potiebné véty o reprezentaci je vSak za hranici
tohoto tivodniho textu, uvedeme si proto jiny diukaz, ktery je podobny dukazu véty 14.1.

Véta 14.2. Necht iloha (14.2) md reseni. Potom existuje teseni T, které je bodem konverni
hranice pripustné mnozZiny €.

Drikaz. Necht T je feSeni s nejmensim poc¢tem nenulovych komponent p. Bez Gjmy na obec-
nosti mizeme predpoklddat, ze T ma dvé komponenty, nenulovou Tp € RP a nulovou Zy.
Dokéazeme si nejprve sporem, ze sloupce matice A odpovidajici nenulovym komponentam
T jsou nezavislé, takze existuji o, ..., qp tak, Ze nejsou vsechny nulové a
aiay + - -+ apap = o.

Pro vektor o dimenze n, jehoz nenulové slozky jsou pravé aq,...,ap, tedy plati

Aa=0 a a#o.

Jelikoz Ty > o, bude pro dostatecné malé nenulové @ platit

T+aaeQ a T—aacil

o
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Pro kazdé x € ) vsak plati

takze pro dostatecné malé @ dostaneme
vz <ol (7 4 @a)
tedy pro jakékoliv @, které je dostatecné malé v absolutni hodnoté, plati

Pro vhodnou volbu @ tedy mtizeme dosahnout toho, ze vektor

ma p + 1 nulovych slozek, coz je spor s predpokladem, ze T je feSeni s nejmensim poctem

nenulovych komponent.

Dokéazali jsme tedy, Ze sloupce matice A s indexy nenulovych slozek vektoru T jsou

f(z) = Wz <ple = f(z),

a bz <b (T —aa),

'z =b" (Z+aa).

Ty =T + ao

ZAPADOCESKA
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nezavislé. Pokud p < m, doplnime aq, ... a, o dalsi sloupce do baze oboru hodnot matice A
(tedy R™). Po vhodném preusporadéni =, A bude mit vektor T slozky s indexy m+1,...,n
nulové a prvnich m sloupcu A bude nezavislych. Podle véty 14.1 je tedy T bodem konvexni

hranice.

O]
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VIR
14.6. Krok simplexové metody ‘.7
) S
2 S
Nejprve vyuzijeme vétu 14.2 k zdpisu podminky, kterou spliuje feSeni tlohy (14.2), ve s>
vhodnéjsi formé nez jsou standardni KKT podminky.
Necht x je bod konvexni hranice, jehoz prvnich m komponent je nenulovych, takze podle y e
véty 14.2 platd e

= = .
N o
Pro libovolny bod y € €2 s vektorovymi slozkami yp, yn plati

Ay = By, + Nyn = ¢,

takze

yp=B"'c— B~ Nyy

a pro cenovou funkci urcenou vektorem b s vektorovymi slozkami bg, by dostaneme
by = bpyp +byyn =bpB e+ (by — bpB ' N)yn
= bz + (L —b5B IN)yy.
Jelikoz yn = o, je x TeSeni prave kdyz

b —b5B7IN > 0.

Jestlize tedy x neni feSeni, pak existuje j > m tak, ze plati
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b, —bEBa; < 0. "7

Budeme proto hledat bod y konvexni hranice €, ktery sousedi s x tak, aby y; > 0.
Budeme ho hledat ve tvaru D

ZAPADOCESKA
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y=z+Ad, A>0, dy=-ej_m,

kde e je sloupec jednotkové matice fadu n — m. Ma-li platit y € 0, pak musi platit
Ay = Az + \(Bdp + NdN) = Az + \(Bdp + aj) =c.
Jelikoz Ax = ¢, dostavame tak

. . _ dp . —B_laj
Bdp +a; =0, tj d= [ dy ] = [ &jom ],

Snadno si ovérime, ze pro cenovou funkce v y plati

fly)=b"y ="z + A(b; —bpB 'a;).
Pro A > 0 tedy bude platit f(y) < f(z), nebot analyzujeme piipad b; — b5 B~ a; < 0.
Pro dalsi postup budeme rozlisovat dva pripady.
i. Ve sméru d je mozny neomezeny pokles

Necht dg = —B_laj 2 0. V tomto pripadé x + Ad € Q pro kazdé A > 0 a

lim = —c0
A—00
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2 TR
nebot predpokldadame b; — bgBilaj < 0. Tento ptipad nemuze nastat kdyz tuloha (14.2) ma v 5
feSeni. %"”0::- “\“&4"
AV
ii. Ve sméru d je bod konvexni hranice s mensi hodnotou cenové funkce
ZAPADOCESKA
Necht existuje i € {1,...,m} tak, ze d; < 0. V tomto ptipadé polozme D > e

A =max {\A>0:z+\d € Q}.

Snadno se ovéri, ze

y=x+
je bod konvexni hranice, pro ktery plati f(z) < f(y).

Tak jsme si ukdzali, Ze pokud mame bod konvexni hranice s m kladnymi slozkami (takové
body nazyvame také reguldrni), je to bud bod, ve kterém je dosazeno minima, nebo miuzeme
najit jiny bod konvexni hranice s mensi hodnotou cenové funkce. Postup lze modifikovat
(i kdyz to neni zcela trividlni) i pro body konvexni hranice, které nejsou regularni. Jelikoz
bodi konvexni hranice je koneény pocet a zadny bod se nevygeneruje dvakrat (cenova funkce
klesa v kazdé iteraci), najde se uvedenym algoritmem feSeni problému v koneéném poctu
krokii.

Poznamenejme, ze predchozi ivaha nezarucuje, ze se pro vétsi tlohy feseni opravdu
najde. Divodem je pocet bodu konvexni hranice, ktery se rovna

pz(;;).
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Jsou dokonce znamé problémy, pro které je opravdu mozné najit feSeni az po p krocich.

. /. . , e 1. 2 v Vive v vy o . v v v , “ 7
Simplexovy algoritmus ma proto exponencialni slozitost. Ve vétsiné pripadi je vSak k feseni N &

v v o , q s . g ; . >
tteba 2m az 3m krokti. Nalezeni algoritmu s polynomidlni slozitosti byla udélost, kterou (0
zaznamenal i Time magazin.
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Kapitola 15 D

Uvod do metod nehladké
optimalizace

V této kapitole se zamérime na feseni tlohy

min f(z), (15.1)
kde funkce f je pouze spojitd, a neni tedy zarucena jeji diferencovatelnost. K tomuto tcelu se
nejprve budeme podrobné vénovat zakladnim néastrojim potifebnym pro praci s funkcemi,
které nejsou spojité diferencovatelné. Podivame se na rozsiteni klasického diferencialniho
poc¢tu pro spojité diferencovatelné (hladké) funkce. Toto rozsifeni ndm prindsi Clarkedv
kalkul zavadéjici zobecnény gradient i v bodech funkce, kde uvazovana funkce neni spojité
diferencovatelna. Clarketiv kalkul je pro své vlastnosti vhodny k algoritmizaci hledani mi-
nima funkci, jez nejsou spojité diferencovatelné. Jinym kalkulem, ktery je vhodny pro praci
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s nehladkymi funkcemi je Morduchoviciv kalkul. Ten ndm umoznuje ,prisnéjsi¢ ovéreni
podminek optimality. Tento kalkul jde vsak nad ramec tohoto textu a proto se mu nadéle
vénovat nebudeme. Mnoho informaci o téchto kalkulech lze najit v [3] a [I3]. Nakonec se
podivame na moznosti feseni nékterych nehladkych problémi. Bud neprimo prevedenim
na hladkou tlohu anebo pfimo pouzitim nékterého z algoritmti vhodného pro nehladkou
optimalizaci.

o

1849
v7
@ &

2 <
4 ““\‘\
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VIRV
15.1. Zakladni pojmy
AL 7
% S
Nyni se sezndmime s nékterymi zadkladnimi pojmy z oblasti nehladké analyzy. o
Definice 15.1. Necht mnozina M C R"”, funkce f : R” — R a K je nezdporné realné ¢islo: D U
> UNIVERZITA
V PLZNI

(i) Necht pro funkeci f je splnéna podminka
|f(z') = f(z")| £ K|z’ — 2"|| Va',2" € M.
Pak tekneme, ze funkce f je lipschitzovsky spojitd (s modulem K) na mnoziné M.
(ii) Necht pro funkci f je splnéna podminka
de>0: |f(z') — f(=")| £ K||z' — 2"|| V&', 2" € x + B,

kde B je jednotkova koule. Pak fekneme, ze funkce f je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu
z € R" (s modulem K).

(iii) Necht funkce f je lipschitzovsky spojitd v okoli kazdého = € R™. Pak fekneme, ze
funkce f je lokdlné lipschitzovsky spojitd na R™.

Je ztejmé, ze lipschitzovska spojitost na mnoziné je silnéjsi podminka nez lokalni lipschi-
tzovskd spojitost. Napt. funkce f(x) = 22 je na R lokalné lipschitzovské spojitd, ale nenf
lipschitzovsky spojita.

Nésledujici tvrzeni nam dava informaci o ,,velikosti“ podmnoziny defini¢ntho oboru, ve
které funkce, ktera je lokdlné lipschitzovsky spojitd funkce na R™, neni diferencovatelnd.
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Véta 15.2. (Rademacher) Necht funkce f : R™ — R je lokdlné lipschitzovsky spojitd na
R™ a necht D = {x € R™|f je diferencovatelnd v x}. Potom Lebesquova mira p mnoziny
bodii, ve kterych funkce f neni diferencovatelnd, tj. mnoziny (R™\ D), je nula.

7 predchoziho tvrzeni plyne, ze v pripadé lokalné lispchitzovsky spojité funkce mame
zarucenu jeji diferencovatelnost ,skoro vsude“. V dalsim textu se budeme vénovat feseni
ulohy (15.1), kde funkce f je lokélné lispchitzovsky spojitd. Nyni si zavedeme zakladni po-
jmy Clarkeova kalkulu.

Definice 15.3. Necht funkce f : R”™ — R je lipschitzovsky spojitda v okoli bodu x a necht
v je vektor v R"™. Clarkeova zobecnend smerovd derivace funkce f v bodé z ve sméru v,
kterou znacime f°(x;v) je definovana piedpisem

fO(a;v) = limsup fly +tv) — fy)
’ y—x,t0 t ’

kde y je vektor v R™ a t je kladné realné cislo.

Definice 15.4. Necht funkce f : R™ — R je lipschitzovsky spojita v okoli bodu z. Clarkeuw
zobecnény gradient funkce f v bodé z, ktery znacime 0f(x), je mnozina

0f(x) = {¢ € R"[f(;0) 2 (¢, v)Vw € R}

Prvky 0f(x) nazyvame Clarkeovymi subgradienty funkce f v bodé x.
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Poznamka 15.5. V nékterych textech - zejména v téch, které se vénuji analyze konvex-
nich nehladkych funkci - se misto pojmu zobecnény gradient pouziva pojem subdiferencidl.
V tomto textu budeme pouzivat pojem zobecnény gradient.

Poznamka 15.6. Jestlize funkce f je spojité diferencovatelna v bodé x, pak
foz;v) = f'(z;v) = (Vf(z),v), Yo € R? a z toho vyplyva df(x) = Vf(z).

Vztah mezi Clarkeovou smérovou derivaci a Clarkeovym zobecnénym gradientem popi-
suje nasledujici véta.

Véta 15.7. Necht funkce f : R™ — R je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x. Pak plati
Yo € R" : fO(z;v) = max{(¢,v) : ¢ € 8f(x)}.

Diky Rademacherovu teorému (u lokalné lipschitzovsky spojitych funkei mame zarucenu
diferencovatelnost témér vsude ve smyslu Lebesguovy miry) méame také jinou moznost, jak
zkonstruovat Clarketiv zobecnény gradient. Tuto alternativni moznost nabizi nize uvedend
véta.

Véta 15.8. Necht funkce f : R™ — R je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x. Potom
of(z) = conv{'lim Vi(x:) | i =z, z; ¢ Qf} ,
1—00
kde Q¢ = {x € R"|f neni diferencovatelnd v x}.

Pro ilustraci pojmu Clarkeiv zobecnény gradient pouzijeme funkci f(z) = |z| (viz ob-
razek 15.1).
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Obr. 15.1: Graf f(z) = |z|

Tato funkce je lokalné lipschitzovsky spojitd na R a proto je diferencovatelna skoro
vsude. Jedinym bodem, kde tato funkce neni diferencovatelna je bod 0. Zobecnény gradient
této funkce je na obrazku 15.2.

Pro hledéani lokalnich extrému funkci, které nejsou spojité diferencovatelné, potrebujeme
nastroj, ktery nam umozni rozpoznat, zda funkce f ma v bodé z lokalni extrém. To nam
poskytuje nasledujici véta.

Véta 15.9. (O lokdlnim extrému) Jestlize funkce f, kterd je lokdlné lipschitzovsky spojitd
na R™, nabyvd v bodée x svého lokdlniho mazima nebo minima, potom plati

o€ df(x).
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of (x)

Obr. 15.2: Zobecnény gradient 0f(x) funkce f(z) = |z|

Body spliujici vyse uvedenou podminku nazyvame Clarkeovymi stacionarni body opti-
malizac¢ni tlohy

min f(z),

kde funkce f je lokalné lipschitzovsky spojitd na R™.

Napr. funkce
f(z) = |=|
mé Clarketv zobecnény gradient v bodé 0 dén takto 9f(0) = (—1,1), jak bylo ilustroviano
na obrazku 15.2. Bod x = 0 je Clarkeliv stacionarni bod.
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VRN
Uvedme si jesté dalsi priklad funkce, ktera neni diferencovatelna v celém svém definiénim . =
oboru. Takovouto funkef je funkce f(z) = max {0, 5 (22 — 1)} (viz obrazek 15.3). ’5% '3«5
/0"‘ ““\‘\
Yy
e o s

Obr. 15.3: Graf f(z) = max {0,1 (22— 1)}

Priklad 15.10. M¢jme funkei f(x) = max {0, % (:c2 — 1)} Najdéte Clarketiv zobecnény
gradient této funkce ve vSech bodech jejitho defini¢niho oboru.

Resend. Tato funkce je lokélné lipschitzovsky spojitd na R a proto je diferencovatelné skoro
vsude. Jedinymi body, kde tato funkce neni diferencovatelna jsou body —1 a 1. Uvedend

funkce
f(xz) = max {O,% (332 - 1)}
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mé Clarketv zobecnény gradient v intervale (—1,1) dén takto df(z) = V f(z) = 0, v bodé v 57
—1 je jeji Clarkeuv zobecnény gradient 0f(—1) = (—1,0) a v bodé 1 je jeji Clarketv 3:,* 4

zobecnény gradient 0f(1) = (0, 1). Mimo interval (—1, 1) je jeji Clarkeuv zobecnény gradient s>
Of(x) = Vf(z) = x. Vse je ilustrovano na obrazku 15.4. Body z intervalu (—1, 1) jsou jejimi
Clarkeovymi stacionarnimi body. D p Zirasocesta
Yy
of(x)
-1 a8
1

Obr. 15.4: Zobecnény gradient 8 f(z) funkce f(z) = max {0, 5 (22 — 1)}

A

Dalsi dulezitou vlastnosti funkce, kterou vyuzijeme na konci této kapitoly, je polohlad-
kost, ktera souvisi se vztahem mezi smérovou derivaci funkce f a jejim Clarkeovym zobec-
nénénym gradientem.
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o<
Definice 15.11. O funkci f : R™ — R fekneme, ze je polohladkd v bodé x, jestlize funkce v 5
f je lipschitzovsky spojita v okoli bodu x a dale plati, Ze pro vsechny v € R existuje limita N ;&3
/0"4- ““\‘\
lim {Vo'}.
Veaf(x'i‘t’l),) ZAPADOCESKA
V=40 > s

O funkci f : R™ — R tekneme, ze je slabé polohladkd v bodé z, jestlize funkce f je
lipschitzovsky spojita v okoli bodu z a dale plati, ze pro vSechny v € R existuje limita

lim {Vu}.

Veaf(zttv)
£10

Je zfejmé, Ze polohladkost funkce v bodé implikuje slabou polohladkost.

Pro stanovovani podminek optimality iloh omezené optimalizace je nyni potirebné zavést
dva dalsi pojmy a to Clarkeuv tecny a Clarkeuv normdlovy kuzel.

Definice 15.12. Necht mnozina  je podmnozinou R™ a bod x € . Potom Clarkeiv
teény kuzel k mnoziné 2 v bodé z, ktery oznacujeme jako Tq(x), definujeme predpisem

Ta(z) = {v € R™ | distd(z;v) = 0},

kde dist = inf ||z — 9.
e dist(@) = inf [l — |




Uvod do metod nehladké optimalizace 299

Definice 15.13. Nechf mnozina € je podmnozinou R" a bod x € ). Potom Clarketv nor-
mélovy kuzel k mnoziné Q v bodé z, ktery oznacujeme jako Nq(z), definujeme predpisem

No(z) ={CeR" | {¢,v) S0 Vv e Tq(z)}.

S vyuzitim Clarkeova normalového kuzelu mtzeme zavést podminku optimality pro
uilohu omezené optimalizace.

Véta 15.14. Necht () je uzavrend podmnozina R™ a x € ). Ddle necht funkce f : R™ — R"
je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x a necht bod xz je (vdzané) lokdlni minimum funkce
f ma mnozinée Q. Pak plati

o € 0f(z) + No(z).

Body splnujici vyse uvedenou podminku nazyvame Clarkeovy staciondrni body optima-
lizac¢ni tlohy

min f(x).

e

15.2. Neprimé metody

Nyni se sezndmime s nékterymi algoritmy, které jsou urceny k teseni tiloh nehladké opti-
malizace. Nejméné propracovanou moznosti, jak minimalizovat funkci, ktera neni spojité
diferencovatelnd, je aproximovat tuto funkci funkci spojité diferencovatelnou. Toho lze do-
sdhnout napriklad pomoci penalizace (viz nésledujici ukdzka). Nevyhodou tohoto postupu
je jednak velmi omezené pouziti pouze na tzky okruh problému a dédle nutnost volit velikost
penalty predem bez znalosti struktury problému.

o
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m

min > [£i(@)]
=1

kde funkce f;(x) jsou spojité diferencovatelné. Pomoci penalty o velikosti ¢ > 0 modifikujeme

vyse uvedenou tlohu na hladkou tlohu

m 1
i ()2 2
mip 2 (@) +2)*
Tuto modifikaci mizeme predvést pro jednoduchy pripad, kdy m = 1, fi(x) = = a penalta
e = 0.05. Puvodni funkci f(x) = |z| zobrazuje obrazek 15.5, modifikovanou funkci f(x) =

= (22 + 5)% najdeme na obrazku 15.6.
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15.3. Subgradientni metody

5
"l

Nyni se jiz budeme vénovat metodam, které primo pracuji s nehladkymi problémy. Dalsi
moznosti pro feSeni tloh nehladké optimalizace je pouziti subgradientni metody. Subgradi-
entni metoda potrebuje pro své fungovani existenci procedury, ktera je schopna v kazdém
bodé z € R™ vypocitat hodnotu funkce f(z) a jeden (libovolny) Clarkeuv subgradient
g € Of(x). Tato metoda pak na zakladé znalosti tohoto jednoho subgradientu vygeneruje
(jednotkovy) smér kroku d pro stévajici iteraci. Hlavni nevyhodami této metody je neexis-
tence implementovatelné ukoncujici podminky a neexistence ,,dobré“ strategie pro urcovani
délky kroku t* (nelze pouzit line search, smér d nemusi byt smér poklesu). Tim je zptiso-
ben maly rad konvergence metody. Subgradientni metoda je tedy metoda nejvétsiho spadu, Zaviit dokument

kterda nem4 line search, ale volba délky kroku je provedena predem. D& se ukazat, ze délka l T p—
ela obrazovka no
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kroku t* musi spliiovat nasledujici omezent: . l
<
%,

&
S

=

£ . 7

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

t*>0a limtk =0 (15.2)
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A4

> tF = too. (15.3)
k=0

Zékladni algoritmus subgradientni metody mizeme implementovat tak, jak uvadime
nize.
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R

Algoritmus 15.1 Subgradientni metoda.

Je dana funkce f:R™ — R.
Krok 0. {Inicializace. }
Vyber 2 € R™, poloz k =0
Krok 1. {Cyklus subgradientni metody. }
while ||z% — 2%~ velké
Vyber libovolné ¢gF € Of (xk)
dk = — 2
[lg* I
tk je urceno a-priori dle (15.2) a (15.3)
(prikladem takovéto posloupnosti je napr. t* = % )
ak+l = ok 4 gk gk
E=k+1
end while
Krok 2. {Dosad (priblizné) resent. }

l':l‘k
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15.4. Svazkové metody

Dalsi sirokou skupinou algoritmii, které jsou urceny pro minimalizaci nehladkych funkci jsou
bundle metody a jejich modifikace. Zakladni verze bundle metod byla vyvinuta nezavisle
C. Lemarechalem a P. Wolfem a publikovana byla v roce 1975. Tato metoda potiebuje opét
proceduru, kterd vraci v kazdém bodé x € R™ funkéni hodnotu f(z) a jeden (libovolny)
Clarkeuv subgradient g € df(x).

Narozdil od subgradientni metody ale bundle metoda uchovava subgradientni informaci
nejen z aktualni iterace xy, ale téz subgradienty g; z minulych iteraci y;, mnozinu indexu
sbgradientt z minulych iteraci uchovavanych ve svazku oznac¢ime Ji. Na zdkladé téchto
informaci pak bundle metoda aproximuje Clarkeiv zobecnény gradient v aktualni iteraci,
tj. metoda ma ,,uplnéjsi“ informaci o chovani funkce. Tyto ulozené subgradienty g; modeluji
funkci f v aktudlnim bodé xj s rtznou presnosti. Tato presnost, kterd udava vzdalenost
gi € 0f(y;) od Clarkeova zobecnéného gradientu 0 f(zy), je ddna u konvexnich funkei jako

a(mr, vi) = of = flax) — (f(yi) + 97 (2 — va))-
U nekonvexnich funkci popisuje tuto vzdalenost funkce
Bk, yi) = BF = max{af, ||z — uil *}.

Diky znalosti aproximace Clarkeova zobecnéného gradientu je snadné implementovat
ukoncujici podminku (s vyuzitim véty 15.9). Pro smér poklesu generovany bundle metodou
v bodé xy plati d, = —z, pricemz zi je urceno konvexni kombinaci subgradientt ze svazku.
Navic plati, ze ¢im je vétsi chyba subgradientu Bf (prip. af), tim méné ovliviiuje dany
subgradient g; smér poklesu dy,.
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Bundle metoda ma také vypracovanou strategii volby délky kroku - u zédkladni verze je to
klasicky line search a tim ma tato metoda zarucen vyssi rad konvergence nez subgradientni
metoda.

Bundle metoda se také umi vyrovnat s pripadnym ,Spatnym® smérem dj. Pokud smér
dj, nalezeny bundle metodou v bodé zj na zdkladé aproximovaného Clarkeova zobecnéného
gradientu nevede k dostatecnému poklesu funkéni hodnoty, provedeme tzv. null step, tj.
obohatime nas model pridanim dalsiho subgradientu v blizkosti bodu x; a tim ,,vylepSime*
aproximaci Clarkeova zobecnéného gradientu v bodé xj a ztistaneme v bodé xy1 = xk.

V opaéném piipadé (pii dostatecném poklesu funkéni hodnoty ve sméru di) provedeme
tzv. serious step, tj. prejdeme do nového bodu zp1 = z + tdg, kde velikost kroku ¢ je
generovana pomoci line search.

Protoze velikost pocitacové paméti je omezend a také kvili zajisténi efektivnosti vypoctu
je nutné omezit pocet subgradientii, kterymi modelujeme Clarkeliv zobecnény gradient.
K tomu slouzi tzv. reset, tj. pti prekroc¢eni tinosného poctu subgradientti vybereme pouze 305. strana ze 333
nékteré subgradienty z ptivodniho svazku a zbylé z néj vymazeme. Lemarechaltiiv algoritmus
pro minimalizaci nehladkych nekonvexnich funkci realizovany v jazyce Fortran vedl k tloze
vyhledavani sméru ve tvaru kvadratického programu
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Smér d, = — > Mg, kde \F i € Jj je feSenfm kvadratického programu (15.4). Slabym
i€J
mistem takto naxl;rieného algoritmu je nutnost volit dopfedu koeficient .

Dalsi modifikaci bundle metod zajistilo vyuziti cutting plane method. Na zdkladé cut-
ting plane method modifikujeme bundle metodu tak, ze odstranime neprijemnou volbu e
a priori, tj. volbu velikosti oblasti, na které se aproximuje Clarketv zobecnény gradient
Of (xy). Cutting plane method prevadi problém minimalizace nehladké nekonvexni funkce

min f(z) na itera¢ni problém
TeR™

A 1

kde
fr(zp +d) = max {f) + gl (xx +d—y;)} = flag) + max {gde - Bf} :

Reseni dané tlohy ozna¢ime dj, a toto dj, je opét smér poklesu, ve kterém provedeme line
search nasledovany serious stepem ¢i null stepem stejné jako v predchozim pripadé. Z nu-
merickych divodu je vyhodné resit dudlni formulaci vyse uvedené tulohy, tim dostaneme
opét ulohu kvadratického programovani, pro kterou existuji rychlé resice.

Duaélni formulace dlohy vypadé takto

2
min g | 3 Ngil| + 7 > NifF,
i€ J}, 1€ Jy
s omezenim (15.5)
>\’L' 2 O) i € Jka
=1
i€y

o
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Smér poklesu dj, dostaneme jako dy = —t5 > )\f gi, kde )\f,i € Ji je fesenim kvadratického
i€k
programu (15.5). Ocekavany pokles ve sméru dy, je modelovan funkei

2
u(te) = =tk | > Migi|| — D> MBF

1€Jg 1€Jy

Problematickym mistem takto navrzeného algoritmu je nyni nutnost volit dopredu koeficient
ti. Toto slabé misto je odstranéno pouzitim strategie pro urcovani délky kroku, kterou
pouzivéa trust region metoda (podrobnéji v kapitole 7). Pfipomenme, Ze hlavni myslenka
trust region metody je minimalizace funkce f pouze na okoli bodu x, ve kterém ocekavame
,dobrou“ shodu funkce f s jejim modelem. Toto okoli, presnéji velikost tohoto okoli se méni
v prubéhu vypoctu. To je implementovano nésledujicim zptisobem.

Algoritmus 15.2 Trust region pristup.

1) Jestlize (skute¢ny pokles < k;- ocekavany pokles), pak zvétsete velikost okoli, na kterém
minimalizujete funkei

2) Jestlize (skutecny pokles = ko- oc¢ekavany pokles), pak zmensete velikost okoli, na kte-
rém minimalizujete funkci

3) Jinak neménte velikost okoli, na kterém minimalizujete funkci

Mezi parametry ky a ks je nasledujici vztah 0 < ko < k1 < 1. Touto strategii nahrazu-
jeme line search v predchozi verzi bundle metody.
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N IRINA

1849

Spojenim této strategie urcovani délky kroku a bundle metody vzniklé na zakladé cut- T
/0[(4' ““\‘\

ting plane method dostavame tzv. bundle trust metodu. Jeji struény kompletni algoritmus
uvadime nize.
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2 TR

Algoritmus 15.3 Algoritmus bundle trust metody. T7

Krok 0. {Iniciali s’
rok 0. {Inicializace. }

Zvolte pocatecni bod x1 € R™ a parametry T > 0, 0 < m; <
<mg <1,0<m3<1,e=0 aomezeni velikosti svazku jmaz = 3 p ZArmoncescs
Krok 1. Spoctéte f(x1), g1 € Of(x1) a polozte y3 = x1, J1 = {1} TEE T
ak=1.

Krok 2. {Vnitrni iterace}

Spoctéte xxy1 a gp+1 pomoct vnitrni iterace uvedené nize nebo
zjistéte, Ze xy, je ,témer staciondrni“ (v tom pripadé skoncete)
Krok 3. Jestlize |Jx| = jmax, pak jdéte do Krok 4., jinak polozte J = Jy,
a pokracujte do Krok 5.

Krok 4. {Reset}

Vyberte J C Jy, pri splnént |J| £ jmaz—2 a max{ili € Jy, fi; =

=0} € J. Ddle zavedme dalsi index k a definujme s pouZitim agregaci
i€Jy i€Jy
Krok 5. {Update}

Jestlize vijstupem vnitrni iterace byl Serious Step, potom po-
loZte: ozf'H = af + flxgy1) — f(zr) — gde,y€ pro i € J, ﬂf“ =
= max{a ™, |[zx41 — uil*}, Brf] = 0.

Jestlize vistupem vnitrni iterace byl Null Step, potom poloZte:
/sz-l—l = /87{C proi € J, ﬂ]]:_t% = /B(xlﬁyk-i-l)'

Polozte Jiy+1 = JU{k + 1} a pokracujte do Krok 1.
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Algoritmus 15.4 Vnitini iterace xi — Tj41.

@:

1) Vyberte t! =¢;_1. Polozte ' =0, u! =T a j = 1.

2) Spoctéte feseni (v/,d?) = (v(t?),d(t))) tlohy (15.5). Jestlize t% HdJH <ca —t% ||de2 —
— v* < ¢, potom skonéete: xj, je ,téméi stacionarni“. Jinak polozte y/ = xj + dJ
a spoctéte g/ € Of(y7).
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3) 1. Jestlize je splnéna podminka f(y?) — f(zx) < miv’, potom provedte Serious Step,

. Jestlize je splnéna podminka f(y/) — f(

tj. Thi1 = Yk+1 = ¥, grr1 = ¢’ a skoncete.

. Jestlize je splnéna podminka f(y/) — f(z1) = miv’ a soudasné a(zy,y’) < mgop_1

nebo |f(zr) — f(¥7)| < ||2k—1]| + ok—1 a jesté podminka (gj)de — Brj = mav?,
potom provedte Null Step, tj. Tr41 = T, Yptr1 = ¥, grr1 = ¢’ a skoncete.

. Jestlize je splnéna podminka f(y’) — f(x1) = m1v’ a soucasné o (g, y’) < mszop_1

nebo |f(xx) — f(v?)] £ ||2k—1]| +0k_1, ale nen{ splnéna podminka (gj)de —Br,j 2
= mov’, potom:

(a) Jestlize plati |f(zx) — f(v7)| < ||2k_1|| + ok_1, potom polozte dy, = d’, vy, = v’
a provedte line search podél zy + sdy, s = 0.

(b) Jinak polozte w/t! = ¢4, (Il = |3 31 = L (T 4 JHY) | j = j+ 1 a vratte
se do 2.

k) = miv’, ale nenf splnéna podminka

|

53
a(zp,y’) < maog—1 nebo |f(zk) — f(y7)| £ llzk-1ll + ok—1 polozte w/*! = ¢/,
PHU= ¢ = 1 (Wt 4+ H) | = j + 1 a vratte se do 2.

Obsah
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Nyni se jesté v kratkosti podivejme na konvergenci bundle trust metody pro nekonvexni ® =
a lokalné lipschitzovské funkce na R"™ v pripadé, ze v predchozim algoritmu plati € = 0. X ’3«5
/0"4- ““\‘\
Veéta 15.15. Necht funkce f je slabé polohladkd a lokdlné lipschitzouvsky spojitd mna R™. JAPADOLESKA
oy . ’ . , ’ > UNIVERZITA
Jestlize funkce f je omezend zdola a posloupnost iteraci generovana bundle trust metodou Ve

{zk}ken je omezend, pak existuje hromadny bod T posloupnosti {xy}ren takovy, Ze plati

0€df(z).

15.5. Interaktivni test

Nasledujici test byl vytvoren pomoci balicku acrotex. Test zahdajite kliknutim na tlacitko
wZacatek testu“. U otdzek, kde lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice od-
povédi), je spravnd odpoveéd bodovana poc¢tem bodi uvedenych v zévorce u zadani a Spatna
odpovéd je bodovana 0 body. U otazek, kde 1ze volit vice spravnych odpovédi, je soucet
bodt spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za kazdou sSpatnou odpovéd bude

odecten jeden ¢i vice bodu.
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1849

v'r
1. (1b.) Clarketuv zobecnény gradient lipschitzovsky spojité funkce f : R — R v okoli bodu
AV

z € R je v tomto bodé x mnozina, ktera je
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konvexni.

L

nekonvexni.
prazdna.

2. (1b.) Clarketv zobecnény gradient lipschitzovsky spojité funkce f : R? — R v okolf
bodu z € R? je v tomto bodé z mnozina, kterd je

konvexni.

nekonvexni.

prazdna.




Uvod do metod nehladké optimalizace 313 Py S 0 S

VRN
3. (2b.) Clarketv zobecnény gradient funkce f(z) = 22 je v bodé = 1 dén jako - I,,!".‘J 7
o1 (7) = (0, 1)
o=t D e
of (z) = 2. o

4. (2b.) Clarketuv zobecnény gradient funkce f(z) = |z — 1| je v bodé T = 0 dan jako

of () = (—1,1).
of (z) = 1.
of (z) = —1.

5. (2b.) Clarkeuv zobecnény gradient funkce f(z) = |x — 1| je v bodé T = 1 dan jako

of () = (=1,1).
of (z) = 1.
of (z) = —1.
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VIRV
6. (2b.) Clarketv zobecnény gradient funkce f(x) = max {0, —5z,z — 1} je v bodé T = —2 v I!V!I 5
dén jako %c“ ““\“@
of () = (=5,0).
ore)=1. o s
of () = —5.

7. (2b.) Clarketv zobecnény gradient funkce f(x) = max {0, —bz,x — 1} je v bodé T =0

dan jako
af (z) = (~5,0).
af (@) = 0.
af (x) = 5.
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VIRV
8. (2b.) Clarketv zobecnény gradient funkce f(x) = max {0, —5x,x — 1} je v bodé T =1 v I!V!I 5
déan jako D \ &5
/c,m. ““\Qﬁ
of (7) = (~5,0).
of (@) = 5. D s
af () = (0, 1).

9. (2b.) Clarketv subgradient funkce f(z) = 2° je v bodé T = 0 dan jako
1.

0.

—1.

10. (2b.) Clarketv subgradient funkce f(z) = |« — 1| je v bodé T = 0 dan jako
0.
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11. (2b.) Clarkeuv subgradient funkce f(z) = |z — 1| je v bodé Z = 1 dan jako v l. 5

STRAVY,
4,
0. sy

&
S

=
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12. (2b.) Clarkeuv subgradient funkce f(z) = max {0, —5z,x — 1} je v bodé T = 0 dén jako

13. (2b.) Clarkeuv subgradient funkce f(x) = max {0, =5z, — 1} je v bodé T = 1 dén jako

0.

=2

0.5.
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14. (3b.) Funkce f(z) = 2° mé Clarketv stacionarni bod v bodé

1.

=1l

15. (3b.) Funkece f(z) = —2? m4 Clarkefiv stacionarni bod v bodé

1.

=1l

16. (3b.) Funkce f(x) = |z — 1| méd Clarketuv staciondrni bod v bodé
1.

&
S

“ 2 7
%,

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

=
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VIRV
17. (3b.) Funkce f(z) = max {0, —5x,x — 1} mé Clarkeuv stacionarni bod v bodé v 5
—2.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

Pro ukonceni testu je tfeba kliknout na tlacitko ,,Konec testu“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné.
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Kapitola 16

Uvod do metod globalni
optimalizace
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V této kapitole se zamérime z metod globalni optimalizace na Nelder-Meadovu modifikaci
zékladni simplexové metody. Tato metoda byva obvykle oznacovana jako Nelder-Meadova
metoda. Jde o metodu, kterd obdobné jako jiné metody globalni optimalizace, nepouzivaji
derivace (¢i gradienty) minimalizovanych funkei ani aproximace téchto derivaci (¢i gradi-
enti1). Tyto metody muzeme tedy obdobné jako v kapitole 3 oznacit jako metody bez derivaci
(derivative-free methods).

Hlavni vyhodou téchto metod je, jak jsme jiz zminili i v kapitole 3, je velmi snadna
implementace a technickd realizace téchto metod. Velkd vyhoda je v tom, Ze neni tieba
hledat ani Hessidn ani gradient béhem itera¢niho procesu. Dalsi vyhodou je, ze zatimco

d
i
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¢i nespojitych funkci, metody globalni optimalizace jsou schopny najit minima i téchto
funkci. Z téchto divodu jsou tyto metody stale v urcité mife pouzivany, i pres existenci
daleko pokrocilejsich optimaliza¢nich algoritmu.

16.1. Nelder-Meadova metoda simplexii

Nyni se budeme vénovat metodé vhodné pro vicerozmérnou optimalizaci. K tomu si potfebu-
jeme zavést tzv. simplex. Simplex je zjednodusené zobecnénim trojihelniku do libovolného
n-rozmérného prostoru. Priklady simplexu v jedno, dvou a trojrozmérném prostoru jsou na
obrazku 16.1.

Definice 16.1. Simplex ¢i n-simplex je konvexni obal mnoziny n + 1 afinné nezavislych
bodu v eukleidovském prostoru dimenze n nebo vyssi.

Nelder-Meadova metoda pri minimalizaci v n-rozmérném prostoru pracuje se simplexem
n bodu. V tomto simplexu se metoda snazi nahradit bod s ,nejhorsi“ (nejvetsi) funkéni
hodnotou novym bodem s ,lepsi* (mensi) funkéni hodnotou. Tento novy bod ziskdme bud
pomoci tzv. zrcadleni, prodlouzeni ¢i zkraceni simplexu podél primky dané ,nejhorsim*
chovdme bod s ,nejlepsi“ (nejmensi) funkéni hodnotou a ztzime cely simplex posunutim
vsech zbylych vrcholi simplexu smérem k tomuto bodu. Podrobné je uvedeny postup ilu-
strovan v nasledujicim algoritmu (algoritmus 16.1).

zZn+1 je bod, ktery ma mezi body simplexu S nejvétsi hodnotu. z; je bod, ktery mé
mezi body simplexu S nejmensi hodnotu (f(z1) £ f(22) = ... = f(zn+1)). 2 je tézisté bodu
21, 22y -« -y 2Zn, 2(t) = Z 4+ t(zp4+1 — Z) jsou body na primce dané body z,41 a Z.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

320. strana ze 333

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Uvod do metod globdlni optimalizace

VAN
=

Obr. 16.1: Simplexy v R!, R? a R?
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Algoritmus 16.1 Nelder-Meadova metoda.

1) € > 0 (pfesnost), S := simplex (n+1 bodu) z R™
2) while f(zn41) — f(z1) 2 €

i) sestrojme z(—1) a spoc¢téme f_; = f(z(—1)) (zrcadlent)
ii) if f(z1) = f-1 S f(zn)

(a) Zny1 = 2(=1)

iii) elseif f_1 < f(z1)
(a) sestrojme z(—2) a spoc¢téme f_o = f(z(—2)) (prodlouzeni)
(

(c Znt1 = 2(—2)
(d) else
(€ zupr = 2(—1)
(f) end

&
S

R
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

-

2,
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Algoritmus Nelder-Meadova metoda - pokracovani. \ =
) S
N S

iv) elseif f_1 = f(zy)
a‘) if f(zn) § f—l § f(zn—i-l) D > ﬁﬁl;c::zt;::n

V PLZNI

(
(b)  sestrojme z(—%) a spoctéme f7% = f(2(—3)) (vnéjst zkrdcend)
(©) i fy<i
(d) Znt1 1= 2(—3)
(e) end

f) else
(g)  sestrojme z(3) a spoctéme f% = f(2(3)) (vnitind zkrdcent)
() i fy < frs

)

)

)

)

(i Zntl = z(%)

6 else
(k zii=5(z1 +2),1=2,3, ..., n+ 1 (2iZend simplezu smérem k z1)
(1 end
(m) end
v) end
3) end

4) z; aproximuje minimum funkce f(x)
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Predchozi Nelder-Meadova metoda se d4 modifikovat pomoci fizeného ndhodného vy-
béru (Controlled Random Search). Parametr t, ktery urcuje novy bod simplexu z(t) je
v tomto pripadé volen ndhodné. Touto modifikaci dostaneme nésledujici algoritmus (Algo-
ritmus 16.2). Mnohem vice informaci k tomuto algoritmu, ktery je pouzitelny pro minima-
lizaci funkei s ,,mensim“ poc¢tem proménnych, u nichz je slozité ziskat gradientni informaci,
lze nalézt v [3].

@:
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Algoritmus 16.2 Nelder-Meadova metoda - aprava MCRS (Modified Controlled
Random Search).

Obsah
1) e > 0 (pfesnost), a € (4,8), P := populace N ndhodné vybranych bodu z R”
2) while f(zmax) — f(zm”m) 2 £ 324. strana ze 333,

i) S := ndhodny simplex (n+1 bodi) z populace P
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bodt simplexu a t € (0, ) je vybrano ndhodné
iii) if f(2) = f(Zmaz)
(a) Zmaz := 2
iv) end
3) end
4) Zpmin aproximuje minimum funkce f(z)
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AZIRINA
Zmaz j& bod, ktery ma mezi N body populace P nejvétsi hodnotu. z,;, je bod, ktery . I!V!I o7
ma mezi N body populace P nejmensi hodnotu.
>
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centralni diference, 65

Clarkeova zobecnénd derivace, 292
Clarkeuv stacionarni bod, 295
Clarketiv subgradient, 292
Clarkeuv tecény kuzel, 298
Clarketiv zobecnény gradient, 292
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CQ, 226

D
dopredné diference, 65
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pro rovnosti, 264, 268
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dudlni problém
pro rovnosti, 263, 267
délka kroku, 61

F
Fibonacciova posloupnost, 48
Fritz-Johnova podminka, 210, 225
funkce

duéalni, 262

konvexni, 31

striktné konvexni, 31

G
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globalni optimalizace, 21
globalni feseni, 14

gradientni metoda, 56-59, 61, 62
Gramm—Schmidtiv proces, 82

Ch
Choleského rozklad, 102, 129

I
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Karush-Kuhn-Tuckerova dvojice, 145, 149,
188, 212, 226

Karush-Kuhn-Tuckerova podminka
pro ulohy s omezenim ve tvaru nerov- ) 7
nosti, 207, 212, 226, 245-250 >
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pro tlohy s omezenim ve tvaru rov-
nosti, 145, 149, 156, 157, 177-182

kladny poloprostor, 270
klasifikace omezeni, 226

na linearitu/konkavnost, 227

na linedrni nezavislost, 151, 211
konecéné diference, 64, 65
konjugované vektory, 78, 82

konvexni
funkce, 31
hranice, 30

kombinace, 29

mnozina, 29

obal, 30
konvexni programovani, 18
Krylovoviv prostor, 83
kuzel, 147, 201

polyhedralni, 201
kuzel pripustnych smért, 207, 223
kuzel sméru poklesu, 207
kvadratické programovani, 19
kvazi-Newtonova metoda, 125
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linedrni programovani, 273
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lokalni, 291, 294
na mnoziné, 291
v okoli bodu, 291-293
lokalni reseni, 18

M
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fication, 228
Mangasarian-Fromovitzova klasifikace ome-
zeni, 228
matice
pasova, 102

MCRS metoda, 324
metoda
trust region, 115, 307
Levenberg-Marquardtova implemen-
tace, 119
metoda bariéry, 253, 255
metoda BFGS, 125, 133
metoda bundle, 304
metoda kvadratické penalty, 184, 255
metoda kvazi-Newtonova, 125
metoda multiplikatort, 190
metoda nejvétsiho spadu, 5659, 61, 62
metoda Nelder-Meadova, 320, 322-324
metoda neprimé, 299
metoda Newtonova, 96, 98, 99
s modifikaci Hessidnu, 100
metoda nulového prostoru pro kvadratické
programovani, 189
metoda oboru hodnot pro kvadratické pro-
gramovani, 188
metoda rozsifenych (augmented) Lagran-
giant, 190, 192
metoda sdruzenych gradientt, 77
pro kvadratické funkce, 82, 86
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Fletcher-Reeves, 90, 91
Polak-Ribiere, 90, 91

metoda sdruzenych smért

pro kvadratické funkce, 78, 81
metoda seCen, 125
metoda simplexova, 278
metoda SMALBE, 256
metoda SMALE, 194
metoda subgradientni, 301, 303
metoda svazkova, 304
metoda Uzawova typu, 190
metoda vnitiniho bodu, 253, 276
metoda vnéjsi (externi) penalty, 184, 185,
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