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Osnova

Dynamicky systém

Nahodné funkce

e pojem nahodné funkce
o charakteristiky nahodné funkce

Linearni operatory dynamického systému
o linearni transformace nahodnych funkci a jejich charakteristik
o Kanonické rozklady

o elementarni ndhodné funkce
o kanonické rozklady nahodnych funkci
o linearni transformace kanonickych rozkladi
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Dynamicky systém

Vstup x (t), vystup y (t)
Popis naseho systému

Zay()

beo)

o & = = = 9Hae
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Problémy

© Jaka je reakce systému y (t) na vstup x (t)? Jak vypada
operator A systému?

y (t) = A{x (1)}

@ Jaka budou nahodna zkresleni odezvy systému pfi vyskytu
nahodnych odchylek na vstupu?
(omezime se na stfedni hodnotu a autokoleraéni funkci odezvy)
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Nahodné funkce

o realizace nahodné funkce

@ rez nahodné funkce
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@ Popisy rozdéleni ndhodnych funkci

e jednorozmérny

f(x,t)

e dvojrozmérny
f (x1,%0; t1, t2)

o trirozmérny
f (X17 X2, X3, tla t27 t3)
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Popis pomoci charakteristik

@ stredni hodnota

mx(t)zM[X(rn:/

—0o0

[e.e]

x - f(x,t) dx (zZX,--p,-(t))
e disperze (rozptyl)
D (£) = DIX ()] = M [(X () = mx (¢))?]

@ stfedni kvadraticka odchylka
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Stejna stfedni hodnota a rozptyl, ale odlisné nahodné funkce
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Autokoleraéni funkce

Kie (t,t) = M (X (t) = mc (8)) - (X (t') = mx (t'))]

Vlastnosti
Kx (t7 t) = Dx (t)

K (t,t") = K (1, 1)

Normovana korelaéni funkce

re(tt') =
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Elementarni operace
@ pricteni deterministické funkce
Y (t) =X (1) + (1)

my (t) = myx (t) + ¢ (1)
Ky (t,t") = K¢ (t, 1)

@ prenasobeni nendhodnou funkci
Y(t) = (t)- X(1)

my (t) = ¢ (t) - mx (t)
Ky (t.t) =0 (t) o () K (t.1)
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Centrované funkce
X% =X (t) — my(t)

me (1) =0,  Ke (t,1') = K (£, 1)

Normované funkce

Kx, (t.t') = (t,t')
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Linearni transformace nahodnych funkci

Obecné pravidlo
Necht

Y (1) = L{X(2)},

kde L je homogenni linearni operator. Pak
my (t) = L{my (t)}

Ky (t,t) = LO o L) K, ()}
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Integral

Integral nahodné funkce (lima,—0 > ; X (7i) - AT)
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Derivace

Derivace nahodné funkce <IimAt%O W)

dX (t)
dt

Y (t) =
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Vzajemna korelacni funkce
Ry (t,t) = M[X° (1) Y° ()]
Nekorelované nahodné funkce

V(t,t'): R (t,t)=0
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Scitani nahodnych funkci

X(0) =3 X(¢)

my () = me,-(t)

n

K (6,8) =) K (8,) + D Ry (1)

i=1 i#j
Pro nekorelované scitance plati

n

Ke (1) =) Ky, (t,1)

i=1
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S¢itani nahodné funkce a ndhodné proménné

Necht nahodna funkce X (t) a nahodna proménna Y jsou
nekorelovatelné, tj. pro kazdé t plati

MIX°(t)- Y] =0.

Pak plati
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Elementarni nahodna funkce

X (t) =V -p(t) kde V je ndhodna proménna a ¢ (t) je
deterministicka funkce

X (t) = Vsint
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X(t)=V-t?

\
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Charakteristiky elementarni funkce

X(t)=V-p(t)
my (t) = mv"P(t)
Ke(t,t) =@ (t) - (t)-D

Linearni transformace

LX(8)} =V -L{r(8)}
Priklady

X' (t)=V - ¢ (1), /OX(T)dT:V-/Ocp(T)dT
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Rozklad na elementarni funkce

Rozklad vstupu na elementarni funkce
r
X (8) = me(8) + D2 Vi-r (1
i=1
Rozklad odezvy na elementarni funkce

Y (1) = L{X(8)} = L{mc ()} + > Vi~ L{pi (1)}

i=1
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Kanonicky rozklad

Necht
X(t):mx(t)—’_z\/i'()pi(t)? (*)
i=1
kde Vi,..., V,, jsou centrované nadhodné proménné s korelacni

matici (Kj;). Pak

.
Ke(8.8) =D 0i(t)0i () Di+ Y i(t) ¢ (t) Ky
i=1 i#j
Jsou-li navic Vi,..., V,, navzajem nezavislé nahodné proménné, je

K (£,1) = i (t) i (t') - D,
i=1

Du(t) =) [oi (0 Di
i=1

a (*) nazyvame kanonickym rozkladem funkce X (t).
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Odezva kanonického rozkladu

Necht .
X(t)=me(t)+ Vi 0i(t)
i=1
je kanonicky rozklad X (t),

Y (1) = L{X (1)}

je odezva systému. Pak
Y (1) = L{X(8)} = L(mc(8)) + D> Vi L{gwi (D)},
i=1

takze po oznaceni ¢; (t) = L{p; (t)} je

my (t) = L{m«(t)}

a lze psat kanonicky rozklad nahodné funkce Y (t):
Y (8)=my () + ) Vi-vi(t)
i=1
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Charakteristiky odezvy

Y(t)=my(t)+ > Vi-ei(t),
i=1
Ky (88)) =Y i (2) - i () - Di,
i=1
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Pro nasi rovnici

n /
Z a,-m)(,') (t) = Z bjmf{) (1)
i=0 Jj=0

/
Zai-wk(i)(t) :ijﬁpk(j)(t) ;o ke{l,2,...,r}
j=0

i=0
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Pocatecni podminky

Pfipad deterministickych podminek

YU (0) = y;, je(0,1,...,n—1)

YW (0) = m? (0) + Y Vi - v (0) =y,

i=1

takze (vyuzijeme D; > 0)

zbfj)(o):O, ic{1,2,...,r}
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Rovnici
n . I .
Sam (1) =" bmd (r)
i=0 j=0
tedy integrujeme s pocateénimi podminkami
mP) ) =y, ie{01,...,n—1},

zatimco pro k € {1,2,...,r} rovnici

n /
Da- el (0) =D biv (1)
i=0 j=0
integrujeme pfi nulovych pocatecnich podminkach

e =0, ie{01,...,n—1}
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Priklad

Uvazujme ulohu

y'—y=-2x(t)
Necht Vi, V5, jsou nezavislé jevy s hustotami
A(x)=% xe(0.2), h(x)=1 xe(-1,1). Pak
4 2 1
- p== =0, Dp=-=
3’ 1 9’ my ) 2 3’
takZe centrované nahodné jevy V7 = Vq — %, V5 = Vo maji
nulové stfedni hodnoty a stejné rozptyly.
Funkce 91 (t) =sint — 3e! + Je™* zfejmé Fesi Glohu (volime
1 (t) =sint)

y" —y = —2sint, y(0) =y (0)=0.

Podobné je funkce v, (t) =2 — e! — e~ " Fesenim dlohy (volime

p2(t) =1)

my =

"

_ ) _
y'—y=-2, y(0)=y"(0)=0



Nahodny vstup X (t) v kanonickém tvaru
X (t) = Ve sint+ V51, kde my (t) =0,

Kx(t,t’):(sint)-(sint’)-§+1-1é

se v nasem modelu transformuje na nahodny vystup Y (t)
v kanonickém tvaru

1 1
Y (t)= V- (sint—2et+2et) + V5 (2—ef—e7),

odkud
K, (t,t) = Zzp,-(t) i (t) - D; =

1 1 1., 1 _, 2
= (sin t— Eet + 2e_t> : (sin t' — Eet + 2e_t> il
+(2_et_e—t) ) (2—et/—e7t'> 1
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Autokorelacni funkce vstupu K (t,t):
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Autokorelaéni funkce odezvy Ky (t,t):
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