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Osnova

Motivace a cil prednasky

Dualita

Uloha QP bez omezeni

Podminky rovnovahy, variacni principy
Uloha QP s omezenim =

Dualita

Silova metoda, reciprocni formulace
Uloha QP s omezenim <=



* Wilkipedia: “Generally speaking, a duality (in
mathematics) translates concepts, theorems or
mathematical structures into other concepts, theorems or
structures, in a one-to-one fashion, often involution.”

« Geometrie: body — primky

 Hilbertav prostor: vektory - funkcionaly

* Mechanika: posunuti — sily

* Optimalizace: minimalizace v argumentu cenové funkce -
maximalizace v Lagrangeovych multiplikatorech.



Uloha kvadratického programovani bez omezeni

f(x)=%xTAx—bTx, AcR™, A=A

Vi(x)=Ax-b
f(x+d)=f(x)+(Ax—b)"d +%dTAd
Podminky minima:

f(X)< f(x) pravékdyz AX—b=0
2
0< f(>”<+ad)—f()”():a(Af(—b)TdJr%dTAd orovsechna «,d
o malé = AX-b=0
a velke = A je SPS



o~ Diskretizované podminky rovnovahy - posunuti

’ @f

Au=Db, u jeuzlové posunuti, Amatice tuhosti, b vngjsi sily

f(u)= %UT Au—Db'u, energeticky funkciondl

Princip minima potencialni energie:

Ai-b=0 < f(4)<f(u)



R. X @ f
S —— LU(X)

~~~~~

(f)= —% f"A*f +u' f, komplementarni (dudlnf) energie
_VO(f)=-ATf +u

Princip maxima komplementarni energie:

U-A*f =0 < o(f)=0(f)



Uloha kvadratického programovani s omezenim =
f(x):%xTAx—bTx, AcR™, A=A

Q={x:Bx=c|
f(x) — min pro xeQ (P)

Varia&ni podminka minima:

f(R)< f(x) pravékdyz xeQ a
Osf(>”<+d)—f()”()z(A)”(—b)TdJr%dTAd provsechna d e KerB
(Jelikoz Bx=c, B(x+d)=c < Bd=0)
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0< f(X+ad)= f(X)=al AA=b)"d +%dTAd orovsechna o,d e KerB

a malé = (AX-b)' d=0 pro deKerB
Bd=0 < (B'2)'d=A4"Bd=0 provsechna AeR"
KerB L Ax-b < Ax-belmB'

Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky minima:

f(X)< f(x) prave kdyzexistuje A tak, ze
AX—-b+B'1=0



Citlivost cenoveé funkce na naruseni vazeb

&
f(x)> min  pro Bx=c+u, feseni X(u),%x=%(0)
d(u)=%(u)-x

K(u)-Bx=u



llustrace podminek rovnovahy

&
Variacni: KKT:
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Lagrangian

L(x,4)= f(x)+ A" (Bx—c)=const

f(x)=L(x,0)=const



Diskretizované podminky rovnovahy - posunuti

’ @f

)

Al
Au=Db, u jeuzlové posunuti, Amatice tuhosti

f(u)= %UT Au—b'u, energeticky funkcional

u=0 < | 1 u=Bu=0

Princip minima potencialni energie:

Ai-b+B'A=0 < f(G)<f(u) pro ueKerB



p— Diskretizované podminky rovnovahy - sily

’ @f

Zz Ax-b+B'A=0a Bx=c plyne
BAY(AX-b+B'1)=0
c—BA™+BA'B'1=0 silovad metoda

()= —(%f BA'B'A1-(c—BA™D))

Princip maxima komplementarni energie:

O(A)>60(1)



Dualita
917 Pro xeQ
=7 | (x,1)=f(x)+ A" (Bx-c)
VL(x,4)=Ax—b+B"A
z AX-b+B'A=0 plyne

x=A*(b-B"4)

O(A)==min L(x,1)= —%f BA'B'A-(c—BA™b)' 1

VO(1)=-BAB"A-(c—BA™D)
B'A=b-Ax = VO(1)=-BA*(b—Ax)-(c-BA'b)=Bx-c=0

Dualni uloha:

AeR™ je Lagrange ziv multip likator prave kdyz
0(1)20(2) (D)



f Vizualizace

p={(h,f): f +ih=L(x,1)}
n"(h—h(x), f — f(x))=0

h
}

B R

1




Uloha kvadratického programovani s omezenim <=

@

&y 1

f(x):ExTAx—bTx, AcsR™, A=A
Q={x:Bx<c}

f(x) — min pro xeQ (P)

Hodnota minima nemize Vzrist ponaruseni vazby:
[Bx—c|l =u, a u>0 = —Au <0, tj 4 >0

Podminka minima (KKT):

f(X)< f(x) pravé kdyzexistuje A tak, Ze
AX-b+B"1=0, 120, (Bx—c)A=0



Diskretizované podminky rovnovahy - posunuti

& i

C{J'

Au=Db, u jeuzloveé posunuti, Amatice tuhosti

f(u)= %UTAU —b'u, energeticky funkcional
usc < | (R | u=Bu<c

Princip minima potencialni energie:

Ai-b+B'A=0 < f(4)<f(u)pro Bu<c



p— Diskretizované podminky rovnovahy - sily

z V L(x,A)=Ax-b+B"A=0 plyne
x=A"0-A'B" A =arg min L(x,1)
BX—-c=—BA'B"1+BA'b-c<0, A>o0
9(1):—%f BA'B'A—-(c—-BA™b)

VO(1)=-BA'B'A1+BAb-c<0, A>0

Princip maxima komplementarni energie:

O(A)>6(A) pro >0



A f Vizualizace

— A Je smernice primKky
prochazejici bodem (h(x), f (x))



Decomposition and solution of
roler bearing of wind generator

Bodies 73
Subdomains 700
Primal variables 2,73 M
Dual variables 459,8 k
Iterations 4270

sTK.,AM, TB, V.V,JB., MS.,, D.H, MJ, O.V,
D.L, PV, ..




Zaver

« Stoji za to pochopit pojem duality

» Dualita méni obecné nerovnosti na jednoduché — zasadni
vyznam v numerickych algoritmech

Ve FETI metodach redukuje problémy na hranice podoblasti

* Vznika pfi tom spousta zajimavych problému

« KAM k tomu prispéla

« Je smlouva na knihu ve Springeru



