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Laplaceova a Poissonova rovnice

Laplaceova rovnice

∆u
def
= div (gradu) = 0 (1)

Poissonova rovnice
∆u = f (2)



Laplaceova a Poissonova rovnice

Dirichletova úloha pro Poissonovu rovnici

∆u = f v Ω (3)

u = g na ∂Ω (4)



Co je to řešeńı Dirichletovy úlohy?

∆u = f v Ω (5)

u = g na ∂Ω (6)

V knize Gilbarga a Trudingera najdeme:

I ”klasické”,

I ve smyslu Schauderovy teorie v Hölderových prostorech,

I ve smyslu teorie Calderona a Zygmunda,

I slabé řešeńı,

I ve smyslu distribućı.

I A co jsme to vlastně chtěli původně?
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1. Klasické řešeńı

u ∈ C 2(Ω) ∩ C (Ω) splňuj́ıćı rovnici i okrajovou podḿınku v
každém bodě.

∆u = f v Ω (7)

u = g na ∂Ω (8)

I Výhody

I snadná formulace toho, co hledáme.

I Nevýhody

I nedá se v podstatě naj́ıt pro f 6= 0.
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Nevyzpytatelnost Dirichletovy úlohy pro f 6= 0

V p̌ŕıpadě obyčejné diferenciálńı rovnice má úloha:

d2u
dx2 (x) = f (x) pro 0 < x < 1
u(0) = 0 = u(1)

(9)

pro každou funkci f ∈ C (0, 1) řešeńı u ∈ C 2(0, 1).



Nevyzpytatelnost Dirichletovy úlohy pro f 6= 0

V p̌ŕıpadě obyčejné diferenciálńı rovnice má úloha:

d2u
dx2 (x) = f (x) pro 0 < x < 1
u(0) = 0 = u(1)

(10)

pro každou funkci f ∈ C (0, 1) řešeńı u ∈ C 2(0, 1):

u(x) =

∫ x

0

∫ s

0
f (t)dtds −

∫ 1

0

∫ s

0
f (t)dtds .



Nevyzpytatelnost Dirichletovy úlohy pro f 6= 0

Pro spojitou funkci

f (x , y) = −
(x2 − y 2)

(
−4 ln

(
x2 + y 2

)
+ 1 + ln(256)

)
4
√

2 (x2 + y 2) (ln(4)− ln (x2 + y 2))3/2
,

pro x , y 6= 0 a f (0, 0) = 0 nemá Dirichletovy úloha

−∆u(x , y) = f (x , y) pro 0 ≤ x2 + y 2 < 0
u(x , y) = 0 pro x2 + y 2 = 1

(11)

klasické řešeńı, tj. neexistuje u ∈ C 2(B(0, 1)) ∩ C0(B(0, 1))
splňuj́ıćı rovnici v každém bodě koule
B = {(x , y) : 0 ≤ x2 + y 2 < 0} a u(x , y) = 0 pro každý bod
(x , y) : x2 + y 2 = 1.



Nevyzpytatelnost Dirichletovy úlohy pro f 6= 0

∆u(x , y) = f (x , y) pro 0 ≤ x2 + y 2 < 0
u(x , y) = 0 pro x2 + y 2 = 1

(12)

Funkce

u(x , y) =

(
x2

4
− y 2

4

)
√√√√− ln

(√
x2

4
+

y 2

4

)
−
√

ln(2)


splňuje uvedenou rovnici v každém bodě kromě počátku, splňuje
okrajovou podḿınku v každém bodě, ale neńı ťŕıdy C 2(Ω) protože
nap̌r. . . .



. . .

∂2u

∂x2
(x , y) =

1

2

√√√√− log

(√
x2

4
+

y 2

4

)
−

√
log(2)− 1

2 log(x2+y2)(x2(x2+y2)+2(3x4+6x2y2−y4) log( 1
2

√
x2+y2))

16(x2+y2)2
log2( 1

2

√
x2+y2)

−
√

log(2)

2



Nevyzpytatelnost Dirichletovy úlohy pro f 6= 0

∆u(x , y) = f (x , y) pro 0 ≤ x2 + y 2 < 0
u(x , y) = 0 pro x2 + y 2 = 1

(13)

Funkce

u(x , y) =

(
x2

4
− y 2

4

)
√√√√− ln

(√
x2

4
+

y 2

4

)
−
√

ln(2)


je nav́ıc jediným řešeńım ve smyslu distribućı uvedené okrajové
úlohy. Protože každé klasické řešeńı by bylo zároveň řešeńım ve
smyslu distribućı, nemůže ḿıt uvedená rovnice klasciké řešeńı.



Obrázek: Spojitá pravá strana f rovnice a řešeńı rovnice, které neńı C 2.



Schauderova teorie

Předchoźı problém odstraňuje až Schauderova teorie.



Schauderova teorie

Necht’ má oblast Ω hranici ťŕıdy C 2,α, f ∈ C 0,α(Ω), g ∈ C 2,α(Ω)
potom má úloha

∆u = f v Ω (14)

u = g na ∂Ω (15)

jediné řešeńı u ∈ C 2,α(Ω). Nav́ıc plat́ı

‖u‖C2,α(Ω) ≤ K (‖f ‖C0,α(Ω) + ‖g‖C2,α(Ω))

Důkaz je založen na teorii potenciálu a Schauderových odhadech.



Schauderova teorie

Důkaz je založen na Greenově reprezentaci:

u(y) =

∫
∂Ω

(
u
∂Γ

∂ν
(x − y)− Γ(x − y)

∂u

∂ν

)
dS+

∫
Ω

Γ(x−y)∆udx , y ∈ Ω

a studiu hladkosti Newtonova potenciálu:

w(x) =

∫
Ω

Γ(x − y)f (y)dy

kde

Γ(x − y)
def
=


1

n(1−n)ωn
|x − y |2−n , n > 2

1
2π ln |x − y | , n = 2

(16)

a ωn je povrch n-rozměrné koule.



Schauderova teorie

Nevýhoda Schauderovy teorie - poťrebuje data ”mezi”spojitost́ı a
hladkost́ı.



Laplace: Mécanique Céleste, angl. p̌reklad z.r. 1829



Laplaceova rovnice v původńım zápise



Laplaceova rovnice, řešeńı ve sférických soǔradnićıch



Calderonova-Zygmundova teorie (Lp-teorie)

Za řešeńı považujeme funkci u ∈W 2,p(Ω), 1 < p <∞, splňuj́ıćı
rovnici ve skoro všech bodech pro pravou strana f ∈ Lp(Ω) a
splňuj́ıci okrajovou podḿınku pro ϕ ∈W 2,p(Ω) (v jistém
zobecněném smyslu):

∆u = f v Ω (17)

u = ϕ na ∂Ω (18)



Calderonova-Zygmundova teorie (Lp-teorie)

Také založena na Greenově reprezentaci u a studiu vlastnost́ı
Newtonova potenciálu:

w(x) =

∫
Ω

Γ(x − y)f (y)dy

kde

Γ(x − y)
def
=


1

n(1−n)ωn
|x − y |2−n , n > 2

1
2π ln |x − y | , n = 2

(19)

a ωn je povrch n-rozměrné koule.



Caldeonova-Zygmundova teorie (Lp-teorie)

Necht’ oblast Ω je ťŕıdy C 1,1, necht’ dále f ∈ Lp(Ω) a
ϕ ∈W 2,p(Ω), 1 < p < +∞, potom existuje právě jedno
u ∈W 2,p(Ω) takové, že ∆u = f skoro všude a u − ϕ ∈W 1,p

0 (Ω).



Dirichlet̊uv princip (1851)

−∆u = 0 v Ω (20)

u = ϕ na ∂Ω , (21)

min

∫
Ω
|∇u|2dx

Uvažuj́ı se funkce spojité na Ω, počástech hladké v Ω, nabývaj́ıćı
hodnot φ na hranici.



Dirichlet̊uv princip - Weierstrassova kritika (1869)

min

∫
Ω

(
1 + u′(x)2

)1/4
dx

u(0) = 1 , u(1) = 0



Slabá řešeńı

Hledáme funkci v ∈W 1,2
0 (Ω) splňuj́ıćı následuj́ıćı integrálńı identitu∫

Ω
∇v · ∇ψdx =

∫
Ω

f ψdx −
∫

Ω
∇ϕ · ∇ψdx ∀ψ ∈W 1,2

0 (Ω)

Slabé řešeńı úlohy

−∆u = f v Ω (22)

u = ϕ na ∂Ω , (23)

kde f ∈ L2(Ω) a ϕ ∈W 1,2
0 (Ω), je pak u = v + ϕ.



Slabé řešeńı, které neńı omezené

Necht’ N = 3, x ∈ RN . Funkce u(x) = u(|x |) = ln |x | je slabé
řešeńı Dirichletovy úlohy

−∆u = −1/|x |2 for x ∈ B1(0) ;

u = 0 on x ∈ ∂B1(0) .
(24)





Kámen, nůžky, paṕır

Je slabé řešeńı obecněǰśı než klasické?

∆u(x , y) = 0 pro 0 ≤ x2 + y 2 < 1
u(x , y) = g(x , y) pro x2 + y 2 = 1

(25)

g(cos(ϕ), sin(ϕ)) =
∞∑
k=1

cos(k3φ)/k2



Kámen, nůžky, paṕır

Řešeńı úlohy

∆u(x , y) = 0 pro 0 ≤ x2 + y 2 < 1
u(x , y) = g(x , y) pro x2 + y 2 = 1

(26)

g(cos(ϕ), sin(ϕ)) =
∞∑
k=1

cos(k3φ)/k2

lze vyjáďrit ve tvaru nekonečné řady:

u(r cos(φ), r sin(φ)) =
∞∑
k=1

r (n3) cos(n3φ)/k2pro 0 ≤ r ≤ 1



Kámen, nůžky, paṕır
Řešeńı úlohy

g(cos(ϕ), sin(ϕ)) =
∞∑
k=1

cos(k3φ)/k2

Pro 0 ≤ r < 1 lze řadu

u(r cos(φ), r sin(φ)) =
∞∑
k=1

r (k3) cos(k3φ)/k2

derivovat člen po členu a ově̌rit, že splňuje rovnici

∆u(x , y) = 0 pro 0 ≤ x2 + y 2 < 0 . (27)

D́ıky omezenosti r (n3) cos(n3φ) pro 0 ≤ r ≤ 1 řada konverguje
absolutně a stejnoměrně, tud́ıž funkce u je spojitá na uzav̌reném
kruhu

0 ≤ x2 + y 2 ≤ 1

.



Obrázek: u(x , y)



Obrázek:
(

∂u
∂y (x , y)

)2



Kámen, nůžky, paṕır

Věta z kńıžky [Chabrowski, The Dirichlet Problem with L2

Boundary Data for Elliptic Equations].

Funkce h(x , y) = h(φ), φ ∈ (0, 2π), definovaná na jednotkovém
kruhu je stopou funkce z W 1,2(B(0, 1)) právě tehdy, když jej́ı
Fourierovy koeficienty an, bn splňuj́ı

∞∑
n=1

n(a2
n + b2

n) < +∞ .
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