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Magnetostatika
popisuje magneticka (silova) pole stacionarnich proudu.

Zakon zachovani naboje

Ubytek naboje v objemovém elementu odpovida toku naboje z povrchu elementu:

B Op(x)
$ pbxvix) - nix)asio = — [ X avx),

kde v je rychlost toku naboje (rychlost elektronu), ¢ je cas.

Oznacme j(x) := p(x)v(x) hustotu elektrického proudu. Pak Gaussova véta dava

~ Ip(x)
ot

Oznacme dale tok elektrického naboje trubici o prufezu X jako elektricky proud

[(Y) = Lj(x) -n(x) dS(x) = konst.

div(j(x)) =



Magnetostatika

Lorentzova sila

je sila pusobici na pohybujici se naboj nebo na proudovodic.

q * ﬁ v
@,
© |
F
F=qgvxB
F- [ / )dS(x)dity) = [ I(¥)n(y) x Bly) dI(y)

kde B je pole magnetlcke indukce.



Magnetostatika

Neexistuji magnetické naboje.

/ B(x) -n(x)dS(x) =0
o

Gaussova véta dava:

div(B(x)) =0 prox € R’

Ampériv zakon (ve vakuu)

Magnetické pole rotuje kolem budicich proudu:
$ BOOAIG) = g [ 560 ) dS(x)
oY )y

kde g = 4m-1077 je permeabilita vakua, pficemz eopg = 1/¢?, kde ¢ je rychlost svétla.
Stokesova véta dava:

rot(B(x)) = p0j(x) prox € R’




Magnetostatika

Priklad 5: Pole dlouhého vodice )y
§ Bx)dlix) = pn [ () nix) dS(x) B/N“\( I

B(r)2mr = ol
B(r) = 5% 3 B

Pitklad 6: Pole dlouhé civky #ﬁ
§ B(x) dl(x) = 10 [j(x) - n(x) dS(x) | CXXXXXIIOOOEE
oY by h
Bl = ponlI I -

B = ponl,

kde n je hustota zaviti. (SRIRIFRPRIRRRRRNRRNR I,n




Magnetostatika

Ampéruv zakon ve feromagnetiku

Ve feromagnetickych materialech se po vlozeni do magnetického pole vytvori vrstvy
zmagnetizovanych proudovych smycek orientovanych v souladu s vnéjsim polem tak,
ze magnetické pole zesiluji.

Oznacme jmag(x) = rot(IM(x)) hustotu magnetizovanych dipolt, kde M je magneti-
zace.

rot(B(x)) = 10(j(X) + Jmag(x))

rot (1 Blx) ) i=rot (B - ™) — jx)

Hor o
kde p, > 1 je relativni permebailita.
Oznacme H(x) := mB(X) magnetickou intenzitu:

rot(H(x)) = j(x) prox € R”.




Magnetostatika

Magneticky vektorovy potencial

Energie proudové smycky:

B
n__ 1
W = [/B(X) -n(x) dS(x). 4//5#’/ T
D I\([ HOON )
Definujme magneticky vektorovy potencial A \@@@@
rot(u(x)) = B(x). Stokesova véta dava \\\
> .
W =1 / rot(u(x)) - n(x) dS(x) = I j'{ u(x) dl(x). 1
5 ox.

u je nejednoznacny, nebot
B(x) = rot(u(x)) = rot(u(x) + Vo(x))
Jednoznacnost muzeme vynutit napr. Coulombovskou kalibracni podminkou:

div(u(x)) = 0 a poklesem v nekoneénu |u(x)| — 0 pro |x| — oo.



Magnetostatika

Podminky na rozhrani

Fajf

L?gaQ x)-n(x)dS(x) =0= (Bi(x) — By(x)) - ny(x) =0 proxel.

$ H) dI(x) = i Jr () () dS(x) =

(Hi(x) = Ha(x)) x my(x) = jr(x

N———

prox € I




Matematické modelovani elmg. poli — Magnetostatika

Osnova

e Magnetostatika
e Modelova uloha
e 2d magnetostatika

— Varia¢ni formulace

— Metoda kone¢nych prvku

— Hranicni integralni formulace
— Metoda hrani¢énich prvku

— Péarovani konec¢nych a hrani¢nich prvku
e 3d magnetostatika

— Variac¢ni formulace

— Metoda kone¢nych prvku



Modelova uloha

3d geometrie, redukce do 2d

(), ...kladna proudova hustota 7, {2_ ...zaporna proudova hustota —7,
(), ... feromagnetikum g,



Modelova uloha

3d matematicky model

Hleddme ugy : Qy — R3 a u, : Q, — R3 tak, 7e

( rot(rot(u,(x))) = 0, x € €, B
rot(rot(ug(x))) = poj(x), x € Qp =R\ €,
div(uk(x)) = 0, x €Ok € {0, l“},
\ (Up(x) — u(x)) X ny(x) = 0, x € 0f,
(rot(ug(x)) _ irot(ur(x») xn(x) = 0,  x€d,
X U—O<X> — 07 |X| — 00,

kde
j(x) = (0,0,—j) prox € O™, j(x) := (—4,0,0) pro x € "™,

B j(x) = (4,0,0) pro x € Q% j(x) := 0 jinde.

j(x) == (0,0, 7) pro x € =7,



Modelova uloha

2d matematicky model

Hleddme uy : Qg — R a u, : Q, — R tak, ze

( —Au(x) = 0, x € (),
—Auy(x) = pgj(x), x € Qy:=R2\ Q,
3 uo(x) — uy(x) = 0, x € 08,
Oup(x)/On(x) — ir(’?ur(x)/é?n(x) = 0, x € OS2,
\ u()(X) — 0, ‘X‘ — 00,
kde
(_ja X € Q—a
]<X> ::<j7 XEQ—I—a
L0, Jinde.

Magneticka indukce je pak tato:

B<x1’ L2 Zlfg) — I'Ot<07 07 U([Ch SCQ)) - (

ou(x1, x2) B ou(x1, x2) 0
(9[132 ’ (9[131 ’ .
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Variacni formulace

Orezani vypocetni oblasti
Uvazujme d := 2, Q C R? pokryvajici ), a € a necht
u(x) =0 prox € 0.
Neuvazujeme tedy nadale neomezenou oblast. Dopustime se tim chyby v modelovani!

Zjednodusme zapis geometrie, konstanty u, a feSeni takto:

Lo Mry, X € €, ur(x), x € €y,
p(x) = o = u(x)= | _
Lo, x € R°\ Q, up(x), x € Qp:=Q\ Q.

Greenova veéta

Ve /

L@gg) v(x)dx = —/WCJ(X) agg(;c) dX—I_»/@w q(x) v(x) n;(x) dS(x).



Variacni formulace

Odvozeni variaéni formulace
Vezmeéme diferencovatelnou funkci v : Q — R, v(x) = 0 pro x € 9€). Z prvni rovnice

1
»/Qr 140 e (X) Aur(x)v(x)dx =0

a aplikaci Greenovy véty dostavame

/ L Yy (x) Vo(x) dx — / L 0w(X) o dsix) = o
Q

- Ho fhe(X) o0, Ho fr(X) On(x)
Podobné prenasobime v a 1/ druhou rovnici, zintegrujeme ji a z Greenovy véty

1 B 1(’9u0(x)vx ) — ) olx) dx
/Qo%Vuo(ﬂVv(X)dX /agzo,uo n(x) (x)dS(x) /Q]< ) v(x) dx.

J




Variacni formulace

Odvozeni variaéni formulace (pokrac.)

Secteme predchozi rovnice s védomim, ze normaly k €, a k €2y na 92, N 9y jsou

opacneé
L Uu VIX X — 1 a/UJO(}(>’U)( X
/Qu<>v”v”d /zmuo Fnfx) "X B

< 1(8"“)(") L Ouilx ;)v<x>ds<x>= [ 60100 dx

o Mo \ On(x)  pn(x) In(x

Pouzijeme v = 0 na 052 a definice j(x), pu(x) a u(x) a dostavame variacni rovnici

1 .
/QEVU(X)VU(X) dXI/Q](X>U<X> ax.

Reseni u i testovaci funkce v bereme z prostoru Vy = Hj(Q2) = C5°(Q)
il = Jov(x)* + [Vo(x)|* dx.

H-Ih) kde



Variacni formulace

Variacni formulace
Hledame u € V) tak, ze

1 .
/Q@Vu(X)VU(X) dX:/Q]<X>’U<X> dx Vv e V.

Pro tuto ulohu lze dokazat existenci jednoznacného reseni a jeho spojitou zavislost na
zménach geometrie {2 1 materialové funkce €.

Energeticka formulace
K variacni formulaci 1ze dojit i1 z principu minima elektrostatické energie
1 1 5 :
p(v) = —/ —— |Vou(x)|*dx — /](X) v(x) dx.
2 Jo m(x) Q
Minimum ¢ nastane ve stacionarnim bode u € Vj, tj. Vv € V:

oy ) e i P =0 L oo s i) wlse) dx —
) =l 2O | = Vo) Vet — [ jx) i) dx =0
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Metoda konec¢nych prvku

Diskretizace oblasti

Necht d := 2. Diskretizujme €2 do m trojthelniku tak, Ze sousedé maji spolecnou hranu
nebo bod, hrany zachyti hranice podoblasti a nejostrejsi thel je zdola omezeny

Q=U" Tk T'NTI =0 proij,




Metoda koneénych prvku

MKP baze

Nad kazdym uzlem diskretizace x;, ¢ = 1,2,...,n definujeme konecné-prvkovou
bézovou funkef ef(x) :  — R tak, ze

L, 1=y,
0, 177,
kde af,bf, cF € R. Mame aproximaci V" := (e}(x), ..., e (x)) prostoru V := H().

1771

ViVk el (X)|pr = af + 0w+ iy a el(x;) =0, = {

MKP aproximace Neumannovy ulohy

MKP aproximace formulace bez okrajové podminky by byla tato: hleddme u"(x) =
n

Zl U e?(x):

]:

A-u=Db, kde(A);:= a(e?, e?), (b); := b(e?),
kde a(u,v), resp. b(v), je bilinedrni, resp. linearni, forma na levé, resp. pravé, strané

variacni rovnice. ReSeni této tzv. Neumannovy ulohy neni jednoznaceé.



Metoda koneénych prvku

Sestaveni MKP matic a vektoru

[terujeme pres trojuhelniky a séitame lokalni matice a vektory pravych stran, tj. napf.
s m . m
A=) G'A"), b=) H'D")
k=1 k=1

kde AF € R3*3 b¥ € R a GF : R3*3 — R™" zobrazuje lokdlni matice na globalni,
H* : R? — R" zobrazuje lokaln{ vektory na globélni. Lokalni pifspévky jsou tyto:

1 T |det(RFY)]
A= — (BY) - B
luk ( V) V 2 )
1
b L (1) et
' 2 | 2

kde p* = p(x)|pw, 7 = j(x)|m, RF = (xF2 — xF1,x" — x"1) a xM, x*2 x" jsou
uzly trojihelniku T usporadané v pravotocivém smyslu.



Metoda konec¢nych prvku

MKP aproximace homogenni Dirichletovy tlohy

Bud' I := {iy,1s,...,4,} mnozina indexu uzlu nelezicich na hranici 052. Pak Galerki-
novska aproximace nasi homogenni Dirichletovy ulohy je:

no
hleddme u"(x) == Zuk et(x) € V' ¢ alu,e*) = ble*) Vi, €1
k=1

a odpovidajici soustava linearnich rovnic vznikne restrikei predchozi soustavy na [

A-u=b, kdeA:::A;M, b::B]au:: (U1, g ... up) .



Metoda konec¢nych prvku

Numerické reseni v a B

Volba p, =

Q_|_ =

vede na n :

5000, J

(2,3) x (—=3,3), ) :=
2401 uzlu a m

0.25, Q == (—6,6)

= 4608 trojuhelniku.

B T S U S P R S S SR
B b B E IS VNN O
PP AAAAAN I I sy JAAAALLLLL 0 o A
2|V Y Y Y T e VA N A A WA W WA VA W WAV P AV DAV R A R
TIRArAAAA NN, PSR N N
e NN R L
R T A Ay RO A AT
sy ettt e
+
[7;; 7‘7‘;/‘ QoL ’\%‘\‘\ g:ﬁ: L
e "4 Saren
ST IR
P RSB,
P PPRRP B s e
FPPRPRE AR A4 F 4
TPRRR AXAT4 T+
2k LhEhA e by
AL
4
E% oL
N
<t 1118 1]
Ed % 44
4& A g,b
) +
1 NRA AR r
1IN IYY RN
T VNSRS S ang APPAPATTTT
4 TN A v AAAPXPTTTT
T RRRARRKAS AAAPPPTTT
TR RARAR fljfjjjj:tiitl\;& AAAANA PP T T
T\‘\‘\'\’\’\l\l\kH_’_k‘/((f(lll“ ,)&&»3’\‘\‘ AAAAAP P T T T
1 S 1 S S S A B BB ARAV D W 4 A 14 s AR A 5037, 5, 75 1 7
CRRNNINY SO S i St : N2 AR AT A2 5 7 7 o+
e o S S S . B e e e e e I
L ) A A AR A A A A 7 2 7 7
S S ]
s " -2

R

(—6,6), Q2_ :
(—2,2) x (—4,4), s diskretiza¢nim parametrem h :=

(—3,—2) x (—3,3),
0.25
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Hranic¢ni integralni formulace

Metoda potenciali
Uvazujme d := 2 a preskalujme geometrii tak, ze diam (£2, U2_ U2, ) < 1. Hledame
reSeni pomoci potecialu jednoduché vrstvy

a(x) = / wn(y) g(x, y) di(y), x € D,

T

() = / woly) g(x, y) di(y) + po (/Q

kde € = R\ QU UQ_ T, = 90, 'y = 00, I'_ = 90_, g(x,y) =
—%ln Ix — y| je fundamentalni feseni Laplaceovy rovnice a kde wy,wy @ I} — R,
wy 'y = Raw_:I'_ — R jsou neznamé hustoty potencialu. ReSeni splnuje

g(x,y)dy —/ 9(x,y) d}’> , X € {,

_I_ —

—Au(x) =0, x €y, —Aug(x) =j(x), x€Qy a uy(x) — C, |x| — oo,

kde C' = 0 diky symetrii ulohy. Zbyva splnit podminky prechodu.



Hranic¢ni integralni formulace

Vlastnosti potencialu jednoduché vrstvy

Pro po ¢astech spojité w;, je fFr w,(y) g(x,y) dl(y) harmonickd funkce v Q, a v R?\ €,.
Pro x € T, bod spojitosti w,, v jehoz okoli je I' hladka, plati, ze pro ), 3 x — x € I'}:

/ wy) g% y)dily) = [ wily) alx.)dily),

0.0 Vs [ wy)o&y)aiy) = go0+ [ wly) By

pricemz 0/0n(x) je derivace podle vnéjsi jednotkové normély k €2,. Podobné plati pro
spojité wy a dp DX — x € 'y

/ wily) g% y) dify) = [ un(y) gbx.y) dity),

000 Vi [ uny) oy dily) — — g0 + [ unty) B fy),



Hranic¢ni integralni formulace

Vlastnosti Newtonova potencialu

Newtonuv objemovy potencidl je spojity i1 se svou normalovou derivaci nezavisle, zda
se k hranici blizime zevnitt, ¢i zvenku, tedy pro I', Zx — x € '}

/ 9Zy) dix) — | gxy)dix)
O+ O+

o < o [ %9xy)
nl"<X> vX Qig< 7Y>dl< ) 0. 8H<X> dl( )



Hranic¢ni integralni formulace

Formulace

Pro x € R?, resp. x € I'; (aZ na rohy), zaved me operdtory

Viul(x) = [ w(y) g6xy) dily), [Kwlx) = [ wi(y) @gf;;g di(y)

T

a funkce

N(x) = poj (/mg(XJ) dy — /_9<X,Y) dy) :
e =3, T o=, )

Pak podminky prechodu davaji nasledujici hrani¢ni integralni formulaci

Vi, - Viwo = N, xely,
— Gl + K)w, — (=31 + Ki)wy = M, x € T,

kde I znaci identické zobrazeni.
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Metoda hrani¢nich prvku

Diskretizace hranic

Diskretizujme I', do disjunktnich tsecek

my

Js-r.

k=1

a uvazujme po useckach konstantni bazové funkce f! tak, ze

fﬁ(x)|sij =0 proi,j=1,...,m,.

Hledame souradnice neznamych hustot w,, wy € R™

wil) = 3w ), () = 3 e £i)
k=1 k=1



Metoda hrani¢nich prvku

Koloka¢éni metoda

Rovnice splnime pouze ve stiedech tisecek x¥ € S*

Gt n) @)-0) o
_i (%Ir + Kr,r) %Ir — Kr,r Wy M)’

kde I, € R™>"™ je jednotkova matice a kde (V,,);; = ij g(xt,y)dl(y), (Kiy)ij =

Jsi Vxg(xty) - nldi(y), (N); == N(x;), (M); := M(x;), pricemz n{ znaci jed-
notkovou normalu k S7 sméiujici ven z €.



Metoda hrani¢nich prvku

Vypocet prvka vektoru N

Prvky matic V,, a K, vypocteme stejné jako v kapitole Elektrostatika. Pti vypoctu
N pouzijeme nasledujici integral:

/ab /Cd In|x —y|° dys dy = Fi(a)— Fi(b)— Fy(a, ¢)+ Fy(a, d)+ Fy(b, ¢)— Fy(b, d)+
+ F3(a, ¢) — Fs(a,d) — F3(b,¢) + Fs(b,d) — 3(b — a)(d — ¢),
kde
Fi(y1) == gsgn(yl — x1) y1 (Y1 — 221) (sgn(c — x2) — sgn(d — x2))

Y1 — 1
9
Yo — T2

Fy(yr,y0) = ((y1 — 21)* — (2 — 22)°) arctg

Fy(y1,v2) = (31 — 21)(y2 — z2) In [x — y|”



Metoda hrani¢nich prvku

Vypocet prvka vektoru M
Pri vypoctu M pouzijeme tento integral:

X—Yy)'n
//V In|x —y| -ndydy; = //( ) dys dyy = G1(a) — G1(b)+

x —yl’
+Gso(a, c) — Gy(a, d) — Ga(b, c) + Go(b, d) — Gs(a, ¢) + Gs(a, d) + G3(b, ¢) — G3(b, d),

kde

T
Gi(y1) = 5 ly1 — 21| ny (sgn(d — z9) — sgn(c — x2)) ,
— I
Ga(y1,y2) == ((y1 — x1)n1 — (yo — w2)n2) arctg o1,
: Y2 — T2
Gs(y1, y2) = 5 ((y1 — x1)n2 + (y2 — x2)m1)) In |x — y|*.



Metoda hrani¢nich prvku

Numerické reseni w, a wy

Volba iy = 5000, J = 025 Q = (—0.06,0.06) x (—0.06,0.06), Q_
(—0.03,—0.02) x (—0.03,0.03), Q. = (0.02,0.03) x (—0.03,0.03), O,
(—0.02,0.02) x (—=0.04,0.04), h := 0.0025 vede na m, := 96 usecek.

x107°

| | |
» w N = o = N w



cek.

/

use

o

u

= 96

.
.

h prvk

(0.02,0.03) x (—0.03,0.03),

(—0.06,0.06) x (—0.06,0.06), Q_
— (0.0025 vede na m,

L d

1Cnic

.
.

.
.

0.25

.

Metoda hran
B

I d

5000, J

~

.
.

é reSeni u a
(—0.03,—0.02) x (—0.03,0.03), Q.

(—0.02,0.02) x (—0.04,0.04), h

Numerick
Volba  p,

F -05
-1
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2

= 05
0
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Parovani konec¢nych a hrani¢nich prvku

Odvozeni formulace

Zakladem parovani je nasledujici variacni rovnice na oblasti €2;:

1 1 1 Ouy(x)
— —AurvadX:/—VurXvadx—/ v(x)dl(x) =0,
[ o i = [ ) e dx [ S EE 0 dite
v niz nahradime tok u, pres I'; tokem wuy
1 Oup(x)
— Vu,(x) Vu(x) dx — v(x)dl(x) = 0.
|l Vol [ G w)

Reseni 1y hledame opét v nasledujicim tvaru

wix) = [ y) g%,y dy) + o ( / oley)dy - [ atxy dy) ,

kde x € R?\ Q.. Zbyva zarucit spojitost feseni

up(x) —up(x) =0, xell.



Parovani kone¢nych a hrani¢nich prvku

Odvozeni formulace

S vyuzitim symboli V;, K, jeho skoku a definic N a M: hleddme u, € V, := HY(Q,)
awy: I, — R tak, ze

ay(up, v) — by ((—%I + Lr) wo,v) = b(M,v) Yv € V,
Uy — ‘/rwo = N Vx € Fra

kde I je identita a kde

1
ay(Up, v) = ; M—VuerdX, be(u, v) ::/ uv dl(x).

Galerkinova formulace tlohy
Zavedme W, = HY/ 2(T';) Soboleviiy prostor stop na I';. Hleddme u, € V, a wy € W

{ ar<ur7U> _ br ((_%[ + LI‘) wo,v) — br<M7 U) \V/U E Vr,
by(tr, q) — by (V; wo, q) = b.(N,q) Vg € W.



Parovani kone¢nych a hrani¢nich prvku

Konecné—prvkova diskretizace

Diskretizace V; metodou konec¢nych prvku vede na triangulaci €2, do m, trojuhelniku
T*, v jejichz uzlech x;, i € {1,2,...,n,}, definujeme konecnéprvkové bézové funkce
el'. Mame aproximaci V! C V,. Bilinedrni forma a,(.,.) vede na matici A, € R
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Parovani konec¢nych a hrani¢nich prvku

Hrani¢cné—prvkova diskretizace

Diskretizace prostoru W, metodou hranic¢nich prvku je indukovana predchozi trian-
gulaci Q. To vede na s, hrani¢nich tsecek S’ a p, hrani¢nich uzli Xip, ooy Xy
kde 7 € {1,2,...,n;}. Nad tuseckami S! definujeme hraniéné-prvkové nespojité po
castech konstantni bazové funkce f, jejichz linedrni obal nam d& prostor W c W,.
Pri diskretizaci MHP bilinearni formy b,(., .) pouzijeme nejhrubsi kvadraturni formuli,
a to obdélnikové pravidlo

| PO de e f(oc) 1]

kde x je stied tsecky S* a |S*| je jejf délka. To nam umozn{ vyuZit jiz napocitané
prvky matic V;,, K, a vektoru N, M.



Parovani konec¢nych a hrani¢nich prvku

(e m) (w)=(2)

kde radky B, € R™*% a slozky b € R™ jsou

2
1, S |
(Br)i,* :: 5 ‘SI.‘ (5]:1‘ - Kr)r) .
k=1

(%%

Galerkinova metoda

Parovanim vede na

2
1 1
(b= 5181 Yo ),
k=1

pricemz 41,19 € {1,2,...,p:} jsou hranicéni indexy uzla S’. Déle C, € R

1151, pokud x;, j € {1,2,...,n,}, je jeden ze dvou uzli S,

(Cr)ij = .
0, jinak.

Konecné matice D, € R***r a vektor ¢, € R* jsou definovany po fadcich takto:

(Dy);, = =181 (Vin); (€)= IS (N):.

1% 7



Parovani kone¢nych a hrani¢nich prvku

Numerické reseni v a B

Volba p, := 5000, J = 0.25 €, = (—0.02,0.02) x (—0.04,0.04), Q_ =
—0.03, —0.02) x (—0.03,0.03), Q2 := (0.02,0.03) x (—0.03,0.03), h := 0.0025 vede
na n, ;= 544 MKP uzlu a s, := 96 MHP usecek.
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Variacni formulace

Orezani vypocetni oblasti
Uvazujme d := 3, Q C R? pokryvajici €); a € a necht
u(x) x n(x) =0 prox € 9.
Neuvazujeme tedy nadale neomezenou oblast. Dopustime se tim chyby v modelovani!

Zjednodusme zapis geometrie, konstanty u, a feSeni takto:

Lo fry, X € ), u(x), x €,
p(x) = o — u(x)= | _
Lo, x € R*\ €, uy(x), x€Qp:=0\0.



Variacni formulace

Greenova véta

vvvvv

6’90<X)

W aSCZ

(o) dx = - / o) a}ﬁ< Dt [ oo vl nilx) ()

Opakovanym pouzitim si odvodime analogii Greenovy formule pro operator rot
0w3 0w2 0w1 0w3 0w2 0w1
rot(w) -v = — v+ — Vo+ | =———— |V
L < ) L [(09@2 (9$3) ! ((91’3 (91’1 (91’1 8:}02 ’

/ w%—wavl + ’w%—w(%2 + ’w%— Ovy +
0 38562 26563 1@563 36561 26561 wlc‘?xg

+ / (w3ng — wang) v1 + (wing — wani) vo + (wany — wing) vs| =
o9

/Qw —rot(v —/aQ(wxn)°V:/Qw°rot(v)—|— aQW-(V><1r1).




Variacni formulace

Odvozeni variacni formulace

Vezméme dif. funkei v : © — R3, v(x) x n(x) = 0 pro x € 9. Z prvni rovnice
1
rot(rot(u,(x))) - v(x)dx = 0
| g rottrot(ax)) v
a aplikaci Greenovy véty dostavame
1 1
rot(u,(x))-Vo(x dx—/
./Qr Ho pu(X) (u:)- Vi) o0, Ho Hr(X)
Podobné prenasobime v a 1/ druhou rovnici, zintegrujeme ji a z Greenovy véty
1 1
/ —rot(uy(x))-Vou(x) dx—/ — rot(uy(x))-(v(x)xn(x)) dS(x) = / j(x)-v(x) dx.
Q ) 0

rot(u,(x))-(v(x)xn(x))dS(x) = 0.



Variacni formulace

Odvozeni variaéni formulace (pokrac.)

Secteme predchozi rovnice s védomim, ze normaly k €, a k €2y na 92, N 9y jsou
opacneé

/ : rot(u(x)) - rot(v(x)) dx —I—/ iI'ot(uo(x)) - (v(x) X n(x))dS(x)+
0

1(x) o0 Ho

o[ ((rottun) = - rotux) ) xnx) ) vix) dsix) = [ ) vix)dx

Qr IU/O lU/l"(X)

Pouzijeme v X n = 0 na 91 a definice j(x), u(x) a u(x) a dostavame variacni rovnici

1 .
/Q rot(u(x)) - rot(v(x)) dx = /J(X) - v(x) dx.

(%) Q

y Il[rot
Resenf u i testovaci funkce v bereme z prostorn Vi := Hy(rot; Q) .= C° (Q)>

kde ||v]lrot := [ |[V(X)|* + |rot(v(x))|* dx.



Variacni formulace

Odvozeni variaéni formulace (pokrac.)

Potencial u je jednoznacny az na libovolné gradientni pole V. Minimalizujme

E(v) ;:% /Q L rot(vix))|? dx — / §(%) - v(x) dx.

(%) 0

jehoz nekoneéné mnoho staciondrnich bodu u = u+ Vg € Vj jsou fesenim rovnice

EF'(u+Vp,v)=0 Vv e V.
Jednoznacnost doda Coulombova kalibra¢ni podminka: hledame u € V tak, ze
Vv € Vy: E(u) < E(v) vzhledem k div(u) = 0,

pricemz kalibracni podminku chapeme ve slabém smyslu. Hledame u € Vg a A €
Vo := H(Q) tak, ze

fQ%rot(u)mot(v) + [(VA-v = [,j-v Vv EVy,
Jou- Ve = 0 Veel
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Metoda konec¢nych prvku

Diskretizace oblasti

Necht d := 3. Diskretizujme €2 do m ¢ctyfsténu tak, Ze sousedé maji spolecnou sténu,
hranu, nebo bod, stény zachyti hranice podoblasti a nejosttejsi tihel je zdola omezeny

Q=Ur,TF, T'NTV =0 proi+j.




Metoda konec¢nych prvku

MKP aproximace V := H'(Q)
Nad kazdym uzlem diskretizace x;, ¢ = 1,2,...,n definujeme konecné-prvkovou
bézovou funkef ef(x) :  — R tak, ze

1, 1=y,

0, ©# 7,

kde af,bf, c¥, d¥ € R. Mame aproximaci V" := (e(x), ..., e"(x)) prostoru V.

2 70 Ty n

1

ViVk : el(X)|pn = al i+ oy dis a el(x;) =60y = {



Metoda koneénych prvku

Lokalni bazové funkce V"

Zobrazme T s vrcholy (uzly) X, X2, X% a X* na T* s vrcholy x*1, x*2, x¥ a x

x = RFX) =R"-x+x", kde Rk = (Xk2 xM xM — xM xh kl) .

K

Pak ebi(x) := ¢(X) proi € {1,2,3,4} ax € T pii substituci x := R¥(), kde

AR =1 —F1—To— Ty ER) =01, SR =0 &R =7



Metoda koneénych prvku

Gradient uzlové baze

Pro smiSenou bilinearni formu fQu - Vo potiebujeme spocitat gradienty bazovych
funkci, pro néz lze ukazat platnost analogického vzorce jako ve 2 dimenzich

—1 100
BY = (Ve (x), Ve (x), Ve (x), Ve(x)) = (Rk)_T~ —1010]|,
-1 001

kde matice (R¥)~T obsahuje derivace vnitini funkce, tedy afinniho zobrazeni R”, a
sloupce druhé matice jsou gradienty referen¢nich bazovych funkei.



Metoda koneénych prvku

Nédélecova MKP aproximace V := H(rot;())

Nad kazdou orientovanou hranou E' : x"' — x2, 4 € {1,2,...,n.} diskretizace
definujeme konecné-prvkovou bazovou funkei, kde t; := (x72 — le) / ’XJQ — xﬂ’,

EX)|pr=a,+b, xx a £(x) -t/ di(x) = 9y,
EJ




Metoda koneénych prvku

Lokalni bazové funkce V"
Uvazujme ref. ¢tyfstén s orientovanymi hranami E!' @ X! — %%, B? : x! — X?
B3 x' =% P x2 -3, B % = xt, BY xt — X2 aref. bazové funkce

)

1 0 0 1
~1 2 R
EX)=|0]+-1]xx, EX=[1]+] 0 ] xX,
0 1 0 —1
s 0 —1 " 0
EX)=[0]+[ 1 | xx,&X)=[0] xX,
1 0 1
- 1 » 0
£ (X)=1(0] xXx, E(X)=1[1] xx.
0 0
Jim odpovidajici koneéné—prvkové bazové funkce jsou tyto:
~ . 1, orientace E¥ shodnd s B

£5(x) = sign, (E") <Rk) —T,g(x), sign, (E%) = {

—1, orientace E* opacna k E'.



Metoda koneénych prvku

Rotace hranové baze

Potrebujeme rotace hranovych funkci

B, = (rot(€'), rot(£7), rot(£°), rot(§"), rot (&), rot(£"))
0 2 =2020¢0
2

1

1
= R -2 0 2 00 - diag (sign (Ek))
k k
det(R") 2 2.0 200
Pottebujeme hodnoty bazovych funkei v tézisti x7 := (1/4) ZZ | X" ctyfsténu T
By = (£'(x{), £ (x}), £(x¢), £'(x0), £(x¢), € 6(X )
—1 0 1

—1 0 | -diag (81gnk(Ek )) .



Metoda koneénych prvku

Lokalni matice a vektory

Lokaln{ prispévek do matice bilinedrni formy [, (1/p)rot(u) - v je

1 T det(R”
Ak (Bﬁot) Bllfot ‘ ( >‘7
Lk 6
kde pi* := p(x)| 7. Lokdlnf pifspévek do matice bilinedrn{ formy [,u- Ve je
B .— (Bk:) B!, |det(R*)|
; e
Lokalni prispévek vektoru linearni formy fQ j-vie
bk (B ) ik det(R")|
6 Y

kde j" := J ()|



Metoda koneénych prvku

Globalni matice a vektory

A=) GMAN, B:=) L£'BY), b=3) MDY
k=1 k=1 k=1

kde GF : ROx6 — Ruexne  pk . RAX6 _, Rnxne o HE - RO 5 R zobrazuji lokalni

hranové matice, uzlové-hranové matice, resp. lokalni hranové vektory na globalni.
A = A[e’]e, B = B],]e, b = b]e,

kde I°:= {4,145, ... ,ige} a I = {iy,i2,...,%,} jsou indexy hran a uzla mimo 0f).

MKP aproximace

A B! (u) _ (b
B O A \0)’
kde u’(x) := iezl uy €4(x), B"(x)| = B, - u”, kde u* je lokalni vektor fesen

doplnény o nuly pro hrany étyisténu T% lezici na O5).



Metoda koneénych prvku
Numerické feSeni B := rot(u)

Volba geometrie € := (—6,6)%, Q; := (=3,3)% \ ((=2,2) x (—3,3) x (—=2,2)), Q, :=
(—2,2) x (—=4,4) x (—=2,2), h := 1 vede na n := 2401 uzli a m := 4608 trojihelniku.




