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Dalibor Lukáš
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Motivace

Komprese signálu s(t) Haarovou (waveletovou) báźı: 0.2%
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Motivace

Komprese signálu s(t) Haarovou (waveletovou) báźı: 0.8%

0 1 2 3 4 5 6 7
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

t

s(
t)



Motivace

Komprese signálu s(t) Haarovou (waveletovou) báźı: 1.6%
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Motivace

Komprese signálu s(t) Haarovou (waveletovou) báźı: 3.1%
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Motivace

Komprese signálu s(t) Haarovou (waveletovou) báźı: 6.3%
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Motivace

Komprese signálu s(t) Haarovou (waveletovou) báźı: 12.5%

0 1 2 3 4 5 6 7
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

t

s(
t)



Motivace

Komprese signálu s(t) Haarovou (waveletovou) báźı: 25%
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Motivace

Komprese signálu s(t) Haarovou (waveletovou) báźı: 50%
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Motivace

Haarova (waveletová) báze: hk(t), k = 1, 2, . . .

k = 1:
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k = 2:
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k = 3, 4:
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k = 5, 6, 7, 8:
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Motivace

Reprezentace signálu Haarovými (waveletovými) souřadnicemi ŵk

s(t) =
∑n

k=1 ŵk hk(t)
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Motivace

Komprese signálu s(t) Fourierovou báźı (jpeg): 3%
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Motivace

Fourierova báze: fk(t) := eıkωt, k = 0, 1, 2, . . .

k = 0:
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k = 1:
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k = 2:

0 1 2 3 4 5 6
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

f 2
(t

)

k = 3:
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Motivace

Reprezentace signálu Fourierovými souřadnicemi ŝk

s(t) = R
{∑n/2

k=−n/2 ŝk exp(ıkωt)
}

, kde ω := 2π/n
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Vektorové prostory

Zobecněńı 2d geometrických vektor̊u na aritmetické

x1

x2

u

v

v1

v2

u + v

2u (u + v)i := ui + vi

(αu)i := αui

Zobecněńı aritmetických vektor̊u na funkce

vi := sin(iπ/10), i ∈ {1, 2, . . . , 10}, v(x) := sin(xπ), x ∈ 〈0, 10〉

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

i

v i

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x

v
(x

)



Vektorové prostory

Zobecněńı aritmetických vektor̊u na funkce

Sč́ıtáńı vektor̊u + : Rn × Rn → Rn a násobeńı skalárem · : R × Rn → Rn jsme
definovali pomoćı č́ıselného sč́ıtáńı + a násobeńı · takto:

u,v ∈ R
n, α ∈ R : ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} : (u+v)i := ui + vi, (α·v)i := α · vi.

Definici lze analogicky rozš́ı̌rit i pro funkce

F := {f : R 7→ R},

a to + : F × F → F , · : R ×F → F ,

f, g ∈ F , α ∈ R : ∀x ∈ R : (f+g)(x) := f(x) + g(x), (α·f)(x) := α · f(x).

Pojem vektorového prostoru

Oba př́ıpady (a nejen tyto) lze shrnout do abstraktńıho pojmu vektorový prostor.



Vektorové prostory

Pojem vektorového prostoru

Reálný vektorový (též lineárńı) prostor je množina V s operacemi + : V×V →
V a · : R × V → V , které splňuj́ı následuj́ıćı axiomy:

∀u,v,w ∈ V : u + (v + w) = (u + v) + w, (asociativita sč́ıtáńı)

∀u,v ∈ V : u + v = v + u, (komutativita sč́ıtáńı)

∃o ∈ V ∀v ∈ V : v + o = v, (existence nulového vektoru)

∀v ∈ V ∃(−v) ∈ V : v + (−v) = o, (existence záporných vektor̊u)

∀α ∈ R ∀u,v ∈ V : α · (u + v) = α · u + α · v,

∀α, β ∈ R ∀v ∈ V : (α + β) · v = α · v + β · v,

∀α, β ∈ R ∀v ∈ V : α · (β · v) = (αβ) · v,

∀v ∈ V : 1 · v = v.

Prvky z V se nazývaj́ı vektory, prvky z R jsou skaláry (mohou být i komplexńı).
Konvence: αv := α · v.



Vektorové prostory

Daľśı vlastnosti

∀α ∈ R ∀v ∈ V : 0v = v, αo = o, (−1)v = −v.

Př́ıklady vektorových prostor̊u

• R
n (nebo C

n) reálné (nebo komplexńı) aritmetické vektory,

• Rm×n (nebo Cm×n) reálné (nebo komplexńı) matice,

• F reálné funkce jedné reálné proměnné s operacemi

∀x ∈ R : (f+g)(x) := f(x) + g(x), (α·f)(x) := αf(x),

• S reálné posloupnosti s operacemi

(an)
∞
n=1+(bn)

∞
n=1 := (an + bn)

∞
n=1, α·(an)

∞
n=1 := (αan)

∞
n=1.

• Jejich libovolný vektorový podprostor, viz dále.



Vektorové prostory

Pojem vektorový podprostor

Mějme vektorový prostor V . Řekneme, že U je vektorový podprostor V (a zároveň
daľśım vektorovým prostorem), pokud

0. ∅ 6= U ⊂ V (U je neprázdná podmnožina V),

1. ∀u,v ∈ U : u + v ∈ U (U je uzavřená v̊uči sč́ıtáńı),

2. ∀α ∈ R ∀u ∈ U : αu ∈ U (U je uzavřená v̊uči násobeńı skalárem).

Př́ıklad: př́ımka v R
2 procházej́ıćı počátkem je vekt. prostor

U :=
{
u ∈ R

2 : u1 + u2 = 0
}

je vektorovým podprostorem V := R
2.

Ad 0. U 6= ∅, nebot’ u := o = (0, 0) ∈ U , viz u1 + u2 = 0 + 0 = 0. U ⊂ V , viz zadáńı.

Ad 1. Mějme u,v ∈ U , tj. u1 + u2 = 0 a v1 + v2 = 0. Pak u + v ∈ U , nebot’ (u1 + v1) +
(u2 + v2) = (u1 + u2) + (v1 + v2) = 0 + 0 = 0.

Ad 2. Mějme α ∈ R a u ∈ U , tj. u1 + u2 = 0. Pak αu ∈ U , nebot’ αu1 + αu2 =
α(u1 + u2) = α0 = 0.



Vektorové prostory

Př́ıklad: př́ımka v R
2 neprocházej́ıćı počátkem neńı vekt. prostor

U :=
{
u ∈ R2 : u1 + u2 = 1

}
neńı vektorovým podprostorem V := R2.

Např. U nemá nulový prvek, viz u := o 6∈ U , nebot’ u1 + u2 = 0 + 0 = 0 6= 1.

Podprostory R2

• triviálńı podprostory
U := {o}, U := R

2,

• př́ımky procházej́ıćı počátkem

U :=
{
x ∈ R

2 : a1x1 + a2x2 = 0, kde a1 6= 0 nebo a2 6= 0
}

.



Vektorové prostory

Podprostory R
3

• triviálńı podprostory U := {o}, U := R3,

• roviny procházej́ıćı počátkem

U :=
{
x ∈ R

3 : a · x = o, kde o 6= a ∈ R
3
}

,

• př́ımky procházej́ıćı počátkem

U :=
{
x ∈ R

3 : A · x = o, kde A ∈ R
2×3, A má hodnost 2

}
.



Vektorové prostory

Prostor mnohočlen̊u Pn

Pro libovolné n ∈ N0 := {0, 1, 2, . . . }

Pn := {p(x) := a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ F : a0, a1, . . . , an ∈ R}

je vektorový podprostor F .

Ad 0. Pn 6= ∅, nebot’ o(x) := 0 ∈ Pn. Pn ⊂ F , nebot’ mnohočleny jsou funkce.

Ad 1. Mějme p, q ∈ Pn, tj. p(x) :=
∑n

i=0 aix
i a q(x) :=

∑n
i=0 bix

i. Pak p + q ∈ Pn,
nebot’ (p + q)(x) = p(x) + q(x) =

∑n
i=0(ai + bi)x

i, kde ai + bi ∈ R.

Ad 2. Mějme α ∈ R a p ∈ Pn, tj. p(x) :=
∑n

i=0 aix
i. Pak αp ∈ Pn, nebot’ (αp)(x) =

αp(x) =
∑n

i=0(αai)x
i, kde αai ∈ R.



Vektorové prostory

Př́ıklady vektorových prostor̊u

• Nulový prostor matice

U :=
{
x ∈ R

n : A · x = o, kde A ∈ R
m×n

}

• U :=
{
p(x) :=

∑n
i=0 aix

i ∈ Pn : A · (a0, a1, . . . , an)
T = o, kde A ∈ Rm×(n+1)

}

je podprostor Pn.

• Sloupcový prostor matice

U :=
{
x := Ay ∈ R

m : kde A ∈ R
m×n a y ∈ R

n
}

• Lineárńı obal

U :=

{

p(x) :=

n∑

i=1

αipi(x) ∈ Pm : α1, . . . , αn ∈ R a p1(x), . . . , pn(x) ∈ Pm

}

je podprostor Pm.



Vektorové prostory

Hledá se reprezentace vektor̊u — tzv. báze

generuj́ıćı jednoznačně celý prostor V , a tedy žádný z vektor̊u neńı zbytečný.
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• e1, e2 jsou fajn, nebot’ jsou nenulové a generuj́ı
R2 jednoznačně:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = x1e1 + x2e2.

• f1, f2 nejsou fajn, nebot’ negeneruj́ı R2.

• e1, e2, f2 nejsou fajn, nebot’ generuj́ı R
2 nejed-

noznačně (jeden z nich je zbytečný):

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = x1e1+x2e2 = (x1−x2)e1+x2f2.

• e1, f2 jsou fajn, nebot’ jsou nenulové a generuj́ı
R

2 jednoznačně:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = (x1 − x2)e1 + x2f2.



Lineárńı nezávislost

Lineárńı nezávislost — žádný vektor neńı zbytečný

Mějme vektorový prostor V . Nenulové vektory v1,v2, . . . ,vn ∈ V jsou lineárně
nezávislé, pokud rovnice

α1v1 + α2v2 + · · · + αnvn = o

má pouze triviálńı řešeńı α1 = α2 = · · · = αn = 0. Jinak má soustava nekonečně
mnoho řešeńı a vektory jsou lineárně závislé.

Př́ıklad: e1 := (1, 0) a f2 := (1, 1) jsou lineárně nezávislé

Hledáme α1, α2 ∈ R : α1e1 + α2f2 = o ⇔ α1(1, 0) + α2(1, 1) = (0, 0).

To vede na soustavu lineárńıch rovnic

1α1 + 1α2 = 0,
0α1 + 1α2 = 0,

která má pouze triviálńı řešeńı α1 = α2 = 0.



Lineárńı nezávislost

1, x, x2 jsou lineárně nezávislé

Hledáme α, β, γ ∈ R tak, že

∀x ∈ R : α1 + βx + γx2 = 0.

Speciálně pro x ∈ {−1, 0, 1} dostáváme soustavu rovnic

α − β + γ = 0,
α = 0,
α + β + γ = 0,

která má pouze triviálńı řešeńı α = β = γ = 0.
To je ale zároveň řešeńım p̊uvodńı úlohy, a tedy muśı být jej́ım jediným řešeńım.



Lineárńı nezávislost

Př́ıklad: 1 − x + x2, 2 + x − 2x2 a 1 + 2x − 3x2 jsou lineárně závislé

Hledáme α1, α2, α3 ∈ R tak, že

∀x ∈ R : α1(1 − x + x2) + α2(2 + x − 2x2) + α3(1 + 2x − 3x2) = 0,

∀x ∈ R : 1(α1 + 2α2 + α3) + x(−α1 + α2 + 2α3) + x2(α1 − 2α2 − 3α3) = 0.

Dı́ky lineárńı nezávislosti 1, x a x2 dostáváme soustavu lineárńıch rovnic

α1 + 2α2 + α3 = 0,
−α1 + α2 + 2α3 = 0,
α1 − 2α2 −+ 3α3 = 0.

Soustava je homogenńı, tj. má nulovou pravou stranu, kterou při řešeńı neopisujeme



1 2 1
−1 1 2
1 −2 −3



 r2:=r1+r2−−−−−−→
r3:=−r1+r3




1 2 1
0 3 3
0 −4 −4



 −−−−−−−→
r3:=4r2+3r3




1 2 1
0 3 3
0 0 0



 .

Řešeńı je nekonečně mnoho.



Lineárńı kombinace

Lineárńı kombinace — nový vektor by byl zbytečný

Mějme vektorový prostor V a nenulové vektory v,v1,v2, . . . ,vn ∈ V . Řekneme, že v je
lineárńı kombinaćı v1, . . . , vn, pokud existuje alespoň jedno řešeńı α1, α2, . . . , αn ∈ Rn

rovnice
α1v1 + α2v2 + · · · + αnvn = v.

Př́ıklad: v := (1, 1) je lineárńı kombinaćı v1 := (1,−2) a v2 := (2, 1)

Hledáme α1, α2 ∈ R tak, že

α1v1 + α2v2 = v ⇔ α1(1,−2) + α2(2, 1) = (1, 1)

To vede na soustavu

1α1 +2α2 = 1
−2α1 +1α2 = 1

⇒

(
1 2 1
−2 1 1

)
−−−−−−→
r2:=2r2+r2

(
1 2 1
0 5 3

)

která má řešeńı α1 = −1/5, α2 = 3/5.



Lineárńı kombinace

Př́ıklad: (1, 2,−1) je lineárńı kombinaćı (1, 1, 1) a (0, 1,−2) a (2, 1, 4)

Hledáme α1, α2, α3 ∈ R tak, že

α1




1
1
1



 + α2




0
1
−2



 + α3




2
1
4



 =




1
2
−1








1 0 2 1
1 1 1 2
1 −2 4 −1



 r3:=r3−r1−−−−−→
r2:=r2−r1




1 0 2 1
0 1 −1 1
0 −2 2 −2



 r3:=r3+2r2−−−−−−→




1 0 2 1
0 1 −1 1
0 0 0 0





Dostáváme nekonečně mnoho řešeńı.



Lineárńı kombinace

Př́ıklad: 1 − x neńı lineárńı kombinaćı 1 + x a 2 + 2x

Hledáme α1, α2 ∈ R tak, že

∀x ∈ R : α1(1 + x) + α2(2 + 2x) = 1−x.

Dı́ky lineárńı nezávislosti 1 a x stač́ı řešit soustavu
(

1 2 1
1 2 −1

)
−−−−−→
r2:=r2−r1

(
1 2 1
0 0 −2

)
,

která však nemá řešeńı.



Báze vektorového prostoru

Báze — reprezentace vektor̊u je fajn

Mějme vektorový prostor V . Uspořádaná množina nenulových vektor̊u F :=
(f1, f2, . . . , fn) tvoř́ı bázi vektorového prostoru V , pokud

1. F ⊂ V ,

2. f1, f2, . . . , fn jsou lineárně nezávislé,

3. libovolný vektor v ∈ V je lineárńı kombinaćı f1, f2, . . . , fn, tj.

α1f1 + α2f2 + . . . αnfn = v.

Souřadnice vektoru v bázi, dimenze

Plat́ı, že lineárńı kombinace je pro bázi vždy jednoznačná. Výsledné koeficienty
α1, . . . , αn nazýváme souřadnice vektoru v v bázi F a znač́ıme [v]F :=
(α1, . . . , αn).

Plat́ı, že počet bázových vektor̊u n vektorového prostoru V je vždy stejný, ř́ıkáme mu
dimenze V a znač́ıme dimV := n.



Báze vektorového prostoru

Kanonické báze

• Sloupce/řádky jednotkové matice In tvoř́ı kanonickou bázi Rn, tj.

E := {e1 := (1, 0, . . . , 0), e2 := (0, 1, 0, . . . , 0), . . . en := (0, . . . , 0, 1)} ⊂ R
n.

R
n má dimenzi n, tj. dim R

n = n.

• Monomiály xk, k ∈ N0, tvoř́ı kanonickou bázi Pn, tj.

E :=
{
e1(x) := 1, e2(x) := x, e3(x) := x2, . . . , en+1(x) := xn

}
.

Pn má dimenzi n + 1, tj. dimPn = n + 1.



Báze vektorového prostoru

Hledá se reprezentace vektor̊u — tzv. báze

generuj́ıćı jednoznačně celý prostor V , a tedy žádný z vektor̊u neńı zbytečný.
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• e1, e2 tvoř́ı bázi R
2, a tedy generuj́ı R

2 jedno-
značně:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = x1e1 + x2e2.

• f1, f2 netvoř́ı bázi R2, nesplňuj́ı 2. ani 3.

• e1, e2, f2 netvoř́ı bázi R
2, nejsou lin. nezávislé:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = x1e1+x2e2 = (x1−x2)e1+x2f2.

• e1, f2 tvoř́ı bázi R
2, a tedy generuj́ı R

2 jedno-
značně:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = (x1 − x2)e1 + x2f2.



Zpět k motivaci

Haarova (waveletová) báze prostoru F : hk(t), k = 1, 2, . . .

k = 1:
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k = 2:
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k = 3, 4:
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k = 5, 6, 7, 8:
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Zpět k motivaci

Fourierova báze prostoru F : fk(t) := eıkωt, k = 0, 1, 2, . . .

k = 0:
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k = 1:
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k = 2:
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k = 3:
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Zpět k motivaci

Reprezentace signálu s(t) ∈ F Fourierovými souřadnicemi ŝk

ŝ := [s(t)]F
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