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Soustavy lin. rovnic s vice pravymi stranami

Stejnosmérny obvod

i5 L3
Ohmiuv a Kirchhoffovy zakony
w—Vi . u—Vy o ug—Vy o wps—wuy . up—w

) 12 — ) 13 — 77’ T )
R : Ry ’ Rs Ry ’ Rs
uzel A: iy —15 =0, wuzel B: —1; —19—144 =0, uzel C: 19413+ 15=0.

ilz y L4 =



Soustavy lin. rovnic s vice pravymi stranami

Soustava linearnich rovnic

_ _ 1o 1 _ 1 _
“1R1V1 — “2R5“1 =0 (Rl T R5) t Rs 12 — R
_w—Wi_ up—Vo _ up—ug _ _ 1 (Ll Loape = 1 _ ¥
R‘} R‘% Ry 0 = Rlul R9 Ry Uz + R4u3 o Ry Ry
ug—Vvy uz—Vvs uz—uj _

Reseni Gauss—Jordanovou metodou

Gaussova dopreda eliminace + Jordanova zpétna eliminace

(A‘b) Gaussova metoda> <U|C> Jordanova metoda <I|X>,

kde I je jednotkova matice (ma pouze jednicky na diagondle) a x je teseni A - x = b.



Soustavy lin. rovnic s vice pravymi stranami

2U1 — U9 = 1
—Uu; — 2Uy + uz = —2
—UuU1 + 2uy + uz = 2
Reseni Gauss—Jordanovou metodou
—1 01 o 2 —1 01
1 -2 1|—2 | B 5] 2] -3
1 92 1| 2 r3:=ri+2rs 0 3 2|5 r3:=3ro+5rs
. 2 —1 01 0 80 0 80
I L 0 [40] 0 140 | ZEETETRO0 040 0140
0 0 16|16 0 0 16

ulz’LLQ:”LLg:l

2 —1 01
0 —5 2 |_3 ro:=—38ro+r;3
0 0 [16]| 16
1001
— | 0101
00 1|1




Soustavy lin. rovnic s vice pravymi stranami

21}1 — V9 =1
—v; — 20y + v3 = —1
—v1 + 209 + v3 = 0
Reseni Gauss—Jordanovou metodou
—1 0 1 A 2 —1 0] 1
19 1| | EEmEEL g 25 2] —1
1 2 1! 0 r3:=ri+2rs 0 3 2|1 r3:=3ro+5rs
o 2 —1 011 0 g0 0 0|50
TR L 0 [40] 010 | ZEETEETRO0 040 0110
0 0 16| 2 0 0 16| 2

(N 5/8, Vo = 1/4, V3 — 1/8

16

S = O

ro:=—38ro+r;3

5/8
1/4
1/8




Soustavy lin. rovnic s vice pravymi stranami

a) + b)

2u1 — U9
—Uur — 2U2 + Us
—u1 + 2us + us

1

2

21}1 — U9 =1
—2 —v1 — 20y + v3 = —1
—v1 + 209 + v3 = 0

Reseni Gauss—Jordanovou metodou

2/ —10
—1 =21
—1 2 1

ro:=—8ro+r3

I 1
-2 —1
2 0

2 =10
0 140] 0
0 0 16

(210
I‘Q::I‘l—l-;‘g 0 =52
r3.=ri|+2rs3 0 3 9
I 1
40 10 I‘1::4OI‘1—|—I‘2>
16 2

U1:UQZU3:1,

I 1
-3 —1
b 1

80 0 0
0 40 0O

0 0 16

I‘3:=3I‘2+5I‘3/
80 50
40 10 | —
16 2

(O 5/8, Vo = 1/4, U3 = 1/8

0o}1 1
2 =3 —1

16]] 16 2

1 5/8
1 1/4
1 1/8




Vektorovy pocet

2d geometrické vektory

Scitani vektoru Uhel mezi dvéma vektory

ut+v = (ug, ug)+ (v, v9) = (uy+us, v1+v9) cosy = cos(ff — a) =

N4soben{ vektoru skaldrem - C(:j g Z?S<_O‘?>}2_ igl Gsin(—a) =
ou 1= (aur, Q) Il (vl

Velikost (norma) vektoru Skalarni soucin

HVH = \/(U1)2 + (U2>2 VU = VU A+ VU2



Vektorovy pocet

Zobecnéni 2d geometrickych vektoru do nd

Méjme n € N, u = (ug,ug, ..., u,) € R"av = (vy,v9,...,v,) € R" a definujme:
scitani vektoru, nasobeni vektoru skalarem

u+vi=(up+uv,us+ v, ... U, +U,), au = (qui,us, ..., Q)
skalarni souc¢in vektoru
U-V .= UV + UV + * * - + UpUp,

normu vektoru

VI = Vv v = V(01)2 + ()2 4 -+ (0,)?

a kosinus uhlu mezi dvéma vektory

u-v
COS Y = ———.
lulllv]]



Vektorovy pocet

Vlastnosti vektorovych operaci
Prou,v,w € R", a, 3 € R plati napr.
u+ (v+w)=(u+v)+w,
u-+v=v-+u,
alu+v)=au+av, (a+f)u=au+ fu,

a(fu) = (af)u
Ou=o0:=(0,0,...,0), lu=u.

Pro skalarni souc¢in plati
(au+f0v)-w=au-w+ (v -w,

u-v—=—vVv-u.



Maticovy pocet

Zobecnéni vektoru na matice

Méjme m,n € N, A,;B € R™" a € R. Prvek matice oznacme (A);;.

Definujme scitani matic
A+BeR": (A+B),; =(A);;+(B)j
a nasobeni matice skalarem

aA € R™"™ (OéA)ij = Oz(A)Z]

Radkovy vektor (fadek) je matice typu n x 1.

Sloupcovy vektor (sloupec) je matice typu 1 x n.



Maticovy pocet

Vlastnosti s¢itani a nasobeni skalarem
Pro A,B,C € R™" «, 3 € R plati napt.

A+(B+C)=(A+B)+C,
A+B=B+A,
a(A+B)=aA +aB, (a+ [)A =aA + (A,

a(BA) = (af)A,
0A =0, 1A=A.



Maticovy pocet

Nasobeni radek krat matice

(&1’1 aro ... CLLn) ali
(&2 1 29 ... a9 ) as
V-A:(U1 vg...vm)- i " :(v1 vg...vm)- 2| =
r
(am,l a/m72 o o o am’n) am
= 3]1 (CL171 ar ... a,l,n) + Uy (&2’1 aso ... CLQ’n) + Uy (am71 Am,2 - - - am,n)J

VO
linearni kombinace radku



Maticovy kalkul

Nasobeni radek krat matice

se hodi ke zkracenému zapisu elementarnich tuprav.

_ (1 1] ry:=ri I 1111\  ~
1 11
1_10):1(11|1)+0(1 —~110) = (1 1|1)
1 11

ri =1ri+0ry: (1 O)(

ro=—lr+1ry: (-1 1).<1 . O):—1(1 1[1)+1 (1 =1]0) = (0 =2|—1)

Coz lze (zatim pouze formélné) zapsat do matice

Eo = (_11 (1)) ... Nuluje prvek as;.



Maticovy pocet

Nasobeni matic — linearni kombinace radku pravé matice

Nasobeni matic motivujme Gaussovou eliminaci

(L0 A0) - (e 0y - (1

—Ey; —(A|b) —(A|b)

)

7

Nasobeni A € R™*" a B € R"*? Ize tedy definovat takto:

r r r r
ail a2 ... QAin bl allbl + a12b2 + - F alnbn

A -B= @1 &?2 - &?n . bg as b} + a22b5._|_ R



Maticovy pocet
Nasobeni matic — vypocet pomoci skalarniho soucinu

Nasobeni matic A € R™*" a B € R™"*? poc¢itame takto:

a al-b$ al-bj ...
AB= |2 by b= | 2P AR

a,, a, b} a, -b5 ...
Tedy
J .
| J
(R [ > | @ ----- [a -------
y




Maticovy pocet

Priklad nasobeni matic

Po tadcich
12 | 93 1(1,2,3) + 2(4,5,6) (1,2,3) + (8,10, 12) 9 12 15
34 -<4 - 6) = 13(1,2,3) +4(4,5,6) | = | (3,6,9)+ (16,20,24) | = | 19 26 33
5 6 5(1,2,3) + 6(4,5,6) (5,10, 15) + (24, 30, 36) 29 40 51
nebo po prvcich
1) (120) = (600w 5025 5959 -
56 (5,6) - (1,4) (5,6)-(2,5) (5,6)-(3,6)

=|3+16 6+20 9+24 | =119 26 33

1+8 2410 3+ 12 9 12 15
5+24 10+ 30 15+ 36 29 40 51



Maticovy pocet

Asociativita nasobeni — nezalezi na uzavorkovani
Pro A € R™*" B € R"*? a C € RP**:

A-(B-C)=(A-B)-C.

Nasobeni neni komutativni — na poradi zalezi

Pro matice A € R™*", B € R"*?, kde m = p, neni B - A ani definovano.

Pro vétsinu ostatnich matic:

A BB A,

1) CD-CDAED-() )

napr.



Maticovy pocet

Transponovana matice

vznikne zdménou fadku a sloupet, tedy (AT);; == A, tedy

T
ail a2 ... Ain ail ao21 ... Qmi
AT — a1 a2 ... Qa2 | Q12 @G22 ... Qm2
aAm1 Am2 ... Amn A1m A2m .. Anm

Plati
(A-B)Y =BT . AT.



Maticovy pocet

Jednotkova matice

je ctvercova matice I, € R™" definovana jako (I,); := 1, a pro ¢ # j: (L,);; :
tedy

10...0

00...1

Jednotkova matice je maticova analogie ¢isla 1, tedy pro A € R"™*"”

I,- A=A, A-I,=A.



Inverzni matice

Matice Gaussovych transformaci

Gaussove uprave
n
r, = E Iy, kde Qi # O,
j=i

odpovida matice

Iz’—l o 0
E = 0 (Oé7;+1, ce ,Oén>
O o In—z’
tak, ze
(Alb) —="", (A|b)

Ize zapsat pomoci maticového nasobeni takto:

E-(Alb) = (A|b).



Inverzni matice

Matice inverzni Gaussovy transformace

Ke Gaussove uprave r; = Z;L:@ a;r; kde aj # 0, vytvoime inverzni dpravu

tak, ze

Tomu odpovida matice

Iz—l O 0
M= | o L (-2 o)
Q; Q; Q;

0O o L,_;

tak, ze



Inverzni matice

Matice inverzni Gaussovy transformace

Plati tedy - -
E.(Alb)=(Alb) a (Alb)=M:(Alb).

Vynasobme prvni rovnost zleva matici M a na pravé strané pouzijme druhou rovnost
M- (E- (Alb)) = M - (A[b) = (Ab).
Pouzijme asociativitu nasobeni vlevo a vlastnost jednotkové matice vpravo
(M-E)- (A[b) = I- (Alb).
Jelikoz tato rovnost plati pro libovolnou volbu (A|b), musi téz platit
M-E=1
Takovou matici M nazveme inverzni matici k EE a budeme znacit

E-! = M.



Inverzni matice

Jina motivace

Trojclenka Soustava, linearnich rovnic
ar =0, a#0 A -x =Db, A regularni
r=a'b x=A"1Db
Definice
Méjme A € R™ ", Existuje-li matice X € R™™" takova, ze
X-A=1,

pak X nazyvame matici inverzni k A, znac¢ime ji A~ := X a ifkdme, Ze A je reguldrni.
Jinak je A singularni.



Inverzni matice

Vypocet Gauss—Jordanovou metodou — slozitost O(n?)
Je-li A € R™™" regularni, pak plati
A A=A A=1,
Hleddme matici X = (x3,x3,...,x}) € R™" tak, ze
A-X=A-(x,x5,....,x)) = (1],i},...,1)=1,.
To je ale soustava s n pravymi stranami
A-xi=1i, A-xx=1, ..., A-x
Soustavu vytesime Gauss—Jordanovou metodou

<A|1i, 1;’ L 1;) _ (A‘In> Gaussova metoda/ (UD’Z) Jordanova metoda/ (In‘X> .

A t=X



Inverzni matice

Priklad inverze matice elektrického obvodu

2] —10/1
(AlL)= | -1 -2 10
-1 2 10
2 -1 0110
05 212
r3:=3ro+95r3 0 0 [16ll8 6
. 30 0

ri= I‘1—H‘2> 0 40

0 0

00

10
01
0
0
10
0 40
010
8

16

Al =

—10 10

—10 10

6 10

1/2
0

, 2 =1 0/100
T, Lo [=5]2(120 | — >
ra: I‘1-|—21‘3 0 3 2/102 r3:=3ro+5rs
. 2101 0 0\
ro:=— 1‘2-|-I‘3> 00l olo =10 10 ri:=40r1+ro
0 0 16/8 6 10
100/1/2 —1/8 1/8
o100 —1/41/4
001/1/2 3/8 5/8
~1/8 1/8
_1/4 1/4
3/8 5/8

1/2



Inverzni matice

Priklad inverze matice elektrického obvodu

2u1 — U9 = 1 2?]1 — VU9 =1
—uUp — 22Uy + ugz = —2 —v1 — 209 + vy = —1
—U1—|-QUQ—|-U3:2 —U1—|-2U2—|-U3:O
P1i znalosti inverzni matice lze Teseni soustavy lin. rovnic spocitat
x=A"1.b,
Obeé Teseni lze tedy spocitat sou¢inem dvou matic
U Uy 1/2 —1/8 1/8 1 1 1 5/8
u, vo | =1 0 —=1/41/4)-| -2 —-1]=1|11/4

us vs 1/2 3/8 5/8 2 0 1 1/8



