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sla v pocitaci

Takzvana strojem podporovand cisla jsou Cisla, kterd maji stejny pocet bindrnich cislic jako je velikost registru
procesoru a operace s nimi jsou podporovany pifmo instrukéni sadou daného procesoru. Vypocty se strojem pod-
porovanymi ¢isly jsou tedy nejefektivnéjsi z hlediska vypocetniho ¢asu i pamét'ové naro€nosti.

Cilem této pfednésky je strucné vysvétlit zdroje chyb pfi vypoctech v pocitacové aritmetice a ukdzat, jak pocitacovou
aritmetiku pouZit v rigoréznich dikazech.

Tridy uzivatelt
Absolutne optimistiky uZivatel: ,kazdy vysledek spocteny pocitacem je absolutné spravny.”’

Informovany uZivatel: ,,nékteré vysledky vypoctené na pocitaci mohou byt chybné, tyto piipady jsou ale velmi tidké a
spiSe uméle vykonstruované.”’

Absolutné pesimisticky uZivatel: ,,ipln¢ kazdy vysledek vypocteny na pocitaci je pouze aproximaci (tedy je matemat-
icky nespravny), nebot’ pocitace pouzivaji pfiblizna ¢isla.””’

Pokrocily uZivatel: ,nekteré vysledky jsou matematicky nespravné nékteré jsou spravné. PokroCily uZivatel si je
védom faktu, Ze pocitacova aritmetika se fidi jistymi pravidly a spravnost vysledku je pfedem urcena témito pravidly.
Chyba ve vypoctu nevznikd ndhodné néjakou magickou moci.”

Expertni uZivatel: zna pravidla jimiZ se pocitacova aritmetika fidi a dokaze se ke stejnému vysledku jako pocitac
dopracovat ru¢nim vypoctem.

DalSsi tfida (ne jiZ uzivatelska)

Chip developper: Vi, jak je Cip zadratkovan a tudizZ vi také o vyjimecnych situacich, kdy se Cip nechova tak, jak je
popsdno v manudlu (napf. vliv teploty, tlaku, magnetického pole, erupci na slunci a kosmického zaren{ atd. na
funkc¢nost Cipu).

Hlavni zdroje chyb:
Pocita¢ méd kone¢n¢ mnoho stavi. TudiZ miiZze uchovavat a pocitat s konecné mnoha &isly, reprezentovatelnymi
kone¢né mnoha bindrnimi ¢islicemi.

Z Xz

a) Typ Integer na 32-bitovém pocitadi: celd ¢isla v rozsahu od —23! do 23! — 1.

Aritmetické operace s¢itdni, od¢itani pro tato ¢isla jsou pfesnd, pokud nedojde k preteceni (viz niZe).
Omezeni typu Integer - maly rozsah.
Napt.
121<231 -1 <131,
107 < 231 — 1< 10"

b) Typ Real v modernich pocitacich (podle normy IEEE 754) je kone¢ny vybér z mnoZiny redlnych ¢isel. VSechna
¢isla tohoto typu jsou dokonce raciondlni ¢isla. V jazyce C se oznacuji jako typ float, double, extended double a
podobné.
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Tyto kone¢né mnoziny se pouzivaji v numerické matematice. Numerickd matematika se z velké Casti zabyva feSenim

pocateCnich a okrajovych tloh pro diferencidlni rovnice. Tedy konecné diskrétni mnoZiny se pouZivaji k modelovani

spojitych matematickych objektd, jejichZ teoretické vlastnosti jsou zaloZeny na Archimedové vlastnosti, souvislosti a

uplnosti mnoZziny redlnych Cisel (a tedy i jeji nespocetnosti). Zakladni pojmy matematické analyzy (limita, derivatice,
integrdl) jsou zaloZeny na faktu, Ze pouzivame ,,spojitd’’ redlna Cisla, podrobna diskuze viz [T.W. Korner: A compan-
ion to analysis. American Mathematical Society, Providence, RI, 2004, ISBN: 0-8218-3447-9]
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Cela cisla

V roce 2011 jsou na trhu jak 32-bitové tak 64-bitové procesory. Proto se miiZeme setkat s 32-bitovymi i 64-bitovymi
¢isly podle toho, jaky procesor md pocitac, na kterém pracujeme.

Operace s celymi gisly

Nad témito ¢isly jsou definovany operace

sCitdni , odcitdni, ndsobeni, celociselné déleni a zbytek po déleni,
které jsou piimo soucdsti instrukéni sady procesoru.

Vysledky celociselnych operaci s¢itdni, od¢itani, ndsobeni jsou matematicky pfesné, pokud nedojde k tzv. celocisel-
nému pieteceni. CeloCiselné preteceni lze testovat a tim zjistime, zda je vysledek spravné ¢i nikoliv. Tim se sice
vypocet zpomali, ale madme garantovanu spravnost vysledku.

Operace celociselné déleni a zbytek po déleni je matematicky presnd vzdy. Pokud je ¢islo délitelné délitelem beze
zbytku, pak operace celo¢iselné déleni dava stejny vysledek jako déleni v oboru raciondlnich &islech.

32 -

bit

Integer - 32 bit - se znaménkem

Nula jako 32 - bitové ¢islo: 00000 000 000 000 000 000 000 000 000 000, =0

Nejmensi kladné 32 - bitové ¢islo: 00 000 000 000 000 000 000 000 000000001, =1
Nejvétsi kladné 32 - bitové &fslo: 01111111 111111 111111111111111111, =23 -1
Nejvetsi zaporné 32 - bitové &islo: 1T 11T I1TI1TI1T I I 11T 11T 11T 111, =—-1
Nejmensi zaporné 32 - bitové &islo: 10000 000 000 000 000 000 000 000 000 000, = —23!

Pozor: k &islu —23! neexistuje v tomto systému &islo opaéné.

Rozsah téchto ¢isel je velmi omezeny.
121<23 -1 <131,
10° < 231 — 1<10%.

Integer - 32 bit - bez znaménka

Nula jako 32 - bitové ¢islo: 00 000 000 000 000 000 000 000 000 000, = 0

Nejmensi kladné 32 - bitové ¢islo: 00 000 000 000 000 000 000 000 000000001, = 1
Nejvétsi kladné 32 - bitové &islo: 11111111111 111111111111111111111,=232-1

64 -

bit
Integer - 64 bit - se znaménkem

Nula jako 64 - bitové Cislo:
0000000 000 000000 000000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000000 000, =0

Nejmensi kladné 64 - bitové cislo:
0000000 000 000000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000000001, =1
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Nejvétsi kladné 64 - bitové Cislo :
OITTI11 111111111 121 1111 I 111 I 0 1 T I L L i i 111 111, =29 — 1

Nejvetsi zaporné 32 - bitové Cislo :

T I e et e i e 1 e 1 i e i e 11 111 111 111, = -1
Nejmensi zdporné 32 - bitové ¢islo:

1000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000, = —263

Pozor: k &islu —293 neexistuje v tomto systému &islo opacné.

Rozsah téchto ¢isel je velmi omezeny.
181<2% - 1<19!,
10 < 2% — 1< 10%.

Integer - 64 bit - bez znaménka

Nula jako 64 - bitové Cislo:
0000000 000 000000 000000 000 000 000 000000 000 000000 000 000 000 000000 000, =0

Nejmensi kladné 64 - bitové cislo:
0000000 000 000000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000000001, =1
Nejvétsi kladné 64 - bitové Cislo :
TIITIIE I I i I e T e A i I T i i 111 111, =2% — 1
Rozsah téchto Cisel je velmi omezeny.

191 <2% —1<20!,

102 < 26 — 1<10%L.
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Simulace realnych ¢isel - pohybliva fadova tecka

Motivace

Avogadrova konstanta N = 6.02252x10%* ,
Planckova konstanta 1 = 6.6260x 1073* [J - s].
Potiebujeme Ciselny systém s velkym rozsahem hodnot.

Na vyjddfeni jednoho &isla fadu 10°7 typu Integer bychom potiebovali 24 bytiL.

Priklad aritmetiky s pohyblivou fadovou te€kou (modelovy, v desitkové soustavé)

Abychom mohli vysvétlit princip aritmetiky s pohyblivou fddovou te¢kou i uZivateltim, ktefi nejsou zbéhli v dvojkové
soustavé, budeme uvazovat nasledujici modelovy piiklad v desitkové soustavé, ktery vérné modeluje problém
zobrazeni v pocitaci (i kdyZ tam mame ¢isla uloZend bindrn€) viz [Knuth, Art of Computer Programing II, Addison-
Wesley, 1997].

Necht S je mnoZina vSech redlnych ¢isel, kterd lze zapsat ve tvaru
+0.a_1a_pa_3x10%P

v desitkové soustavé, kde Cislicea_; €{1, 2, 3,4,5,6,7,8,9 aa_,, a3€{0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9},
exp=10e; +e; — 49, —49 < exp <98 — 49 =49, hodnota e| = e, =9 je rezervovana pro specidlni cely.

V tomto systému by neslo zapsat ¢islo 0.

Proto se kéduje jako +0.000x 107 a s témito dvéma &isly se poéita jako s nulou.

Vyhoda toho zépisu je snadna rozpoznatelnost, nebot’ ey, €3, a_j, a_», a_3=0.
Jen pokud ey, €5, a_, a_3 =0 je povolena hodnota a_; =0. Cislo 0 budeme v nasem systému psit jako 0. (nula s
teCkou).

Tudiz napf. ¢isla
-12.3=-0.123x10%> a 0.123 =0.123x10° jsou prvky S,

zatimco Cisla 123451 0.12345 nelezi v S.
Pozn.: Pro¢ musi byt a_; nenulové pro e; 0V e, # 0? ProtoZe napt. 0.001x10° = 0.100x 1072, Tim bychom ztratili

jednoznacnost zdpisu Cisel. Principdlné (beze ztraty jednoznacCnosti) lze do systému pfidat jeSté cCisla
+0.0apa_3x10™, kterym se tik4 subnormdlni.

Nejvétsi vyhoda takto definované mnoziny S je jeji velky rozsah - vzdalennost nejmensiho a nejvétsiho ¢isla a také
moznost vyjadieni ¢isel blizko nuly pfi velmi malych pamétovych ndrocich: 5 dekadickych ¢islic a dveé znaménka.

Nejmensi a nejvetsi ¢islo vyjadfitelné v tomto systému je
-0.999x10* a0.999x 10%

Nejvetsi zaporné Cislo a nejmensi kladné ¢islo vyjadritelné v tomto systému je
-0.100x10™* a 0.100x10~%
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Tohoto rozsahu je dosaZeno tim, Ze sousedni ¢isla nejsou od sebe stejné daleko.

Napi. 0.999x10% — 0.998x10* =0.001 x10* = 10%
zatimco 0.101x107% — 0.100x10™% = 10732 = 1072

Tedy systém obsahuje velké mezery mezi velkymi sousednimi ¢isly a malé mezery mezi malymi sousednimi ¢isly.

Velikost mezery mezi ¢isly 0.100x10%P az 0.999 x 10°*P pro pevné zvolené exp = —49, —48, ..., 48, 49 je stejnd a je
rovna 0.001 x 0P = 10°*P~3,

Naslednikem ¢isla 0.999 x 10°*P je ¢islo 0.100 x 10¢+! pro e=-49, -8, ..., 48.
Nestejnost téchto mezer ma nepiijemny vliv na aritmetické operace provadéné v tomto systému.
0.100x 10" + 0.100x 10" =0.200x 10"  Piesny vysledek 1 + 1 = 2.

0.100x 10" +0.100x10* = 0.1001 x 10* Vysledek s¢itani nele#i v S. ProtoZe uvazujeme pouze &isla z S, musime

vysledek zaokrouhlit k &slu z S: 0.100x10*. Tim mame matematicky neptesny vysledek, ale leZici v mnoziné S.

Aby se program v patologickych situacich jako je d€leni O, provedeni operace jejiz vysledek je vétSi/mensi nez
nejveétsi/nejmensi moznd hodnota lezici v S nezasekl a nedoslo k ohroZeni stability operacniho systému, je tcelné do
mnoZiny ¢isel S pridat jeSt€ symboly —co, +c0 a NaN, pro vyjadreni patologickych situaci. Vypocet v aritmetice
obohacené o tyto symboly pak pokracuje hladce dél vZdy a je jen na programatorovi, jak programoveé oSetii vyskyt
téchto hodnot ve vysledcich.

0.999x 10 +0.001 x 10* =1.000x10>° Vysledek neni reprezentovatelny v systému S, je piili§ velky. Proto jej

budeme reprezentovat symbolem +oo , symbol +co budeme kédovat se jako 0.100x 10°°, coZ odpovidd e; = e, = 9.

0.100x10° / 0. Vysledek neni definovan. V tomto piipad¢ budeme pouZzivat k zdpisu vysledku symbol NaN (,,Not a

Number”’, to jest vysledek neni &islo). Budeme kédovat jako 0.111 x 10,

V tomto systému muZeme ptiblizné vyjadrit
Avogadrovu konstantu N = 0.602 x 10** i Planckovu konstantu 7 = 0.662x 10733 [J - s].
Pticemz vSech ¢isel v tomto sytému je jen

2x9x10x10x99 (normalni ¢isla) + 1 (nula) + 2 (£ nekonecno) + 1 (symbol NaN),

to jest celkem 178204 rGznych cisel a symboli. Cena, kterou za to platime je nutnost zaokrouhlovat vysledky
aritmetickych operact.

MnoZina S neni uzavi‘ena vii¢i zakladnim aritmetickym operacim tak jak je béZné chapeme.
Misto toho jsou definovany operace:
@ (soucet se zaokrouhlenim do S), © (rozdil se zaokrouhlenim do S), ® (ndsobeni se zaokrouhlenimdo §) a dé€leni ()

se zaokrouhlenim do S.
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V tomto ¢iselném systému neplati asociativita s¢itani:

(0.100x 10" ©0.100x10*)©0.100x 10* = 0.

0.100x10' @ (0.100x 10*©0.100x 10*) = 0.100x 10’
Neplati ani zakon distributivnosti nasobeni vici s¢itani:
0.200x10°®(0.603x 10° ® —0.600x 10°) = 0.600x 10~
(0.200x10°®0.603x10°) &(0.200x 10° ® —0.600x 10°) = 0.
Vysledek 0 v druhém vypoctu vznikl takto

(0.200x10°®0.603 x 10°) = round(0.200-0.603) = round(0.1206) = 0.120x 10°,
(0.200x10°® —0.600x 10°) = —0.120x 10°

kde round oznacuje zaokrouhleni k nejbliz§imu ¢islu z S nebo jednomu ze symboli +co.
V mnoziné S neplati ani Fada znamych vztaht mezi realnymi elementarnimi funkcemi.

Pro nezdporné redlné hodnoty x plati Vx -V x =x, ale v systému S existuji x nezdpornd takova, Ze
sqrt (x) ® sqrt (x) # x (zde sqrt zna¢i odmocninu zaokrouhlenou k nejbliz§imu ¢islu z S) .

Tento vztah neplati napft. pro x = 2, protoZe sqrt(O.ZOO X 101) =0.141x10" a tedy
sqrt(0.200x 10") ® sqrt(0.200x 10" ) = round(0.141 x 10" -0.141 x 10') = round(1.9881) = 0.199x 10" #2.

Matematicky sice plati e™* = x, ale budeme-li tento vyraz vyhodnocovat v S, nemusime dostat piivodni hodnotu.
Dosad’'me za x = 0.200x 10>, Dostaneme:
round(In (0.200x 10%)) = round(2.99573) = 0.300x 10" , round(e®) = round(20.0855) = 0.201 x 10* # 0.200 x 10°.

= Binarni model
Necht’ S, je mnozina vSech redlnych &isel, kterd 1ze zapsat ve tvaru +0.a_; a_p a_3 x 10 v dvojkové soustave, kde
Cislicea_y=1aa_,, a3e{0, 1},
exp=2e;+ey—1, e, e€{0, 1}, -1 <sexp<2-1=1, hodnota e¢; = ¢, =1 je rezervovdna pro specidlni tcely.
Stejné jako v pfedchozim pifpadé a; =a, = a3z = e; = e; =0 je pouZito k reprezentaci 0.

Vsechny moznosti vyjadiené dekadicky :

7 5 7 3 5 7 3 5 1 7
{’_l ’3/ A ’2/ T T T T ’l/ - T T T T T T T
2 2 4 2 4 8 4 8 2 16
3 5 1 1 5 3 7 1 5 3 7 5 3 7 5 7
T T o T T T T T T T T T T 11_1_1_1 2/_/ 3l _}
8 16 4 4 16 8 16 2 8 4 8 4 2 4 2 2



Ocisténé od hodnot odpovidajicich exponentu e =e; =1 :

7 3 5 7 3 5 1 7
{’_l - T ’1/ - T T T T T T T T
4 2 4 8 4 8 2 16
3 5 1 1 5 3 7 1 5 3 7 5 3 7
A 2 e e Y A S A A A 4 11_1_1 _}
8 16 4 4 16 8 16 2 8 4 8 4 2 4
Priddna nula :
{ 7 3 5 7 3 5 1 7
-~ T T T T _11 T~ T T T T T T T
4 2 4 4 8 2 16
3 5 1 1 5 3 7 1 5 3 7 5 3 7
T T T T OI_I_I_I_I_I_I_I_I 11_1_1_}
8 16 4 4 16 8 16 2 8 4 8 4 2 4

RozloZeni vSech ¢isel z S, na Ciselné ose.

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

Vsimnéte si velké diry okolo ¢isla 0. Tam vznikd jev zvany Underflow (podteceni).

Pocet vSech téchto ¢isel veetné nuly je

2% 2% 2% 3(xtfi hodnoty exponentux) +1

25

Se symboly + co a NaN je jich celkem 28 rtiznych.

s Xz

Subnormalni ¢isla (véetné +0):
3 1 1 1 1 3
{’ - T - ’ 0 ’ 0 T T T }
16 8 16 16 8 16

{ 7 3 5 7 3 5 1 7 3 5 1 3
T T T T _11 Y A Y A - - T -
4 2 4 4 8 2 16 8 16 4 16
1 1 1 1 3 1 5 3 7 1 5 3 7 5 3 7
A 4 [ A Y A A A Y A A A A 4 11_1_1_
8 16 le 8 16 4 16 8 16 2 8 4 8 4 2 4

Rozlozeni vSech ¢isel véetné subnormalnich:

Pocitani s nepfesnymi &isly.nb |9
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[ ]
L]
®
®
L]
L]
®
®
®
®
L]
®
®
L]

Double precision IEEE 754 standart. Tento systém je tvofen
kone¢nou podmmnoZinou z raciondlnich &isel (kterd majf simulovat
nespoltenou mnoZinu redlnych &isel v potitadi), které mohou byt
zapsany ve tvaru

Xx=4(1+m2 7t + m272 4. 4 msp27°2) . 2F (7)

kde m; € {0,1} pro i =1,2,...,52,

E = —-1022,-1021,....0,...,1022,1023. Navic obsahuje ¢islo 0 a
symboly —co, 400 a NaN (not a number). Ozna¢me symbolem F
mnoZinu viech racionalnich &isel tohoto systému.

Cislo 1 + 2752 ji# nenf mo¥né reprezentovat timto systémem.
Vyslednd jeho hodnota je dana zaokrouhlenim k €islu z mnoZiny F.

Double precision |EEE 754 standart.
x=+£(14+m2 4 m2 2 4.+ msp27°2) . 2F (8)

kde m; € {0,1} pro i =1,2,...,52,

E =-1022,—1021,...,0,...,1022,1023. Navic obsahuje &islo 0 a
symboly —oo, +00 a Nall (not a number). OznaZme symbolem FF
mnoZinu vdech raciondlnich &isel tohoto systému.

o 1+ 2753 vrati jako vysledek 1 p¥i zaokrouhleni v médu k
nejbliz§imu &islu (to nearest).

o 1+ 2753 yratf jako vysledek 1 p¥i zaokrouhlenf v médu k —oo.

o 1+ 2753 yrati jako vysledek 1 4+ 27°2 p¥i zaokrouhlenf v médu
k +o0.
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Intervalova aritmetika

Pocatky intervalové aritmetiky
Prvni myslenky - Archimédes a odhad ¢isla

Numerickd matematika:

[M. Warmus: Calculus of Approximations, Bulletin de L’ Académie Polonaise Des Sciences, Vol. 4, No. 5, 1956]
[T. Sunaga: Theory of Interval Algebra and its Applications to Numerical Analysis, RAAG Memoirs, Vol. 2, 1958]
[R. Moore: mnoho technickych zprav pro Lockheed Martin Missiles Department, 1960++]

V intervalové aritmetice je kaZdé redlné &islo x € R reprezentovano
intervalem X = [X.X] C RU {—o0} U {+oc}, kde
XeFU{—oo}, X eFU{+oc} a X < X.

Ir (X, X]: X e FU{-n0}, X € FU {+00} a X < X}.

V intervalové aritmetice je definovano intervalové rozsiteni

operaci +, —, -,/ tak, aby

VX, YelpVx,yeR: xe X,ye Y —

x+ye XaY y—ve XY yvw e X Y
X+yveAY, x—-yveAsY, Xy C@ Y,

= 7

0¢Y=2ecXaY.

‘<

Operace X @ Y nenf definovana pokud 0 € Y. Jinymi slovy & je
intervalovym rozsifenim + kdyZ pro véechna X. Y € [y,

X+Y. X+ Y]cXDY

o

Poznamka: intervalové rozsifeni operace neni definovano jednoznaéné, nebot’ mame-li intervalové rozsifeni operace,
jakdkoliv intervalova funkce davajici jako vysledek pro kazdy vstup véEtsi interval je také intervalové rozsiteni dané
operace.

Piiklad (optimdlni rozsffeni souctu): [1, 11@[2753, 2753| =[1, 1 +2752] (Dolni mez zaokrouhlena doléi k 1 a horni

mez zaokrouhlena nahoru k 1 + 2732).

Piiklad (optimalni rozsffenf rozdilu): [1, 1162753, 2753] =[1-27%,1-2753| (Dolni mez i hornf mez jsou

vysledky zapsatelné v IEEE 754 normé formatu double, vysledek je tedy jednobodovy interval).

Piiklad (optimdlni rozffeni rozdilu): [1, 1]1©[27%%, 2754 =[1 - 2753, 1] (Dolni mez zaokrouhlena doli k 1 — 2753,
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2 v w2

coz je nejblizsi mensi Cislo v IEEE 754 normé formétu double a horni mez je zaokrouhlena nahoru k 1, coz je nejblizsi
vetsi Cislo v daném formatu).
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Intervalova aritmetika v sw Mathematica

Zadame-li do sw Mathematica vstup

Interval[{1l., 1.}]

interval je automaticky zvétSen tak, Ze dolni mez je Cislo pfedchézejici zadané mezi ve formatu IEEE 754 (double). To
zjistime konverzi typu tohoto ¢isla na typ raciondlni (dvojice Citatel, jmenovatel):

SetPrecision[%, Infinity]

9007199254740991 4503599627370497

Interval[{ , }}
9007199254740992 4503599627370496

Zkusme nyni provést nasledujici soucet intervald:

Interval[{1l., 1.}] + Interval[{2.~(-53), 2.~ (-53)}]

Interval[{1l., 1.}]

Konverzi typu vysledku na typ raciondlni (dvojice Citatel, jmenovatel) zjistime, Ze dolni mez se nezmeénila, zatimco
horni se posunula.

SetPrecision[%, Infinity]

9007199254740991 4503599627370499

Interval[{ , }}
9007199254740992 4503599627370496

Matematicky piesny vysledek lezi v tomto intervalu.
IntervalMemberQ[%, 1+2” (-53)]

True

Dolni mez je posunutd o 2733 smérem doli oproti 1

9007199254740 991
1- * 2~ (53)
9007199254740 992

1

Horni mez je posunuti o 3 x 272 smérem nahoru oproti 1

4503599 627370499
1| %24 (52)
4503599 627370496

3

Zdivodnéni: sw Mathematica je psan v jazyce C tak, aby byl pfenositelny mezi riznymi platformami. Disledek je
ten, Ze nemd piistup k zaokrouhlovacim reZimim procesoru (coZz Ize jediné na Grovni jazyka Assembler, ktery je jiz

(NP3

z4visly na procesoru). Proto se garantovanych odhadt dosahuje tak, Ze se vysledek posune k nejbliz§imu mensimu

IEEE 754 (double) ¢islu u dolni meze a k nejbliz§imu vét§imu ¢islu IEEE 754 (double) u hornf meze. Vypocet tedy
probehl takto:

1. konverze vstupu Interval[{1.,1.}]] na Interval[{l. 273 1.+ 2.’52}]
2. konverze vstupu Interval[{Z.‘53, 2.‘53}] na Interval[{(l. - 2.‘53) x 2,793, (1. + 2.‘52) x2.‘53}]

(NP3

3. soucet dolnich a hornich mezi se zaokrouhlenim k nejbli251mu:1nterval[{l. L 1+2.724 2.‘52}]

vy 2

4. posuv mezi k nejblizsi mensi a nejblizsi veétsi IEEE 754 (double) hodnote:
Interval[{1. - 275, 1.+ 2752 427524 279} = Interval[{1. - 2.7, 1.+3x2.72}]
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= Experiment s konstantnim polem.
Vytvoiime pole o 10 prvcich s konstantni hodnotou 1/10:
a = ConstantArray[0.1, {1076}];
Toto pole secteme :
Total[a] // FullForm
100000.00000133288"
Zde je chyba od matematicky pfesné hodnoty :
Total[a] -100000
1.33288x10°
Nyni to samé provedeme v intervalové aritmetice
aInt = ConstantArray[Interval[{0.1, 0.1}], {1076}];
Vysledek je interval
Plus@@ aInt // FullForm
Interval [List[99999.9999931388 , 100000.000009527" 1]
obsahujici spravnou hodnotu
IntervalMemberQ[%, 10%5]

True

= Experiment s funkci sinus.

Vypocet se strojové podporovanymi ¢isly :
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Table[{i, TraditionalForm[HoldForm[Sin[10~jPi]]] /. j » i, Sin[10~iPi], Sin[10.~iPi]},

1
2
3
4
5
6
7
8
9
1

0
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Vypocet v intervalové aritmetice se strojové podporovanymi ¢isly :

{i/ 1! 20]‘] // TableForm

-1.22465x107%°
1.96439 x107%°
-3.21417x 10713
-4.85682x10713
-3.39607x 107!
-2.23191x1071°
5.62056 x107*°
-3.90829%x107°
-3.32014%x107°
-2.23936x 107
-0.0000147642
-0.000269713
-0.00269712
-0.011346
-0.236209
-0.375213
-0.84797
-0.641653
0.746337

o O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

-0.394071



16 | Pocitani s nepfesnymi &isly.nb

Table[{i,
Sin[107iPi], Sin[Interval[{10.*iPi,

TraditionalForm[HoldForm[Sin[104jPi]]] /. j-» i,

10.4iPi}]]}, {i, 1, 20}] // TableForm

1 sin (10" ) 0  Interval[{-4.77736x107'°, 2.32807x10°}]
2 sin(10% ) 0  Interval[{-5.4879x107'*, 5.88078x 10 *}]
3 sin(10° n) 0 Interval[{-7.76164x107"%, 1.33331x10 "’}
4 51n(104 JT) 0 Interval[{—4.l2366><10’12, 3.1523><10’12H
5 sin(10° n) 0  Interval[{-9.21683x107'", 2.4247x10''}]
6 sin(10° ) 0  Interval[{-6.88853x107'%, 2.4247x10'°}]
7 sin (107 ) 0  Interval[{-3.16323x107°, 4.28735x107°}]
8 sin(10° ) 0  Interval[{-9.86876x107%, 2.05217x10°}]
9 sin(10° x) 0  Interval[{-5.10039x107", 4.43636x10"}]
10 sin(10n) 0  Interval[{-6.05406x10"%, 1.57533x10 °}]
11 sin (10" x) 0 Interval[{-0.0000757994, 0.0000462709}]
12 sin (10" x) 0 Interval[{-0.000757994, 0.000218569}]

13 sin (10" x) 0 Interval[{-0.00660333, 0.00120912}]

14 sin (10 x) 0 Interval[{-0.0737792, 0.0511314}]

15 sin (10" 7) 0 Interval[{-0.673152, 0.258566}]

16 SJ.n(lO16 7() 0 Interval[{-1, 1}]

17 sin (107 7) 0 Interval[{-1, 1}]

18 SJ.n(lO18 7() 0 Interval[{-1, 1}]

19 sin (10"’ x) 0 Interval[{-1, 1}]

20 sin(10%° x) 0 Interval[{-1, 1}]
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= Vykresleni jednoduchého intervalového grafu.
Plot[Sin[x], {x, 0, 2Pi},
Epilog -> Prepend[Table[{Interval[{2Pi*i /10, 2Pi* (i+1) /10}], Sin|[
Interval[{2Pi*i /10, 2Pi% (i+1) /10}]1]1}, {i, O., 9., 1.}] /.
{Interval[{a_, b_}], Interval[{c_, d_}]} » Rectangle[{a, c}, {b, d}], Opacity[0.3]]]

058

-1.0+

Vypada to, Ze obdélniky v obrazku maji spolecné jen vrcholy, coZ je teoreticky mozné jen v piipad€, Ze hodnota

z w2

funkce sinus v daném bod¢ je strojoveé zobrazitelné ¢islo (v implementaci intervalové aritmetiky v sw Mathematica by

2 Moy

se nepiekryvali ani v tomto ptipad¢). Nasledujici vypocet ukaZe, Ze ptekryv ve sméru osy y je interval kladné §iiky.

Partition[Table[Sin[Interval[{2Pi i /10, 2Pi* (i+1) /10}]], {i, O., 9., 1.}],2,1] /.
{a_, b_} » Intervallntersection[a, b] /. Interval[{a_, b_}] +»b-a

{4.44089><10’16, 4.44089x107'%, 4.44089%x107%%, 9.99201 x1071¢,
8.88178x1071%, 8.88178x107%%, 7.77156 x107'%, 8.88178x 1071, 1.66533><10’15}
Stejné tak to dopadne s pfekryvem ve sméru osy X.

Partition[Table[Interval[{2Pi*i /10, 2Pi«* (i+1) /10}], {i, O., 9., 1.}1, 2, 1] /.
{a_, b_} » IntervalIntersection[a, b] /. Interval[{a_, b_}] »b-a

{2.22045x107'°, 4.44089x107'°, 4.44089x107'°, 8.88178x 107,
8.88178x107"%, 8.88178x107*%, 1.77636x107"°, 1.77636x107"°, 1.77636 x 107"°}

Zavér: z vyse uvedenych hodnot je patrné, Ze se intervaly prekryvaji jak horizontdlné, tak vertikdln€. Prekryv v fadu
1071 viak v obrdzku s hodnotami na oséch v ¥adu 10° patrny nen.
= Jednoduchy intervalovy integrator.

Myslenka je zaloZena na Riemannovych
souctech.

b .
fa fodxe Y [mlnxe[aﬂ(hfa) In,a+ (i+1) (b-ayn) S (8)y MAXse(ar i (b-a) jn, a+ (i+1) (b—a) fn] S (S)] ®[(b-a)/n, (b—-a)/n],

kde dolni meze v intervalech [a +i(b—a) /n, a+ (i+1)(b—a)/n]la[(b-a)/n, (b— a)/n]jsou dolni strojove
zobrazitelné odhady ptesnych hodnot a + i (b — a) /n a (b — a)/n. Horni meze téchto intervald jsou horni strojove
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zobrazitelné odhady presnych hodnot a + (i + 1) (b —a) /n a (b — a)/n. Sumu )., chdpeme jako sumu 7 intervall

operatorem .

Integral Ll sin(x) d x snadno vypoc¢temem analyticky a pouZijeme jej k testu naSeho intervalového integratoru.
Integrate[Sin[x], {x, 0, 1}]

1-Cos[1]

Tato pfesnd hodnota se nachdzi v intervalu:

intAnalytic = N[Interval[{%, %}]]

Interval[{0.459698, 0.459698} ]

Numerickou metodou (numerickou kvadraturou) pocitajici pouze se strojové zobrazitelnymi ¢isly dostaneme :
numericIEEEDouble = NIntegrate[Sin[x], {x, 0, 1}]

0.459698

IntervalMemberQ[intAnalytic, numericIEEEDouble]

False

Vidime Ze hodnota vypoctend numerickou kvadraturou lezi mimo dolnf a horni odhad analytické hodnoty. Zde je
odhad chyby od piesné hodnoty.

Integrate[Sin[x], {x, 0, 1}] - NIntegrate[Sin[x], {x, 0, 1}]
-4.44089%x107'¢

Nyni provedeme numerickou integraci v intervalové aritmetice.

intervalRiemannSum = Total[Sin[#] * Interval[{1 /1000., 1/1000.}] &/@
Table[Interval[{i /1000, (i+1) /1000}], {i, 0., 999.}1]

Interval[{0.459277, 0.460118}]
IntervalMemberQ[%, intAnalytic]

True

Zavér: Vysledek ziskany intervalovym integratorem obsahuje spravny vysledek.

Pozn.: Pitkaz IntervalMemberQ [interval|, interval,] vraci hodnotu True tehdy a jen tehdy, je-li interval,

podmnoZinou intervalu;
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Pocitacem asistovany diikaz existence/neexistence reseni

= Fredholmova alternativa

Znamym faktem je (viz [Drédbek, Pavel; Milota, Jaroslav Methods of nonlinear analysis. Applications to differential
equations. Birkhduser Advanced Texts: Basler Lehrbiicher. [Birkhduser Advanced Texts: Basel Textbooks]
Birkhéduser Verlag, Basel, 2007. xii+568 pp. ISBN: 978-3-7643-8146-2,S. Fucik: Solvability of nonlinear equations
and boundary value problems. Mathematics and its Applications, 4. D. Reidel Publishing Co., Dordrecht-Boston,
Mass., 1980. vii+390 pp. ISBN: 90-277-1077-5], Ze nutnd a postacujici podminka pro existenci feSeni okrajové ulohy
—u" (%) —u(x) = f(x), u(0)=0=u(r)

m4 tvar

7 f (@) sin(x) dx =0,

Vypoctem v intervalové aritmetice sice nemtiZeme dokdzat rovnost, ale miizeme dokdzat nerovnost, t.j. v naSem
piipad¢ neexistenci feSeni.

Necht’ napft. f(x) = sin(sin(x/ 71)2) —3/10. Mame zjistit, zda pro tuto funkci ma vySe uvedend rovnice feseni.

Plot[Sin[Sin[x /Pi]~2] -3/10, {x, 0, Pi}]

03F

0.1F

-0.1F

-02f

-03F
Tento integrél 1ze analyticky vypocitat jen stézi.

Integrate[ (Sin[Sin[x /Pi]*2] -3 /10) Sin[x], {x, 0, Pi}]

Jﬁsin[x}
0

Numerickou kvadraturou jej vypocitat Ize, ale nevime nic o tom, jak daleko je od piesné hodnoty.

3 X2
——+Sin[sin[—} ]
10 Vs

dx

NIntegrate[ (Sin[Sin[x /Pi]~2] -3/ 10) Sin[x], {x, 0, 1}]
-0.115804

Intervalova integrace zarucuje, Ze piesny vysledek lezi ve vysledném intervalu.

Total[ (Sin[Sin[# /Pi]~2] - 3/10) Sin[#] * Interval[{1l/1000., 1/1000.}] & /@
Table[Interval[{i /1000, (i+1) /1000}], {i, 0., 999.}]1]

Interval[{-0.115948, -0.115661}]
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Tedy [7(sin(sin(x/7)%)—3/10)sin(x)dx € [-0.115948, —0.115661] < [0, O].

Zavér: vyse uvedend uloha feSeni nema.
= Landesmanova - Lazerova podminka :

Nutnd i postacujici podminka pro existenci fesSeni rovnice
—u" (x) — u(x) = arctg(u(x)) + f(x), u(0)=0=u(r)
je

-< Lﬂf(x) sin(x)dx < m,

viz [Landesman, E. M.; Lazer, A. C. Nonlinear perturbations of linear elliptic boundary value problems at resonance.
J. Math. Mech. 19 1969/1970 609-623. S. Fucik: Solvability of nonlinear equations and boundary value problems.
Mathematics and its Applications, 4. D. Reidel Publishing Co., Dordrecht-Boston, Mass., 1980. vii+390 pp. ISBN:
90-277-1077-5]

Vypoétem v intervalové aritmetice sice nemiZeme dokdzat rovnost, ale miizeme dokazat nerovnost, t.j. v nasem
piipad¢ existenci i neexistenci feSeni.

Necht’ fx) = sin(sin(x/ 71)2) -3/10. Podle vyse uvedeného vypoctu
" (sin(sin(x/7)?) = 3/10) sin(x) d x € [-0.115948, =0.115661] C (-7, 7).

Zavér: vyse uvedena tloha feSeni ma.
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r 7

Intervalové integrovani pocatecni ulohy
V praxi se Casto vyskytuji pocatecni tdlohy
y' @)= fx y@), ¥0)=yo

jejichz fesSeni nelze presné urcit analyticky. Takové tlohy se fesi numericky. Nékdy potfebujeme mit garantovany
odhad, kde se hodnoty feSeni nalézaji. Naptiklad v matematickych diikazech. Toho nelze docilit standartnimi numerick-
ymi metodami integrace poc¢atecnich tloh a musime pouZit intervalové metody integrace.

= Intervalova integrace pocatec¢ni ulohy

Diferencialni rovnici

Y(x) = flx, y(x))

pfevedeme integraci od x, do x,.; na integralni
Yne1) = y0) + [ f(x, y(x) dix.

Tvrzeni:

Necht’ y(x,) € Yy, Xy n+1 = [%n, Xns1l, Xus1 — X, € H,, sup H, = inf H, >0, ainterval Y, ,,; je takovy, Ze
VY xe€Xynt1: YX) € Yypnrts

pak

Yone1) € Your 1= Y, @ H, ®linfiex, ., yev, ., f(0 D). SUPex ey, F )],

Navic plati:

Vx € Xpper 0 y(X) € HUll(Yy, Yy1) C Yypar-

Diikaz: Dle ptedpokladu y(x,) € Y,,. Déle podle monotonie integralu (podle meze i podle integrandu) dostaneme
fx/,\znﬂf(x’ y())dxeH,® [infxexn,n+1~ YEY, ni1 f(x ), SUP,eX, .1, yev, flx, y)]

Z definice operace @ pak jiZ dostaneme tuto inkluzi:

,n+1

Y+ [ () dx € Y, @ H,® [infiex, .\, yev, ., [0 ¥, SUPex,  yey, ., f 5 V)]

Z rovnosti y(x,.1) = y(x,) + fx :”” f(x, y(x)) d x, pak jiz plyne dokazovana inkluze.

Zbyva ukazat V x € X, .11 1 y(x) e Hull(Y,,, Y1) C Yyp41-

Necht' x € X, ,+1, potom integraci rovnice dostaneme y(x) = y(x,) + fx ): f(x, y(x))dx. Déle se vyuzivd monotonie

integralu
a nerovnost
sup H, = inf H,, > 0:

YW zinf ¥, +infiex, ., vev, ., [; fO0 y)dx) 2 inf ¥, +min(0, ["inficx, . e, ., f(x V) dx)=
inf ¥, +min(0, sup H,- infiex, ., yev, ., f(X, ¥) dx) = min(inf ¥,, inf ¥,,) = inf Hull(Y,,, Y,.1).

Stejné bychom dokézali nerovnost y(x) < sup Hull(Y,,, Y,+1). Konec dikazu.

Algoritmus integrace pocate¢ni tlohy. m integra¢nich krokd.
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Y| zvol tak, aby y(0) € Y
Pronod 1 domproved
Y,+1 < Pocatecni garantovany odhad Y,,,; (napt. Gronwallovo Lemma, energetické nerovnosti apod.);
Opakuj k — krat :
Yoo « Y, ®H,®|inficx, ., yerun, v, f(x ¥, SUPyex, .. yeHull(y,, ¥,.,) J (%, »);
Konec Opakuj ;
Y, < Yo
nen+1;
Konec Pro ... proved’

Hull[Interval[{a_, b_}], Interval[{c_, d_}]] := Interval[{Min[a, b], Max[c, d]}]
Hull[Interval[{0, 1}], Interval[{2, 3}]]

Interval[{0, 3}]

Zde je jednoduchy program, ktery provede intervalovou integraci obycejné diferencidlni rovnice

y' (x) = arctg(y(x)), y(0)=1.

Tento program je zaloZeny na piepisu pocatecni dlohy na integralni rovnici a v podstaté se jednd o intervalovou
analogii Eulerovy implicitni metody.

Clear[h, Y];
h=0.01;
Y = Interval[{1., 1.}];
vysl = Reap[For[

n=0, n<100, n++,

Ypom = Interval[{-100, 100}];

For[i =0, i <30, i++, Ypom = Y + ArcTan[Hull[Y, Ypom]] * Interval[{h, h}]

1;

Y = Ypom;

Sow[Y]

11

= Priklad
UkdZeme si to na ptikladu. Davame v ném pfednost jednoduchosti pfed prakti¢nosti.
y'(x) = arctg(y(x)), y(0)=1

Reseni numerickou metodou bez odhadu chyby.
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gr = Plot [Evaluate]
(v[t] /. NDSolve[{y'[x] = ArcTan[y[x]], y[0] =1}, y, {x, 0, 1}1)[[1]1]], {t, O, 1}]

Pro intervalouvou integraci potfebujeme definovat konvexni obal dvou intervald.

Hull[Interval[{a_, b_}], Interval[{c_, d_}]] := Interval[{Min[a, b], Max[c, d]}]
Hull[Interval[{0, 1}], Interval[{2, 3}]]

Interval[{0, 3}]

Zde je jednoduchy program, ktery provede intervalovou integraci obycejné diferencidlni rovnice.Tento program je
zaloZeny na prepisu pocatecni tlohy na integralni rovnici a v podstaté se jednd o intervalovou analogii Eulerovy
implicitni metody.

Clear[h, Y];
h=0.01;
Y = Interval[{1., 1.}];
vysl = Reap[For[

n=0, n<100, n++,

Ypom = Interval[{-100, 100}];

For[i =0, i <30, i++, Ypom = Y + ArcTan[Hull[Y, Ypom]] * Interval[{h, h}]

1;

Y = Ypom;

Sow[Y]

11
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{Null, {{Interval[{1.00785, 1.00789}], Interval[{1.01575, 1.01583}],

Interval[{1l.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.

Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval
Interval

T R e M Bl B R R e T N e e R B e R R s e R T e s s B s e T B e s B s s e R e e R e B s B R e R i

Interval

02368,
04771,
07208,
08853,
11347,
13029,
14726,
16437,
18163,
19904,
21658,
23428,
25211,
27912,

1.

1
1
1
1
1
1
1.
1
1
1
1
1
1

0238}], Interval[{1.03165, 1.03181}], Interval[{1.03966, 1.03986}],

.04795}], Interval[{1.0558, 1.05607}], Interval[{1.06392, 1.06424}],
.07244}], Interval[{1.08029, 1.08068}],
.08896}], Interval[{1.0968, 1.09728}], Interval[{1.10512, 1.10563}],
.11403}], Interval[{1.12186, 1.12246}],
.13092}], Interval[{1.13875, 1.13943}],
.14797}], Interval[{1.15579, 1.15655}],
16517}], Interval[{1.17298, 1.17382}],
.18251}], Interval[{1.19032, 1.19123}],
.19999}], Interval([{1.20779, 1.20879}],
.21762}], Interval[{1.22541, 1.22649}],
.23539}], Interval[{1.24318, 1.24433}],

.2533}], Interval[{1.26108, 1.26231}], Interval[{1.27008, 1.27135}],
.28043}], Interval[{1.28819, 1.28954}],

2973, 1.29869}], Interval[{1.30644, 1.30787}], Interval[{1.31561, 1.31708}],

32482,
34334,
36199,
38077,
39969,
42829,
44753,
46688,
48636,
50596,
52569,
55549,
58556,
61589,
63625,
65672,
68764,
71879,

.52799}
.55791}
.58808}
.61852}
.63895}
65949}
.69051}
72177}

1.32633}], Interval[{1.33407, 1.33561}],
1.34493}]
1.36365}]
1.38251}]
1.4015}], Interval[{1.40919, 1.41105}], Interval[{1.41873, 1.42062}],
1.43023}], Interval[{1l.
1.44953}
1.46896}
1.48852}
1.
1
1
1
1
1
1
1
1

, Interval[{1.35265, 1.35427}],
, Interval[{1.37137, 1.37307}],
, Interval[{1.39021, 1.39199}],
43789,
45719,

4398611,
.45923}
47661, 1.47873)
49615, 1.49834}

1
, Interval 1
1
1
51581, 1.51808}
1
1
1
1

{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
{1.
, Interval[{1l.
, Interval[{1l.

’
, Interval ’
, Interval ,

50819}], Interval ,

, Interval 53559, 1.53793}], Interval[{1.54553, 1.5479}],
56549, 1.56794}], Interval[{1.57551, 1.578}],
59564, 1.5982}], Interval[{1.60575, 1.60835}],
62606, 1.62872}],

64647, 1.64921}],

667, 1.66981}], Interval[{1.67731, 1.68014}],
698, 1.7009}], Interval[{1.70838, 1.71132}],

72923, 1.73224}],

]
]
]
]
]
]

, Interval
, Interval
, Interval

[
[
[
[
[
, Interval]|
[
[
[
, Interval]|
[

]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]

7397, 1.74274}], Interval[{1.75019, 1.75327}], Interval[{1.76071, 1.76382}],

77125,
79241,
81367,
83504,
86727,
89971,
92146,

1
1
1
1
1
1
1

.77439}], Interval[{1.78182, 1.78499}],
.795621}]
.81695}]
.83838}]
.8707}], Interval[{1.87806, 1.88152}], Interval[{1.88887, 1.89237}],
.90324}], Interval[{1.91057, 1.91413}],

.92505}], Interval[{1.93237, 1.93599}],

, Interval[{1.80303, 1.80627}],
, Interval[{1.82434, 1.82765}],
, Interval[{1.84576, 1.84913}], Interval[{1.8565, 1.8599}],

9433, 1.94695}], Interval[{1.95426, 1.95794}]}}}

Nyni se pokusime o graficky vystup téchto intervald.

Zde do vysledku ptidame pocatecni podminku, vytvofime dvojice intervalovych hodnot Y; a Y| v pfedchozim a
ndsledujicim kroku a vytvoiime z této dvojice konvexni obal. Hodnoty feSeni y(x) pro x € [x;, x;41] leZi v tomto
konvexnim obalu. Nakonec jeste Intervaly pfevedeme na uspotfddanou dvojici ¢isel {horni mez, dolni mez}.

ints = (Hulle@# &) /@Partition[Prepend[vysl[[2, 1]],
Interval[a_

] > a;

Interval[{l., 1.}]1, 2, 1] /.

Jesté vytvofime intervaly pro nezdvisle proménnou x. Nakonec opét Intervaly pfevedeme na uspofddanou dvojici ¢isel
{horni mez, dolni mez}.
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hs = (Table[Interval[{i, i+1}]%0.01, {i, O, 99}]) /. Interval[a__] = a

{{-2.22507x107%%, 0.01}, {0.01, 0.02}, {0.02, 0.03}, {0.03, 0.04},

{0.04, 0.05}, {0.05, 0.06}, {0.06, 0.07}, {0.07, 0.08}, {0.08, 0.09}, {0.09, 0.1},
{0.1, 0.11}, {0.11, 0.12}, {0.12, 0.13}, {0.13, 0.14}, {0.14, 0.15}, {0.15, 0.16},
{0.16, 0.17}, {0.17, 0.18}, {0.18, 0.19}, {0.19, 0.2}, {0.2, 0.21}, {0.21, 0.22},
{0.22, 0.23}, {0.23, 0.24}, {0.24, 0.25}, {0.25, 0.26}, {0.26, 0.27}, {0.27, 0.28},
{0.28, 0.29}, {0.29, 0.3}, {0.3, 0.31}, {0.31, 0.32}, {0.32, 0.33}, {0.33, 0.34},
{0.34, 0.35}, {0.35, 0.36}, {0.36, 0.37}, {0.37, 0.38}, {0.38, 0.39}, {0.39, 0.4},
{0.4, 0.41}, {0.41, 0.42}, {0.42, 0.43}, {0.43, 0.44}, {0.44, 0.45}, {0.45, 0.46},
{0.46, 0.47}, {0.47, 0.48}, {0.48, 0.49}, {0.49, 0.5}, {0.5, 0.51}, {0.51, 0.52},
{0.52, 0.53}, {0.53, 0.54}, {0.54, 0.55}, {0.55, 0.56}, {0.56, 0.57}, {0.57, 0.58},
{0.58, 0.59}, {0.59, 0.6}, {0.6, 0.61}, {0.61, 0.62}, {0.62, 0.63}, {0.63, 0.64},
{0.64, 0.65}, {0.65, 0.66}, {0.66, 0.67}, {0.67, 0.68}, {0.68, 0.69}, {0.69, 0.7},
{0.7, 0.71}, {0.71, 0.72}, {0.72, 0.73}, {0.73, 0.74}, {0.74, 0.75}, {0.75, 0.76},
{0.76, 0.77}, {0.77, 0.78}, {0.78, 0.79}, {0.79, 0.8}, {0.8, 0.81}, {0.81, 0.82},
{0.82, 0.83}, {0.83, 0.84}, {0.84, 0.85}, {0.85, 0.86}, {0.86, 0.87}, {0.87, 0.88},
{0.88, 0.89}, {0.89, 0.9}, {0.9, 0.91}, {0.91, 0.92}, {0.92, 0.93}, {0.93, 0.94},
{0.94, 0.95}, {0.95, 0.96}, {0.96, 0.97}, {0.97, 0.98}, {0.98, 0.99}, {0.99, 1.}}

Show[Graphics[Prepend[ ({ints, hs} // Transpose) /.
{{a_?NumberQ, b_}, {c_, d_}} » Rectangle[{c, a}, {d, b}], Opacity[0.3]]], gr]

Podle obrazku to vypadd, Ze se intervaly nepiekryvaji. D4 se vSak matematicky rigor6zné dokazat, Ze se prekryvat
museji.
Pro ilustraci si zkusme vypsat a vykreslit prvni tfi intervaly. Zde je prekryv vidét.

ints[[1;; 3]]

{{1., 1.00789}, {1.00785, 1.01583}, {1.01575, 1.0238}}
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Graphics[Prepend[ ({ints[[1 ;; 3]], hs[[1 ;; 3]]} // Transpose) /.
{{a_?NumberQ, b_}, {c_, d_}} :» Rectangle[{c, a}, {d, b}], Opacity[0.3]]]

Site prekryvu intervali se b&hem vypoétu zvétiuje.

Pro ilustraci si zkusme vypsat a vykreslit posledni tii intervaly.
ints[[-3;; -1]]

{{1.92146, 1.93599}, {1.93237, 1.94695}, {1.9433, 1.95794}}

Graphics[Prepend[ ({ints[[-3 ;; -1]], hs[[-3;; -1]]} // Transpose) /.
{{a_?NumberQ, b_}, {c_, d_}} :» Rectangle[{c, a}, {d, b}], Opacity[0.3]]]
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Zaveér
Ctenaf byl sezndmen se zdrojem chyb ve védecko-technickych vypoétech na modernich poéitadich. V textu jsme
vysvétlili zdkladni principy intervalové aritmetiky a mozZnosti jejtho vyuZiti v matematickych dtikazech. Jako pfiklad

jsme pouzili jednoduchy integrator zaloZeny na Riemannovych souctech a jednoduchy integrator obycejné diferen-
cidlni rovnice zaloZeny a intervalové modifikaci Eulerovy metody.



